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Przedmowa

,» KWATERNION 3” jest trzecig monografiag powstatg z inspiracji Studenckiego
Kota Naukowego KWATERNION. Pierwsza, z roku 2018, byla wydzielong cz¢scia
wspdlnej monografii ztozonej z prac studentéw zrzeszonych w kotach naukowych
Wydziatu Podstaw Techniki, wydang z okazji jubileuszu 10-lecia Wydziatu. Druga,
wydana w roku 2021, byla samodzielng monografig ztozong z prac studentéw
kierunku matematyka. Obecna za$, to zbiér prac studentéw zrzeszonych w Kole
KWATERNION powstatych w roku akademickim 2021/2022. Autorami sg gtéwnie
studenci kierunku matematyka, ale réwniez kierunku informatyka. Rok akademicki
2021/2022 byt to kolejny rok pandemii koronawirusa COVID-SARS 19, byt to wiec
rok dziatalnoSci Kota opartej, w przewazajacej mierze, na aktywnosci zdalnej. Pre-
zentowane prace sa wynikiem osobistych zainteresowar, zglebianych samodzielnie,
z wykorzystaniem materialéw dostepnych w ramach edukacji zdalnej. Monografia
ta skfada si¢ z siedmiu prac, ktérych tematyka jest bardzo r6znorodna. Staramy sig,
podobnie jak to byto w mongrafiach poprzednich, kontynuowac przyjeta zasade
zamieszczania prac z czterech obszaréw zainteresowan Kota — obszaru populary-
zacji wiedzy matematycznej, zainteresowan naukowych, zastosowar matematyki
w zyciu codziennym oraz dziatalno$ci edukacyjnej pogitebiajacej wlasng wiedze
i umiejetnosci, z mySla o zawodowej przysztosci.

W rozdziatach pierwszym i sz6stym kontynuowana jest problematyka zwigzana
z teorig liczb. W rozdziale pierwszym autorzy przedstawiaja liczby zaprzyjaznione,
liczby towarzyskie i liczby doskonale, za§ w rozdziale sz6stym znajdziemy definicje
i przyktady liczb palindromicznych i lustrzanych.

Rozdziat drugi poSwigcony jest pojeciu algorytmu, od formalnej definicji i histo-
rii poczynajac, po przyklady, z ktérymi spotykamy si¢ na codzien, tymi oczywistymi,
jak algorytm wyznaczania pierwiastkéw rdwnania kwadratowego, po te juz mniej
oczywiste, jak przepis na ulubione ciasto.

Zastosowania matematyki w okulografii to gtléwny temat pracy rozdziatu trze-
ciego. Autor przedstawia zastosowania taincuchéw Markowa do analizy danych
okulograficznych. Pokazuje, jak wyniki tych analiz wykorzystywane sa w badaniach
zachowan uzytkownikéw stron internetowych, kierowcéw podczas jazdy we mgle,
rozpoznawaniu zachowan uzytkownikéw TV oraz diagnozowaniu schizofrenii.

Nieco zaskakujacy tytul czwartego rozdziatu to Mitos¢ i matematyka. W pracy
znajdziemy ciekawe zastosowanie narzedzi matematycznych do budowy matema-
tycznego modelu relacji miedzyludzkich oraz matematyczne algorytmy doboru
idealnego partnera, wraz z szacowaniem szansy na trwalo$¢ zwiazku.



8 Przedmowa

Piaty rozdzial monografii zawiera kolejny przyktad praktycznego wykorzystania
matematyki. Jego autor przedstawia model Malthusa i jego modyfikacje wykorzy-
stywane do prognozowania liczby ludnosci w réznych krajach. Analizujac wiel-
kos§¢ populacji takich krajéw jak Polska, Chiny, Ukraina, Czechy, Wtochy, Francja
i Luksemburg na przestrzeni ostatnych 70 lat, bada dopasowanie poszczeg6lnych
wariantow tego modelu do stanu rzeczywistego i przedstawia prognozy liczby
ludnosci za 5 i 50 lat.

Ostatni, siédmy rozdziat jest inspirowany praca dyplomowa autorki na studiach I
stopnia. Praca ta dotyczy wlasnoSci uogdlnionego rozktadu Poissona, uzytecznego
w przypadku zbioréw danych, w ktérych obserwujemy wariancje z proby rézna
od Sredniej z proby. W artykule badane sg charakterystyki tego rozktadu oraz jego
dopasowanie do trzech r6znych zbioréw danych.

Monografia zawiera wiec prace popularnonaukowe, w tym szczegdlnie zwigzane
z popularyzacja wiedzy matematycznej, i prace z obszaru zastosowafi matematyki.
Wszystkie stanowig przyczynek do wlasnego rozwoju, zwigkszajacego szanse na
lepsze dostosowanie do zmieniajacego si¢ rynku pracy.

Anna Kuczmaszewska



Emilia Poptawska !, Marcin Dziadosz 2

Czy liczby moga sie przyjaznic¢?
Stowa kluczowe: liczby zaprzyjaznione, liczby doskonale, liczby towarzyskie, liczby blizniacze

Streszczenie

W pracy tej przedstawione zostalty liczby zaprzyjaznione, liczby towarzyskie,
liczby doskonate oraz liczby blizniacze. Szczegdélowo opisane zostaly sposoby
otrzymywania takich liczb. Praca zawiera réwniez najwazniejsze fakty historyczne
dotyczace etapow odkrywania oraz badania tych liczb.

Wstep

Przyjazn jest jedna z najwiekszych wartosci w zyciu cztowieka. Okazuje sie,
ze mozemy ja spotkaé nie tylko miedzy ludZmi, ale réwniez wérdd liczb. Para
liczb ,,przyjazniacych sie”, czyli spelniajacych pewien warunek, zdefiniowany
w dalszej czesci pracy, jest nazywana liczbami zaprzyjaznionymi.

1. Liczby zaprzyjaznione

Dwie rézne liczby catkowite dodatnie, charakteryzujace sie tym, ze suma
dzielnikow wiladciwych kazdej z nich jest rowna drugiej liczbie, nazywamy
liczbami zaprzyjaznionymi.

Dzielnikiem wlasciwym liczby nazywamy kazdy dodatni dzielnik liczby
mniejszy od niej samej. Na przyktad, wlasciwe dzielniki liczby 6 to 1, 2 i 3.

Liczby 220 i 284 to najmniejsza para liczb zaprzyjaznionych. Sa zaprzy-
jaznione, poniewaz wlasciwymi dzielnikami liczby 220 sa 1, 2, 4, 5, 10, 11,
20, 22, 44, 55 1 110, ktérych suma wynosi 284, a wltasciwymi dzielnikami 284
sa 1,2, 4, 711 142, ktérych suma wynosi 220.

Pierwsze dziesie¢ par liczb zaprzyjaznionych to :

— 2201 284,

- 118411 210,
- 26201 2924,
- 502015 564,
- 623216 368,

! Emilia Poplawska, Studenckie Kolo Naukowe ,KWATERNION', Wydzial Podstaw
Techniki, Politechnika Lubelska.

2 Marcin Dziadosz, Studenckie Koto Naukowe ,KWATERNION", Wydzial Podstaw
Techniki, Politechnika Lubelska.
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— 10 744 i 10 856,

— 122851 14 595,

— 17 296 i 18 416,

- 630201 76 084,

— 66 928 i 66 992.
Nie wiadomo, czy istnieje nieskonczenie wiele par liczb zaprzyjaznio-

nych [5]. Rozwazymy dwie liczby zaprzyjaznione: 1184 oraz 1210.
Najpierw przedstawiamy sume dzielnikéw wlasciwych liczby 1184:

14+24+4+84+16+32+ 37+ 74+ 148 4296 + 592 = 1210.
Nastepnie zapisujemy sume dzielnikow wtasciwych liczby 1210:
14+24+5+104+114+224+554+110+ 12142424605 = 1184.

Druga otrzymana suma jest rowna pierwszej rozwazanej liczbie. Powyzszy
cykl (sekwencja) sktada si¢ z dwoch liczb 1184 oraz 1210. Oznacza to, ze 2
jest rzedem (okresem) tej sekwencji.

Warto rowniez zwrédci¢ uwage na pojecie liczby doskonalej, ktora jest
liczba réwna sumie swoich wlasnych wlasciwych dzielnikéw (innymi stowy
liczba, ktéra tworzy cykliczna sekwencje o okresie 1). Taka liczba jest 6,
poniewaz suma jej dzielnikéw wilasciwych 1, 2, 3 wynosi 6.

2. Historia liczb zaprzyjaznionych

Liczby zaprzyjaznione byly znane juz Pitagorejczykom. Nazwe ,liczby
zaprzyjaznione” zawdzieczamy Pitagorasowi (rysunek 1, patrz s. 11), ktéry
znalazt pierwszg pare takich liczb. Pitagoras zapytany o to, czym jest przyjazn
odpowiedzial: ,Przyjaciel to drugi ja; przyjazn, to zwiazek liczb 220 i 284”[3].

Pitagorejczycy przypisywali liczbom zaprzyjaznionym wiele mistycznych
wiladciwosci. Liczba 220, ktorej przypisywano cudowna moc, bylta wyko-
rzystywana w arabskich horoskopach. W Biblii za$§ wyrazala liczbe owiec
i kéz podarowanych Ezawowi przez Jakuba w gescie pojednania. Co ciekawe,
starozytni Grecy grawerowali na amuletach liczby zaprzyjaznione. Wierzyli,
ze wykonany w ten sposéb amulet zapewni im szczescie w mitosci [10].

Ogdlny wzoér, wedtug ktérego mozna byto wyliczy¢ niektére z tych liczb,
zostal odkryty ok. 850 roku przez irackiego matematyka Thabit ibn Qurra
(rysunek 2, patrz s. 11). Szczegdly tej formuly zostaly opisane w dalszej
czesci pracy. Inni matematycy arabscy, ktérzy badali liczby zaprzyjaznione,
to al-Majriti, al-Baghdadi i al-Farisi.
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Rysunek 1. Rzezba przedstawiajaca Pitagorasa w muzeum na Kapitolu
Zrédlo: [9]

Rysunek 2. Thabit ibn Qurra
Zrédlo: [9]

Iranski matematyk Muhammad Baqir Yazdi w XVI wieku odkry? kolejna
pare liczb zaprzyjaznionych 9 363 584 oraz 9 437 056. Odkrycie to jest jednak
czesto przypisywane Kartezjuszowi [2]. Wiele z prac matematykéw Wschodu
w tej dziedzinie niestety zapomniano.

Formuta Thabit ibn Qurra zostala ponownie odkryta przez Fermata
i Kartezjusza, ktorym jest czasami przypisywana, po czym rozwinieta przez
Eulera (rysunek 3, patrz s. 12). Badania nad tym zagadnieniem prowadzil
réwniez Walter Borho w 1972 roku [2].

Fermat i Kartezjusz odkryli takze na nowo pary liczb zaprzyjaznionych,
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Rysunek 3. Leonhard Euler
Zrédlo: [12]

ktére byty juz znane matematykom arabskim. Euler odkryt dziesiatki nowych
par [4].

Druga najmniejsza para, 1184 oraz 1210, ktérej nie zauwazyli wezedniejsi
matematycy, zostala odkryta w 1866 roku przez nastoletniego wéwczas
B. Nicolo I. Paganiniego — matematyka [6].

Do 1946 roku bytlo juz znanych 390 par liczb zaprzyjaznionych, ale dopiero
pojawienie si¢ komputerow umozliwito odkrycie wielu tysiecy nowych.

Mariano Garcia w 2001 roku znalazt milionowg pare liczb ,przyjacié-
tek”. Co ciekawe, kilka miesiecy pdézniej poznano juz 2 122 263 par liczb
zaprzyjaznionych.

Nieustannie przeprowadzano skomplikowane poszukiwania w celu znale-
zienia wszystkich par ponizej okreslonej granicy. Granica ta byla zwigkszana
wraz z uptywem czasu. Wynosita kolejno:
~ 108 w 1970 roku,

— 10" w 1986 roku,
~ 10M w 1993 roku,
— 107 w 2015 roku,
~ 10'8 w 2016 roku.

Od kwietnia 2021 roku znanych juz jest ponad 1 226 910 693 par liczb
zaprzyjaznionych.

W kazdym znanym przypadku liczby w parze sa albo parzyste, albo
nieparzyste. Nie wiadomo, czy istnieje taka para liczb zaprzyjaznionych,
w ktérej jedna liczba jest parzysta, a druga nieparzysta [5].
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Istnieja jednak liczby zaprzyjaznione, ktére majg rézne najmniejsze czyn-
niki pierwsze: znanych jest siedem takich par. Ponadto kazda znana para
ma co najmniej jeden wspdlny czynnik pierwszy. Nie wiadomo, czy istnieje
para liczb zaprzyjaznionych wzglednie pierwszych. Para liczb wzglednie
pierwszych nie moze byé¢ wygenerowana za pomoca wzoru Thabita [5].

W 1968 roku Martin Gardner zauwazyl, ze wiekszo$¢ par parzystych
liczb zaprzyjaznionych znanych w jego czasach ma sumy podzielne przez 9,
dzieki czemu otrzymano regule charakteryzujaca wyjatki niespetniajace tej
zasady [6].

3. Sposoby otrzymywania par liczb zaprzyjaznionych

Istnieja pewne sposoby otrzymywania pewnych par liczb zaprzyjaznionych,
cho¢ nie wszystkich. Znanych jest wiele innych par, ktorych nie da sie
otrzymadé za pomoca tych zasad. W szczegdlnoéci dwie ponizsze reguly
generuja tylko parzyste pary liczb zaprzyjaznionych.

3.1. Twierdzenie Thabit ibn Qurra

Twierdzenie Thabit ibn Qurra jest metoda znajdowania liczb zaprzy-
jaznionych odkryta w IX wieku przez arabskiego matematyka Thabit ibn
Qurra.

Twierdzenie 3.1. [5] Jesli:
p=3-2""1-1,

g=3-2"-1,
r=9.22n"1_1,

gdzie n > 1 jest liczba calkowita, a p, ¢ i 7 sa liczbami pierwszymi, to
wyrazenia:
2"pq oraz 2"r

tworzg pare liczb zaprzyjaznionych.

Formuta ta generuje dla:
— n =2 liczby:
p=3-221-1=3.2-1=5,

¢g=3-22-1=11,
r=9.222"1_1=11,
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co daje nam pare liczb:
22.5.11 =220 oraz 2271 =284,

tworzaca pare liczb zaprzyjaznionych;
- n =4 liczby:
p=3-2""1-1=3.8-1=23,

g=3-2—1=47,
r=9.2%24"1_1-1 151,

co daje nam pare liczb:
24.23.47=17296 oraz 2*-1151 =18 416,

bedaca para liczb zaprzyjaznionych;
- n =7 liczby:
p=3-2""1-1=3.64—1=191,

g=3-2"-1=383,
r=9.227"1_1-=73 7271,

co daje nam pare liczb:
27.191-383 =9 363 584 oraz 27-73 727 =9 437 056,

tworzaca pare liczb zaprzyjaznionych.

Inne takie pary nie sa znane. Liczby w postaci 3-2" — 1 znane sa jako
liczby Thabita. Aby formula Ibn Qurra tworzyla pare liczb zaprzyjaZnionych,
dwie kolejne liczby Thabita musza by¢ liczbami pierwszymi, co powaznie
ogranicza mozliwe wartosci n.

3.2. Zasada Eulera
Reguta Eulera jest uogdlnieniem twierdzenia Thabit ibn Qurra.
Twierdzenie 3.2. [5] Jesli:
p=(2"""+1)-2" -1,
q=(2"""+1)-2" 1,
r=(2"" )22
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gdzie n > m > 0 sa liczbami catkowitymi, a p, ¢ i r liczbami pierwszymi, to
wyrazenia:
2"pq oraz 2"r

tworzg pare liczb zaprzyjaznionych.

Dla m =n—1 jest to twierdzenie Thabit ibn Qurra.
Reguta Fulera generuje kolejne pary liczb zaprzyjaznionych. Dla
(m,n) = (1,8) mamy:

p=(2%"1+1)-2"' —1 =257,

g=(2%"1+1)-22 —1=33 023,

r=(28"14+1)2.28+%1 —1=8520 191.
W rezultacie dostajemy
28.257-33 023 =2 172 649 216 oraz 2%-8 520 191 =2 181 168 896.
Podobnie dla pary (m,n) = (29,40) mamy:

p=(219"%41)-2% —1=1 100 048 498 687,

g= (219729 +1).210 —1 =2 252 899 325 313 023,

r= (210729 1 1)2. 210729 _1 — 2 478 298 520 505 800 166 853 312 511
otrzymujac
210.p.q =2 724 918 040 393 706 557 785 752 240 819 405 848 576
oraz
240 = 2 724 918 040 396 184 856 306 258 038 787 235 905 536.

Inne potencjalne wartosci parametrow m i n, ktore tworzylyby pare liczb
zaprzyjaznionych, nie sg znane.
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4. Liczby doskonale

W teorii liczb liczba doskonata to dodatnia liczba catkowita, ktora jest
réwna sumie jej dodatnich dzielnikéw wiadciwych (mniejszych od niej). Na
przyklad 6 ma dzielniki 1, 2 i 3 (wylaczajac dzielnik 6), a 14243 =6, a wiec
6 jest liczba doskonata. 6 jest dodatkowo najmniejsza liczba doskonala, druga
liczba doskonala jest 28, kolejne to: 496 i 8128.

Réwnowaznie, liczba doskonata to liczba naturalna n > 2, ktéra jest réwna
polowie sumy wszystkich jej dodatnich dzielnikéw (w tym siebie samej).

Na przyklad liczba 28 jest doskonala, poniewaz

1+24+4+74+144+28 =56 =2-28.

Definicja liczby doskonalej pojawita sie juz w Elementach Euklidesa
z konca IV wieku p.n.e. Euklides okreslit pewna regule tworzenia liczb
doskonatych:

2571.(25 1) jest liczbg parzystg doskonalq, gdy 25 —1 jest liczbg pierwszq
dla liczby pierwszej s.

Dzigki temu spostrzezeniu Euklides znalazt kolejne dwie liczby doskonale:
496 oraz 8128.

Piata liczba doskonala jest 33 550 336, ktéra zostala odkryta dopiero
w XV wieku.

W XVIII wieku Euler udowodnil, ze wszystkie liczby parzyste doskonate
sa w postaci zaproponowanej przez Euklidesa. Fakt ten jest znany jako
twierdzenie Euklidesa—Eulera [5].

W oparciu o podana zasade wyznaczylidémy kilka parzystych liczb dosko-
naltych. UmiedciliSmy je w tabeli 1.

Tablica 1. Zestawienie kilku wyznaczonych wedlug podanej zasady liczb doskonalych

s 2s—1 2% —1 | liczba doskonala
2 2 3 6

3 4 7 28

5 16 31 496

7 64 127 8 128

13 | 4 096 8 191 33 550 336
17 | 65 536 | 131 071 8 589 869 056

Zrédlo: Opracowanie wlasne na podstawie [7]

Wszystkie czterdziesci trzy odkryte liczby doskonalte sa parzyste. Znanych
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liczb doskonaltych jest tak malo, ze udalo nam sie zamiesci¢ wszystkie
w tabeli 2. Nie wiadomo, czy istnieja liczby nieparzyste doskonale, ani
czy istnieje nieskonczenie wiele liczb doskonalych. W trakcie badan nad
istnieniem liczb nieparzystych doskonatych zostato udowodnione jedynie, ze
jezeli takie liczby istnieja, to musza spelnia¢ dwa warunki:

—  musza by¢ wigksze od liczby 1019,

— musza posiada¢ nie mniej niz 8 réznych dzielnikéw pierwszych [5].

Tablica 2. Zestawienie wszystkich odkrytych do dzi$ liczb doskonatych

6 22202(22203 1 2216090(2216091 )
28 22280(22281 1) 2756838(2756839 1)
496 23216(23217 1) 2859432(2859433 1)
8 128 24252(24253 1) 21257786(21257787 1)
33 550 336 24422(24423 1) 21398268(21398269 1)
8 589 869 056 29288(29289 1) 22976220(22976221 1)
137 438 691 328 29940(29941 1) 23021376(23021377 1)
2 305 843 008 139 952 128 | 2M1212(gM12181) | 96972502(96972595 1)
260(261_1) 219936(219937 1) 213466916(213466917 1)
288(289_1) 221700(221701 ) 210996010(210996011 1)
2106(2107_1) 223206(223207 1) 224036582(224036583 1)
2126(2127_1) 244496(244497 1) 225964950(225964951 )
2520(2521_1) 286242(286243 1) 230402456(230402457 1)
2606(2607_1) 2110502(2110503_1)
21278(21279_1) 2132048(2132049_1)

Zrédlo: Opracowanie wiasne na podstawie [7]

Istnieja pewne interpretacje ,,doskonatosci” dwdch pierwszych liczb do-
skonalch. Liczby 6 jako liczby dni, w ciagu ktérych Bog stworzyl sSwiat, zas
liczby 28 jako liczby dni obiegu Ksigzyca wokét Ziemi.

Starozytny matematyk Nicomachus z Gerasa, ktéry zyl na przetomie Ii 11
wieku, probowal wyttumaczy¢ tak mala liczbe odkrytych liczb doskonatych
za pomoca analogii. Sadzil, ze obiekty doskonate wystepuja rzadko, wiec nie
mozemy oczekiwaé, ze liczb doskonalych bedzie wiele [10].

5. Liczby towarzyskie

W matematyce liczby towarzyskie to liczby catkowite dodatnie, ktérych
sumy dzielnikéw wlasciwych tworza cykliczna sekwencje rozpoczynajaca sie
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i konczaca ta sama liczba. Sa uogdlnieniem pojeé liczb zaprzyjaznionych
i liczb doskonalych.

Pierwsze dwie sekwencje towarzyskie lub tancuchy towarzyskie zostaty
odkryte i nazwane przez belgijskiego matematyka Paula Pouleta w 1918
roku. W sekwencji liczb towarzyskich kazda liczba jest suma dzielnikéw
wladciwych poprzedniej liczby. Aby sekwencja byla towarzyska, musi byé
cykliczna i powraca¢ do punktu poczatkowego. Okres sekwencji to liczba
liczb w tym cyklu [13].

Jesli okres ciagu wynosi 1, to liczba jest liczba towarzyska rzedu 1 (czyli
liczba doskonala)— na przyklad wlasciwymi dzielnikami liczby 6 sa 1, 2 i 3,
ktérych suma to znowu 6. W tym cyklu wystepuje jedna liczba (6), wiec
okres sekwencji to 1. Para liczb zaprzyjaznionych to zbiér liczb towarzyskich
rzedu 2. Nie sa znane zadne towarzyskie liczby rzedu 3 [1]. Znanymi liczbami
towarzyskimi rzedu 4 sa:

1264 460 =22.5-17-3 719,

1 547 860 = 2%.5.193-401,
1 727 636 = 2%.521-829,
1305 184 =2°-40 787 [13].

Przedstawimy sumy ich dzielnikéw wilasciwych. Zaczniemy od przedsta-
wienia sumy dzielnikéw dla liczby 1 264 460:

14+24+44+5+10+17+20+34+68+85+170+340+3 719+ 7 438+ 14 876

+18 595437 190+ 63 223 + 74 380+ 126 446 4252 892+ 316 115+ 632 230
=1 547 860.

Nastepnie zapisujemy sume dzielnikéw wiasciwych liczby 1 547 860:
1+244+54+10+20+193+ 38644014 7724802+965+1 604+1 93042 005

+3 860+4 01048 020+ 77 393 + 154 786+ 309 572+ 386 965+ 773 930
=1 727 636.
Przechodzimy do zapisu sumy dzielnikéw liczby 1 727 636:

14+244+5214829+1 042+1 658 +2 08443 3164431 909 4863 818

=1 305 184.
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Zapisujemy sume dzielnikéw wlasciwych dla czwartej liczby 1 305 184:
14+24+4+8+4+16432440 787+ 81 5744163 148+ 326 296 4 652 592

=1 264 460.

Widzimy, Ze ostatnia otrzymana suma jest pierwsza rozwazana liczba. Zatem
otrzymali$my cykliczna sekwencje o okresie 4 [13].

6. Liczby blizniacze

7 pojeciem liczb blizniaczych zwiazane jest pojecie liczby pierwszej. Wiek-
s7z0S¢ z nas shyszala o liczbie pierwszej juz w szkole podstawowej.

Liczba pierwsza to taka liczba calkowita dodatnia, ktérej dzielnikami
sg jeden i ona sama. Do zbioru liczb pierwszych nie nalezy 1. Najmniejsza
liczba pierwsza jest 2.

Liczbami blizniaczymi nazywamy taka pare liczb pierwszych (a,b), ktére
spetniaja warunek: b = a+ 2. Przyktadami takich par liczb blizniaczych sa:

o (3’5),
o (577)7
~ (11,13),
~ (17,19).

Jak dotad zauwazono, ze tylko jedna liczba tworzy dwie pary liczb bliz-
niaczych i jest nig 5.

Nie wykazano do tej pory, czy istnieje nieskonczenie wiele liczb bliz-
niaczych. Najwieksza odkryta do dzi§ para liczb blizniaczych jest odkryta
w 2016 roku para:

(2 996 863 034 89521299000 _1 9 996 863 034 895 - 21290000 1 1),

Obie liczby w tej parze maja 200 700 cyfr [8].
Rozwazymy teraz przyklad wykorzystania liczb bliZniaczych. Szereg po-

AR A S AT A A
3 5 5 7 11 13 17 19

jest szeregiem odwrotnosci liczb blizniaczych.

Norweski matematyk Viggo Brun dowiédl w 2019 roku, ze taki szereg
jest szeregiem zbieznym do wartosci statej nazywanej od jego nazwiska stala
Bruna [7].
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Wedlug oszacowania Sebah Pascal’a z 2002 roku stala ta wynosi
1,902160583104. W celu wyznaczenia tej wartosci uzyto wszystkich liczb
blizniaczych mniejszych niz 1016,

Rozwazmy kilka poczatkowych par liczb blizniaczych. Dla pary liczb
bliZzniaczych (5,7) liczba rozdzielajaca pare jest 6, ktora dzieli sie przez
6. Dla kolejnej pary (11,13) liczba rozdzielajaca pare jest 12, ktéra jest
podzielna przez 6. Dla pary (17,19) liczba rozdzielajaca pare jest 18, ktéra
tak jak w przypadku wczesniejszych par dzieli sie przez 6.

Mozemy zatem zauwazy¢, ze liczba naturalna rozdzielajaca pare liczb
blizniaczych (a,b), gdzie a,b > 5 jest podzielna przez 6. Wynika to z faktu,
ze jest ona parzysta, gdyz poprzedza liczbe pierwsza, ktéra jest nieparzysta,
i z tego, ze para liczb blizniaczych oraz liczba rozdzielajaca te pare tworza
tréjke liczb naturalnych, a wiec musi w nich wystepowaé liczba podzielna
przez 3. Ta liczbg jest liczba rozdzielajaca pare, gdyz liczby tworzace pare
sg liczbami pierwszymi. Zatem liczba rozdzielajaca pare jest podzielna przez
2 i przez 3, wiec jest rowniez podzielna przez 6.

Podsumowanie

W pracy przedstawiono wybrane, ciekawe fakty dotyczace liczb zaprzy-
jaznionych, liczb towarzyskich, liczb doskonalych oraz liczb blizniaczych.
Opisano wybrane wlasnoéci tych liczb oraz ciekawostki historyczne zwiazane
z ich odkrywaniem. Mimo ze pierwszych kilka liczb o tych wlasnosciach
odnaleziono wiele lat temu, to do dzi$ temat ten cieszy sie sporym zaintere-
sowaniem. Wiele zagadnien dotyczacych omawianych liczb to wcigz otwarte
problemy matematyczne. Nie wiadomo na przyktad, czy istnieje nieskonczenie
wiele par liczb zaprzyjaznionych. Nie ustalono, czy istnieje taka para liczb
zaprzyjaznionych, w ktorej jedna liczba jest parzysta, a druga nieparzysta.
Nie wiemy takze, czy istnieje para liczb zaprzyjaznionych wzglednie pierw-
szych. Nie wiadomo, czy istnieja liczby nieparzyste doskonale, ani czy istnieje
nieskoriczenie wiele liczb doskonatych. Ponadto, nie wykazano do dzis, czy
istnieje nieskonczenie wiele liczb blizniaczych.
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Algorytmy

Slowa kluczowe: algorytm, algorytm w matematyce, algorytm w informatyce, algorytm
w Zyciu codziennym
Streszczenie

W pracy przedstawione zostaly podstawowe zagadnienia zwiazane z pojeciem
algorytu, takie jak: znaczenie algorytmu, znani twércy algorytmoéw oraz pod-
stawowe algorytmy. Znaczna cze$é pracy poswiecona jest schematowi tworzenia
algorytmu. Podsumowanie zawiera przyklady algorytméw wykorzystywanych w zy-
ciu codziennym przez kazdego czlowieka. W pracy nie zabrakto réwniez informacji
na temat algorytmoéw matematycznych wraz z przyktadami, ktére ilustrujg istote
tworzenia algorytmoéw. Istotny jest tez jezyk programowania algorytméw, przyktady
algorytmoéw zapisanych z uzyciem réznych jezykow mozemy znalezé w pigtym
paragrafie pracy.

1. Wstep

Dzisiejsze rozumienie pojecia algorytmu ksztaltowalo sie przez wieki.
Pochodzenie tego stowa wywodzi sie od nazwiska arabskiego matematyka
Muhammeda ibn Alchwarizmiego i datowane jest na wiek IX. Poczatkowo
stowem algorism nazywano czynnosci konieczne do wykonywania obliczen
z uzyciem dziesietnego systemu liczbowego. Wspélczesnie uzywamy wielu
definicji algorytmu, jedna z nich okresla algorytm jako ciag zdefiniowanych
czynnosci, ktore nalezy wykonaé¢ w celu rozwiazania postawionego wczesniej
problemu.

2. Zadania algorytmu

Zadaniem algorytmu jest przeprowadzenie pewnego systemu ze stanu po-
czatkowego do pozadanego stanu koncowego. Badaniem algorytméw zajmuje
sie algorytmika - dziedzina, ktérej zadaniem jest tworzeniem algorytmow.
Uwaza sie ja za wazna dla wigkszo$ci nauk matematyczno—przyrodniczych,
ekonomii i techniki. Kiedy chcemy uswiadomi¢ sobie, jak duze znaczenie
ma algorytmika, powinniSmy najpierw odpowiedzie¢ na pytanie, czym jest

I Marlena Gaborek, Studenckie Kolo Naukowe LJKWATERNION'", Wydzial Podstaw
Techniki, Politechnika Lubelska
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algorytmika. Najprostsza i najmniej wyjasniajaca definicja méwi, ze ,algoryt-
mika to nauka zajmujaca sie algorytmami'. Zacznijmy wiec od wyjasnienia
czym jest algorytm.

3. Schemat tworzenia algorytmu

Algorytm jest tworzony na podstawie specyfikacji problemu, ktéry ma
rozwigzywaé. Dane i wyniki ze specyfikacji sa jednoczesnie danymi wej-
Sciowymi i danymi wyjéciowymi (czyli wynikami dzialania) algorytmu. Od
algorytmu wymaga sie¢, aby wszystkie jego elementy (dane, polecenia, wyniki)
byly dobrze okreslone, a sam algorytm byl uniwersalny. Oznacza to, ze jest
on formutowany dla okredlonej klasy podobnych zadan, ktére réznia sie
parametrami ustalonymi za poérednictwem danych wejsciowych.

Na calosciowe rozwiazanie problemu sktadaja sie:

—  wybér metody rozwiazania problemu,

— plan zastosowania tej metody do rozwigzania problemu,

— opis czynnosci wykonywanych podczas realizacji tego planu wraz z opisem
ich skutkéw,

— ostateczny wynik wykonywanych czynno$ci.
CzynnoSci stuzace do rozwigzania zadania (kroki) to:

— analiza treéci zadania,

— wykaz danych wejsciowych, wiadomych i niewiadomych oraz relacji mieg-
dzy nimi,

— sprawdzenie czy zadanie posiada jednoznaczne rozwigzanie,

—  wybdr metody rozwigzania zadania,

— opis czynnosci, ktore nalezy wykonaé¢ z danymi wejSciowymi przy zasto-
sowaniu wybranej metody rozwiazania,

— sporzadzenie i przedstawienie wynikéw rozwiazania zadania.
Podczas tworzenia algorytmu nalezy pamietaé¢ o doktadnosci i precyzji.

Ominiecie ktéregos z podpunktow moze skutkowaé niedziataniem algorytmu

badz tez jego blednym dzialaniem.

4. Algorytmy w matematyce

Pierwsze opisy rozwiazywania problemu (zadania), ktére potem nazwano
algorytmami, dotyczyly rozwigzywania zadan matematycznych.

Juz w starozytnym Egipcie i starozytnej Grecji stworzono wiele metod,
ktére pozwalaly rozwigzywaé pewne zadania w sposéb ,algorytmiczny”.
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Najbardziej znana spoéréd nich to opracowana przez matematyka greckiego
Fuklidesa metoda znajdywania najwiekszego wspélnego dzielnika dwdch
liczb naturalnych, zwana obecnie algorytmem Euklidesa. Algorytm ten
przedstawiamy opisujac stowami kolejne operacje oraz sposob ich wykonania.

Algorytm Euklidesa
Jest on jedna z klasycznych metod znajdowania najwickszego wspdélnego
dzielnika dwéch liczb naturalnych.

Definicja 4.1. NWD — najwigkszy wspélny dzielnik (ang. GCD — Greatest
Common Divisor) liczb a i b jest najwieksza liczba naturalna, ktéra jedno-
czesnie dzieli a i b bez reszty.

Euklides zauwazyt, ze NWD liczb a i b dzieli réwniez ich réznice.
Geometryczne uzasadnienie tego faktu mozemy zaobserwowaé na rysunku 1.

l
a-b I

Rysunek 1. Geometryczny dowéd stwierdzenia, ze NWD(a,b)‘(a —b)

Zrédto: Opracowanie wlasne

Przy obliczaniu NWD liczb naturalnych a i b korzystamy z jednej z na-
stepujacych metod.

Metoda 1 [5]. Wybieramy mniejsza sposréd dwdch liczb a i b i nazywamy
ja dzielnikiem. Sprawdzamy, czy wieksza z nich dzieli si¢ bez reszty przez
dzielnik. Jesli tak jest, to NWD jest mniejsza sposréd dwoch liczb.

W przeciwnym wypadku, dzielnik zmniejszamy o 1 i badamy, czy obie
liczby dziela si¢ przez nowy dzielnik. Czynnos¢ ta wykonujemy do momentu,
gdy znajdziemy wartosé, ktéra dzieli obie liczby bez reszty. Otrzymana liczba
bedzie NWD.
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Metoda 2 [5]. Rozkladamy liczby a i b na czynniki pierwsze, na podstawie
tego rozkladu wyznaczamy NWD.

Rozklad na czynniki pierwsze

Zbiér liczb naturalnych wiekszych od 1 dzieli sie na dwa rodzaje liczb:
— liczby pierwsze, ktére nie sg iloczynami zadnych mniejszych liczb z tego

zbioru: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19,...,

— liczby zlozone, ktore sa iloczynami liczb mniejszych: 4, 6, 8, 9, 10, 12,

14, 15, ... .

Rozklad na czynniki pierwsze polega na znalezieniu dla danej liczby
naturalnej, w naszym wypadku a, wszystkich liczb pierwszych, ktérych
iloczyn daje nam liczbe a. Liczbe a bedziemy probowali dzieli¢ przez kolejne
liczby 1, ktére sa liczbami pierwszymi, z przedzialu od 2 doy/a. Jesli dzielenie
przez i jest mozliwe (dostajemy reszte z dzielenia réwna 0), to kolejnym
krokiem bedzie zapamietanie czynnika ¢ i powtdrzenie operacji dzielenia
biezacej wartosci a := ¢ przez i. Gdy w wyniku dzielenia reszta nie wyniesie
0, sprawdza sie, czy biezace a nie jest zredukowane do 1. W takim przypadku
znalezione zostaly juz wszystkie czynniki dzielace poczatkowe a i algorytm
nalezy przerwaé. Jedli biezace a bedzie wciaz wigksze od 1, to nie zostaly
znalezione wszystkie czynniki. Nalezy rozwazy¢ kolejny dzielnik 4 (ze zbioru
liczb pierwszych niewiekszych niz \/a, dla poczatkowego a) i sprawdzié, czy
reszta z dzielenia wynosi 0. Gdy i przekroczy warto$é /a dla poczatko-
wej wartosci a, to ostatni czynnik jest wiekszy od tego pierwiastka i jest
rowny biezacej wartosci @ — nalezy zapamietaé ostatni czynnik i zakonczy¢
algorytm [5].

Rownie interesujacym algorytmem jest Algorytm Fermata, ktéry moze
postuzy¢ do wyznaczenia NWD.

Algorytm Fermata — metoda faktoryzacji, czyli rozkladu liczby na czynniki
pierwsze.

Metoda ta znajduje rozklad liczby a, jesli jej dzielniki sa bliskie pierwiast-
kowi kwadratowemu. Dzieki tej metodzie, tworzac klucze kryptograficzne
oparte na iloczynach liczb pierwszych (RSA), unika sie iloczynéw niewiele
réznigcych sie liczb.

Dziatanie algorytmu polega na szukaniu pary liczb n i m takich, ze:

a:nz—mQ.

Te réznice mozna przedstawié¢ jako iloczyn (n+m)(n—m). Jesli zaden
z tych czynnikéw nie jest réwny jeden, otrzymujemy faktoryzacje a. Warto
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zauwazy¢, ze dla kazdego nieparzystego a taka para liczb istnieje. Istotnie,
jesli a = cd, to liczby c¢ i d sg nieparzyste, wiec liczby c+d, ¢ — d sa parzyste,

a liczby n = #, m= % catkowite. Wéwczas:

_ [c+d 2 c—d\?
- ( 2 ) B ( 2 ) '

Zasada dziatania algorytmu Fermata stanowi podstawe znacznie efektyw-
niejszych algorytméw faktoryzacji, takich jak sito kwadratowe [6]. Kolejnym
interesujacym algorytmem jest Algorytm Luhna.

Algorytm Luhna, lub metoda Luhna, znany réwniez jako algorytm ,mo-

dulus 10” lub ,mod 10”, nazwany na czes¢ jego tworcy, naukowca IBM Hansa
Petera Luhna, jest prosta formulg sumy kontrolnej uzywang do walidacji

numeréw.

Algorytm Luhna powstat po to, by ochroni¢ przed btednymi lub odwréco-
nymi cyframi podczas wpisywania numerdéw kart kredytowych. W kolejnych
latach nastgpita ewolucja jego zastosowan i dzi§ algorytm Luhna stosujemy
praktycznie do wiekszosci walidacji ciagéow cyfr, na przykiad:

- NIP,

— numeréw kart kredytowych,

— numeréw telefonu,

— entyfikacyjnych klientéw w réznej formy umowach,
- REGON.

Opis dzialania

Algorytm Luhna bazuje na wyznaczeniu sumy kontrolnej i sprawdzeniu,
czy po podzieleniu przez 10 daje ona reszte rowng 0. Jest to gldéwne za-
lozenie algorytmu. Zazwyczaj wystarczy zmienié¢ jeden znak w ciggu, aby
algorytm wykryt zmiane. Oczywiscie nic nie jest idealne i sg znane przypadki,
kiedy zmiana nie zostanie rozpoznana. Taki przypadek bedziemy analizowaé
w dalszej czedci pracy.

Dzialanie algorytmu jest w zasadzie bardzo proste. Kazda z cyfr numeru
musimy przemnozy¢ przez odpowiednia wage, zaczynajac od prawej strony.
Wagi to odpowiednio 2 oraz 1. Nastepnie wynik sumujemy i sprawdzamy,
czy dzieli sie bez reszty przez 10. Gdy wynikiem dzielenia bedzie liczba bez
reszty, to wtedy mozemy uznaé, ze ciag liczb jest poprawny.

Nasuwa sie jeszcze pytanie, co w przypadku, gdy po pomnozeniu cy-
fry przez jej wage dostaniemy dwucyfrowa liczbe? Odpowiedz jest prosta,
wystarczy zsumowaé cyfry. Dla przykladu 6-2 = 12. Nastepnie 1+2 = 3.

Jako przyklad zaprezentuje wygenerowany losowo numer karty kredytowe;j.
Numer ten sklada sie z 16 cyfr.
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Na czarno zaznaczono numer karty kredytowej, na czerwono wage, a na

wynik mnozenia kolejnych cyfr przez wage, z uwzglednieniem sumo-

wania cyfr z liczb dwucyfrowych. Nastepnie sumujemy otrzymane wartosci

z czterocyfrowych blokéw i dzielimy przez 10, sprawdzajac otrzymana
reszte [2].

Przyklad.
Losowo wygenerowany numer karty kredytowej: 4245 5675 8675 0809
Kazda cyfra w zaleznosci od pozycji ma okreslony mnoznik, ktory jest jej
waga. Przyjmuje sie, ze cyfry na pozycjach parzystych maja wage 1, a na
nieparzystych 2.
2121 2121 2121 2121

Tak wiec ciag jest ciaggiem wag.

Mnozymy kolejne cyfry przez ich wagi i wpisujemy wynik. W przypadku
wyniku dwucyfrowego sumujemy cyfry i wpisujemy wynik. W ten sposéb
otrzymujemy ciag:

Otrzymany ciag cyfr sumujemy w czterocyfrowych blokach:
23+ 17423417 = 80.
Sprawdzamy, czy uzyskany wynik dzieli sie bez reszty przez 10:

80:10=8 oraz reszta 0.

Numer 4245 5675 8675 0809 jest poprawny, poniewaz wynik reszty z dzielenia
rowna sie 0.

5. Algorytmy w informatyce

Algorytm informatyczny jest to skonczony ciag czynnosci, ktéry prze-
ksztalca dane wejSciowe w konkretne dane wyjsciowe. Jest to zbiér okreslo-
nych regut postepowania, ktére, jesli sa realizowane zgodnie z ustalonym
porzadkiem, umozliwiaja rozwiazanie okreslonego zadania [4].

5.1. Cechy algorytmu

Pozadanymi cechami algorytmu sa:
1. poprawnosé,
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2. jednoznaczno$é,
3. szczegbdlowose,
4. uniwersalizm.

Ad 1. Oznacza to, ze dla kazdego wlasciwego zestawu danych, po wykonaniu
skonczonej liczby czynnosci, powinien istnie¢ prawidtowy wynik.

Ad 2. Cecha ta oznacza, ze w kazdym przypadku zastosowania algorytmu,
dla tych samych danych uzyskamy ten sam wynik.

Ad 3. Algorytm musi by¢ szczegétowy, aby wykonawca algorytmu zrozumiat
opisane czynnoéci i potrafit je wykonac.

Ad 4. O uniwersalizmie algorytmu méwimy wtedy gdy stuzy do rozwigzania
pewnej grupy zadan, a nie tylko pojedynczego zadania

5.2. Sposoby zapisu algorytmu

Tworzenie algorytmu musi zaczaé sie od specyfikacji problemu badaw-
czego.

Specyfikacja problemu algorytmicznego nazywamy dokladny opis pro-
blemu algorytmicznego, ktéry ma zostaé¢ rozwiazany oraz podanie informacji
o danych wejéciowych i wyjéciowych, czyli przed naszym algorytmem powi-
nien znalez¢ sie dodatkowy zapis.

Problem algorytmiczny: obliczenie Sredniej arytmetycznej dwoch liczb
rzeczywistych.
Dane wejsciowe: x,y € R.
Dane wyjsciowe: sr € R — $rednia liczb = i y.
Do najczesciej uzywanych sposobow zapisu algorytmu naleza:
lista krokéw,
pseudojezyk(pseudokod),
graficzna prezentacja za pomocs schematu blokowego,
zapis w danym jezyku programowania.
W celu przedstawinia uzywanych sposobéw zapisu algorytmu postuzymy
sie przyktadem.

D =
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Przyklad.
Algorytm wyznaczania Sredniej arytmetycznej dwéch liczb rzeczywistych.

Ad 1. Lista krokéw charakteryzuje sie tym, ze kazdy wiersz opisujacy
pojedynczy krok realizowanej czynnosci jest numerowany.

Pobierz pierwsza liczbe.

Pobierz druga liczbe.

Dodaj liczby do siebie.

Wynik dodawania podziel przez 2.

Wyéwiet] otrzymang wartosc.

Zakoncz.

S G N

Ad 2. Zapis za pomoca schematu blokowego — przyklad rysunek 3 (patrz s. 31).
Schemat blokowy przedstawia algorytm w postaci symboli graficznych, podajac
szczegoltowo wszystkie operacje arytmetyczne, logiczne, przesytania, pomocnicze
wraz z kolejnoscia ich wykonywania. Sktada si¢ on z wielu elementow, wsrdd
ktorych podstawowym jest blok. Wyglad bloku oraz opis znajduje sie na
rysunku 2 (patrz s. 30).

Ad 3. Pseudojezyk jest metodg posrednia miedzy zapisem za pomoca listy
krokow a zapisem w jezyku programowania.

Poczatek.

Wprowadzenie x i y rzeczywistych.

Wykonanie dziatania (x+y)/2.

Pisz wynik.

Koniec.

Cups o

5.3. Wyznaczenie NWD — algorytm Euklidesa

Algorytm Euklidesa, przedstawiony za pomocg listy krokéw oraz w postaci
schematu blokowego na rysunku 4 (patrz s. 32), pozwoli na znalezienie réznic
pomiedzy obydwiema metodami.

Najwiekszy Wspolny Dzielnik — lista krokow:

— pobieramy dwie liczby naturalne,

— od wigkszej z nich odejmujemy mniejsza,

— wiekszg liczbe zastepujemy réznica,

— postepujemy tak az do momentu, gdy obie liczby beda rowne,
— otrzymana w ten sposéb liczba jest NWD.

Przyklad.

Zalézmy, ze a = 12, b= 20. Poniewaz b > a, to definiujemy nowe b takie, ze
b=20—-12=28,
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‘Wyglad bloku

Opis

Bloki graniczne — poczatek i koniec algorytmu.

Maja ksztalt owalu. Z bloku Start wychodzi tylko jedno polaczenie;
kazdy schemat blokowy musi mie¢ dokladnie jeden blok START.
Kazdy schemat blokowy musi mie¢ co najmniej jeden blok STOP.

\ 4

ELacznik pomiedzy blokami — okresla kierunek przeplywu danych
lub kolejnosc¢ wykonywanych dzialan (Sciezka sterujaca)

Blok kolekceyjny — laczy kilka roznych drog algorytmu

Blok operacyjny — zawiera operacje lub grupe operacji, w ktorych
wyniku ulega zmianie wartos¢ zmiennej (tu : nadanie zmiennej X
wartosci 10).

Bloki operacyjne maja ksztalt prostokata , wehodzi do niego jedno
polaczenie i wychodzi tez jedno.

!

/ np. Write (x)

!

/

Blok wejscia / wyjscia — blok odpowiedzialny za wykonanie
operacji wprowadzania 1 wyprowadzania danych, wynikow,
komunikatow.

Ma ksztalt rownolegloboku, wchodzi i wychodzi z niego jedno
polaczenie.

Tak

lub

Tak Nie

Blok decyzyjny — okresla wybor jednej z dwoch mozliwych drog
dzialania.

Ma ksztalt rombu lub szesciokgta. Wehodzi do niego jedno
polaczenie, a wychodza dwa : TAK — gdy warunek wpisany
wewnatrz jest spelniony oraz NIE — gdy warunek wpisany wewnatrz
nie jest spelniony. Wybor ksztattu bloku zalezy od nas.

Rysunek 2. Budowa schematu blokowego

a teraz a > b, czyli nowe a = 12— 8 =4, dalej b > a, czyli kolejne nowe

Zrédlo: [1]

b=8—-4=4,ia=4stad NWD =4.

Problem algorytmiczny: najwiekszy wspdlny dzielnik dwdch liczb
Dane wejsciowe: a,b € N.
Dane wyjsciowe: NW D(a,b).
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/ Read (x, y) /
!

| sr = (X+y)/2 |

!
/ Write (sr) /

Rysunek 3. Algorytm wyznaczania $redniej za pomoca schematu blokowego
Zrédlo: [1]

Read (a):
Read (b):

i Write (a): ;

b:=b-a:

a:=a-—b:

Rysunek 4. Obliczanie NWD za pomoca schematu blokowego
Zrédlo: [1]

Zastosowano tu wlasciwosci:

NWD(a,b) = NWD(a—b,b) jesli a > b,
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NWD(a,b) = NWD(a,b—a) jedli b> a.

Problem algorytmiczny: liczenie Sredniej dwoch liczb zapisany w postaci
programu w jezyku Turbo Pascal (rysunek 5, patrz s. 32).

Program Srednia;

Var x, y : Real;
Begin

Readln (x):

Readln (v);

Writeln (‘$rednia arytmetyczna wprowadzonych liczb wynosi : ¢ (x+y)/2 :7:2);
End.

Rysunek 5. Liczenie $redniej w postaci programu w jezyku Turbo Pascal
Zrédlo: [11]

Przedstawiony tu algorytm liczenia éredniej jest wykonywany zawsze
w tej samej kolejnosci, niezaleznie od wartosci danych wejsciowych.

Algorytm liniowy (sekwencyjny) — algorytm, w ktérym kolejno$é wykony-
wanych czynnosci jest taka sama i niezalezna od wartosci danych wejSciowych.

Istnieje wiele sposobow zapisu algorytmu. Uwaza sig, ze zapisanie algo-
rytmu za pomoca listy krokéw to najprostsza i jednocze$nie najbardziej
naturalna metoda.

5.4. Komputery

Zanim zbudowano pierwsze komputery, istnialy juz solidne podstawy
informatyki teoretycznej. Algorytm wyrazony w najprostszym z mozliwych
jezykow okazal sie dla urzadzen najlepszy.



Algorytmy 33

Na poczatku lat 30. XX wieku pojawito sie kilka niezaleznie opracowanych
matematycznych modeli wykonywania algorytméw. Najstynniejszym jest
maszyna Turinga opisana w pracy On Computable Numbers autorstwa
Alana Turinga, brytyjskiego matematyka uznawanego za ojca informatyki.
Okazalo sie, ze nawet najbardziej zlozone algorytmy mozna wyrazié¢ za
pomoca prostego matematycznego opisu oraz kilku elementarnych operacji.
Maszyna Turinga sktadala sie z glowicy czytajaco-piszacej przesuwajacej sie
po nieskonczonej tasmie. Kazdy krok mégl zmieni¢ wartosé danej komérki
tasmy, przesuwajac sie w lewo lub prawo oraz zmieni¢ swdj stan [3].

5.5. Algorytmy komputerowe

Komputery przetwarzaja przekazywane im informacje z wykorzystaniem
algorytméw. Program jest algorytmem zapisanym w jezyku zrozumialym
dla maszyny (kodzie maszynowym). Kazdy poprawny kod maszynowy da
sie przelozy¢ na zestaw instrukcji dla teoretycznego modelu komputera —
maszyny Turinga.

Zwykle algorytmy pracuja na danych wejsciowych i uzyskuja z nich dane
wyjséciowe. Informacje zapisane w pamieci maszyny traktuje sie jako jej stan
wewnetrzny. Niektére algorytmy majg za zadanie wylacznie przeprowadzanie
komputera z jednego stanu wewnetrznego do innego.

Kazdy algorytm komputerowy musi by¢ wprowadzony do komputera
w bardzo rygorystycznie zdefiniowanym jezyku. Ludzie, komunikujac sie,
czesto przesylaja miedzy soba informacje wieloznaczne. Komputery moga
reagowad tylko na catkowicie jednoznaczne instrukcje. Jezeli dany algorytm
da sie wykonaé przy uzyciu maszyny o dostepnej mocy obliczeniowej i pamieci
oraz o czasie, ktory jest akceptowalny, to méwi sie, ze jest obliczalny [9].

5.6. Algorytm, a opisujacy go jezyk

Nalezy zdawaé sobie sprawe z réznicy miedzy algorytmem, bedacym
niezaleznym od jego implementacji przepisem, a programem, ktory moze
zostaé zinterpretowany i wykonany przez komputer. Fragmenty programdw
przedstawionych na rysunku 6 (patrz s. 34) sa realizacja tego samego algo-
rytmu sumujacego trzy trojki:

6. Algorytm w zyciu codziennym

Algorytmem jest tak naprawde kazda czynno$é¢ jaka wykonujemy.
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wynik
wynik += 3;
wynik += 3;

int alg(int n)
if(n == 3)

for

wynik = 0

r

{int 1 =

Dodawanie w jezyku C:

Ten sam jezyk, ale z zastosowaniem petli:

0; i < 3; ++1) wynik += 3;

Jezyk C, zapis proceduralny z zastosowaniem rekurencji:

return 0;

else

{

return 3 + algi(n + 1);

volid main() f{

mov
add
add
add
mov

int wynik

eax,
eax,
eax,
eax,

OEF21A29Ch,

-

LIS R ¥¥]

3

= alg(0);

2ax

Asembler x86:

# zeruje akumulator
# dodaje 3 do akumulatora

# kopiuje zawartosc¢ akumulatora do komdrki pamieci

Rysunek 6. Fragmenty programéw sumujacych trzy tréjki

Zrédio: [11]
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Przykladowe obszary, w ktorych wyrecza nas sztuczna inteligencja
Rynek pracy: algorytmy staja si¢ pracodawca

Na rynku pracy systemy zautomatyzowanego podejmowania decyzji wy-
korzystywane sa zaré6wno przez administracje publiczng w procesach do-
tyczacych oséb bezrobotnych, jak i przez firmy prywatne do rekrutacji
pracownikow. Cel algorytmu jest jeden — wstepnie zweryfikowaé¢ kandydatéw
na dane stanowisko i szybko przeanalizowa¢ wielkie zbiory danych osobowych.
Jednak nie tylko procesy rekrutacyjne, ale tez sam rynek pracy zmienia sie
pod wpltywem tych systeméw.

Opieka spoleczna: algorytm przyznawania odpowiedniej liczby godzin
oraz $wiadczen pienieznych

Kluczowym elementem systemu opieki spotecznej jest podejmowanie
decyzji o przyznaniu Swiadczen konkretnym osobom. Zazwycza]j przestanki
motywujace udzielenie tego typu pomocy sa mozliwe do zmierzenia, przez
co systemy oparte na algorytmach dobrze sie sprawdzaja w procedurach
decyzyjnych. Stosowane sg one na réznych etapach: od identyfikacji oséb
zagrozonych pewnymi zjawiskami spolecznymi, po przyznawanie konkretnej
liczby godzin na opieke oraz konkretnych swiadczen pieni¢znych.

Edukacja: przypisywanie mtodziezy do placowek

Algorytmiczne podejmowanie decyzji jest coraz czesciej wykorzystywane
rowniez w obszarze edukacji. Systemy juz przypisuja uczniéw do konkretnych
placowek, oddelegowuja nauczycieli do miejsca pracy, a takze przeprowadzaja
ewaluacje pracownikéw o$wiaty [4].

Innym klasycznym przyktadem stosowanego w zyciu codziennym algo-
rytmu jest przepis kulinarny. Aby upiec ciasto z owocami nalezy w okreslonej
kolejnosci (krok po kroku) oraz w okre$lonych odstepach czasowych (nazy-
wanych imperatywem czasowym) dodawaé¢ poszczegdlne sktadniki i wlasciwe
rodzaje owocow. Ciasto mozna przyrzadzi¢ wedtug przepiséw, a w efekcie
uzyskaé¢ bardzo podobne wypieki. Przyktad ten ma wylacznie charakter
pogladowy, poniewaz jezyk przepiséw kulinarnych nie zostal jasno zdefinio-
wany i sformalizowany, algorytmy sa zwykle formulowane w sposéb Scisty,
w oparciu o jezyk matematyki.
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W omawianych algorytmach bedziemy okreslac:

opis startu (czyli dane wejSciowe i okreslenie warunkéw rozpoczecia
pracy),

opis wykonania/postepowania (czyli, co robié, jak robi¢, w jakiej kolejno-
$ci — ALGORYTM),

opis zatrzymania pracy (czyli, jakie warunki musza by¢ spelnione, zeby
zakonczy¢ prace).

6.1. Dwa przyklady algorytméw z zycia codziennego

Algorytm pieczenia ciasta

Niezbedne urzadzenia i produkty: kuchenka gazowa z piekarnikiem, pro-

dukty na ciasto.

— 5 jajek (rozmiar M), temperatura pokojowa,

— 250 g cukru,

— 125 ml oleju rzepakowego lub stonecznikowego,

— 200 ml mleka, temperatura pokojowa,

— 450 g maki pszennej,

— 2 plaskie tyzeczki proszku do pieczenia,

— 500 g owocow $wiezych lub mrozonych (np. malin, jagdd, boréwek,
truskawek, rabarbaru, mieszanki owocéw lesnych).

Dodatkowo:

— kasza manna lub butka tarta,

— do posypania ciasta cukier puder.

Potrzebna bedzie jeszcze forma do pieczenia i miska do mieszania ciasta

— START.

Sposé6b przygotowania:

— Forme prostokatna o wymiarach ok. 35 x 24cm wylozy¢ papierem do
pieczenia. Odstawi¢ na bok.

— W miseczce wymieszaé¢ make z proszkiem do pieczenia.

— Jajka ubi¢ z cukrem na jasna, kremowag mase, miksujac mikserem na
najwyzszych obrotach przez co najmniej 5 minut.

— Dalej miksujac, wlewaé cienkim strumieniem olej, a nastepnie mleko.

— Dodaé¢ mieszanke maczna i wymiesza¢ delikatnie szpatutka lub zmik-
sowal krétko na najnizszych obrotach, tylko do momentu potaczenia
sie sktadnikéw.

— Ciasto wylozy¢ do przygotowanej formy.

— 7 wierzchu posypa¢ kasza manng lub butka tarta.

—  Utlozy¢ owoce.
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Piec w nagrzanym piekarniku ok. 50-60 minut, do suchego patyczka,
w temperaturze 170 °C (grzaltka gora-dot).

Upieczone ciasto wyciagnaé z piekarnika i pozostawié¢ do ostygniecia.
Chtlodne ciasto posypac cukrem pudrem — STOP.

3. Uwagi

W przypadku mrozonych owocow doda¢ do ok. 50 g kaszy manny,
a w przypadku $wiezych ok. 10 g.

Mrozonych owocow nie rozmraza¢. Kwasgne, mrozone owoce wymieszaé
dodatkowo z 2 lyzkami cukru pudru i dopiero potem ulozyé na
ciedcie. W przypadku wigkszych owocow, pokroi¢ je na kawalki. Duze
truskawki pokroi¢ na pot i uktadaé przecieciem do gory. Jesli uzywa
sie mrozonych truskawek to, nalezy wybraé¢ mniejsze sztuki [10].

Zauwazmy, ze kazda ksigzka kucharska jest dobrym przykiladem zbioru
wielu algorytméw [7].

Algorytm parzenia herbaty ekspresowej

— Kuchenka gazowa z zapalnikiem, czajnik, woda, szklanka, herbata eks-
presowa — START

— Nalej wody do czajnika.

—  Wilacz czajnik.

— Zagotuj wode.

— W16z saszetke z herbeta do szklanki.

— Zalej goraca woda.

— Herbata jest gotowa — STOP.

Algorytm ten ma prostg postaé. Sklada sie z ciggu instrukcji, ktore
sa wykonywane jedna po drugiej, w kolejnosci, jaka wynika z ich nastep-
stwa w zapisie algorytmu. Taki algorytm nosi nazwe algorytmu liniowego
(sekwencyjnego).

7. Algorytm, a pandemia koronawirusa

Pandemia koronawirusa przyczynila sie do rozowoju technologi oraz infor-
matyki. Zaczeto stosowaé wiele modeli matematycznych, a przede wszystkim
algorytmow [8].

Pandemia przyspieszyta rozwéj algorytmow i badan zwiazanych z wyko-
rzystaniem uczenia maszynowego. Algorytmy zostaly w naturalny sposéb
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zaaplikowane do dziatan militarnych, jak réwniez do normalnego funkcjono-
wania szpitali. Dodatkowe finansowanie, ktére zostato przekierowane w strone
badan i nauki do celéw zwalczania wirusa, znaczaco ulatwilo rozwoj algo-
rytméw, dostep do danych, unaocznito wage problemu, w zwiazku z czym
tempo rozwoju algorytméw znaczaco wzrosto.

Najbardziej przydatnym algorytmem, jaki stosujemy codziennie, jest
mycie i dezynfekcja rak. Ponizej zostal przedstawiony poprawny algorytm
tej czynnosci.

Higieniczne mycie rak

W celu doktadnego umycia rak nalezy wykonaé¢ nastepujace czynnoéci:

1. Sptukaé dlonie ciepta woda — START.

2. Uzy¢ ogolnie dostepnych preparatéw myjacych, ktére powinny znajdowaé
sie w dozowniku na mydto w plynie z pompka, gdyz tradycyjne, ciagle
wilgotne mydto w kostce stanowi doskonale miejsce na rozwéj wiruséw.

3. My¢ dionie przez okoto 30-60 sekund — STOP.

Doktadny proces mycia polega na pocieraniu dloni jedna o druga, wykonu-
jac okrezne ruchy. Nastepnie prawa dion powinno sie pociera¢ grzbietem
lewej dloni i odwrotnie. Warto réwniez pamietaé¢ o przestrzeniach miedzy
palcami i pocieraé¢ dlonie z przeplecionymi palcami. Pocierajac grzbiety
palcéw, zadbamy o czyste paznokcie i opuszki palcow. Nastepnym kro-
kiem jest objecie dlonia kciuka przeciwnej reki i obracanie jej wokoél
palca, pocierajac doktadnie naskérek. Koncowym etapem jest pocieranie
opuszkow palcow prawej dloni o lewa i odwrotnie. Na zakonczenie nalezy
dlonie doktadnie sptukaé i osuszy¢ jednorazowym recznikiem.

Dezynfekcja rak

1. Z nasciennego dozownika pobraé¢ odpowiednia iloé¢ srodka dezynfekuja-
cego.

2. Wecieraé¢ srodek dezynfekujacy w dlonie przez okoto 30 sekund, az do
wyschniecia skéry (jezeli producent nie zaleca splukiwania srodka dezyn-
fekujacego).

3. Splukaé ciepla woda (jezeli tak zaleca producent).

4. Rece doktadnie osuszy¢ papierowym recznikiem.

5. Zuzyty recznik umieéci¢ w pojemniku pod umywalka [5].

8. Podsumowanie

Algorytm jest nierozlaczng czeécig zycia. Codzienne czynnosci takie jak:
mycie rak, parzenie herbaty czy podnoszenie szklanki, zwigzane jest z pewnym
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schematem. Stosuje sie go do walki z réznymi katastrofami, czy z pandemia
koronawirusa. Dzigki algorytmom powstala informatyka oraz technika, co
przyczynito sie do wzrostu jakosci zycia.
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Zastosowanie lancuchéw Markowa w analizie danych
okulograficznych

Stowa kluczowe: eye-tracking, okulografia, Sledzenie wzroku, taricuch Markowa

Streszczenie

Niniejszy rozdziat opisuje zagadnienia zwiazane z analiza danych okulogra-
ficznych. Zostata tu opisana historia urzadzen do sledzenia wzroku, potrzeba ich
rozwoju oraz wspoélczesne zastosowania w takich dziedzinach jak marketing, infor-
matyka i psychiatria. Wyjasniono dlaczego podczas korzystania z eye-trackeréw
wskazane jest wykorzystanie metod matematycznych do przetwarzania danych.
Gléwna z przedstawianych metod byty tancuchy Markowa. Dokonano przegladu
aktualnego stanu badan w dziedzinie okulografii, ktére skupialy sie¢ na sklasy-
fikowaniu obszaréw zainteresowania przyciagajacych uwage uzytkownikéw, na
stronach internetowych oraz w aplikacjach. Inne zastosowania dotyczyly oceny
bezpieczenistwa lub ergonomii podczas korzystania z pojazdéw oraz automatyzacji
procesu diagnozowania niektérych choréb.

Wstep

Okulografia to technika badajaca ruchy gatek ocznych cztowieka oraz
punkty skupienia wzroku, aby dzieki zebranym informacjom identyfikowaé
obszary przyciggajace uwage i udoskonalaé¢ urzadzenia wykorzystywane
w réznych obszarach zycia codziennego. Podczas §ledzenia wzroku wyréznia
sie takie elementy jak fiksacje, czyli chwile skupienia wzroku na danym
obiekcie, gdy rejestrowane sa informacje o nim, oraz sakkady, bedace szybkimi
ruchami gatek ocznych, wystepujacymi pomiedzy kolejnymi punktami fiksacji.
Obecnie urzadzenia do éledzenia wzroku wykorzystuje sie najczeéciej w celu
poprawy ergonomii podczas interakcji pomiedzy cztowiekiem i komputerem,
a takze w marketingu, medycynie i psychologii.

1. Potrzeba konkurencyjnosci

Wiedza dotyczaca zachowan potencjalnych klientow daje duze mozliwosci,
dlatego chca ja gromadzi¢ firmy dziatajace w niemalze kazdej branzy, a kiedy
to mozliwe wykorzystuja w tym celu zautomatyzowane technologie. JesteSmy

L inz. Albert Rachwal, Studenckie Koto Naukowe , KWATERNION”, Wydzial Elek-
trotechniki i Informatyki, Politechnika Lubelska



Zastosowanie tancuchéw Markowa w analizie danych... 41

swiadkami sytuacji, w ktérych algorytmy personalizuja wyéwietlane tresci
na podstawie danych zebranych z ciasteczek HTTP. Konsumenci moga nie
zdawaé sobie sprawy, ze analitycy wykorzystuja hurtownie danych i systemy
Busines Inteligence, dzieki ktorym sa w stanie wyznaczy¢ nawet godziny
dostawy produktéw do supermarketéow tak, by dopasowaé sie do tendencji
popytu.

Aby ocenié, czy interfejs strony internetowej jest intuicyjny i tatwy w ob-
studze, wiele badan opiera sie na mierze okreslanej jako uzytecznosé, ktora
czesto jest okreslana wylacznie za pomoca kwestionariuszy i wywiadéw
z badanymi. Dobry poziom uzytecznosci sieci pozwala uzytkownikowi, ktory
przeglada portal, jak najszybciej znalezé potrzebne informacje. Bardziej
obiektywna miare uzytecznosci sieci mozna uzyskaé¢ za pomocy eye-trackera,
czyli przyrzadu, ktory wykorzystuje swiatto bliskiej podczerwieni do tworze-
nia odbicia na rogéwce i zZrenicy oka badanego, co prowadzi do oszacowania
doktadnej pozycji oka.

Podczas korzystania z sieci i stron internetowych, ich uzytecznosé staje
sie kluczowa, gdyz pozwala uzytkownikom serwisu na latwe odnalezienie
informacji w krétkim czasie. W obecnych czasach projektowanie aplikacji
charakteryzujacych sie wysoka ergonomig nie jest juz wymystem, na ktory
moga pozwoli¢ sobie jedynie najwigksi potentaci. Kazda usluga, majaca
dotrzeé¢ do jak najwiekszej ilosci uzytkownikéw i na stale zajaé¢ miejsce na
rynku, powinna zadbaé¢ o dostosowanie swoich tresci do potrzeb klientéw,
a takze szukaé obszaréw, w ktoérych moze zachowaé¢ konkurencyjno$é wobec
innych rozwiazan technologicznych. Okulograf (eye-tracker) jako narzedzie
ma potencjal, by sta¢ sie nowym standardem branzowym, ktéry utatwi
projektowanie witryn internetowych, zapewniajac dobre do$wiadczenia uzyt-
kownikom podczas korzystania z nich [9].

2. Historia okulografii

Pierwsze préby sledzenia wzroku datuje sie na rok 1879, kiedy to Louis
Emile Javal, pracujacy we Francji jako okulista, zauwazyl, ze ludzkie oko pod-
czas czytania nie przesuwa sie ptynnie, a skokowo. Galki oczne, przesuwajac
sie horyzontalnie, wykonujg szybkie ruchy, po czym nastepuja krotkie przerwy
przy niektorych wyrazach. Powyzsze wnioski wynikaly jedynie z obserwacji,
do ktoérej nie wykorzystano jeszcze zadnej aparatury. Pierwsze urzadzenie do
Sledzenia wzroku podczas czytania skonstruowal w roku 1908 psycholog Ed-
mund Huey, jednak bylo to rozwiazanie niewygodne dla badanych, poniewaz
mialo ono posta¢ soczewek naktadanych na powierzchnie zrenicy.
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Réwnolegle, réwniez w roku 1908, zakoriczono budowe pierwszego w swoim
rodzaju okulografu, ktory wykorzystywal zestaw soczewek do odbijania $wia-
tta od rogéwki oka. Dwie powazne wady cechujace to urzadzenie to rejestrowa-
nie jedynie ruchéw wykonanych poziomo oraz konieczno$¢ utrzymania przez
badanych glowy w bezruchu. Mimo to, byl to duzy postep w stosunku do
urzadzenia Edmunda Huey’a ze wzgledu na swoja nieinwazyjnos¢. Zatozenia,
ktére musi spetniaé okulograf, zostalty przez tworcow zdefiniowane juz w 1901
roku [10]. Wynalazek ten byl rewolucyjny, poniewaz stanowil podstawe dla
urzadzen opracowywanych w pozniejszym czasie, a jego zatozenia pozostaja
aktualne nawet w nowoczesnych eye-trackerach.

Kolejny przelom nastapit w roku 1935, kiedy psycholog Guy Thomas
Buswell opracowal, na potrzeby swoich badan, nieinwazyjny okulograf reje-
strujacy jednoczes$nie ruchy wertykalne i horyzontalne [5]. Wykorzystywal
on wiazki $wiatta, ktére odbijaly sie od oczu czytelnikdéw, po czym bytly
rejestrowane na filmie. W badaniach tych wykazano, ze podczas czytania
cichego i gloénego wystepujg réznice widoczne w réznych dtugosciach sakkad
i fiksacji.

Rosyjski psycholog Alfred Lukyanovich Yarbus, w latach piedziesiatych
dwudziestego wieku, przeprowadzil kilka badan $ledzenia wzroku. Wyniki
pokazaly, ze ruch i fiksacja oczu czytelnikéw zalezg od ich zainteresowania
trescig i otrzymanego zadania. Na przyklad, jesli czytelnik zostanie popro-
szony o odpowiedzi na kilka pytan zwiazanych z wyswietlanymi obrazami,
jego oczy skupia sie na tych czesciach, ktore sa istotne dla wywiazania
sie z otrzymanego polecenia. W 1967 roku Yarbus opublikowal ksiazke Eye
Movements and Vision [26], w ktérej udowodnil, ze zapis ruchu galek ocznych
stanowi odzwierciedlenie proceséw percepcji i uwagi.

3. Dane okulograficzne

Sygnaly sktadajace si¢ z sakkad i fiksacji kwalifikuja sie do grupy sygnatow
dynamicznych, ktérych wlasciwosci fizyczne zmieniajg sie w czasie. Istnieje
kilka modeli zdolnych do wyrazania takich sygnatéw, z ktérych najczedciej
wykorzystuje sie ukryte modele Markowa (HMM) [14]. Modeluja one czas
i przestrzen cech za pomoca macierzy przejs¢ i prawdopodobienstw emisji
przypisanych do stanéw nieobserwowalnych. Dawniej ich gtéwnym zasto-
sowaniem bylo rozpoznawanie mowy, ale w zadaniu rozpoznawania twarzy
[7] zostaly one z powodzeniem wykorzystane do przetwarzania sygnaléw
okulograficznych.
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3.1. Przedstawienie i interpretacja danych

Wyniki zebrane ze wspolczesnych okulograféw, nazywanych z jezyka
angielskiego ,,Eye-trackerami”, moga zostaé zaprezentowane w trzech formach
jako mapa cieplna, mapa fiksacji oraz film ze znacznikiem.

1. Mapa cieplna przedstawia obszary punktu skupienia wzroku na ekranie
poprzez nalozenie kolorow na obraz. Im cieplejszy kolor, tym dluzej
trwata fiksacja w danym punkcie. Mapa ciepla nie zawiera informacji
o kolejnosci poruszania sie wzroku po ekranie, ale w przejrzysty sposob
pokazuje, ktére elementy najmocniej przyciagnely uwage uzytkownika.

2. Mapy fiksacji przedstawiaja dokladng kolejno$é¢ i czas poswiecony na
przyjrzenie sie konkretnym punktom.

3. Film ze znacznikiem oznacza aktualne skupienie wzroku. Jest szczegélnie
przydatny przy pierwszym zetknieciu z obiektem badan. Podczas badania
stron internetowych funkcjonuje on pod pojeciem ,wedréwka poznawcza”
i pozwala zobrazowaé¢ gdzie krok po kroku kierowal si¢ wzrok osoby
badanej.

Analizujac dane powinno sie zwréci¢ uwage na nastepujace czynniki:

1. Duza liczba fiksacji moze oznaczaé niska efektywnosé poszukiwania wzro-
kowego, ktéra powoduje wiele przypadkowych fiksacji.

2. Im wigksza liczba sakkad, tym gorsza organizacja przestrzenna informa-
¢ji, poniewaz badany musi wielokrotnie przemieszczaé¢ wzrok pomiedzy
obszarami zainteresowania, aby uzyska¢ potrzebne informacje.

3. Im kroétsza jest Sciezka poznawcza, tym wigksza jest efektywno$é w po-
szukiwaniu informacji. Warto porownywaé uzyskane w badaniach realne
$ciezki, aby na ich podstawie préobowaé dostosowaé¢ badany obiekt do
uzyskania idealnej éciezki o najkrotszej dtugosci.

4. Znaczenie ma rowniez gestosé macierzy przejsé, czyli ilos¢ powiazan
pomiedzy dwoma parami obiektow, uzyskiwana, kiedy obserwator zmienia
punkt skupienia z jednego z nich na drugi. Im wicksza macierz przejs¢,
tym trudniejsze staje sie wyszukanie informacji.

3.2. Podejscie statystyczne i przetwarzanie danych

Poniewaz $ledzenie ruchu gatek ocznych generuje duze iloéci danych, zwiek-
sza to zapotrzebowanie na solidne podejscie statystyczne do analizowania
zachowan zwiazanych z ogladaniem i znajdowania wzorcéw [12]. W celu wydo-
bycia informacji z danych dotyczacych $éledzenia ruchu galek ocznych mozna
zastosowaé rézne podejscia, poczawszy od jakosciowej analizy map cieplnych
do iloéciowej analizy réznych rodzajéw ruchéw galek ocznych, takich jak
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fiksacje, sakkady, gladkie poscigi lub poréwnanie $ciezek skanowania [8],[17].
W ostatnich latach zaproponowano probabilistyczne podejscia do analizy
ruchéw gatek ocznych. Podejscia te traktuja fiksacje jako zmienne losowe
generowane przez procesy stochastyczne [8]. Laricuch Markowa pozwala prze-
ksztalcaé nieréwne sekwencje fiksacji w wektory prawdopodobienstw o statej
dtugosci i jest z powodzeniem stosowany do zrozumienia, ktore cechy obrazu
przyciagaja wieksza uwage uzytkownikéw [28], a takze do poréwnywania
zachowan ogladania obrazéw miedzy réznymi grupami uczestnikéw [18].

Wedlug artykulu [27] metody probabilistyczne, takie jak taricuch Mar-
kowa, nigdy przedtem nie byly wykorzystywane do oceny uzytecznoéci stron
internetowych instytucji publicznych lub edukacyjnych i jest to pierwsza
praca, ktora opisata uzycie takiego algorytmu. W obliczu tego mozna zatozy¢,
ze z czasem bedg sie pojawiaé zaréwno nowe zastosowania technik éledzenia
wzroku, jak i metody oraz technologie utatwiajace zastosowanie Sledzenia
wzroku na duza skale.

4. Czym jest lancuch Markowa?

4.1. Badania Andreja Markowa

Andrei Markow stworzyl sposob na opisanie, jak losowe uktady lub pro-
cesy ewoluuja w czasie. Uktad jest modelowany jako sekwencja stanéw, wraz
z uptywem czasu przechodzi pomiedzy stanami z okreslonym prawdopodo-
bienstwem, a poniewaz stany sa polaczone, méwi sie, ze tworza tancuch.
Szczegdlng cecha tanicuchéw Markowa jest to, ze podczas poruszania sig
wzdluz tancucha obecny stan, w ktérym proces sie znajduje, ma znaczenie
i wplywa na wystapienie kolejnego stanu. Co za tym idzie, przejscia pomiedzy
stanami sa zalezne od stanu, w jakim proces si¢ znajduje zanim nastapi przej-
Scie. Laczac wszystkie te cechy Markow udowodnil, ze dopdki mozna osiagnaé
wszystkie stany w tancuchu, to prawdopodobienstwu przejscia do okreélonego
stanu mozna przypisaé jedng stata wartos¢. Zgodnie z akademicka tradycja
nazywania odkry¢ i nowych metod nazwiskami oséb, ktére je opracowaty
lub odkryty, ten sposéb modelowania zjawisk nazwano tancuchem Markowa.
Lancuch Markowa jest najprostszym typem modelu Markowa [25], w kt6rym
wszystkie stany sa obserwowalne, a dla prawdopodobienstw przejscia istnieje
rozklad graniczny. Istniejg takze inne rodzaje modeli Markowa, na przyklad,
ukryte modele Markowa, ktore sa podobne do tancuchéw Markowa, ale maja
kilka ukrytych stanéw [11]. Poniewaz sa ukryte, nie mozna ich zobaczy¢
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bezposrednio w tancuchu, tylko poprzez obserwacje innego procesu, ktéry
od niego zalezy.

4.2. Definicje matematyczne

Definicja 4.1. Procesem stochastycznym
{Xt :te T}

nazywamy taka funkcje (t,w) - X¢(w), w € Q, t € T, ze X(-) jest zmiennag
losowa dla kazdego ustalonego t € T.

Zbior

S={Xi(w):teT, we}

wszystkich mozliwych wartoéci procesu stochastycznego {X; : ¢t € T} nazy-
wamy przestrzenia standéw procesu lub przestrzenia fazowa procesu. Elementy
s € S nazywamy stanami procesu.

Jesli T jest zbiorem przeliczalnym lub skoniczonym, to proces stochastyczny
nazywamy ciagiem losowym lub tancuchem.

Definicja 4.2. Niech S C Z. Proces stochastyczny { X, : n € Ny} o wartosciach
w S nazywamy tancuchem Markowa, jesli dla dowolnego n € N i dowolnego
wyboru stanéw ko, k1,....,k, € S zachodzi réwnoéé

P{X, =kn|Xpn-1=Fkn-1,..... Xo =ko} = P{X,, = kn|Xpn—1 = kn-1}.

Warunek ten jest nazywany warunkiem Markowa lub warunkiem braku
pamieci dla procesu {X,, :n € Np}.

Warunek ten oznacza, ze prawdopodobienistwo przejécia od stanu k,_1
do stanu k, w n-tym kroku nie zalezy od drogi, po ktérej czastka dotarta
do stanu k,_1; moze jednak zaleze¢ od numeru kroku, w ktérym nastgpita
zmiana stanu.

Definicja 4.3. Lancuch Markowa {X, : n € Nyp} jest jednorodny lub réwno-
waznie, ma stacjonarne prawdopodobienstwa przejscia, jesli dla dowolnych
stanow ¢,7 € S i dowolnego n € N zachodzi réwnos¢

P{Xy = j|Xn-1=1} = P{X1 = j|Xo =i} = pi;.

Ukryte modele Markowa (ang. hidden Markov models, HMM) stanowia
klase proceséw stochastycznych zdolng do modelowania danych o charakterze
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sekwencji zdarzen. Przy ich stosowaniu modelowany system jest przedsta-
wiany jako proces Markowa o niewidocznych dla obserwatora stanach, ale
z widocznym wyjéciem (obserwacja), ktére jest losowa funkcja stanu.

Prawdopodobiefistwa p;;,4, j € S, nazywamy prawdopodobienstwami przej-
$cia w jednym kroku, a utworzong z nich macierz

P11 P12 P13
P= P21 D22 P23
P31 P32 D33

nazywamy macierza przej$cia w jednym kroku.

Whprost z definicji prawdopodobienstw p;; wynika, ze spelnione sg naste-
pujace warunki:

1) pi; = 0 dla dowolnych i,j € S;

2) EjeSpij =1.

Prawdopodobienstwo przejscia w n krokach mozna zdefiniowaé jako

a odpowiadajaca im macierz przejscia w n krokach oznaczamy przez

p11(n) pi2(n) piz(n)
Py = | P21(0) p2a(n) pas(n)
p31(n) p32(n) psz(n)

4.3. Klasyfikacja stanow

Stany lancucha Markowa klasyfikuje sie ze wzgledu na mozliwoéci przejsé
pomiedzy nimi.

Stan ¢ nazywamy pochlaniajacym, jesli p; = 1, a wiec nie jest mozliwe
przejscie z tego stanu do jakiegokolwiek innego.

Méwimy, ze stan j jest osiggalny ze stanu ¢, jedli istnieje takie n € N, ze
pij(n) > 0. Stosujemy wtedy oznaczenie ¢ — j.

Méwimy, ze stany 4 i j sa wzajemnie komunikujace sieg, jesli ¢ — j oraz j — @
(oznaczenie i <— 7). Relacja komunikowania sie stanéw jest symetryczna
i przechodnia.

Stan ¢ nazywamy nieistotnym, jesli istnieje taki stan j, ze i — j, ale ¢ nie
jest osiggalny ze stanu j.
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Zbiér C' C S nazywamy zamknietym zbiorem standw, jesli zaden stan
spoza C' nie jest osiggalny z zadnego ze stanéw zbioru C'. Kazdy stan po-
chlaniajacy jest zbiorem zamknigtym. Mozemy powiedzie¢, ze z zamknietego
zbioru standéw nie mozna uciec.

Fancuch Markowa nazywamy nieprzywiedlnym lub nierozkladalnym, gdy
wszystkie jego stany wzajemnie si¢ komunikuja.

5. Analiza zachowan uzytkownikoéw stron internetowych

7 perspektywy konsumenta, korzystanie z internetu pozwala btyskawicznie
odnajdywaé duze ilosci informacji o produktach i ustugach oraz poréwnywacé
je za pomoca przeznaczonych ku temu narzedzi sieciowych. Firma Google
zdefiniowala ten proces poszukiwania w kontekscie zakupu jako ” Zerowy
Moment Prawdy” (ang. Zero Moment of Truth) [20], podkreslajac jego wage
w procesie podejmowania decyzji. Wedtug badan, jakie przeprowadzita firma
Google, pierwszy moment zetkniecia sie klienta z produktem, lub informacja
o nim, jest jednym z najwazniejszych, nawet jesli zakup produktu nie do-
kona sie od razu. Wazne jest, aby klienci mogli jak najtatwiej odnajdywac
uzyteczne informacje, co moze ich sktoni¢ do zakupu produktu. Mozna to
zapewni¢ poprzez wysoki poziom uzyteczno$ci i dostepnosci.

Dostepnosc jest cecha pozwalajaca kazdemu na taki sam dostep do infor-
macji cyfrowych bez wzgledu na jego bariery poznawcze i niepetnosprawnoéci.
Wedlug Swiatowej Organizacji Zdrowia (WHO) ponad miliard ludzi ma
pewne niepelnosprawnoéci, do ktoérych nalezy dostosowaé dobrze zaprojekto-
wang witryne internetowa.

Uzytecznosé natomiast dotyczy wygladu strony i rozmieszczenia znaj-
dujacych sie na niej elementéw w sposéb ulatwiajacy tatwe nawigowanie.
Cechg uzytecznodci jest réwniez obstuga btedéw i problemow na stronie oraz
projektowanie poprawnych formularzy.

Dane eye-trackingowe rejestrowane podczas wykonywania zadan na stronie
internetowej pozwalaja mierzy¢ uzytecznosé w bardziej obiektywny sposéb niz
ankiety. Nadal jednak ograniczone sg mozliwoéci analizy takich danych, gdyz
sprowadza sie ona zwykle do wykorzystywania algorytmoéw dostarczonych
przez producentéw. Wystarczaja one, aby okredli¢, ktore elementy strony
przyciagaja najwiecej uwagi i jaka jest kolejnos¢ przeszukiwania wzrokowego,
jednak obecnie rozwéj algorytmdéw uczenia maszynowego i wykorzystanie
sieci neuronowych pozwala liczy¢ na otrzymywanie doktadniejszych analiz
w przysztosci.
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W pracy [27] zostala oceniona uzytecznos$¢ strony internetowej Uniwersy-
tetu w Cagliari poprzez analize danych eye-trackingowych metodami jako$cio-
wymi i ilociowymi. Poréwnano pod katem czasu, wykonania, liczby fiksacji
i stopnia trudnosci wyniki dwoch grup uczniéw (uczniéw szkét érednich
i studentéw), bioracych udzial w 10 zadaniach. Przejscia miedzy réznymi
obszarami zainteresowania zostaly przeanalizowane w dwoch grupach przy
uzyciu tancucha Markowa. W przypadku wigkszosci zadan nie zaobserwowano
znaczacych réznic w wynikach obu grup, co sugeruje, ze informacje potrzebne
do wykonania zadan mogli tatwo znalez¢ zaréwno studenci, jak i uczniowie,
majacy niewielkie do$wiadczenie w korzystaniu z serwisu. W przypadku
konkretnego zadania uczniowie szkét srednich wykazali gorszg wydajnosé
w oparciu o liczbe fiksacji i inny rozktad stacjonarny tancucha Markowa
w poréwnaniu do studentow. Wyniki te pozwolily wyrédzni¢ elementy stron,
ktére mozna modyfikowaé w celu poprawy uzytecznosci sieci. Na rysunku 1
zostaly przedstawione diagramy dwoch przebadanych grup, dla wiekszej czy-
telnosci prawdopodobienstwa przejsé zostaly podpisane jedynie w sytuacji,
gdy sa one wigksze od 0.3.
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Rysunek 1. Grafy przedstawiajgce lanicuchy Markowa dla grupy uczniéw szkoly $redniej
(A) i studentéw (B)
Zrédlo: [27)

Litery A, B, C, D, E, F, G oznaczaja rézne obszary zainteresowania na
stronie, natomiast H jest ttem znajdujacym sie pomiedzy elementami, co
zostalo przedstawione na rysunku 2 (patrz s. 49). Wiedzac, co oznaczaja
poszczegolne litery, mozna podjaé sie interpretacji grafu. W obszarze H, jako
znajdujacym sie pomiedzy innymi obszarami zainteresowania, jest najwieksze
prawdopodobienstwo wystapienia petli wlasnej, czyli przejécia na siebie.
Kazdy z weztéw grafu ma najwieksze prawdopodobienstwo przejécia albo
na wezet H, albo na siebie. Mozna wysnué¢ wniosek, ze tto strony przyciaga
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Rysunek 2. Podzial badanej strony internetowej na elementy oznaczone literami
Zrédlo: [27)

zbyt duzo uwagi, przez co badani skupiaja mniej uwagi na wykonywaniu
zadan. Réwniez punkt G przykuwa wiele uwagi, poniewaz istnieje ponad
75% prawdopodobienistwo, ze po spojrzeniu na niego, kolejne spojrzenie
bedzie skierowane takze w tym samym obszarze. Sposrdd obszaréw od A do
F, najwieksze prawdopodobienstwo petli wystepuje przy B i F, co mozna
ttumaczy¢ ich najwiekszg szerokoécia, réwniez dla punktu A jest ono powyzej
30%, by¢é moze z powodu skrajnej pozycji.

6. Inne zastosowania eye-trackingu

Jak juz wiemy eye-tracker pozwala analizowa¢ zachowania wzrokowe
podczas obserwowania obrazéw, tekstow czy innych bodZcow wizualnych
[12] [16]. Technologia Sledzenia wzroku poza badaniem uzytecznosci aplikacji
sieciowych jest coraz czedciej stosowana w psychiatrii, medycynie, marketingu,
turystyce [24] i e-commerce [1].

Sledzenie wzroku zostalo réwniez wykorzystane do podkreslenia réznic
w zachowaniu w zalezno$ci od cech demograficznych. Na przyktad w bada-
niu [15] przeprowadzonym w 2018 roku przez iranskich naukowcéw uzyto
eye-trackingu do zbadania réznic we wzorcach wizualnych zwracania uwagi
konsumentéw na informacje o zakupach online w podziale na pteé.
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6.1. Analiza zachowan kierowcow podczas jazdy we mgle

Bezpieczne prowadzenie pojazdéw mechanicznych w duzej mierze zalezy
od racjonalnego roztozenia uwagi poswiecanej jezdni, skutecznego pozyskiwa-
nia informacji wizualnych pochodzacych z otoczenia oraz reagowania na nie.
Zdolnosé skutecznego rozpoznawania sytuacji na drodze ogranicza kierowcom
w szczegbdlnosci mgliste otoczenie, zmuszajac ich do szczegdlnej ostroznosci
i wytezenia uwagi, by zachowa¢ bezpieczenstwo.

Aby zbadaé¢ zachowanie kierowcow oraz sposob ich postrzegania w mgli-
stym $rodowisku przeprowadzono badania, w ktorych za pomocg bezdoty-
kowego urzadzenia do $ledzenia wzroku rejestrowano rozklad fiksacji oséb
prowadzacych pojazd w naturalnym dla siebie srodowisku.

W celu wyznaczenia obszaréw szczegdlnego zainteresowania rozkltad fik-
sacji kierowcéw poddano analizie z wykorzystaniem metody dynamicznego
i gestosciowego klastrowania. Uzywajac tancucha Markowa do analizy przej$é¢
pomiedzy punktami fiksacji kierowcoéw skonstruowano macierz prawdopo-
dobienstw przejécia dla fiksacji. Wyniki badan pokazuja, ze w srodowisku
o stabej widocznosci uwaga kierowcy najczesciej skupiala sie na pobliskim
obszarze, skutkowato to réwniez bardziej skoncentrowanym zasiggiem obser-
wacji w czasie jazdy.

Badania jednoznacznie wykazaly, ze wraz z poprawa warunkow na dro-
dze maleje prawdopodobienstwo, ze kolejny punkt fiksacji kierowcy bedzie
znajdowatl sie¢ w centralnym obszarze drogi przed samochodem. Im wyzsza
widocznosé, tym szerszy staje sie zakres poszukiwania wizualnego, a kie-
rowcy czesciej obserwujg lewa i prawa strone. Analogicznie pogarszanie sie
widocznosci skutkuje zawezaniem obszaru koncentracji. Kiedy widocznosé
spadata ponizej 50 m, skupienie kierowcy na bliskim obszarze zwigkszato sie
$rednio o 23,6% w poréwnaniu z prowadzeniem takiego samego pojazdu, ale
w korzystnych warunkach w ciggu dnia.

Tego typu badania dostarczaja teoretycznych podstaw do zaprojektowania
przewodnika i szkolen dla kierowcow, ktorzy stykaja sie z jazda w mglistych
warunkach, moga by¢ punktem wyjscia dla jednostek administracyjnych zaj-
mujacych sie zapewnieniem bezpieczenstwa. Ponadto zastosowana metodyka
badawcza moze byé takze wykorzystana ponownie w przysztych badaniach
nad pojazdami i zachowaniem kierowcow.

6.2. Rozpoznawanie zachowan uzytkownikéw TV

Aby lepiej zrozumieé¢ doswiadczenia klientéw Kkorzystajacych z ustug
telewizyjnych, w Centrum Innowacji BT Ireland przeprowadzono badanie,
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Rysunek 3. Analizowana strona BT Player
Zrédlo: [6]

w ktorym eye-tracker zostal uzyty do rejestrowania interakcji uzytkownika
z aplikacja wideo na zadanie. W opublikowanym na podstawie badan artykule
[6] przedstawiono analize danych zintegrowanych z informacjami o zmianach
w uktadzie, pochodzacych z odtwarzacza, z ktorego korzystali badani. Do ana-
lizy zbioru danych zostal zastosowany tancuch Markowa, poniewaz urzadzenie
Sledzace ruch galek ocznych rejestruje kazdy ruch spojrzenia z okreslona
czestotliwodcia, ktéra mozna uznaé za dyskretng w czasie. Stwierdzono, ze
model Markowa dobrze pasuje do zbioru danych i pozwala na nowe spostrze-
zenia, takie jak okreslenie najbardziej prawdopodobnej trajektorii spojrzenia.
Analiza zidentyfikowala réwniez, w jaki sposéb niektére funkcje aplikacji
przyciagaja uwage bardziej niz inne oraz kilka potencjalnych obszaréw do
dalszych dziatan.

Badana strona zostata przedstawiona na rysunku 3, kazdemu z odreb-
nych elementéw na stronie przyporzadkowano litere, podzial na obszary
zainteresowania ilustruje rysunek 4 (patrz s. 52), a uzyskang macierz przej$é
przedstawiono na rysunku 5 (patrz s. 52).

W trakcie badan okazalo sie, ze niektdére obszary zainteresowan nie zwra-
caly uwagi badanych podczas wykonywania zadan, dlatego odpowiadajace
im oznaczenia literowe zostaly wyciete. Nie stwierdzono wystepowania stanu
pochtaniajacego, mozna takze zauwazy¢, ze kazdy z badanych zeskanowat
wzrokiem wszystkie elementy, co oznacza ze zbidr jest nieprzywiedlny.
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Rysunek 4. Podzial strony na obszary zainteresowan
Zrédlo: [6]

B D E F G H I J K L M N o P Q R S T
B 0.918 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.082
D 0.000 0.000 0.333 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.667 0.000 0.000
E 0.000 0.000 0.788 0.030 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.136 0.000 0.045
F 0.000 0.000 0.031 0.875 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.031 0.000 0.000 0.000 0.000 0.031 0.000 0.031
G 0.000 0.000 0.000 0.000 0.909 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.045 0.000 0.045
H 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.833 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.167 0.000 0.000
I 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.897 0.034 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.034 0.000 0.034
J 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.800 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.143 0.000 0.057
K 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.543 0.086 0.057 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.314
L 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.014 0.839 0.070 0.007 0.000 0.007 0.000 0.007 0.000 0.056
M 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.007 0.030 0.852 0.026 0.016 0.000 0.000 0.016 0.000 0.053
N 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.027 0.770 0.005 0.000 0.000 0.000 0.000 0.197
0 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.001 0.001 0.890 0.046 0.001 0.004 0.000 0.057
P 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.005 0.000 0.000 0.236 0.482 0.000 0.000 0.000 0.277
Q 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.476 0.000 0.000 0.524
R 0.000 0.003 0.028 0.000 0.003 0.003 0.006 0.014 0.000 0.003 0.003 0.000 0.022 0.000 0.000 0.884 0.008 0.025
S 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.000 0.019 0.981 0.000
T 0.004 0.003 0.003 0.003 0.001 0.000 0.000 0.001 0.011 0.006 0.022 0.030 0.057 0.058 0.009 0.006 0.000 0.788

Rysunek 5. Macierz przej$é poszczegélnych stanéw
Zrédlo: [6]

Macierz $rednich pierwszych czaséw przejécia przedstawiono na rysunku 6
(patrz s. 53), otrzymany lancuch Markowa zostal zwizualizowany na grafie
skierowanym przedstawionym na rysunku 7 (patrz s. 53).

Macierz srednich czaséw pierwszego przejécia pokazuje, ze w kolumnach
O, P, R, T czasy przej$¢ sa mniejsze niz dla innych obszaréw, co moze
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B
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S 1027.99 1022.08 289.05 805.71
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2143.06 698.24 258.25 220.04 99.36
2009.03 588.84 275.84 228.15 110.57
2039.22 613.74 272.97 226.50 106.76
2079.38 647.19 267.85 217.14 84.21
2072.62 641.44 271.88 228.63 110.05
1998.43 580.89 281.77 233.48 116.98
0.00  429.96 274,35 230.37 112.08
2036.97 0.00  272.27 226.85 109.16
2131.52 687.75 0.00 166.90 72.44
2128.07 686.27 232.07 0.00 55.28
2123.06 682.13 244.64 174.80 0.00
2134.40 690.07 250.51 208.50 81.39
2137.48 693.82 259.46 219.61 99.29
2135.76 691.49 253.95 213.29 94.32
2132.72 687.90 247.91 209.70 89.02
1992.43 574.89 275.77 227.48 110.98
2044.93 627.39 328.27 279.98 163.48
2130.81 685.99 246.00 207.79 87.11

Zrédlo: [6]

N L] P
100.25 36.15 44.59
118.06 44.52 59.10
115.09 43.98 57.31
109.40 44.19 56.39
114.02 44.60 56.42
124.04 49.29 64.50
116.50 46.32 58.62
114.46 42.75 56.03
90.25 29.48 38.49
90.70 35.49 44.76
84.49 33.60 45.40
0.00 28.85 38.17
100.60 0.00 28.79
95.70 15.03 0.00
89.91 25.81 3425
118.04 43.29 58.50

Q R
356.72 150.63
375.57 16.60
372.90 46.79
371.30 86.95
370.94 80.19
381.40 6.00
373.48 70.64
371.57 44.54
351.60 139.08
360.17 135.64
360.43 130.62
350.98 141.97
354.83 145.05
351.27 14333
0.00 14029
375.40 0.00

170.54 95.79 111.00 427.90 52.50

88.00 23.90 32.34

344.47 138.38

Rysunek 6. Macierz $rednich czaséw pierwszego przejscia

Rysunek 7. Graf przedstawiajacy laficuch Markowa

Zrédlo: [6]
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1464.84 6.66
1467.92 13.90
1466.20 8.41
1463.16 1.91
1322.87 32.13
0.00 8463
1461.25 0.00



54 A. Rachwatl

potwierdzaé, ze przyciagaja uwage, natomiast w kolumnie H czasy sa naj-
wieksze, to znaczy ze tancuchowi srednio najwiecej czasu zajmuje osiagniecie
tego stanu.

Jak widaé¢ na grafie z rysunku 7 (patrz s. 53), obszar T, bedacy ttem, jest
stanem, do ktérego ma mozliwosé przejécia najwieksza liczba innych standw.
Obszary T i R maja $rednio najwiecej szans na przejscie od innego stanu, co
oznacza, ze byly atrakcyjne dla badanych.

6.3. Diagnozowanie schizofrenii

Coraz wiecej dowoddw sugeruje, ze dysfunkcja ruchu gatek ocznych nalezy
do grupy objawéw schizofrenii i moze shuzy¢ jako czynnik do rozpoznawania
obecnosci tej choroby [2]. Analiza skanowania wzrokowego u pacjentéw
dostarcza przydatnych informacji o tym, jak dziela oni swoja uwage podczas
postrzegania przedmiotéw. Nietypowe wzorce Sciezek skanowania wéréd
pacjentéw z zaburzeniami ze spektrum schizofrenicznego byly wielokrotnie
zglaszane dla réznych rodzajow bodzcéw, takich jak figury geometryczne,
krajobrazy i twarze [3], [21], [23]. Wigkszo$¢ badan skupiala si¢ na ocenie
liczby i czasu trwania fiksacji i ruchéw sakkadowych, m.in. [22], jednak
proste poréwnanie liczby fiksacji rozmieszczonych w wybranych obszarach
zainteresowania nie pozwolito na odréznienie pacjentéw od oséb zdrowych.

Obecnie wystepowanie u pacjentéw zaburzen psychicznych ustala sie
obserwujac ich typowe objawy. Nawet kiedy juz wiemy, ze u oséb chorych
mozna wykry¢ specyficzne ruchy galek ocznych, to nadal brakuje zautoma-
tyzowanego procesu diagnostycznego. W artykule [19] przedstawiono kilka
nowatorskich podejs¢ do automatycznego wykrywania zaburzen schizofre-
nicznych, w oparciu o test obrazu w trybie swobodnym, przy uzyciu plamy
atramentowej Rorschacha [13] i urzadzenia $ledzacego ruch galek ocznych.
Przetestowano kilka funkcji, ktére umozliwity analize sygnatu eye-trackera
jako calosci oraz poszczegdlnych jego czesci.

Tak jak w poprzednich zastosowaniach, ogladany przez badanych obraz
zostal podzielony na obszary zainteresowan, a te zostaly opisane tancuchem
Markowa. We wszystkich testach badani ogladali plame atramentowa przed-
stawiona na rysunku 8 (a) (patrz s. 55), natomiast wersja (b) to uproszczony
podzial bedacy wersja ekspercka. Zbiér danych otrzymano z badan na 22
osobach ze schizofrenia i 22 zdrowych osobach. Zebrane dane zostaly pod-
dane analizie przy pomocy réznych rodzajéw sieci neuronowych, takich jak:
konwolucyjne, rekurencyjne, w pelni potaczone, a na rysunku 9 (patrz s. 55)
przedstawiono diagram z réznymi metodami przeprowadzenia eksperymentu.
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Rysunek 8. Plama atramentowa Rorschacha: (a) obraz przedstawiany pacjentom,
(b) wersja ekspercka z uproszczonym podzialem na siedem obszaréw

Zrédlo: [19]

W wielu eksperymentach dokonano ciekawej obserwacji, ze uzycie wszyst-
kich zebranych danych, zamiast jedynie prawidtowych prébek, zwigkszyto
doktadno$é. Dane zostawaly uznane za nieprawidtowe w przypadku niewykry-
cia spojrzenia w danej chwili, prawdopodobnie przez mrugniecie oka, ruchy
glowg itp. Jednak powyzszy wniosek moze sugerowad, ze jest to réwniez
parametr wart oceny oraz majacy wplyw na jako$¢ modelu.
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Rysunek 9. Schemat blokowy przeprowadzonych eksperymentéw

Zrédlo: [19]

Najbardziej udane podejscie opierato si¢ na mapach cieplnych wykorzy-
stujacych wszystkie dane i sieci konwolucyjne. Za ich pomoca osiagniecto
doktadno$é¢ 78,8%, co stanowi 10,5% poprawe w stosunku do metody referen-
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cyjnej. Spoéréd wszystkich testowanych metod sa dwie z dokladnoscia 85%
i ponad pietnascie innych z dokladnoscia 75%, przy 10% poziomie istotnosci.
Dokladno$é najlepszej metody wynosi 78,8% =+1,9, co ujawnia jej potencjal
w automatycznym procesie przesiewania pacjentow.

Podsumowanie

W niniejszej pracy przedstawiono zarys historii okulografi oraz jej wspot-
czesne zastosowania. Uzasadniono potrzebe rozwoju narzedzi do badan po-
trzeb klientéw i podejmowanie préb dotarcia do jak najwiekszego ich grona
podczas tworzenia produktéw komercyjnych. Wyjasniono dlaczego wskazane
jest wykorzystywanie metod matematycznych podczas przetwarzania danych
zebranych z urzadzen Sledzacych ruch gatek ocznych.

Opisano, w prosty sposob, czym jest opracowany przez Andreja Markowa
tancuch, zdefiniowano matematycznie pokrewne z nim pojecia, oraz opisano
spos6éb w jaki moga by¢ one przydatne podczas analizy okulograficznej.
Zebrano interesujace zastosowania tancuchéw Markowa w badaniach oku-
lograficznych takich obszaréow jak: analiza zachowan uzytkownikéw stron
internetowych, analiza zachowan kierowcéw podczas jazdy we mgle, rozpo-
znawanie zachowan uzytkownikéw TV oraz diagnozowanie schizofrenii.
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Milos¢ i matematyka

Slowa kluczowe: milo$é, matematyka, malzeristwo, modelowanie

Streszczenie

Ten artykul stanowi przeglad préob matematycznego modelowania zjawisk,
ktére w powszechnym odczuciu nie maja nic wspélnego z matematyka, w szczegdl-
nosci dotyczy préb matematycznego modelowania uczué i relacji miedzyludzkich.
Poruszone zostaty tematy takie jak: obliczanie szansy na znalezienie idealnego
partnera oraz algorytmy doboru takiego partnera przy sprecyzowanych oczekiwa-
niach, zastosowanie matematyki w algorytmach portali randkowych, matematyczne
modelowanie ludzkich zachowan seksualnych oraz przewidywanie trwatoéci zwiazku.
Jest to artykul o charakterze popularnonaukowym, majacy na celu przedstawienie
ciekawego zastosowania matematyki.

Wstep

Milos¢ jest uwazana za najwazniejsze uczucie, w duzym stopniu stano-
wiace o szczedciu i sensie zycia czlowieka. W Biblii czytamy ,, Tak wiec
trwajg wiara, nadzieja, mitos¢ — te trzy: z nich za$ najwieksza jest mi-
108¢” (Sw. Pawel w Liscie do Koryntian [1 Kor 13, 13]). Czy tak wielkie
uczucie da sie w jakikolwiek spos6b modelowaé¢ matematycznie? Ta praca
podejmuje prébe odpowiedzi na postawione powyzej pytanie. Ludzi nurtuje
wiele probleméw zwiazanych z milodcig: jakie maja szanse na znalezienie
idealnego partnera, kiedy najlepiej wzia¢ slub, czy jak uniknaé rozwodu.
Matematyka moze poméc odpowiedzie¢ na te pytania, poprzez stosowanie
znanych rozwigzan do nowych zagadnien zwiazanych z mitoscia. W wielu
przypadkach konieczne jest przeprowadzenie specjalnych badan, a nastepnie
matematyczne przeanalizowanie wynikoéw, w celu znalezienia modelu bada-
nego problemu. Okazuje sie tez, ze w czasach, gdy ludzie czesto poznaja sie
przez internet, matematyka jest niezbedna do poprawnego dziatania serwiséw
randkowych, czego przykltad zostanie przedstawiony w dalszej czes$ci. Mimo
tego, ze matematyke mozna zastosowaé do wielu zagadnienl, by¢ moze mitoéé
okaze si¢ jednak zbyt skomplikowana, by catkowicie podda¢ si¢ schematom
i wzorom. W tej pracy przekonamy sie, czy faktycznie zgodnie ze znanym
powiedzeniem, ,mitosci nie ma, jest matematyka”.

L Alicja Rachwal, Studenckie Kolo Naukowe ,KWATERNION", Wydzial Podstaw
Techniki, Politechnika Lubelska
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1. Réwnanie Drake’a, czyli szanse na spotkanie miltosSci

Réwnanie Drake’a zostalo przedstawione w 1961 roku przez doktora
Franka Drake’a. Celem tego rownania jest oszacowanie liczby rozwinietych
cywilizacji, ktore moga znajdowac sie na innych planetach w naszej galaktyce.
Roéwnanie to ma postaé

G:R'fp'ne'fl'fi'fe'La (1)

gdzie:

G — liczba cywilizacji zdolnych do komunikacji miedzygwiezdnej,

R — tempo powstawania gwiazd zdolnych do podtrzymania zycia (takich jak
Slonice),

fp — odsetek gwiazd, ktére maja planety,

ne — $rednia liczba planet podobnych do Ziemi w danym uktadzie planetar-

nym,

fi — odsetek planet podobnych do Ziemi, ktére podtrzymuja jakiekolwiek
zycie,

fi — odsetek planet podtrzymujacych zycie, na ktoérych rozwineta sie inteli-
gencja,

fe — odsetek planet z inteligentnymi formami zycia, ktére sg zdolne do
komunikacji miedzygwiezdnej,
L — czas, przez jaki trwa dana cywilizacja.

Uzywajac tego réwnania, Drake oszacowal, ze w samej galaktyce Drogi
Mlecznej moze istnie¢ okolo 10000 planet zamieszkiwanych przez cywilizacje
zdolne do komunikacji. Poniewaz w naszej galaktyce mamy koto 300 mi-
liardéow gwiazd, to prawdopodobienstwo, ze dana gwiazda posiada opisana
cywilizacje wynosi okoto 0,0000003%. Szansa ta jest mala, ale istnieje i jest
dodatnia. Model zaprezentowany przez Drake’a jest uznany przez fizykow
i astronoméw jako interesujaca hipoteza, ktérej nie da sie sprawdzié¢ empi-
rycznie, poniewaz wartosci podstawiane do wzoru sg w wiekszosci jedynie
szacunkami.

W 2009 roku brytyjski student ekonomii Peter Backus [1] w zartobliwy
sposob przedefiniowal to zagadnienie tak, aby sprawdzi¢, jakie ma szanse na
znalezienie partnerki:

G — liczba potencjalnych partnerek,

R — przyrost naturalny w Wielkiej Brytanii: okoto 150000 rocznie,
fu — zeniska czes$é populacji: 51%,

fr — odsetek kobiet zyjacych w Londynie: 13%,
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fa — odsetek kobiet w Londynie, ktére sa w odpowiednim wieku (autor,
majac 31 lat, wybral przedzial 24-34 lata): 20%,

fu — odsetek kobiet w odpowiednim wieku, ktére maja podobne wyksztatcenie
do wyksztalcenia autora: 26%,

fB — odsetek kobiet z odpowiednim wyksztatceniem, ktére autor uznaltby za
atrakcyjne fizycznie: 5%.

W ten sposob otrzymal réwnanie:

G=N*fu-fr-fa-fu- s, (2)

gdzie jako N* Peter Backus rozumial liczebnos¢ populacji Wielkiej Brytanii
w 2007 roku, a zatem N* = 60975000. Po podstawieniu wszystkich podanych
wyzej wartodci otrzymal wynik

G =10 510.

Backus wyciagnat zatem wniosek, ze w Wielkiej Brytanii jest 10510
kobiet, ktére odpowiadaja jego kryteriom. Jest to okoto 0,00017% wszystkich
Brytyjek oraz 0,0014% mieszkanek Londynu. Backus mialby wiec nieco
ponad ﬁ szansy na spotkanie kobiety swoich marzen. Zauwazyl jednak,
ze te obliczenia nie uwzgledniaja wielu faktow, jak na przyklad, ile z tych
kobiet uznaloby jego za réwnie atrakcyjnego, ile z nich jest singielkami oraz
z iloma méglby nawiazaé relacje. Przyjal, ze okolo 5% z otrzymanych 10510
potencjalnych partnerek uznaloby go za atrakcyjnego, z czego potowa bylaby
wolna, a porozumialby sie z 10% tej potowy. Po wlaczeniu tych czynnikéw do
réwnania otrzymal znacznie nizszy wynik — w Wielkiej Brytanii bylto tylko 26
kobiet, z ktérymi méglby stworzyé zwigzek. Dato mu to 0,0000034% szansy
na spotkanie odpowiedniej partnerki — tylko 100 razy wiecej niz szansa, ze na
losowo wybranej planecie jest rozwinieta cywilizacja zdolna do komunikacji
miedzygwiezdnej.

Co prawda kryteria przyjete przez Backusa byly do$é surowe (jak np.
wymagania dotyczace wyksztalcenia), w dodatku matematyk juz po 2 latach
od opublikowania artykutu ze swoim wariantem réwnania Drake’a spotkat
miloéé swojego zycia, z ktéra ozenil siec w 2013 r. [2]. Jednakze, uzywajac
jego metody, przy odpowiednio sprecyzowanych kryteriach, kazdy zaintere-
sowany moze sprawdzi¢ przyblizong liczbe potencjalnych partneréw, ktorzy
te kryteria spelniaja.
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2. Milosé w sieci i eksperymenty na ludziach

Obecnie coraz popularniejszym sposobem poznawania potencjalnych part-
neréow jest ,randkowanie online”. Jeden z najwiekszych portali randkowych
w USA — OKCupid — jest dla nas szczegdlnie interesujacy, poniewaz zo-
stal zatozony przez grupe oséb z wyksztalceniem gléwnie matematycznym.
OKCupid ma na celu implementacje odpowiednich algorytmoéw, w celu jak
najlepszego dopasowania dwdch potencjalnych partneréw.

Algorytm stosowany przez OKCupid tak naprawde nie jest zbyt skom-
plikowany — sklada sie gléwnie z dodawania, mnozenia i pierwiastkowania.
Pierwszym, najwazniejszym etapem, jest przeksztalcenie na dane liczbowe
informacji dotyczacych tego, jak bardzo dwie osoby do siebie pasuja. Portal
randkowy zadaje uzytkownikom pytania na temat ich zainteresowan, pla-
néw na przyszto$é, wiary i tym podobnych. Prostym podejsciem byloby
dopasowanie ludzi, ktérzy udzielajg zbieznych odpowiedzi. Na przyktad
dwoje ludzi, ktérzy odpowiedza twierdzaco na pytanie ,,Czy lubisz hor-
rory?” prawdopodobnie dogada sie lepiej, niz para, w ktorej jedna osoba
lubi ,straszne” filmy, a druga ich nie znosi. Jednakze problem pojawia sie
przy pytaniach takich jak np. ,,Czy lubisz by¢ w centrum uwagi?”. Dwie
osoby, ktére odpowiedza twierdzaco na to pytanie, moglyby mieé¢ wigksze
problemy w relacji, niz jezeli tylko jedna osoba z pary lubi byé¢ w centrum
uwagi. Dlatego w OKCupid uzytkownik udziela odpowiedzi dotyczacych
zaréwno wiasnych cech osobowosciowych i pogladéw na rézne tematy, jak tez
dotyczacych odpowiedzi, ktérych oczekuje od partnera. W dodatku algorytm
uwzglednia fakt, ze niektére z pytan moga moéwié¢ wiecej o czlowieku niz
inne — na przyklad pytanie o preferencje polityczne moze by¢ wazniejsze niz
pytanie o gusta filmowe (rysunek 1).

[
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Rysunek 1. Niektore pytania w serwisie randkowym moga by¢ wazniejsze niz inne, jak
np. pytanie o preferencje polityczne moze wiecej powiedzie¢ o cztowieku niz pytanie
o jego gusta filmowe
Zrédlo: [10]

Dlatego oprocz udzielenia odpowiedzi na pytanie, nalezy takze okresli¢, jak
wazne dla nas jest to pytanie. Skala w jezyku angielskim jest przedstawiona
na rysunku 2 (patrz s. 63).
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IRRELEVANT=(0

ALITTLE IMPORTANT="1
SOMEWHAT IMPORTANT= [©)

VERY IMPORTANT= (50)

MANDATORY=:(

Rysunek 2. Wazno$é pytan w serwisie randkowym OKCupid
Zrédlo: [10]

Od waznoéci pytania zalezy liczba punktéw, jaka moze uzyskaé poten-

cjalny partner, udzielajac odpowiedzi zgodnej z oczekiwang. Liczby punktéw
w poszczegdlnych kategoriach sg nastepujace:

nieistotne (ang. irrelevant) — 1 pkt,

odrobine istotne (ang. a little important) — 10 pkt,

raczej istotne (ang. somewhat important) — 50 pkt,

bardzo istotne (ang. very important) — 100 pkt,

obligatoryjne (ang. mandatory) — 250 pkt.

Zatem ostatecznie na dane wejéciowe od jednej osoby sktadaja sie trzy

elementy (rysunek 3):

jej/jego odpowiedzi,
odpowiedzi, jakie chcialaby /chciatby, zeby udzielil potencjalny partner,

wagi, jaka przypisuje danym pytaniom.

HOW IMPORTANT
THE QUESTION IS
T0 YOU

QUESTIONS

HOW YOUD
LIKE SOMEONE
(ELSE 10 ANSWEH]

Rysunek 3. Dane wejsSciowe dla algorytmu OKCupid
Zrédto: [10]

Przeanalizujemy dziatanie algorytmu na konkretnym przykladzie. Dla

uproszczenia uzyjemy przykiadu jedynie z dwoma pytaniami. Pierwsze py-
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tanie bedzie brzmialo ,,Jakie masz podejécie do zachowania porzadku?”,
z mozliwymi odpowiedziami: ,bataganiarz”, "przecigetnie”, ,,bardzo zorgani-
zowany”. Osoba ,,A” odpowiada na to pytanie, ze jest bardzo zorganizowana,
ze chciataby, aby partner takze byt bardzo zorganizowany, i ze to pytanie jest
dla niej bardzo istotne. Osoba ,,B” odpowiada, ze jest bardzo zorganizowana,
chcialaby, aby partner przecietnie dbal o porzadek, a to pytanie nie jest tak
istotne. Drugim pytaniem jest ,,Czy lubisz by¢ w centrum uwagi?”, gdzie
odpowiedz moze by¢ tylko twierdzaca lub przeczaca. Osoba ,,A” odpowiada
przeczaco, chciataby, zeby partner takze odpowiedzial przeczaco, a pytanie
jest dla niej odrobing istotne. Osoba ,,B” odpowiada twierdzaco, chciataby,
zeby partner odpowiedzial przeczaco, a pytanie jest dla niej raczej istotne.
Dla wiekszej czytelnoéci, odpowiedzi osoby ,,A” zostaly umieszczone w tabeli
1, a osoby ,B” w tabeli 2.

Tablica 1. Przykladowe odpowiedzi osoby ,,A” na dwa pytania w OKCupid

Osoba ,A” Jakie masz podejscie do| Czy lubisz by¢
zachowania porzadku? | w centrum uwagi?
Odpowiedz osoby ,,A” bardzo zorganizowany nie
Odpowiedz, jakiej osoba | bardzo zorganizowany nie
»A” oczekuje od partnera
Jak wazne jest to pytanie | bardzo istotne odrobine istotne
dla osoby ,,A”

Zrédlo: Opracowanie whasne na podstawie [10]

Tablica 2. Przykladowe odpowiedzi osoby ,,B” na dwa pytania w OKCupid

Osoba ,B” Jakie masz podejscie do | Czy lubisz by¢
zachowania porzadku? | w centrum uwagi?
Odpowiedz osoby ,,B” bardzo zorganizowany tak
Odpowiedz, jakiej osoba | przecietnie nie
»,B” oczekuje od partnera
Jak wazne jest to pytanie | odrobine istotne raczej istotne
dla osoby ,,B”

Zrédlo: Opracowanie whasne na podstawie [10]
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W pierwszym kroku sprawdzamy, jak bardzo osoba ,,B” pasuje do osoby
,A”. Poniewaz osoba ,,A” ocenila pierwsze pytanie jako ,bardzo istotne”, to
maksymalnie mozna za nie dosta¢ 50 punktéw. Osoba ,,B” odpowiedziala
na to pytanie zgodnie z oczekiwaniami, wiec dostaje 50 punktow. Osoba
»,B” ocenila drugie pytanie jako ,odrobine istotne”, jest wiec warte 1 punkt.
Osoba ,,B” odpowiedziala na to pytanie niezgodnie z oczekiwaniami. W ten
spos6b wynik osoby ,B” to (50 + 0)/(50 + 1) = 50/51 = 98%.

W drugim kroku sprawdzamy, jak bardzo osoba ,,A” pasuje do osoby ,B”.
Osoba ,,B” ocenila pierwsze pytanie jako ,,odrobine istotne”, jest wiec warte 1
punkt. Odpowiedz osoby ,,A” jest niezgodna z oczekiwaniami, nie dostaje wiec
punktu za to pytanie. Drugie pytanie byto dla osoby ,,B” raczej istotne, mozna
wiec za nie zdoby¢é maksymalnie 10 punktéw. Osoba ,A” odpowiedziala na
to pytanie zgodnie z oczekiwaniami, wiec dostaje 10 punktow. Osoba ,A”
uzyskala w ten sposéb wynik (0 + 10)/(1 + 10) = 10/11 = 91%.

W trzecim kroku nalezy obliczy¢ procent dopasowania (ang. match per-
centage) dwoch osob. Jest on obliczany jako Srednia geometryczna z wynikéw
obu 0séb (rysunek 4). W naszym przypadku mieliSmy tylko 2 pytania, wiec
n =2, co daje statystyke dopasowania v/91% x 98% ~ 94%.

91% SATISFACTORY 98% SATISFACTORY
“n=number of questions A
Rysunek 4. Obliczanie statystyki dopasowania
Zrédlo: [10]

Warto wspomnieé¢ o tym, dlaczego Srednia geometryczna jest lepszym
rozwigzaniem niz $rednia arytmetyczna. Srednia geometryczna sprawdza sie
lepiej, gdy mamy dane o szerokim zakresie wartosci (a z takim przypadkiem
mamy tu do czynienia) [10]. Takze intuicyjnie takie podejécie ma wiecej
sensu. Gdybysmy uzywali zwyklej sredniej arytmetycznej, to dwie osoby
o wskaznikach dopasowania 100% i 0% bylyby réwnie dobrze dopasowane
jak osoby o wskaznikach 50% i 50%, a w praktyce widaé, ze to ta druga para
miataby wicksze szanse na stworzenie szczesliwej relacji (rysunek 5, patrz

s. 66).
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Rysunek 5. Dlaczego $rednia geometryczna jest lepsza niz arytmetyczna
Zrédlo: [10]

Jeden ze wspélzalozycieli portalu OkCupid, Christian Rudder, w swoim
artykule ,We Experiment On Human Beings!” (,,Eksperymentujemy na
ludziach!”) [11] méwil o badaniach, jakie prowadzil zesp6t OkCupid, aby
zweryfikowaé skutecznos$é procentu dopasowania wyliczanego przez algorytm.
Jego zdaniem, procent dopasowania jest bardzo dobrym predyktorem tego,
czy dwie osoby moga stworzy¢ relacje. Jest on skorelowany z szansg na
uzyskanie odpowiedzi na wiadomosé¢, z dlugoscia konwersacji, szansg na
wymienienie sie danymi kontaktowymi itd. Zespot OkCupid postanowit
sprawdzi¢, czy dwoje ludzi nawiaze rozmowe (nawiazanie rozmowy jest
tu rozumiane jako wymienienie przynajmniej 4 wiadomosci), jezeli beda
tylko myéleé, ze do siebie pasuja, a tak naprawde beda mieli niski procent
dopasowania. W tym celu dla par o niskim procencie dopasowania 30%
wys$wietlano wynik 90%. Okazalo sig, ze faktycznie, takie osoby chetniej
nawiazuja rozmowe. Wyniki dla par o dopasowaniu 30%, ktérym wys$wietlano
odpowiednio 30, 60 lub 90% dopasowania, sa przedstawione w tabeli na
rysunku 6 (patrz s. 67).
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For users whose actual match percentage is 30%...
when we DISPLAYED

30% match 60% match 90% match

Odds of sending one message: 14.2% 16.5% 16.9%

Given that they sent one message,

odds of exchanging four: 5.7% 16.0% 17.4%

Rysunek 6. Prawdopodobienstwo wyslania wiadomosci i nawigzania konwersacji
w OkCupid
Zrédlo: [11]

Widaé wzrost prawdopodobienistwa rozpoczecia rozmowy z 14,2% do
ponad 16%, gdy wyswietlany procent dopasowania byl dwa lub trzy razy
wiekszy niz rzeczywisty. Jeszcze wieksza roznice widaé jednak w prawdopo-
dobienstwie wymienienia co najmniej czterech wiadomosci, ktére dla 30%
dopasowania wynosito 9,7%, a przy zawyzonym wyswietlanym procencie
dopasowania wzrosto kolejno do 16% i 17,4%.

Odds of a single message turning into a conversation

number DISPLAYED to them
30% match 60% match 90% match

a, 0,
PERT 30% match 10% 16% 17%
compatibility  60% match 13% 13% 16%

of users
90% matoh |

Rysunek 7. Prawdopodobienistwo nawigzania konwersacji w OkCupid
Zrédlo: [11]

W tabeli na rysunku 7 przedstawiono prawdopodobienstwo tego, ze poje-
dyncza wiadomos$é przerodzi sie w konwersacje (co najmniej 4 wiadomosci),
w zaleznosci od tego, jaki byl prawdziwy procent dopasowania (w wierszach)
i jaki zostal wy$wietlony (w kolumnach). Z tabeli wynika, ze faktycznie,
zawyzony procent dopasowania powodowal wzrost tego prawdopodobienstwa,
jednak dla oséb najlepiej dopasowanych (90%), to prawdopodobienstwo byto
réwnie wysokie, nawet jeéli podana uzytkownikowi wartosé byta zanizona.
W dodatku, jak wida¢ w prawym dolnym rogu tabeli, nikt nie osiaga wyz-
szych wartosci opisanych prawdopodobienstw niz osoby, dla ktorych zaréwno
rzeczywisty, jak i wySwietlony w serwisie procent dopasowania wynosit 90%.
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Zespot OkCupid prowadzil wiele podobnych eksperymentéw, uzywajac
statystyki, aby podpowiedzie¢ uzytkownikom, jak najlepiej korzystac¢ z ser-
wisu. Christian Rudder w swoich artykutach pisal miedzy innymi o tym,
jak najlepiej zrobi¢ zdjecie na portal randkowy, jakie wiadomo$ci maja
najwieksza szanse na to, ze potencjalny partner na nie odpowie, czy wieksze
znaczenie ma opis czy zdjecie i wiele innych. OkCupid bardzo szczyci sie
tym, ze udato im sie wykorzystaé ,,jedyny w swoim rodzaju” matematyczny
algorytm, aby laczy¢ ludzi na podstawie ,tego, co naprawde sie liczy” [8].
Jak wida¢ na rysunku 8, nawet pod swoim logo, OkCupid wspomina o tym,
ze wlasnie matematyke wykorzystuje, aby poméc uzytkownikom zdobyé
mitosé.

okc
-

Rysunek 8. Logo OkCupid — ,,wykorzystujemy matematyke, by zalatwia¢ Ci randki”
Zrédlo: [11]

3. Milosne strategie, czyli jak teoria gier pomaga zdoby¢ partnera

W tym rozdziale uzyjemy pojeé z zakresu teorii gier do opisania relacji
miedzyludzkich.

3.1. Problem stabilnego malzenstwa

Na poczatek rozwazymy nastepujacy problem: na imprezie znajduje si¢
6 samotnych oséb, w tym 3 mezczyzn i 3 kobiety: Joey, Chandler, Ross,
Phoebe, Monica i Rachel. Przyjmujemy, ze kazda z tych oséb ma pewne
preferencje co do tego, z kim chcieliby si¢ uméwié (preferencje te sa przed-
stawione w tabeli 3 (patrz s. 69) dla mezczyzn oraz tabeli 4 dla kobiet (patrz
s. 69)). Przyklad ten pochodzi z ksiazki [4].
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Tablica 3. Wybor partnerek wsréd mezczyzn

Pierwszy wybor | Drugi wybér | Trzeci wybor
Ross Rachel Phoebe Monica
Chandler Rachel Monica Phoebe
Joey Phoebe Rachel Monica

Zrédlo: Opracowanie wlasne na podstawie [4]

Tablica 4. Wybér partneréw wsréd kobiet

Pierwszy wybér | Drugi wybér | Trzeci wybor
Rachel Joey Ross Chandler
Phoebe Ross Chandler Joey
Monica Joey Chandler Ross

Zrédlo: Opracowanie wiasne na podstawie [4]

Poniewaz niektére postaci sa pierwszym wyborem u kilku osob, to nie
jest mozliwe, aby kazdy umdéwil sie z osoba, ktéra najbardziej preferuje. Na
poczatek zalézmy scenariusz, w ktérym mezczyzna podchodzi do kobiety.
Ross i Chandler obaj najpierw podchodza do Rachel, a ona wybiera Rossa,
poniewaz jest on wyzej na jej licie (gdyby jednak podszedl do niej Joey, to
zostawitaby Rossa). Odrzucony Chandler podchodzi do swojej kandydatki
numer dwa, czyli Moniki. Poniewaz ta nie miata innych ofert, to umawia sie
z Chandlerem. 7 kolei Joey jako jedyny podchodzi do Phoebe i umawia sie
z nig. OtrzymaliSmy w ten sposoéb nastepujace pary:

— Ross i Rachel,
— Chandler i Monica,
— Joey i Phoebe.

OsiagneliSmy sytuacje, w ktérej zaden z panéw nie jest w stanie poprawic
swojego wyniku. Znajduja sie oni zwigzani odpowiednio ze swoim pierwszym,
drugim i pierwszym wyborem. Sytuacja kobiet prezentuje sie gorzej: Rachel,
Monica i Phoebe sa odpowiednio ze swoim drugim, drugim i trzecim wyborem
na partnera. Jednakze one takze nie moga juz poprawié¢ swojego wyniku:
gdyby np. Rachel chciala teraz uméwié sie z Joeyem, to spotkataby sie
z odrzuceniem, poniewaz on juz jest ze swoim pierwszym wyborem na
partnerke.

Zamienimy teraz role — niech kobiety pierwsze podchodza do mezczyzn.
W ten sposdb otrzymamy nastepujace pary:

— Rachel i Joey,
— Phoebe i Ross,
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— Monica i Chandler.

W ten spos6b kobiety sa odpowiednio ze swoim pierwszym, pierwszym
i drugim wyborem na partnera. Z kolei kazdy z panéw znalazt sie ze swoim
drugim wyborem.

Powyzszy problem nazywany jest ,problemem stabilnego malzenstwa”,
a do procesu dobierania w pary jest wykorzystany algorytm Gale’a—Shapleya.

Jezeli mezczyzni pierwsi podchodzg do kobiet, to maja miejsce nastepujace
sytuacja:

— kazda osoba znajduje partnera,

— kiedy pary sa juz ustalone, nikt nie jest w stanie poprawié¢ swojego
wyniku,

— kazdy mezczyzna jest z najlepsza dostepna partnerka,

— kazda kobieta jest z mozliwie najmniej odpowiednim partnerem.

W przypadku sytuacji, w ktérej kobiety podchodza do mezczyzn, dwa
ostatnie wnioski sg odwrotne: mezczyZni na koniec sg z najmniej odpowied-
nimi partnerkami, a kobiety z najlepszymi dostepnymi partnerami.

W dwoch ostatnich sytuacjach widaé, ze osoby z grupy, ktéra podejmuje
ryzyko i podchodzi do osoby z drugiej grupy, narazajac si¢ na odrzucenie, jest
w stanie osiggnaé duzo lepsze wyniki, niz osoba z grupy, ktora biernie czeka
az kto$ do niej podejdzie. Ma to intuicyjny sens: jezeli rozpoczniesz szukanie
partnera od najlepszego mozliwego, to skoriczysz z najlepszym, ktory cie
zechce. Jedli bedziesz biernie czekaé, to uméwisz si¢ z najmniej odpowiednia
osoba, ktora zdecyduje sie zaczaé rozmowe z toba. Matematyka potwierdza
wiec, ze warto przejmowac inicjatywe i podejmowaé wyzwanie.

Powyzej wspomniany algorytm Gale’a—Shapleya ma wiele praktycznych
zastosowan. Byl on wykorzystywany miedzy innymi w USA do zatrudniania
lekarzy w szpitalach. W pierwotnej wersji to szpitale "podchodzily” do leka-
rzy, co skutkowato zatrudnianiem lekarzy, ktorzy faktycznie byli potrzebni
w danym szpitalu. Jednak taki system powodowal, ze wielu lekarzy bylo
niezadowolonych, przez co byli gorszymi pracownikami. Gdy ten problem
zostal zdiagnozowany, role odwrécono i od tej pory to lekarze sktadali oferty
szpitalom.

Istnieje wiele modyfikacji tego problemu, zakladajacych remisy na listach
preferencji, badz sytuacje, kiedy dana osoba woli pozostaé¢ samotna niz
uméwié sie z kimkolwiek. Wniosek jest zawsze taki sam: lepiej aktywnie
szukaé okazji niz biernie czekaé, az kto$ do ciebie podejdzie.
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3.2. Gra w wiernosé

Rozwazymy dwie osoby zyjace w zwigzku. Oboje nie przejmuja sie zbytnio
tym, ze zdrada jest uwazana za co$ niewlasciwego i chca jedynie skoniczyé
z jak najlepszym ,wynikiem”. Poszczegdlne strategie skutkuja wynikami
przedstawionymi w tabeli na rysunku 9. Taka tabela jest nazywana ,,macierza
wyplat”.

ZONA
Wiernosc Niewiernosc¢
NIAZ Wiernosé +10 +10 | -10 +20
Niewiernosc +20 -10 | -5 -5

Rysunek 9. Macierz wyplat w ,,grze w wiernosé”
Zrédio: Opracowanie wlasne na podstawie [4]

Najlepszym rozwiazaniem dla obu , graczy” (pod warunkiem rozpatrywa-
nia tacznego wyniku) jest zachowanie wiernosci. W ten sposéb obie strony
wyciagaja z relacji co$ wartoSciowego. Taka sytuacja jest nazywana efektyw-
noscia Pareto.

Kazdy z partneréw, ktéry zachowuje wiernoéé, ma wynik 10. Jezeli jeden
z partneréw zdecyduje sie na zdrade, ma szanse zwiekszy¢ swoj wynik do 20.
7Z kolei dla drugiego partnera bedzie to miato negatywny skutek i skonczy on
z wynikiem -10. Z kolei jezeli obie strony zdecyduja sie na zdrade, to oboje
skoncza z wynikiem -5 — duzo gorszym, niz gdyby dochowali wiernosci.

Taka konfiguracja jest réwnowazna tak zwanemu ,dylematowi wieznia”,
jednemu z najszerzej analizowanych probleméw w teorii gier. W dylemacie
wieznia dwie osoby sa podejrzane o ta sama zbrodnie. Sa przestuchiwane
osobno i kazda ma wybér: wydaé druga osobe albo nie powiedzie¢ nic. Jezeli
obie osoby beda milczeé, to podziela sie wyrokiem. Jezeli jedna osoba zdradzi,
a druga nie, to jedna wyjdzie na wolnosé¢, a druga dostanie wysoki wyrok.
Jezeli obie osoby zdradza, to obie dostang wysoki wyrok. Konfiguracja
wygranych wyglada tu identycznie jak w ,,grze w wierno$é¢”. Wskazanie
przestepcy, podczas gdy on zachowa milczenie, jest najkorzystniejsze. Jednak
najgorsza sytuacja to siedzenie cicho, podczas gdy drugi podejrzany na ciebie
doniesie.

W odréznieniu od dylematu wieznia, w zwigzku decyzja nie jest podej-
mowana jednorazowo. Dodatkowo, jezeli obie osoby sa zaangazowane, to
wazniejszy staje sie wynik wspolny niz pojedynczej osoby. Dlatego na dtuz-
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sza mete wiernos$¢ jest matematycznie najkorzystniejsza strategia. Sytuacja
ta jest latwiejsza do rozwigzania niz stynny dylemat wieznia, poniewaz
w jego przypadku najlepszy wynik niekoniecznie jest najlepszym "tacznym”
wynikiem — mozna raczej rozwazac¢, co jest bardziej optacalne dla kazdej
jednostki.

4. Matematyka milosci fizycznej

Matematyka moze byé¢ uzyta do modelowania wielu aspektow kontaktdw
miedzyludzkich, miedzy innymi kontaktéw seksualnych. Badania w tym ob-
szarze maja na celu przyktadowo zapobieganie chorobom roznoszonym droga
plciowa. Omoéwimy teraz badanie przeprowadzone w 1999 roku w Szwecji
[7]. Na podstawie ankiet na temat zycia osobistego, wypelnionych przez
2810 respondentéw w wieku od 18 do 74 lat, matematycy ustalili, ze rozklad
liczby partneréw jest wykltadniczy z wykladnikiem podobnym dla kobiet
i mezezyzn wynoszacym okoto v = 2,4. Okazalo sie, ze mezczyzni generalnie
deklaruja wyzsza liczbe partneréow seksualnych niz kobiety, jednakze parametr
skali tego rozktadu jest bardzo podobny w obu przypadkach. Rozktad ten
(przedstawiony w ukladzie logarytmicznym) jest widoczny na rysunku 10
(patrz s. 73). W ukladzie logarytmicznym zaréwno dla kobiet, jak i mezczyzn,
dane ukladajg sie w linie prosta, w dodatku linie te sa w przyblizeniu
rownolegle. Dla kobiet, przy k > 4 otrzymano wartos¢ a = 2,54+0,2, a dla
mezezyzn przy k > 5 otrzymano o =2,3140,2.

Sie¢ powiazan seksualnych jest przykladem sieci ,,bezskalowej”, co ozna-
cza, ze w przeciwienstwie do rozkladu normalnego czy wykladniczego, nie
ma dobrze zdefiniowanego parametru, takiego jak srednia czy odchylenie
standardowe. Sieci bezskalowe charakteryzuja sie tym, ze ich rozktad podlega
prawu potegowemu P (k) ~ k™%, gdzie P (k) to prawdopodobienstwo, ze osoba
miata co najwyzej k partneréw. W przypadku sieci kontaktéow seksualnych,
nalezy to interpretowaé tak, ze prawdopodobienstwo, ze dana osoba miata
wiecej niz k partneréw, wynosi k.

Szwedzcy badacze proponuja kilka mozliwych wyjasnien takiego rozktadu
liczby partneréw:

— wieksze umiejetnosci w zdobywaniu partneréw u osob, ktére weczedniej
mialty duzo partneréw,

— rbézne poziomy atrakcyjnoéci fizycznej badanych osob,

— potrzeba posiadania wigkszej liczby partneréw dla podwyzszenia samo-
oceny.
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Rysunek 10. Rozklad liczby partneréw w ciggu ostatnich 12 miesiecy przed wypelnieniem
ankiety, umieszczony w logarytmicznym ukladzie wspélrzednych

Zrédlo: [7)

Przytaczaja w tym kontekécie powiedzenie ,the rich do get richer” (,bogaci

sie bogaca”).
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Rysunek 11. Rozklad calkowitej liczby partneréw, umieszczony w logarytmicznym

ukladzie wspoirzednych
Zrédlo: [7]

W dalszej kolejnosci badano takze catkowita liczbe partneréw k. Na
rysunku 11 widaé rozktad catkowitej liczby partneréow, do ktérego réwniez do-
pasowywano rozktad wyktadniczy. Warto$¢ parametru skali dla tego rozktadu
byta oznaczana jako ayot. Dla kobiet otrzymano oo = 2,140, 3 przy kior > 20,
a dla mezczyzn aior = 1,6 £0,3 przy 20 < ki < 400. Te dwa estymatory
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sa zgodne w granicach niepewnosci statystycznej. Powyzsze badania byty
prowadzone w kontekscie rozprzestrzeniania sie choréb wenerycznych, a wiec
praktycznym wnioskiem plynacym z wynikow jest, ze kampanie edukacyjne
na ten temat powinny by¢ skierowane przede wszystkim do oséb z duza
liczba partneréw seksualnych [7].

5. Kiedy sie ustatkowaé

Poszukiwanie idealnego partnera jest zagadnieniem, ktére pojawito sie
w podrozdziale dotyczacym problemu stabilnego malzenstwa. W podanym
przyktadzie pary byty dobierane przy uzyciu algorytmu Gale’a—Shapleya. Tak
stworzone pary byly stabilne w tym sensie, ze kiedy kazdy mial dobranego
partnera, to nikt nie moégt juz poprawié¢ swojej sytuacji. Ta procedura ma
jednak kilka wad. Po pierwsze, zaklada, ze partneréw dobieramy tylko z nie-
zmiennej, skonczonej populacji oraz, ze kazdy ma ustalong liste preferencji,
ktora jest dobrze rozpoznana i nie zmienia sie. W dodatku, patrzac na coraz
wyzszy odsetek rozwoddéw w wielu krajach, mozna sie domyé$laé, ze wiele
tworzonych relacji wcale nie spetnia kryterium stabilnosci.

Poszukiwanie najlepszego mozliwego partnera mozna by opisa¢ matema-
tycznymi pojeciami z dziatu tzw. ,teorii optymalnego zatrzymania”. Nale-
zaloby zalozy¢ po pierwsze, ze nie mozna wracaé do partneréw, ktérych
sie odrzucilo, po drugie, ze w momencie ostatecznego wyboru partnera,
nie dowiemy sie, jacy byli kolejni partnerzy. Zadanie optymalnego wyboru
ze skonczonego zbioru mozliwosci, prezentowanych sekwencyjnie w losowej
kolejnosci, bywa nazywane ,problemem sekretarki” [3]. Nazwa pochodzi od
jednej z wersji tego zagadnienia, gdzie rozwazamy problem obsady stanowiska
sekretarki. W odpowiedzi na ogloszenie o wolnej posadzie zglasza si¢ N
kandydatek. Kazda z nich musi odby¢ rozmowe o prace, po ktérej moze zostaé
przyjeta (wtedy zadanie koriczy sie) lub odrzucona (wéwczas nie mozna juz
wrocié do tej kandydatki). Celem jest maksymalizacja prawdopodobiefistwa
wyboru najlepszej kandydatki.

Aby rozwigzaé¢ powyzszy problem, nalezy zalozyé, ze istnieje liczba natu-
ralna r ze zbioru [1,N) taka, ze optymalnie jest przeanalizowaé i odrzucié¢
pierwszych r kandydatek, a nastepnie z pozostatych n —r kandydatek wy-
braé¢ pierwsza, ktéra jest lepsza od dotychczas przegladanych. Zalézmy, ze
najlepsza kandydatka znajduje sie¢ na pozycji a. Jezeli a < r, to proponowana
strategia jej nie wybierze. Jedli a > r, to przyjety prog dzieli kandydatki na
trzy grupy, [1,7], [r,a] i [a, N]. Druga wedlug naszego kryterium kandydatka
w przedziale [1,a] powinna by¢ przed progiem r, tj. w przedziale [1,7]. Praw-



Mitosé i matematyka (0]

dopodobiefistwo takiego zdarzenia wynosi . Zatem calkowita szansa na

sukces wynosi ~ pod warunkiem, ze a > r. Przy duzych liczbach kandydatek

N, prawdopodobienstwo to jest bliskie catce po mozliwych polozeniach a:

P(sukces) = Z E N/ = —*111(;])

r
Przyrownujac pochodna powyzszego wyrazenia po N do zera, otrzymu-

jemy wartosé % = é, ktéra maksymalizuje prawdopodobienstwo wyboru
najlepszej kandydatki. Warto$¢ ta w przyblizeniu wynosi 36,8%. Zatem,
poszukujac najlepszej kandydatki, nalezy przeanalizowaé i odrzucié¢ 36,8%
wszystkich kandydatek, a nastepnie wybraé¢ pierwsza, ktora bedzie lepsza
niz wszystkie poprzednie.

Podobne rozwiazanie mozna by zastosowaé¢ do zagadnienia szukania naj-
lepszego malzonka. Jednym z probleméw byloby wéwczas to, ze nikt nie zna
z gory liczby potencjalnych partneréw, ktorych spotka w zyciu. Istnieje pewna
modyfikacja powyzszego rozwigzania, gdzie zamiast zaktada¢ z gory liczbe
0sOb, nalezy znac¢ czas trwania etapu poszukiwania najlepszego partnera.
Okazuje sie, ze woéwczas rowniez optymalnym momentem na ustatkowanie sie
bedzie okolo 37% zalozonego czasu [4]. Przykladowo, jednostka poszukujaca,
ktora zaczyna randkowanie w wieku pietnastu lat i chce sie ustatkowac
do czterdziestego roku zycia, powinna przez pierwsze 37% zycia, czyli do
wieku okoto dwudziestu czterech lat, odrzucaé wszystkich potencjalnych
partneréw. W tym okresie moze sie juz zorientowad, czego faktycznie oczekuje
od partnera. Gdy etap odrzucania sie zakoticzy, nalezy wybraé¢ nastepna
osobe, ktéra sie pojawi i jednoczesnie bedzie lepsza niz wszyscy poprzedni
partnerzy.

Powyzszy model nadal ma kilka wad. Z jednej strony, istnieje mozliwos¢, ze
wéréd pierwszych 37% osob, ktore odrzucamy, byt idealny dla nas partner, ale
po zakonczeniu odrzucania nie mozemy juz do niego wroci¢. Z drugiej strony,
jezeli pierwsze 37% oséb bylo bardzo kiepskimi partnerami, to nastepny
lepszy od nich partner wcale nie musi by¢ tym idealnym. Generalnie jednak
powyzsza teoria ma pewne odzwierciedlenie w rzeczywistosci. Wiele oséb
niezobowiazujaco randkuje przez kilka lat, a nastepnie w okolicy 20-30 roku
zycia na powaznie szuka partnera [4].

Do tej pory zakladaliSmy, Zze poszukujemy najlepszego mozliwego wyboru,
ale mozna takze obnizy¢ nieco oczekiwania, np. wybraé partnera, ktéry znaj-
duje sie w 5 czy 15 procentach najlepszych mozliwych partneréw. Algorytm
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takiego szukania partnera zostal nazwany TNB (Take the Next Best) i dziala
on analogicznie do problemu sekretarki [12]. Przykladowo, chcac trafi¢ na
partnera spos$réd najlepszych 10%, wystarczy odrzucenie jedynie 12%, aby
w 77% przypadkéw znalezé takiego partnera. Z kolei, aby znalezé partnera
sposrod najlepszych 25%, wystarczy odrzucié jedynie 8% partneréw, aby
mie¢ 90% szansy na sukces. Zaleznosci te sa przedstawione na rysunku 12.

100.00 T T T T

Top 25%
Top 10% ----—

p
Bottom 25% -
80.00

60.00

40.00 [

Percent of mates in each category

20.00

B | I I
0 20 o . 80 |
Number of possibilities checked

Rysunek 12. Prawdopodobienstwo znalezienia partnera z danej kategorii, w zaleznosci od
liczby sprawdzonych partneréw, przy 100 mozliwych partnerach (mozna to takze rozumieé
jako procent sprawdzonych partneréw)

Zrédlo: [12]

Powyzsze wyniki pochodza z pracy Petera Todda [12]. Badacz sprawdzal,
jaka szanse na znalezienie odpowiedniego partnera daje zmiana 35% na inng
warto$é. Zaznaczal jednak, ze widocznym problemem w powyzszym toku
rozumowania jest zalozenie, ze potencjalny partner nie ma nic do powiedzenia
na temat tego, ze zostal wybrany, co stanowi problem, gdy probujemy w ten
sposéb modelowaé ludzkie relacje. Algorytm zaproponowany przez badacza
moze mieé tez inne zastosowania, np. przy doborze partnera dla zwierzat
w hodowlach, czy tez w innych zyciowych dylematach oprécz mitosci, jak
np. wybér odpowiedniej szkoty.
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6. "... i zyli dlugo i szczesliwie", a ich szczescie da sie opisac
modelem

Jedng z najbardziej matematycznych prac na temat mitosci jest ksiazka
»Mathematics of marriage”, stworzona przy wspdipracy matematykow z psy-
chologami. Autorzy za cel postawili sobie zrozumienie, dlaczego niektore pary
sie rozwodza, a inne nie. Do przewidywania rozwodu uzywali specjalnej zmien-
nej opisujacej pewne schematy interakcji pomiedzy malzonkami, podczas
gdy dyskutowali oni nad problemem bedacym Zrédtem niezgody. Ta zmienna
byla suma (lub stosunkiem) pozytywnosci i negatywnosci w interakcjach.

Dwa inne problemy, ktore interesowaly badaczy, to po pierwsze problem
nawrotu (ang. relapse effect), polegajacy na tym, ze poprawa relacji wynika-
jaca z terapii malzenskiej po okoto dwéch latach znika. Badacze zastanawiali
sie, co jest przyczyna tego zjawiska i jak mozna je minimalizowaé. Drugi
to problem opéznienia (ang. delay effect). Zazwyczaj (np. w przypadku
probleméw zdrowotnych) dazy sie do skrécenia czasu pomiedzy tym, gdy
u osoby pojawia sie symptomy, a tym, gdy szuka ona profesjonalnej pomocy
(np. medycznej). Jednakze w przypadku malzenstw badania wykazaly, ze
od momentu zauwazenia powaznego problemu w malzenstwie do momentu
rozpoczecia terapii mija przecietnie az 6 lat. W swojej pracy badacze za-
proponowali parametr progu negatywnosci (ang. negative threshold), ktory
moze zosta¢ uzyty do wyjasnienia tych zjawisk.

W swoich badaniach zesp6t skupil sie na sytuacji tworzonej w warunkach
laboratoryjnych. Para mialta prowadzi¢ dyskusje na jaki$ temat, ktéry powo-
duje konflikt w ich malzenstwie. Poczatkowo, zmienna uzywana w modelu
byla réznica pomiedzy pozytywnym a negatywnym nacechowaniem danej
wypowiedzi podczas rozmowy, przy uzyciu systemu oceniania nazwanego
Rapid Couples Interaction Scoring System (RCISS). Odkryto, ze nachylenie
skumulowanego wykresu tej zmiennej przewidywalo rozpad lub stabilno$é
malzenstwa. Ta zmienna zostata nazwana zmienng Gottmana—Levensona,
od nazwisk autorow pracy. PdéZniej zostala ona zastapiona przez analogiczna
zmienng, konstruowang na podstawie innego systemu oceniania — Specific
Affect Coding System (SPAFF), polegajacego na przypisywaniu pozytywnych
i negatywnych wag do odpowiednich emocji i sumowaniu ich na szesciosekun-
dowych odcinkach czasu (tyle przecietnie trwala jedna wypowiedz partnera).
W systemie SPAFF pojawialy sie nastepujace wagi:

— pogarda: —4,

— obrzydzenie: —3,
—  wojowniczosé: —2,
— defensywnoéé¢: —2,
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— odcinanie sig: —2,

— dominacja: —1,

— gniew:—1,

— marudzenie: —1,

— smutek: —1,

— strach: 0,

— neutralnosé: 0,1,

— zainteresowanie: +2,
— walidacja: +4,

— sympatia: +4,

—  humor: +4,

— podekscytowanie/rados¢: +4.

Takie przypisanie wag daje potencjalny zakres wyniku od —24 do +24.
Dla kazdej pary tworzono dwa szeregi czasowe, jeden dla inicjatora i jeden
dla partnera, przy czym kazdy z tych szeregéw sktadal sie ze 150 punktow.

Na podstawie zebranych danych, badacze zaproponowali nastepujace
rOwnania opisujace zachowanie partnera:

Wi ZIHw(Ht)-i-’I“th-i-a (3)

Ht+1 :IHw(Wt)-l-TQHt-f—b (4)

gdzie H i W oznaczaja miare pozytywnego lub negatywnego zachowania
w momencie ¢, t+1 itd., dla odpowiednio meza lub Zony. Parametry a i b
oznaczaja stan poczatkowy dla kazdego z malzonkéw (poczatkowe zacho-
wanie, z ktérym osoba zaczyna interakcje, bez wplywu drugiego malzonka),
parametry rq i ro odzwierciedlaja wplyw ostatniego zachowania danej osoby
na jej kolejne zachowanie, jest to tzw. inercja behawioralna (ang. behaioral
inertia). Igw jest wplywem meza na zone, jezeli jego zachowanie w chwili
t to Hy, i na odwrét dla Iy g.

Do opisania wplywu jednego malzonka na drugiego, badacze uzyli funkcji
o wykresie pokazanym na rysunku 13 (patrz s. 79). Uzycie takiej funkcji
wymaga kilku zalozen: zachowania maja jakies wartosci progowe (na rysunku
T, i T-), pozytywne zachowania maja pozytywny wplyw, a negatywne
zachowania maja negatywny wplyw. Pozytywne/negatywne zachowania
jednego z malzonkéw ponizej lub powyzej pewnego progu (7 lub T-)
maja staty, umiarkowany, odpowiednio pozytywny lub negatywny wplyw na
zachowanie malzonka.
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Igw

Rysunek 13. Funkcja wplywu zachowania meza na zachowanie Zony
Zrédlo: [5]

Pozytywne zachowania powyzej wartosci T lub negatywne zachowania
ponizej wartosci T maja réwniez staly wplyw na zachowanie malzonka, ale
znacznie wiekszy niz przed przekroczeniem wartosci progowej. Parametry ta-
kiej funkcji (np. moment, w ktérym negatywne zachowanie malzonka zaczyna
mie¢ wiekszy wplyw na drugiego malzonka) moga sie rézni¢ w zaleznosci
wielu czynnikéw, takich jak np. satysfakcja z malzenstwa, poziom stresu,
uwarunkowania kulturowe i inne.

Prég negatywnosci moze byé waznym wskaznikiem postrzegania zwiazku
przez pare. W tym kontekscie mowimy, ze prog jest ,nizszy”, gdy parametr
T_ jest mniej ujemny (tj. blizszy zeru). Oznacza to, ze nizszy prog wskazuje
na wieksza reakcje na bodziec. W swoich dlugofalowych badaniach naukowcy
odkryli, Ze nizszy prog negatywnosci zazwyczaj prowadzi do mniejszej szansy
na rozwdd pary. Moze sie to wydawaé zaskakujace — kto§ mogtby pomysleé,
ze szczesliwe pary to te, ktére wykazuja mniejsza sktonnosé do negatywnodci.
Jednak nizszy prég negatywnosci oznacza, ze para mocniej reaguje nawet
na mniejsze problemy, podczas gdy pary z wyzszym progiem negatywnosci
nie reaguja na male problemy i pozwalaja im narasta¢, az w koncu wybu-
chaja. Problem ten laczy sie rowniez ze wspomnianym wczedniej problemem
opdznienia — zbyt dtugim oczekiwaniem na profesjonalng pomoc.
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Podsumowanie

Niniejsza praca ma na celu zaprezentowanie naukowych wynikéw w dzie-
dzinie ,,modelowania mitosci” i relacji miedzyludzkich, jak réwniez pokazanie
kilku matematycznych zagadnienn z tym zwiazanych. Niektére z przedsta-
wionych tematéw pozostajg jedynie ciekawostkami, inne maja silne oparcie
w rzeczywistosci. Dwa zaprezentowane w tej pracy badania matematyczne
na temat mitosci to modelowanie kontaktow seksualnych oraz poszukiwanie
powoddéw rozpadu malzenstw. Modelowanie ludzkich zachowan seksualnych
w ujeciu szwedzkich badaczy jest przykladem wykorzystania matematyki
do badania tego zjawiska, a nastepnie zastosowania otrzymanych wnioskéw
do lepszego dostosowania kampanii edukacyjnych na analizowany temat.
7 kolei badania zespotu Johna Gottmana nad tym, ktére pary sie rozwodza,
w odkrywczy sposob opisuja dynamike interakcji pomiedzy maltzonkami i pro-
wadza do zaskakujacych wnioskéw, ze wieksza liczba ktotni weale nie oznacza
wiekszego prawdopodobienstwa rozwodu, a wazniejsze jest, zeby nie pozwolié
w ciszy narasta¢ problemom w malzenstwie. Innym rodzajem praktycznego
zastosowania matematyki do badania milosci jest algorytm dobierania ludzi
w pary na portalu randkowym. Jest to zagadnienie do$¢ nowe, ale pokazuje,
ze mitos¢é i matematyka ida w parze. Pozostale zagadnienia przedstawione
w tym rozdziale dotycza glownie poszukiwan idealnego partnera i nie maja
az tylu zastosowan w zyciu codziennym. Osoby zainteresowane mogtyby
na przyktad sprawdzi¢ swoje ,szanse na znalezienie miltosci” za pomoca
rownania Drake’a, ale nawet przyktad Petera Backusa, ktéry pierwszy uzyt
go w ten sposéb, pokazuje, ze wyniki moga sie nie sprawdzic.

7 przedstawionych w tej pracy przykladéw widaé, ze matematyka jest
uzywana do modelowania mitosci i ré6znych zachowan z nia zwiazanych. Jed-
nak mitos¢ jest zjawiskiem skomplikowanym i subiektywnym, dlatego bardzo
trudno ja opisa¢ rownaniami. Dlatego warto podkresli¢, ze przedstawione
w tej pracy wyniki powinny by¢ traktowane tylko jako popularnonaukowy
przeglad, a nie jako porady na temat tego, jak postepowaé w relacji z druga
osobg. Milosé jest uczuciem, ktore prawdopodobnie zawsze bedzie sie¢ wymy-
ka¢ pelnemu zrozumieniu, a matematyka pozwala co najwyzej na opisanie
niektérych jej aspektow.
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Albert Raczkiewicz !

Modelowanie Malthusa oraz modyfikacja tego modelu

Streszczenie

W pracy zaprezentowano idee modelu Malthusa jako narzedzia do wyznaczania
liczby ludno$ci w danym roku. Wszystkie analizowane rysunki byly otrzymane
w Srodowisku R. Dane do rysunkéw zostaly tak dobrane, aby ukazaé¢ wady oraz
zalety modelu.

Stowa kluczowe: Malthus, ludnosé, model Malthusa

1. Wstep

W obecnych czasach chetniej rozmyslamy przysztoscia naszej planety
i perspektywami naszego zycia na niej. Wiecej ludzi zaczeto interesowaé sie
przyszta liczebno$cia populacji swojego kraju. Coraz wiecej z nas zadaje
sobie pytania:

— Tlu nas bedzie za kilka/kilkanascie lat?
— Czy nasz gatunek powiekszy, czy pomniejszy swoja liczebno$é?
—  Czy liczba ludnosci bedzie szybko/wolno rosta/malala?

Podobne pytania sktonily Thomasa Malthusa (1766-1834) do stworzenia
odpowiedniego modelu, ktory da odpowiedZ na powyzsze pytania. W roku
1798 opublikowatl on prace, wedlug ktérej liczba ludnosci rosnie w czasie
w ciggu geometrycznym, natomiast wzrost iloSci zywnoéci w ciggu aryt-
metycznym, co wezesniej czy pozniej doprowadzi do przeludnienia i walki
o pozywienie. W zwigzku z tym Malthus sformutowat swoja teorie, ktéra
brzmi do$¢ niepokojaco: ,,Ludzko$¢ moze przetrwaé wtedy i tylko wtedy
gdy okresy gwaltownego wzrostu beda przerywane epidemiami, wojnami
i kleskami zywiotowymi”. Mimo zZe teoria brzmi dosy¢ niepokojaco, to jednak
ma ona sens. Zalézmy, ze wzrost liczby ludnosci bedzie staly, czyli co roku
bedzie nas przybywalo, innymi stowy wspotczynnik naturalny, czyli réznica
pomiedzy liczba urodzen a zgonéw, utrzyma sie zawsze na dodatnim i wyso-
kim poziomie, w rezultacie bedzie dochodzito do przeludnienia panstw oraz
zabraknie miejsca dla nowo narodzonych ludzi. Dla zilustrowania spéjrzmy na
panstwo takie jak San Marino, ktére obecnie liczy okoto 34 000 ludzi, a jego
powierzchnia wynosi okoto 61 km?, gestosé zaludnienia to 557 oséb/km?

L Albert Raczkiewicz, Studenckie Koto Naukowe "KWATERNION”, Wydzial Podstaw
Techniki, Politechnika Lubelska
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(dla poréwnania Lublin ma powierzchnie réwna 147,45 km? czyli okoto 2 303
osoby /km? ). Z danych statystycznych wynika, ze w San Marino w 2018 roku
zanotowano bardzo wysoki wspélezynnik naturalny wynoszacy prawie 3,1%.
Gdyby taki wspoétczynnik utrzymat sie do dzis, to liczebno$é¢ populacji San
Marino wynositaby okoto 38 489 oséb, natomiast w roku 2050 byloby to juz
okoto 91 685 0s6b, czyli gestoéé zaludnienia wynosita by 1 503 osoby/km?.
Nie wydaje sie to moze duza liczba, ale z kazdym rokiem ten wspélczynnik
bedzie rést i w poréwnaniu ze stanem poczatkowym wynoszacym okoto 557
0s6b/km? zaobserwujemy gwaltowny wzrost.

Kim byl Thomas Malthus

Thomas Robert Malthus urodzit sie w Rookery[8]. W zwiazku z jego data
urodzin wystepuja pewne sprzecznosci, poniewaz w niektoérych artykutach
mozemy przeczytaé, ze jest to 13 badz 14 lutego, jeszcze inne zrédia wskazuja
jako date narodzin 16 lub 17 lutego 1766 roku, zazwyczaj podaje sig, ze jest to
luty 1766 roku, natomiast data Smierci to grudzien 1834 roku. Byt angielskim
ekonomista, duchownym anglikanskim, ktéry prowadzil badania z pogranicza
ekonomii i socjologii. Zajmowal sie teorig ludnosci oraz problemami ptac
i pieniadza. W 1805 roku zostal pierwszym w Anglii profesorem ekonomii
polityczne;j.

1.1. Dokonania naukowe

Duzy wplyw na tworczo$é Malthusa mialy osoby takie jak: Jean Antoine
Nicolas Condorcet! oraz William Godwin?. W roku 1798 napisal Rozprawe
o prawie ludnosci i jego oddzialywaniu na przyszty postep spoleczenstwa, wraz
z uwagami na temat spekulacji pana Godwina, pana Condorceta i innych
pisarzy. Jednak jego wlasne poglady najtrafniej oddaja Zasady ekonomis
politycznej z przeglgdem moZliwosci praktycznego zastosowania.

1 Jean Antoine Nicolas Caritat markiz de Condorcet (ur. 17 wrze$nia 1743 w Ribe-
mont, zm. 29 marca 1794 w Bourg-la-Reine) — francuski filozof-racjonalista, matematyk,
ekonomista i polityk. Jako jeden z pierwszych w historii glosit liberalizm w ekonomii,
powszechna i bezptatna edukacje, konstytucjonalizm, réwnouprawnienie kobiet i ludzi
wszystkich ras [10].

2 william Godwin (ur. 3 marca 1756, zm. 7 kwietnia 1836) — angielski publicysta
polityczny i myséliciel, zaliczony do prekursoréw anarchizmu, reformator pedagogiki. Byt
prezbiteriariskim pastorem, lecz odszed! od religii i zwrdcil sie ku pisarstwu [11].
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1.2. "Prawo ludnosci" Malthusa

Malthus opart sie na dwéch przestankach. Po pierwsze: zywnosé jest
konieczna do prawidlowego funkcjonowania oraz zycia na planecie. Po drugie:
rozmnazanie sie ludnosci jest czym$ koniecznym. Biorac pod uwage te dwa
zalozenia, réznie ksztaltujacy sie przyrost ludnosci i przyrost srodkéw utrzy-
mania prowadza do sprzecznosci. W swoim dziele Malthus pisal: ,,Ludnos¢
— w razie braku przeszkéd — wzrasta w postepie geometrycznym, a srodki
utrzymania wzrastaja jedynie w postepie arytmetycznym” [2].

2. Model Malthusa

Przejdzmy teraz do scharakteryzowania Modelu Malthusa:

Zatozenia:

o W srodowisku wystepuje tylko jeden gatunek.
Oznacza to, ze model ten opisuje tylko jeden gatunek zyjacy w warunkach
idealnych. Nie jest wigc mozliwe opisanie dwoch gatunkéw powiazanych
jaka$ zaleznoscia. (W takich przypadkach wykorzystujemy inne modele
np.: Model Lotki—Volterry).

e Nieograniczone zasoby srodowiska.
Jest to jedno z wazniejszych zalozen, poniewaz model ten nie ogranicza
wzrostu populacji. Czyli liczebno$é populacji dazy do oo, dla dodat-
niego wspotczynnika naturalnego, lub do 0, dla ujemnego wspotczynnika
naturalnego.

o W srodowisku nie wstepujg choroby, wojny oraz inne czynniki moggce
zaklocic wspélczynnik naturalny.
Tutaj chodzi gtéwnie o to, ze srodowisko, w ktérym zyje dany gatunek jest
Srodowiskiem idealnym, bez zadnych zdarzen losowych i wspoétczynnik
naturalny utrzymuje sie na stalym poziomie.

o Jednorodna populacja.
Populacja sktada sie z osobnikéw posiadajacych wspélne cechy (np.:
ludno$é z jednego kraju).

o Kazdy osobnik wydaje na swiat potomstwo co t jednostek czasu © dzieks
temu zwieksza sie liczba osobnikow.
Kolejnym waznym i troche oczywistym zalozeniem jest rozmnazanie sie
populacji, bo bez niej gatunek po pewnym czasie wyginatby.

e Osobniki umierajg co ts jednostek czasu i kaidorazowo zmmniejsza Ssie
liczba osobnikéw.
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Dwa ostatnie zalozenia sa potrzebne do uzyskania tzw. wspélczynnika na-
turalnego, ktory bedzie nam pokazywal czy populacja ludzka maleje czy
rosnie.

Spéjrzmy teraz na to z matematycznego punktu widzenia. W tym celu
przyjmijmy odpowiednie oznaczenia:
a— wspolezynnik urodzen?,
B— wspblezynnik zgonéw?,
N (t)— liczba ludnoéci po czasie t,
N(0)— poczatkowa liczebno$é ludnosci (w chwili ¢ = 0).

Zmiana pewnej okreslonej populacji o liczebnosci N w czasie ¢ jest wprost
proporcjonalna do wielkosci tej populacji

dN

Wprowadzajac wspélczynnik naturalny r = a — 8 otrzymamy:

dN (t)
———= =7rN(t). 2
2 =N () )
OtrzymaliSmy w ten sposéb réwnanie rézniczkowe na funkcje zmian
liczebnosci populacji w czasie. Zalézmy teraz, ze w chwili ¢ = 0 populacja
liczy Ng osobnikéw. Ny bedziemy nazywali wartoscia poczatkows i zapiszemy
to jako

N(0) = Np. (3)

Ze wzoréw (2) i (3) mamy do rozwiazania réwnanie rézniczkowe z warun-
kiem poczatkowym

N'(t)=rN
N(0) =Ny

3 Stosunek liczby urodzen zywych w danym okresie do liczby ludnoéci danego kraju.
Podawany zazwyczaj na 1000 mieszkancéw.

4 Stosunek liczby zgonéw w danym okresie do liczby ludnosci danego kraju. Podawany
zazwyczaj na 1000 mieszkancow.
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Jego rozwiazanie jest jednoznaczne i wyrazone za pomocg funkcji wy-
kladniczej:

N(t)= Noe™, dla reR, t>0. (4)

2.1. Zakres zastosowan

Model Malthusa ma niespecjalnie duzy zakres zastosowan. Moze on si¢
sprawdza¢ w okreslaniu zmian wielkosci populacji na niewielkiej przestrzeni
czasu. Oczywiscie przy zaltozeniach braku istnienia zdarzen losowych.

Mozemy okresli¢, jaka moze by¢ w przyblizeniu liczba ludnosci po okresie
t. Wiadomo, ze ten model bedzie niedokladny oraz moze nie uwzgledni¢ nie-
ktérych bardzo waznych wpltywéw zewnetrznych, takich jak wojny, choroby,
itp.

W naszych zatozeniach zadna z populacji nie moze mie¢ nieograniczo-
nego $rodowiska. Wiemy dobrze, ze pojemnosdé srodowiska N jest zawsze
ograniczona, czyli duza liczba osobnikéw po prostu nie zmiesci sie w danym
siedlisku. Thomas Malthus sam zauwazyl, ze ilo¢ zywnosci przyrasta znacz-
nie wolniej niz liczba ludnosci. Wiec po pewnym czasie zacznie wystepowac
tzw. konkurencja wewnatrzgatunkowa o pozywienie.

2.2. Zalety i wady Modelu Malthusa

Wiekszo$¢ modeli, mimo ze na poczatku wydaja sie idealne, z biegiem
czasu ujawnia wady, ktére moga wplywacé znaczaco na rezultaty badania.
Skupmy sie¢ teraz na zaletach oraz wadach Modelu Malthusa:

Zalety:

— Liczebno$é w czasie (t < 5) jest przez ten model pokazywana z dosy¢
dobra doktadnoécia.
— Istnieja panstwa, dla ktérych model ten jest doktadny.

Wady:

—  Gléwng wada modelu jest to, ze jest on bardzo niedoktadny na dhuzszych

przestrzeniach czasowych (¢ > 15).

— Model nie uwzglednia zadnych wplywéw zewnetrznych ani losowych.
— Im wieksze panstwo, tym wieksze rozbieznosci.
— Model ten nie uwzglednia zmiany wspoélczynnika naturalnego w czasie

tyn, gdzie 0 < t, < t.

— Model ten zaktada nieskonczong pojemnoéé¢ srodowiskowa, co w rzeczy-
wistosci jest niemozliwe.
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2.3. Wnioski

Model Malthusa przewiduje trzy mozliwe scenariusze rozwoju wydarzen,
ktore wynikaja z zalezno$ci od wspoétczynnika naturalnego r:

0 dlar <0 (wyginiecie populacji)
tli}m N(t)=4{¢ Ny dlar =0 (stabilizacja)
[e.9]
oo dlar >0 (przeludnienie populacji)

Model ten opisuje nastepujace stany.

1. Jezeli wspolezynnik naturalny (urodzenia — zgony) jest ujemny, to mamy
do czynienia z wyginieciem populacji, czyli po czasie t liczba ludnosci
bedzie wynosita 0.

2. Jezeli wspélczynnik naturalny jest staly, to model ten przewiduje stabili-
zacje, czyli liczba ludnosci sie nie zmieni.

3. Jezeli wspolczynnik naturalny jest dodatni, to model ten przewiduje
przeludnienie, czyli liczba ludnosci bedzie calty czas rosta az do co.

3. Niedoskonalosci modelu na przykladzie Polski, Chin oraz
Ukrainy

Dla zilustrowania niedoskonalosci modelu uzyto programu Octave, w kto-
rym napisano prosty skrypt uzyteczny do sporzadzenia i analizy wykresow.

3.1. Skrypt modelu Malthusa dla Polski

clear

P0=25.035;

a=0.0307;

b=0.0116;

r=a.-b;

x=1950:2020;

N=NO.*exp(r.*(x.-1950));
ludnosc=[25.035;25.507;25.999;26.511;27.012;27.550;28.080;
28.540;29.000;29.480;29.795;30.133;30.484;30.940,;31.339;
31.551;31.811;32.163;32.426;32.671;32.658;32.909;33.202;
33.512;33.846;34.185;34.528;34.850;35.081;35.414;35.735;
36.062;36.399;36.745;37.063;37.341,;37.572;37.764,;37.885;
37.988;38.073;38.144;38.203;38.239;38.265;38.284;38.294;
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38.290;38.277;38.263;38.254;38.242;38.218;38.190;38.173;
38.157;38.125;38.115;38.135;38.167;38.530;38.538;38.533;
38.495;38.478;38.437;38.433;38.434;38.411;38.383;38.350]
plot(x,N,’b’,’linewidth’,3, 'markersize’,8,
x,ludnosc,’*g’,’linewidth’,3, *markersize’,8)

hold on

grid on

legend(’Model Malthusa’,’Faktyczna liczba ludnosci’)
xlabel (’Rok’);

ylabel(’Liczba ludnosci w mln’);

Roéznice w skryptach dla innych panstw sa takie, ze zmieniamy tylko Ny
(poczatkowa liczba ludnosci), liczbe ludnosci, wspélezynnik urodzen i zgondéw
(a oraz b) oraz przedzial zmiennosci x. Reszta pozostaje bez zmian.

3.2. Wykres zmian populacji ludno$ci Polski na przestrzeni 70 lat

Rokiem startowym bedzie rok 1950. Rysunek 1 (patrz s. 89) obejmuje
wszystkie lata az do roku 2020. Jak wiadomo podczas tych 70 lat w Polsce
wydarzylo sie wiele czynnikéw pozytywnych oraz negatywnych, ktére mialty
znaczacy wplyw na liczebnosé populacji kraju. Na rysunku 1 dobrze widad,
ze model ten nie radzi sobie dobrze, gdyz po pewnym czasie tempo wzrostu
(spadku) liczebnoéci populacji istotnie maleje, w stosunku do tego, ktore
bylo na poczatku. Liczeba ludnosci Polski po roku 1990 utrzymywata sie na
podobnym poziomie (okoto 37/38 mln). Jak mozemy zauwazy¢, analizujac
tabele 1 (patrz s. 89), do roku 1955 rzeczywista liczba ludnosci i postulowana
liczba ludnoéci wedtug modelu Malthusa sa na podobnym poziomie. Dopiero
od roku 1970 liczba ludnosci wedtug modelu Malthusa znaczaco rézni sie
od faktycznego stanu co obrazuje rysunek 1. Wedlug modelu Malthusa
startujacego od roku 1950, liczba ludnoéci w 2020 roku powinna wynosi¢ okoto
95 mln (czyli wiecej niz aktualna liczba ludnosci w Niemczech — 82,2 mln).
Dla podréwnania obecna gestoéé zaludnienia w Polsce wynosi 123 osoby /km?,
natomiast wedtug Malthusa powinna wynosié¢ 305 os6b/km?, co jest prawie
2,5 razy wiekszym zageszczeniem niz to, co wystepuje aktualnie. (Przy
zalozeniu, ze powierzchnia Polski jest niezmienna i wynosi 312 696 km? oraz
liczba ludnosci wynosi 38,350 mln [3]). W 2020 roku wybuchla epidemia
Covid-19, czego model, ani nikt z nas, nie przewidzial.
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Fakiyczna liczba ludnosci

w min

Liczba ludnosci

20
1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020

Rysunek 1. Wykres rzeczywistej oraz wyliczonej za pomoca modelu Malthusa liczby
ludnosci Polski

Zrédlo: Opracowanie wlasne

Eksperyment z wykorzystaniem modelu Malthusa dla krajéw z duzym
(dodatnim/ujemnym) przyrostem naturalnym w punkcie poczatkowym po-
kazuje, ze jedli wzrost ten zmniejszy sie lub zwiekszy sie po pewnym czasie,
wtedy bedzie mozna zauwazy¢ duze rozbieznosci w faktycznej liczbie ludnoéci,
a tej prognozowanej przez model.

3.3. Wykres zmian populacji ludnosci Chin na przestrzeni 60 lat

Rokiem startowym bedzie rok 1960. Analiza obejmuje okres 60 lat. W Chi-
nach miato miejsce wiele czynnikow, ktére wpltywalty negatywnie na liczebnoéé
kraju. Na rysunku 2 (patrz s. 91) mozna zauwazy¢ niedoskonalosci Modelu
Malthusa na dluzszych okresach czasu (7' > 20). Widzimy, ze réznice w licz-
bie ludnosci (rzeczywistej i prognozowanej przez model) poczatkowo siegaja
okolo 25 mln (patrz tabela 2, s. 91), a pod koniec nawet 969 mln. Mozemy tez
zauwazy¢ na rysunku 2, ze rzeczywista liczba ludnosci jest wieksza niz wedtug
modelu Malthusa. Dzieje sie tak dlatego, ze w latach 1971-1975 panowat
bardzo wysoki wspélczynnik urodzen, 28,3% na 1000 mieszkancéw, oraz
niski wspo6lezynnik zgonéw wynoszacy jedynie 8,6% na 1000 mieszkaricow,
co daje nam wspolczynnik naturalny wynoszacy 19,7% na 1000 mieszkancéw.
Mozemy tez zauwazy¢ na rysunku 2, ze po roku 1977 liczba ludnosci rosta
powoli.
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Tabela 1. Rzeczywista i prognozowana liczba ludnosci Polski w latach 1950-2020

Rok | Faktyczna liczba ludnosci | Wedlug Modelu Malthusa | Réznica
(w mln) (w mln) (w mln)
1950 25,035 25,035 0
1951 25,507 25,518 0,011
1952 25,999 26,010 0,011
1953 26,511 26,511 0
1954 27,012 27,023 0,011
1955 27,550 27,544 -0,006
2014 38,478 85,002 46,524
2015 38,437 86,641 48,204
2016 38,433 88,312 49,879
2017 38,434 90,015 51,581
2018 38,411 91,751 53,340
2019 38,383 93,520 55,137
2020 38,350 95,323 56,973

Zrédlo: Opracowanie wlasne

Spowodowane jest to tym, ze w latach 1977-2015 w Chinach obowigzywata
tzw. "Polityka jednego dziecka,’'ktéra miala na celu ograniczenie przyrostu
naturalnego, jednak w 2015 roku zlikwidowano to prawo, co uzasadniono
starzeniem sie spoleczenstwa [6]. Widzimy, ze w latach 2019-2020 liczba
ludnosci utrzymywala sie na stalym poziomie co postuluje réwniez Model
Malthusa. Obecna gesto$é zaludnienia Chin wynosi 143 os6b/km? (Przy
zalozeniu ze powierzchnia Chin jest niezmienna i wynosi okoto 9 562 911 km?
oraz liczba ludnosci wynosi 1 396,550 mln). Natomiast wedlug modelu
Malthusa powinna wynosi¢ okoto 2 339,100 mln, co daje nam w przeliczeniu
gestosé zaludnienia wynoszaca 245 oséb/km? co daje okoto 1,71 razy wigksza
gestosé niz aktualna [4]. W krajach z duza liczebnoscia populacji siegajaca
powyzej 100 mln oraz duzym poczatkowym przyrostem naturalnym, ktéry na
przestrzeni lat ulega znaczacej zmianie, mozna zaobserwowac niedoskonatosci
Modelu Malthusa na dtuzszych okresach czasu.

5 Polityka jednego dziecka — polityka kontroli populacji ChRL obowiazujaca w latach
1977-2015. Jej celem bylo ograniczenie przyrostu naturalnego. Zgodnie z promowanym
przez nia modelem, kazda para w Chinach powinna mie¢ tylko jedno dziecko — posiadanie
wiekszej liczby potomstwa nie bylo zakazane, ale obarczone wieloma utrudnieniami, przede
wszystkim tzw. optatami za obstuge.
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Liczba ludnosei w min

1990
Rok

Rysunek 2. Wykres rzeczywistej oraz wyliczonej za pomoca modelu Malthusa liczby
ludno$ci Chin

Zrédlo: Opracowanie wlasne

Tabela 2. Rzeczywista i prognozowana liczba ludno$ci Chin w latach 1960-2020

Rok | Faktyczna liczba ludnoéci | Wedlug Modelu Malthusa | Réznica
(w mln) (w mln) (w mln)
1960 667,492 667,492 0
1961 660,330 681,590 21,260
1962 665,770 695,980 30,210
1963 682,335 710,680 28,345
1964 698,355 725,690 27,335
1965 715,185 741,020 25,835
2013 1 357,380 2 020,760 663,380
2014 1 364,270 2 063,440 699,170
2015 1 371,220 2 107,010 735,790
2016 1 378,665 2 151,510 780,290
2017 1 383,981 2 196,950 812,969
2018 1 388,738 2 243,350 854,612
2019 1 392,929 2 290,730 897,801
2020 1 369,550 2 339,110 969,560

Zrédto: Opracowanie wlasne

Model ten jest bardzo niedoktadny i réznice pomiedzy faktyczna liczba
ludnoéci a prognozowana przez model beda duze.
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3.4. Wykres zmian populacji ludnosci Ukrainy na przestrzeni 60 lat

W tym rozdziale poréwnamy wielko$¢ populacji Ukrainy, wyliczona we-
dtug modelu Malthusa z faktyczna liczbg ludnosci w okresie 1960—-2020.
Widzimy na rysunku 3 (patrz s. 93), ze po roku 1994 w Ukrainie wystapil
ujemny przyrost naturalny. Spowodowane to byto przede wszystkim zla
sytuacja ekonomiczng kraju, uwarunkowaniami politycznymi i faktem, ze
koszty utrzymania dziecka stawaty si¢ coraz wicksze. Ponadto mtodzi ludzie
decydowali sie kontynuowac¢ nauke, rozwija¢ kariere zawodows, opdzniajac
tym samym decyzje o posiadaniu potomstwa. Z tych powodéw na Ukra-
inie wystgpil ujemny przyrost naturalny, poczatkowo siegajacy —0,5%, aby
w najnizszym punkcie osiagnaé okoto —1,02%. Tendencja ta utrzymywala sie
okolo 5 lat (czego model nie uwzglednit). Potem przyrost naturalny zmieniat
sie od —0,75% do —0,45% [6]. W roku 1960 wspdlczynnik naturalny wynosit
1,25%, wiec przez to koncowe réznice pokazane w tabeli 3 (patrz s. 93)
siegaja okoto 45-46 mln os6b. Wedtug modelu uwzgledniajacego dane od
roku 1960, Ukraina w 2020 roku powinna liczy¢ okoto 90 mln oséb, jednak
stan rzeczywisty jest inny. Spowodowane to jest to, ze po 1995 roku wy-
stapita wicksza liczba zgonéw niz narodzin w tym kraju. Wiadomo tez, ze
jak kazdy kraj na Swiecie, kraj ten zostal dotkniety wirusem SARS-CoV-2,
co spowodowalo spadek przyrostu naturalnego. Obecna gestos¢ zaludnienia
Ukrainy wynosi 76 oséb/km? (Przy zalozeniu ze powierzchnia Ukrainy jest
niezmienna i wynosi 577 619 km? oraz liczba ludnoéci wynosi 44,040 min).
Natomiast wedlug modelu Malthusa liczba ludnosci powinna wynosi¢ okoto
90,315 mln, co oznacza gestoéé zaludnienia wynoszaca 156 oséb/km? i daje
okolo 2,05 razy wieksza wielko$é prognozowana niz rzeczywista [5].

Podsumowujac wynik eksperymentu przeprowadzonego przy uzyciu mo-
delu Malthusa, w ktérym po czasie t,, gdzie 0 < t, <t wystapi inny
(pod wzgledem znaku) przyrost naturalny stwierdzamy, ze model Malthusa
nie dziata w tych warunkach prawidtowo i dostajemy duze réznice miedzy
wielko$ciami rzeczywistymi a postulowanymi przez model.
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Rysunek 3. Wykres rzeczywistej oraz wyliczonej za pomoca modelu Malthusa liczby
ludno$ci Ukrainy

Zrédlo: Opracowanie wlasne

Tabela 3. Rzeczywista i prognozowana liczba ludnoséci Ukrainy w latach 1960-2020

Rok | Faktyczna Liczba ludnosci | Wedlug Modelu Malthusa | Réznica
(w mln) (w mln) (w mln)
1960 42,662 42,662 0
1961 43,203 43,199 -0,004
1962 43,749 43,742 -0,007
1963 44,286 44,292 0,006
1964 44,794 44,849 0,055
1965 45,261 45,413 0,152
2010 45,870 79,703 33,833
2011 45,706 80,706 35,000
2012 45,593 81,721 36,128
2013 45,490 82,749 37,259
2014 45,271 83,790 38,519
2015 45,154 84,844 39,690
2016 45,004 85,911 40,907
2017 44,776 86,991 42215
2018 44536 88,086 43,550
2019 44,288 89,194 44,906
2020 44,040 90,315 46,275

Zrédlo: Opracowanie wlasne
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4. Jak poprawic¢ uzyteczno$¢ modelu

Uzyteczno$é rozumiemy jako zgodnosé wartosci przewidywanych na pod-
stawie modelu z wartosciami rzeczywistymi. Model Malthusa nie uwzglednia
takich zdarzen losowych jak:

—  wojny miedzy panstwami,

— r6znego rodzaju epidemie (Dzuma, COVID-19, itp),

— zmiany w prawie (np. Chiny "Polityka jednego dziecka"),
—  kryzys gospodarczy,

— zmienno$ci wspolczynnikéw zgondéw oraz urodzen,

— zmienno$ci znaku wspélezynnika naturalnego,

— inne zdarzenia losowe.

Trudno jest przewidzie¢, co wydarzy sie za kilka badz kilkanascie lat.
Przykladow nie trzeba daleko szukaé, wystarczy, ze spojrzymy na to, co
stato sie na $wiecie przez wirusa SARS-CoV-2. Jeszcze kilka lat temu nikt
nie spodziewatl sie tego, ze ten wirus przyniesie tak duza $miertelnos¢ oraz
straty gospodarcze i w nastepstwie kryzys gospodarczy. Tak samo trudno jest
przewidzie¢, jak dany kraj poradzi sobie z niektérymi wyzej wymienionymi
sytuacjami losowymi.

Jednym stowem, im liczniejsze panstwo, tym o wiele trudniej o doktadny
model. Model Malthusa na dtuzszych przedzialach czasu jest niedoskonaly,
co potwierdzily rysunki 1-3 oraz tabele 1-3.

Jesli model Malthusa zmodyfikujemy, czyli zrobimy tak, zeby co n-lat,
gdzie n € [1,5], stosowany byl nowy wspélczynnik naturalny i model ten
startowal od poczatku, to prawdopodobnie mozemy otrzymaé bardziej zbli-
zone wyniki do tych rzeczywistych. Zostanie to uzasadnione w nastepnym
paragrafie.

5. Model Malthusa ze zmiennymi wspétczynnikami

Aby zilustrowaé przyktad przedstawimy prosty skrypt w programie Octave,
ktéry narysuje nam wykresy modelu Maltusa dla zmiennych wspétczynni-
kéw oraz pokaze rzeczywista liczbe ludnosci w danym kraju (w naszym
przypadku bedzie to Polska, Ukraina oraz Czechy). Model uwzglednia nowe
wspblezynniki co 4 lata.
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5.1. Skrypt modelu Malthusa ze zmiennymi wspdlczynnikami zastosowany
do prognozowania populacji ludno$ci Polski

Skrypt ten pozwoli na analize réznic pomiedzy rzeczywistg liczba ludnoéci,
a ta wyznaczona za pomoca modelu Malthusa ze zmiennymi wspotczyn-
nikami. Stosujac ten model w odniesieniu do innych panstw réznica jest
taka, ze zmieniamy tylko Ny (liczba ludnosci w chwili ¢g), liczbe zmiennosci,
wspOlczynniki urodzen i zgonéw (alfa oraz beta), przedzial liczenia x oraz
odpowiednig ilos¢ powtorzen petli for. Reszta pozostaje bez zmian.

N0=25.035

alfa=[30.7;29.1;26.3;19.8;16.8;16.8;
18.5;19.1;19.5;17.0;14.3;12.6;10.3;9.3;9.8;10.7;9.7;10.1 ]
beta=[11.6;10.3;8.4;7.9;7.4;8.3;8.3;
9.4;9.3;10.1;10.2;10.1;9.9;9.4;9.7;9.8;9.8;10.8]
r=(alfa.-beta)./1000

y=1950:4:2018;

x=1950:2018;
ludnosc=[25.035;25.507;25.999;26.511;27.012;27.550;28.080;
28.540;29.000;29.480;29.795;30.133;30.484;30.940;31.339;
31.551;31.811;32.163;32.426;32.671;32.658;32.909;33.202;
33.512;33.846;34.185;34.528;34.850;35.081;35.414;35.735;
36.062;36.399;36.745;37.063;37.341;37.572;37.764;37.885;
37.988;38.073;38.144;38.203;38.239;38.265;38.284;38.294;
38.290;38.277;38.263;38.254;38.242;38.218;38.190;38.173;
38.157;38.125;38.115;38.135;38.167;38.530;38.538;38.533;
38.495;38.478;38.437;38.433;38.434]

1=[NO]

for i=5:4:69

1=[1,1ludnosc(i)];

endfor

for i=1:17
z=linspace(1950+4.*(i.-1),1954.+4.%(i.-1),300);
Malthusa=1(i)*e. (r(i).*(z.-y(i)));

hold on;

grid on;

plot(x,ludnosc,’*-g’,’linewidth’,2, ‘markersize’,2,
z,Malthusa,’*b’,’linewidth’,3, ’markersize’,3)

xlabel (’Rok’);

ylabel(’Liczba ludnosci w mln’);

title(’Model Malthusa dla Polski wzgledem



96 A. Raczkiewicz

zmiennych wspdtczynnikéw.’)

legend(’Faktyczna liczba ludnosci’,’Model Malthusa’)
endfor

axis([ 1950 ,2020 , 25 ,45] );

5.2. Wykres zmian populacji ludnosci Polski na przestrzeni 58 lat wedtug
modelu ze zmiennymi wspolczynnikami

Analizujac wykres na rysunku 4 mozemy zauwazy¢, ze model ze zmien-
nymi wspoétczynnikami jest o wiele dokladniejszy niz model o stalych wspéi-
czynnikach. Jednak nie odzwierciedla on rzeczywistej liczby ludnosci, choé¢
rozbieznosci nie sg tak duze, jak w modelu o stalych wspétczynnikach.
W tabeli 4 (patrz s. 97) wyréznione zera to tzw. punkty startowe (co 4 lata,
tak jak bylo w zalozeniu, czyli 195044 -k, gdzie k € [0,1,2,...,17]), “— przy
wartosci oznacza, ze liczba rzeczywista byta wigksza niz wyliczona z modelu
Malthusa.

Model Malthusa dia Polski wzgledem zmlennych wspdiczynnikow.

\
\

Liczba ludnosci w min

L I L
1970 1980 1990 2000 2010 2020

Rysunek 4. Wykres rzeczywistej oraz wyliczonej za pomocg modelu Malthusa ze
zmiennymi wspolczynnikami liczby ludnosci Polski

Zrédlo: Opracowanie wlasne

5.3. Wykres zmian populacji ludnos$ci Czech na przestrzeni 59 lat wedlug
modelu ze zmiennymi wspo6tczynnikami

Na wykresie poréwnujacym faktyczna liczbe ludnoéci Czech oraz progno-
zowang za pomoca zmodyfikowanego modelu Malthusa zamieszczonym na
rysunku 5 (patrz s. 98) widzimy, ze model ten dosy¢ dokladnie opisuje stan
rzeczywisty.
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Tabela 4. Faktyczna i prognozowana (nowa prognoza) liczba ludnosci Polski w latach

1960-2018
Rok | Faktyczna liczba ludno$ci | Wedlug Modelu Malthusa | Réznica
(w mln) (w mln) (w mln)

1960 29,795 30,054 0,259
1961 30,133 30,594 0,461
1962 30,484 30,484 0
1963 30,940 30,851 -0,089
1964 31,339 31,288 -0,051
1965 31,551 31,605 0,054
1966 31,811 31,811 0
1967 32,163 32,102 -0,061
1968 32,426 32,426 0
1969 32,671 32,672 0,001
1970 32,658 32,658 0
1971 32,909 32,907 -0,002
1972 33,202 33,202 0
1973 33,515 33,518 0,002
1974 33,846 33,846 0
1975 34,185 34,185 0
1976 34,528 34,528 0
1977 34,850 34,852 0,002
1978 35,081 35,081 0
1979 35,414 35,415 0,001
1980 35,735 35,736 0,001
2010 38,167 38,167 0
2011 38,529 38,533 0,004
2012 38,538 38,600 0,062
2013 38,533 38,655 0,122
2014 38,495 38,495 0
2015 38,478 38,478 0
2016 38,437 38,440 0,003
2017 38,433 38,433 0
2018 38,434 38,434 0

Zrédlo: Opracowanie wlasne
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W tabeli 5 (patrz s. 99) mozemy zaobserwowaé, ze réznica pomiedzy
rzeczywista liczba ludnoéci, a tg wyliczong przez model Matlhusa, nie prze-
kracza 400 tys. oraz oscyluje blisko zera. Jest to spowodowanie bardzo
zréznicowanym przyrostem naturalnym. Najwieksze rozbieznosci wystepuja
w 1963 roku, wynosza one okolo 318 tys., co jak na model ze zmiennymi
wspoélczynnikami, jest akceptowalnym bledem.

Model Malthusa dia Czech wzgledem zmiennych wspélczynnikow.

Faktyczna iczba ludnosci
Model Malthusa
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S
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Rysunek 5. Wykres rzeczywistej oraz wyliczonej za pomocg modelu Malthusa ze
zmiennymi wspélczynnikami liczby ludnosci Czech

Zrédlo: Opracowanie wlasne

5.4. Wykres zmian populacji ludno$ci Ukrainy na przestrzeni 59 lat
wedlug modelu ze zmiennymi wspoélczynnikami

Na wykresie poréwnujacym rzeczywista populacje Ukrainy i populacje
przewidywana za pomocg zmodyfikowanego modelu Malthusa pokazanego
na rysunku 6 (patrz s. 100) widzimy, ze model ten dosé dokladnie opisuje
stan faktyczny. Zauwazmy, ze po roku 1994 w Ukrainie wystapil ujemny
przyrost naturalny. Zmodyfikowany model do$¢ dokladnie opisuje ten stan,
co obrazuje tabela 6 (patrz s. 101), bo réznice nie przekraczaja 700 tys.
Najwieksze rozbieznosci miedzy danymi pochodzacymi z modelu a rzeczywi-
stymi wystepuja w latach 1994-1996, kiedy to na Ukrainie wystapil ujemny
przyrost naturalny. Wtedy réznica wynosi okoto 1,7 mln oséb. Poréwnujac
ten model z dwoma poprzednimi (dla Polski i Czech) zauwazmy, ze jest on
najbardziej niedopasowanym modelem z poéréd trzech wymienionych.
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Tabela 5. Rzeczywista i prognozowana (nowa prognoza) liczba ludnosci Czech w latach
1960 —2019

Rok | Faktyczna Liczba ludnosci | Wedlug Modelu Malthusa | Réznica
(w mln) (w mln) (w mln)

1960 9,602 9,602 0
1961 9,587 9,728 0,141
1962 9,625 9,858 0,233
1963 9,671 9,989 0,318
1964 9,728 9,728 0
1965 9,779 9,786 0,007
1966 9,821 9,844 0,023
1967 9,853 9,905 0,052
1968 9,876 9,876 0
1969 9,897 9,897 0
1970 9,858 9,927 0,069
2010 10,474 10,564 0,090
2011 10,496 10,648 0,152
2012 10,510 10,510 0
2013 10,514 10,530 0,016
2014 10,525 10,545 0,020
2015 10,546 10,560 0,014
2016 10,562 10,562 0
2017 10,571 10,528 0,011
2018 10,580 10,598 0,018
2019 10,587 10,614 0,027

Zrédlo: Opracowanie wlasne
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Model Malthusa dia Ukrainy wzgledem zmiennych wspolczynnikow.

Fakiyezna lizba lucnosci

* Model Mathusa

2020

Rysunek 6. Wykres rzeczywistej oraz wyliczonej za pomoca modelu Malthusa ze
zmiennymi wspoélczynnikami liczby ludno$ci Ukrainy

Zrédlo: Opracowanie wlasne

6. Modyfikacja modelu Malthusa

W poprzednich analizach model Malthusa wyznaczal nam stan liczby
ludnosci w okresie 60 lat. Modyfikacja modelu polega na tym, ze tym razem
dlugoséé okresu bedzie wynosita n, gdzie n € [1,5]. Mozemy spodziewaé sie
bardziej doktadniejszych wynikdw.

6.1. Model Malthusa dla Polski w latach 2002-2007

Wykres, na rysunku 7 (patrz s. 102), poréwnujacy faktyczna populacje
Polski z populacja przewidywang przez zmodyfikowany model Malthusa po-
kazuje, ze model wykazuje niewielkie réznice od stanu faktycznego. W tym
przypadku nie przekraczaja one 15 tys. liczby ludnosci, co obrazuje ta-
bela 7 (patrz s. 102). Mozemy wiec stwierdzié¢, ze przewidywana liczba
ludnoséci niewiele rézni sie od rzeczywistej. Spowodowane jest to tym, ze
w latach 2002-2007, w Polsce przyrost naturalny utrzymywat si¢ na po-
dobnym poziomie oraz nie wystapily znaczace czynniki zewnetrzne majace
wplyw na wielko$é populacji.

6.2. Model Malthusa dla Wloch w latach 1989-1994

Wykres, na rysunku 8 (patrz s. 103), poréwnujacy faktyczna populacje
Wtoch z populacja przewidywana przy uzyciu zmodyfikowanego modelu
Malthusa pokazuje, ze model rézni sie nieznacznie od stanu faktycznego.
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Tabela 6. Faktyczna i prognozowana (nowa prognoza) liczba ludnosci Ukrainy w latach

1960-2019
Rok | Faktyczna liczba ludno$ci | Wedlug Modelu Malthusa | Réznica
(w mln) (w mln) (w mln)

1960 42,662 42,662 0
1961 43,203 43,203 0
1962 43,749 43,749 0
1963 44,286 44,951 0,665
1964 44,794 44,794 0
1965 45,261 45,314 0,053
1966 45,682 45,834 0,152
1967 46,060 46,385 0,325
1968 46,409 46,409 0
1969 46,747 46,757 0,010
2010 45,870 45,773 -0,097
2011 45,706 45,536 -0,170
2012 45,593 45,593 0
2013 45,490 45,493 0,003
2014 45,271 45,387 0,116
2015 45,154 45,265 0,111
2016 45,004 45,004 0
2017 44,776 44,871 0,095
2018 44,536 44,738 0,175
2019 44,288 44,565 0,277

Zrédlo: Opracowanie wlasne

W tym przypadku nie przekraczaja one 25 tys. réznicy pomiedzy stanem
faktycznym a wyznaczonym za pomoca modelu Malthusa, co zostato poka-
zane w tabeli 8 (patrz s. 103). Jest to wiecej niz w modelu dla Polski, ale
mozemy stwierdzi¢, ze wyniki sa dosy¢ zblizone do rzeczywistej liczby ludno-
Sci. Dzieje sie tak dlatego, ze w badanym okresie, we Wloszech wystepowal
podobny poziom przyrostu naturalnego oraz nie wystapity zadne wojny oraz
choroby.
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Rysunek 7. Wykres rzeczywistej oraz wyliczonej za pomoca modelu Malthusa liczby
ludnosci dla Polski w latach 2002-2007

Zrédlo: Opracowanie wlasne

Tabela 7. Faktyczna i prognozowana liczba ludnosci Polski w latach 2002-2007

Rok | Faktyczna liczba ludnos$ci | Wedlug Modelu Malthusa | Réznica
(w mln) (w mln) (w mln)
2002 38,320 38,320 0
2003 38,204 38,211 0,007
2004 38,182 38,192 0,010
2005 38,165 38,173 0,008
2006 38,141 38,154 0,013
2007 38,120 38,135 0,015

Zrédlo: Opracowanie wlasne

6.3. Model dla Luksemburga w latach 1991-1996

Wykres na rysunku 9 (patrz s. 104), poréwnujacy rzeczywista populacje
Luksemburga z przewidywaniami zmodyfikowanego modelu Malthusa, poka-
zuje, ze model jest idealny. Réznice w liczebnosci rzeczywistej i wyliczonej
przez model wynosza zero, wigc mozemy powiedzie¢, ze model ten doskonale
przewidzial liczbe ludnodci panstwa za 5 lat (tabela 9, s. 105).
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Rysunek 8. Wykres rzeczywistej oraz wyliczonej za pomoca modelu Malthusa liczby
ludno$ci Wloch w latach 1989-1994

Zrédlo: Opracowanie wlasne

Tabela 8. Rzeczywista i prognozowana liczba ludno$ci Wloch w latach 1989-1994

Rok | Faktyczna Liczba ludnosci | Wedlug Modelu Malthusa | Réznica
(w mln) (w mln) (w mln)
1989 56,672 56,672 0
1990 56,719 56,717 -0,002
1991 56,759 56 763 0,004
1992 56,797 56,808 0,011
1993 56,832 56,854 0,022
1994 56,874 56,899 0,025

Zrédlo: Opracowanie wlasne

Bardzo rzadko si¢ to zdarza, ale gdy mamy przez okres 5 lat identyczny
wspblczynnik naturalny, to mozliwe jest uzyskanie bardzo zblizonego wyniku.
Dla Luksemburga jest to 1,33%.

7. Przewidywana liczba ludno$ci dla réznych krajow

W tej czesci sprawdzimy, ilu nas bedzie za 5 i 50 lat. Przedstawimy pro-
gnoze przyszlego stanu liczby ludnosci dla réznych krajow charakteryzujacych
sie roznym poziomem czynnikéw wptywajacych na zmiany populacyjne.
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Rysunek 9. Wykres rzeczywistej raz wyliczonej za pomoca modelu Malthusa liczby
ludno$ci Luksemburga w latach 1991-1996

Zrédlo: Opracowanie wlasne

Za rok startowy przyjmujemy rok 2020. Od dziesigcioleci méwi si¢ o prze-
ludnieniu Ziemi. W tych przewidywaniach, nieograniczone rozprzestrzenianie
sie ludzkosci i wyczerpanie tatwo dostepnych zasobdéw, doprowadza Ziemie
do punktu krytycznego. Jednak aktualne spojrzenie na liczby wskazuje na
zupelnie inny scenariusz. Z analiz wynika, ze do 2100 roku w 183 ze 195
krajéw $wiata wspotczynnik dzietnoéci, okreélajacy Srednig liczbe dzieci,
ktére urodzitaby kobieta w ciagu swojego zycia, spadnie ponizej poziomu
zastepowalnosci pokolen.

7.1. Przewidywana liczebno$¢ mieszkancow Polski za 5 i za 50 lat

Przeanalizujmy teraz wykresy na rysunkach 10 i 11 (patrz s. 105 i 106)
odnoszace sie do populacji ludnosci w Polsce. Zostaly wygenerowane przy
pomocy programu Octave. Jak widzimy liczba ludnosci bedzie malalta, czyli za
okoto 50 lat populacja naszego kraju bedzie wynosita okoto 34,591 mln oséb,
a po b latach okoto 37,341 mln (patrz tabela 10 s. 106). Prawdopodobienistwo,
ze po 5 latach liczba ludnosci w Polsce bedzie wynosita 37,341 mln jest wigksze
niz prawdopodobienstwo, ze po 50 latach populacja Polski bedzie liczyta
34,591 mln. Wynika to z faktu, ze 50 lat to za duzy okres czasu jak dla
Modelu Malthusa.

7.2. Przewidywana liczebno$¢ mieszkancow Wtoch za 5 i za 50 lat

Przeanalizujmy teraz dwa wykresy przedstawiajace przewidywang liczeb-
nos¢ populacji dla Witoch wygenerowane przy pomocy programu Octave.
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Tabela 9. Rzeczywista i prognozowana liczba ludnosci Luksemburga w latach 1991-1996

Rok | Faktyczna liczba ludno$ci | Wedlug Modelu Malthusa | Réznica
1991 387 000 387 000 0
1992 392 000 392 000 0
1993 397 000 397 000 0
1994 403 000 403 000 0
1995 409 000 409 000 0
1996 414 000 414 000 0

Zrédlo: Opracowanie wlasne

Rysunek 10. Wykres przewidywanej liczby ludnosci dla Polski wyliczonej za pomoca
modelu Malthusa na okres 5 lat

Zrédlo: Opracowanie wlasne

Jak widzimy na rysunkach 12 i 13 (patrz s. 107) oraz w tabeli 11 (patrz
s. 108) liczba ludnosci bedzie malala, czyli za okoto 50 lat populacja Wioch
bedzie wynosita okoto 57,768 mln oséb natomiast po 5 latach okoto 60,156
mln. Prognoze ludnosci Wtoch opracowano w trudnym momencie, tj. za-
chodzacych we Wloszech i Europie dynamicznych zmian ekonomicznych
(wychodzenie z globalnego kryzysu, wdrazanie europejskich i krajowych pro-
gramoéw strategicznych) i politycznych (napieta sytuacja miedzynarodowa).
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Rok

Rysunek 11. Wykres przewidywanej liczby ludnosci Polski wyliczonej za pomoca modelu
Malthusa na okres 50 lat

Zrédlo: Opracowanie wlasne

Tabela 10. Przewidywane zmiany liczby ludnosci Polski w latach 20202070

Rok | Przewidywana liczba ludnosci (w mln)
2020 37,660
2021 37.596
2022 37,532
2023 37,468
2024 37,405
2025 37,341
2026 37,278
2027 37.215
2069 34,650
2070 34,591

Zrédlo: Opracowanie wlasne

7.3. Przewidywana liczebnos$¢ mieszkancow Francji za 5 i za 50 lat

Przeanalizujmy teraz rysunki 14 i 15 (patrz s. 109) oraz tabele 12 (patrz
s. 108) pod katem przewidywanej liczby ludnosci w roku 2025 oraz w roku
2070 dla Francji. Mamy do czynienia z krajem, w ktérym model Malthusa
przewiduje wzrost demograficzny ze wzgledu na dodatni przyrost naturalny
w 2020 roku. Nalezy zauwazy¢, ze w 2070 roku ludno$é¢ Francji wyniesie
80,853 mln, podczas gdy w 2025 roku bedzie to 69,071 mln oséb, przy
obecnym stanie populacji wynoszacym okoto 68,12 milionow.
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Rysunek 12. Wykres przewidywanej liczby ludnosci dla Wloch wyliczonej za pomoca
modelu Malthusa na okres 5 lat

Zrédlo: Opracowanie wlasne
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Rysunek 13. Wykres przewidywanej liczby ludnoéci dla Wloch wyliczonej za pomoca
modelu Malthusa na okres 50 lat

Zr6dto: Opracowanie wlasne

8. Podsumowanie

Jak widaé¢ z przeprowadzonej analizy, omawiany model jest bardzo niedo-
ktadny dla dtuzszych okreséw czasowych, poniewaz nie uwzglednia on réznego
typu zdarzen losowych. Jedyne, co mozemy zrobi¢ w tej sytuacji, to zblizy¢
go do stanu idealnego poprzez zmniejszenie okresu czasowego dokonywanej
analizy. Istnieje jednak obawa, ze taki model nigdy nie bedzie dobry dla analiz
na dhugich okresach czasu. Powodem tego jest nieprzewidywalnosé¢ istotnych
z punktu widzenia rozwoju populacji ludnosciowej czynnikéw losowych.
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Tabela 11. Przewidywane zmiany liczby ludnosci Wloch w latach 2020-2070

Rok | Przewidywana liczba ludzi (w mln)
2020 60,427
2021 60,373
2022 60,318
2023 60,264
2024 60,210
2025 60,156
2026 60,102
2027 60,048
2069 57,820
2070 57,768

Zrédlo: Opracowanie wlasne

Tabela 12. Przewidywane zmiany liczby ludnosci Francji w latach 2020-2070

Rok | Przewidywana liczba ludno$ci (w mln)
2020 67,376
2021 68,111
2022 68,350
2023 68,589
2024 68,830
2025 69,071
2026 69,313
2027 60,048
2069 80,571
2070 80,853

Zrédlo: Opracowanie wlasne

Mozemy jedynie spekulowaé, co sie wydarzy. Nastepnym problemem sg
zmienne wspoltczynniki naturalne, jednego roku potrafig by¢ dodatnie, a za
rok sa juz ponizej zera.
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Rysunek 14. Wykres przewidywanej liczby ludnosci dla Francji wyliczonej za pomoca
modelu Malthusa na okres 5 lat

Zrédlo: Opracowanie wlasne
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Rysunek 15. Wykres przewidywanej liczby ludnoéci dla Francji wyliczonej za pomoca
modelu Malthusa na okres 50 lat.

7rédlo: Opracowanie wlasne.

Ostatnim bardzo waznym czynnikiem, ktérego model nie uwzglednia, to
wojny lub choroby. Jak wiadomo od 2019 roku, w Chinach i na calym $wiecie
szaleje wirus SARS-CoV-2 i zbiera swoje zniwo. Skutkiem jego dzialania
jest ujemny wspétczynnik naturalny. Analizowany model mozna stosowaé
dla krétkich okresé6w czasowych, nie dluzszych niz 5 lat. Po 5 latach beda
pojawialy sie coraz wieksze rozbieznosci, chyba ze stworzymy taki kraj,
w ktérym nie bedzie wojen, choréb a wspélczynnik naturalny bedzie na
stalym poziomie. Wiemy jednak dobrze, ze taki plan jest malo realny.
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Monika Sowa !

Liczby palindromiczne a lustrzane

Stowa kluczowe: liczby, palindromia, liczby lustrzane

Streszczenie

Mnéstwo zbioréw liczb pozostaje wciaz nieodkrytych przez czltowieka, podczas
gdy wiele z nich spotykamy nieSwiadomie w codziennym zyciu. W tej pracy zostaty
przyblizone pojecia liczb palindromicznych oraz lustrzanych. Wyjasniono réwniez
zagadke, czy liczby palindromiczne moga by¢ réwnoczesnie liczbami lustrzanymi.

Wstep

Pojecie liczby, w XXI wieku, wydaje sie by¢ proste, oczywiste i zrozumialte
dla kazdego. Liczba okresla sie ,ilo$¢” wskazanych elementéw, do ktérej
mozna dolaczy¢ jednostke miary. Nawet najmniejsze dzieci uzywaja liczb
w sposOb naturalny. Dla matematyka to jednak pojecie bardziej ztozone.
Matematycy uzywaja zawsze pojecia liczby z okresleniem jej rodzaju. Mozna
wyodrebni¢ kilka rodzajéw liczb, a sa to m. in.: liczby ukryte w pojedynczych
literach np. e, @, m, zero, ztota liczba, ale réwniez zbiory liczb np. liczby
naturalne, caltkowite, wymierne, niewymierne, rzeczywiste, zespolone, kwa-
terniony, sfeniczne, palindromiczne, gnomiczne, lustrzane, zaprzyjaznione,
doskonate, kwadratowe, tréjkatne, Lucasa, Fermata, Mersenne’a, przestepne,
zlozone, przeciwne, odwrotne, pierwsze, parzyste, nieparzyste, itp. Wiadomo,
ze wymienione zbiory liczb nie sg roztaczne. W tej pracy skupimy uwage
na liczbach palindromicznych oraz lustrzanych. Pokazemy, gdzie w zyciu
codziennym mozemy zetknac sie z takimi liczbami, zwrécimy uwage na to,
ze nie zawsze u$wiadamiamy sobie, jak czesto te liczby towarzysza nam na
co dzien. Odpowiemy réwniez na pytanie, czy liczby palindromiczne moga
byé¢ réwnoczesnie liczbami lustrzanymi.

1. Liczby palindromiczne

Palindrom to wyrazenie, ktére czytane zaréwno od lewej, jak i od prawej
strony, brzmi tak samo. Jest to swego rodzaju gra slowna, ktéra nie zawsze
musi mie¢ ukryty sens.

! Monika Sowa, Studenckie Kolo Naukowe ,KWATERNION", Wydzial Podstaw
Techniki, Politechnika Lubelska
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Dzieje palindromu siegaja starozytnosci, a za jego odkrywce uwazany jest
Sotades z Maronei (III w. p.n.e.). Byl on takze twérca poezji frywolnej na
dworze Ptolemeusza. Pierwszy palindrom powstat jako zabawa stowna. Jakis
czas pozniej odkryto, ze moze byé¢ on uzyteczny w szyfrowaniu. Niektorzy
twierdzili nawet, ze palindrom to forma zaklecia [2, 5, 4]. Wspoélczesénie
palindrom jest przede wszystkim rozrywka umystowa i zartem stownym.
Swiadome uzycie palindromu w zdaniu lub liczbie ma byé czesto zabawne,
a zarazem fascynujace. Glownym tego powodem jest kontrast pomiedzy
symetrig a chaosem, czesto pozbawionych sensu zwrotéw i zdan, ktére
powstaja przy jego konstruowaniu. Palindromami sa np. wyrazy: "rotor’
oraz "racecar’.

Niektorzy anglikanie twierdza, ze pierwsze stowa wypowiedziane przez
czlowieka w Biblii byly palindromem. Adam przywital Ewe w Raju, méwiac:
»Ave Eva” (,Pani, jestem Adam” lub ,Madam jam Adam").

Na nagrobku Ferdynanda de Lesseps’a (1805-1894) francuskiego inzy-
niera, ktory kierowal pracami przy budowie Kanalu Sueskiego i Kanalu
Panamskiego, znajduje sie epitafium nastepujacej tresci:

)

AMANAPLANACANALPANAMA

Napis ten czytany od lewej ku prawej stronie lub od prawej do lewej
strony brzmi dokltadnie tak samo. Ttumaczac na jezyk polski oznacza: ,,Czlo-
wiek, plan, Kanal Panamski”. Palindrom mozna spotkaé nie tylko w zapisie
wyrazen slownych, jakie zostaly przedstawione powyzej, ale réwniez mozna
tworzy¢ palindromiczne zapisy liczb. Liczbe naturalna, ktora czyta sie tak
samo od poczatku i od konca nazywa sie palindromem, jesli zapiszemy ja
w konkretnie wybranym systemie pozycyjnym zapisu liczb. Postaé tego
zapisu zalezy od wyboru podstawy przyjetego systemu. Ta sama liczba
zapisana w systemie dziesiatkowym da nam palindrom, a w np. dwdjkowym
— by¢ moze nie. Wyraznie wskazuje to na fakt, ze "palindromiczno$¢” nie jest
cechg liczby, tylko jej zapisu w konkretnym systemie pozycyjnym. Zapisanie
takiej liczby od tylu da dokladnie te sama liczbe, jak klasyczny jej zapis.
Liczby palindromiczne nazywane sg réwniez liczbami symetrycznymi, gdyz
posiadaja wlasno$é¢ symetrycznego odbicia wzgledem osi pionowej. Kazda
pojedyncza cyfra jest palindromiczna, poniewaz czytana od poczatku i od
konica jest nadal tg sama liczbg. Palindromami sa réwniez liczby ztozone
z jednakowych cyfr.

Przykladowymi liczbami palindromicznymi sa: 55, 494, 30703, 414, 5115...
[1, 5, 7].
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Pierwsze 30 liczb palindromicznych (w postaci dziesigtnej) to:
0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,11,22,33,44,55,66,77,88,99,101, 111,121, 131,141, 151,

161,171,181,191,202,. .. .

Liczby palindromiczne najczesciej spotyka sie w dziedzinie ,matema-
tyki rekreacyjnej”. Typowy problem dotyczy liczb, ktore maja okreélona
wlasciwosc¢ i sa palindromiczne. Ponizej podajemy dwa takie przyklady.

— Palindromowy bodziec, to liczba pierwsza, nazywana réwniez ,,palprime",
ktora réwnoczesnie jest liczba palindromiczna. Palindromicznosé za-
lezy od podstawy systemu liczbowego, natomiast pierwszos¢ nie jest
od tego zalezna. Kilka dziesietnych palindromowych liczb pierwszych
to: 2,3,5,7,11,101,131,151,181,191, 313,353,373,383,727, 757,787,797,
919,929,... Pewnym wyjatkiem jest liczba 11, gdyz wszystkie pozostate
palindromiczne liczby pierwsze majg nieparzysta liczbe cyfr. Liczba
podzielna jest przez 11, jesli réznica sumy cyfr stojacych na miejscach
parzystych i sumy cyfr stojacych na miejscach nieparzystych jest po-
dzielna przez 11. Zatem test podzielnoéci dla 11 méwi nam, ze kazda
palindromiczna liczba z parzysta liczba cyfr jest wielokrotnoscia 11.
Nie ustalono, czy istnieje nieskonczenie wiele palindromicznych liczb
pierwszych w bazie dziesietnej. Najwickszy znany palindrom liczbowy
odkryty we wrzesniu 2021 r. to

101234567 _ 90342924302 - 10617278 — 1,

ktéry ma 1 234 567 cyfr, a zostal odkryty przez Ryana Proppera i Serge’a

Batalova [6, 8, 3].

— Palindromiczne liczby kwadratowe to 0,1,4,9,121,484,676,10201,12321,. ..

[8].

Oczywistym faktem jest to, ze w kazdej bazie, czyli systemie pozycyjnym,
istnieje nieskonczenie wiele liczb palindromicznych, gdyz w kazdej bazie
nieskonczony ciag liczb zapisany jako 101,1001,10001,100001 itd. sktada sie
jedynie z liczb palindromicznych.

Dodatkowa ciekawostka matematyczna jest to, ze kazdy palindrom licz-
bowy ztozony z parzystej liczby cyfr w systemie dziesietnym jest podzielny
przez 11 [10, 4].

Liczba jest podzielna przez 11, jesli réznica sumy cyfr stojgcych na miej-
scach parzystych i sumy cyfr stojacych na miejscach nieparzystych jest po-
dzielna przez 11.

Przyktadami sg palindromy: 55 oraz 5115.
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Bawiac sie palindromami jesteSmy w stanie stworzy¢ tak zwana ,,piramidke
palindromiczna”:

12=1
112 =121
1112 = 12321

11112 = 1234321
111112 = 123454321
1111112 = 12345654321
11111112 = 1234567654321
111111112 = 123456787654321
1111111112 = 12345678987654321.

Ostatnia linia tej ,,piramidki” powstata z pomnozenia liczby zlozonej
z dziewigciu jedynek przez nig samg. Otrzymujemy palindrom zlozony ze
wszystkich cyfr od 1 do 9 [4].

1.1. Definicja formalna

Liczby palindromiczne sa najczeSciej rozwazane w systemie dziesietnym,
a pojecie palindromowoéci ma zastosowanie w liczbach naturalnych w dowol-
nym systemie liczbowym. Rozwazmy liczbe n > 0 w systemie o podstawie
b > 2, zapisang w standardowym zapisie za pomoca k+ 1 cyfr a; jako:

k
n= Zai-b’,
i=0

gdzie 0 < a; < b dla wszystkich ¢ oraz ax # 0. Przy tych zatozeniach liczba
n jest palindromiczna wtedy i tylko wtedy, gdy a; = ax_; dla wszystkich
1. Zero jest zapisane jako 0 w dowolnej podstawie i z definicji jest réwniez
palindromiczne [10, 11, 8].

1.2. Dziesietne liczby palindromiczne

Wszystkie liczby o dowolnej podstawie, réwniez te o podstawie 10, z jedna
cyfra sa palindromiczne. Istnieje zatem dziesie¢ dziesietnych liczb palindro-
micznych z jedna cyfra: {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
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Istnieje 9 liczb palindromicznych z dwiema cyframi: {11,22,33,44,55,
66,77,88,99}.

Istnieje 90 liczb palindromicznych z trzema cyframi (korzystamy z zasady
iloczynu: 9 wyboréw dla pierwszej cyfry — ktéra okresla réwniez trzecia cyfre
— mnozymy przez 10 wyboréw dla drugiej cyfry): {101,111,121,131,141,
151,161,171,181,191,...,909,919,929,939,949, 959,969, 979,989,999 }.

Istnieje réwniez 90 liczb palindromicznych z czterema cyframi (ponownie,
9 wyboréw dla pierwszej cyfry mnozymy przez dziesie¢ wyborow dla drugiej
cyfry, pozostale dwie cyfry sa okreslone przez wybér dwéch pierwszych):
{1001,1111,1221,1331,1441,1551,1661,1771,1881,1991,...,9009,9119,9229,
9339, 9449, 9559,9669,9779,9889,9999}. Oznacza to, ze jest 199 liczb palin-
dromicznych mniejszych od 10%.

Na rysunku 1 przedstawiono, ile liczb palindromicznych n, o okreslo-
nych cechach, wystepuje w przedziatach postaci [0, 10*] dla k= 1,2,...10.
Przyktadowo dla k =5, w przedziale od 1 do 10° znajduje sie 1099 liczb
palindromicznych, a dla pozostalych wykladnikéw, czyli dla przedziatéw od 1
do 10*, gdzie k jest liczbg naturalna, istnieje ich: 1999,10999, 19999, 109999,
199999,1099999, ... .

10"[102|10%|104| 10% | 10| 107 | 10% 102 107

n-liczba naturalna 10 |19 109 | 199 | 1099 | 1999 | 10999 | 19999 | 109999 | 199999
n-liczba parzysta 5 9 49 |89 489 889 | 4889 | 8889 | 48889 |88889
n-liczba nieparzysta 5 10 |60 |110 |610 |1110 [6110 | 11110 | 61110 | 111110
n-kwadrat liczby naturalnej 4 7 14 15 20 31

n-trzecia potega liczby naturalnej 3 4 5 7 8
n-liczba pierwsza 4 5 20 113 781 5953

Rysunek 1. Wystepowanie liczb palindromicznych o okreslonych cechach w przedziatach
postaci [0,10%]
Zrédlo: [8]

Istnieje wiele palindromicznych poteg n = m’, gdzie m jest liczba natu-
ralna, a i to 2,3 lub 4 [8, 10, 4].

— Kwadraty palindromiczne (i =2): 0, 1, 4, 9, 121, 484, 676, 10 201, 12 321,
14 641 40 804, 44 944, ... .

—  Kostki palindromiczne (i =3): 0, 1, 8, 343, 1 331, 1 030 301, 1 367 631,
1 003 003 001, ... .

—  Czwarte potegi palindromiczne (i =4): 0, 1, 14 641, 104 060 401,
1 004 006 004 001, ... .

Pierwsze dziewie¢ wyrazéw ciagu 12,112,1112,11112, ... tworzy palindromy
1,121,12321,1234321,... 9, 10, 11].
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1.3. Inne bazy palindromiczne

Liczby palindromiczne mozna analizowa¢ w systemach nie tylko dziesiet-
nych. Przykladem sa nastepujace binarne liczby palindromiczne: 0,1,11,101,
111,1001,1111, 10001,10101, 11011,11111,100001, ... (w systemie dziesigtnym
sa to, odpowiednio, liczby: 0,1,3,5,7,9, 15,17,21,27,31,33,...).

Liczby Fermata postaci F, = 22" +1, gdzie n jest nieujemng liczba cal-
kowita, oraz liczby Mersenne’a postaci M, = 2" — 1, gdzie n jest liczba
naturalna, sa liczbami pierwszymi sktadajacymi sie na podzbiér binarnych
liczb pierwszych palindromicznych [6, 9, 8, 3].

1.4. Nieruchomosé

Na co dzien jesteSmy w stanie dostrzec wiele liczb palindromicznych,
a niektérym z nich przypisujemy unikatowa nazwe. Przyktadem takiej liczby
jest palindromiczna liczba pierwsza 1000000000000066600000000000001, na-
zywana Belphegor’s Prime, na cze$é¢ jednego z siedmiu ksigzat piekta Bel-
phegora. Liczba ta sklada si¢ w centrum z liczby 666, ktéra po obu stronach
otacza sie trzynastoma zerami i jedynka. Inaczej liczba ta nazywana jest
bestialska liczba pierwsza palindromiczna. Inna bestialska palindromiczna
liczbg pierwsza jest 700666007. Kazda liczba palindromiczna z liczba 666
w centrum jest zaliczana do miana bestialskiej [7, 9].

1.5. Operacja palindromiczna odwro6é i dodaj

Operacja odwroé i dodaj polega na wybraniu dowolnej liczby naturalnej
i dodaniu do niej tej samej liczby tylko zapisanej wspak. Z otrzymang suma
postepujemy podobnie i nastepnie z powstata suma réwniez postepujemy
podobnie, az otrzymamy liczbe palindromiczng. Ponizej zaprezentowano
przyklady takich operacji [2].

Pierwszym przyktadem niech bedzie liczba 125:

125+ 521 = 646,

a drugim liczba 129:
1294921 = 1050

105040501 = 1051
1051 41501 = 2552.

W obu przypadkach sumy koncowe sa palindromami.
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2. Liczby lustrzane

W potocznym jezyku pojecie lustrzane spotyka sie w uzyciu stéw symetria
oraz symetryczny w odniesieniu do przedmiotu lub obrazu. Przykladem
moze by¢ figura skladajaca sie z dwdch czesci, z ktérych kazda jest jakby
lustrzanym odbiciem drugiej (w poziomie lub pionie). Z takich dwéch figur
moga powstaé np. litery A, H, I, M, T, B, C, D, O oraz pary liter pq, bd
sa symetryczne, czyli lustrzane. Przyklady takich liczb zaprezentowano na
rysunku 2.

A B €
B £ ¥

M T U
VW Y

Rysunek 2. Symetryczne odbicie figur, tworzace litery
Zrédio: 1]

W matematyce stowo symetria ma réowniez zupelnie inne znaczenie, rézne
od pojecia lustrzanego. Skupiajac sie na pojeciu liczb lustrzanych mozna
odkry¢ jeszcze kolejne zupelnie inne znaczenie.

Liczby lustrzane to takie dwie liczby, ktére sa lustrzanym odbiciem, np.:
1251 521 tworzy pare liczb lustrzanych tak samo jak: 68 i 86, 3245 i 5423,
2109023 i 3209012 oraz 17 i 71. Inaczej mozna zinterpretowaé liczby lustrzane
jako pare liczb, z ktorych jedna powstaje przez zapisanie cyfr dziesietnych
drugiej w odwrotnej kolejnosci [12]. Liczby te moga skladac sie z dowolnej
liczby cyfr.

Jezeli napiszemy dowolng liczbe poprzez dopisanie do niej jej lustrzanego
odbicia otrzymamy np. 1221, to tak otrzymana liczba jest podzielna przez
11. Przyktad: 1221 : 11 =192.

Lustrzane liczby mozna spotkaé takze w zapisie dat i godzin. Przyktadem
tegorocznej wyjatkowej daty a zarazem lustrzanej, palindromicznej oraz
ambigramicznej jest: 22.02.2022. To znaczy, ze odczytywana jest tak samo
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zaréwno od lewej, jak i od prawej strony, a takze, gdy obrocimy ja do ,,gory
nogami” [12, 13].

Zjawisko lustrzanej godziny jest Scidle zwiazane z astrologia, numerologia
oraz z idea synchronicznosci odkryta przez szwajcarskiego psychiatre Carla
Gustava Junga [12]. Godziny odbicia sktadaja sie ze zbioru liczb od 0 do 9.
Na pierwszym miejscu w zapisie godziny mozemy zauwazy¢ cyfry 0,1 lub 2,
na drugim miejscu miejscu cyfry od 0 do 9. Po czym wystepuje dwukropek,
oddzielajacy liczbe godzin od minut. Po nim mozemy zauwazy¢ cyfry od 0
do 5 i na ostatnim miejscu juz wszystkie cyfry moga wystepowaé od 0 do 9.
Liczba lustrzana i zarazem palindromiczna pokazuje sie przypadkowo, gdy
w odpowiednim momencie popatrzymy na zegarek, telefon lub inne urzadze-
nie wyswietlajace czas w formacie cyfrowym badz analogowym. Przyklad
takiej godziny obserwujemy na rysunku 3. Zobaczenie takiej wyjatkowej

Rysunek 3. Uchwycona na zegarze liczba lustrzana i zarazem palindromiczna
Zrédlo: [12]

podwojonej godziny moze wywolywaé jakis dyskomfort badz niepokédj, gdy
powtarza si¢ regularnie [13]. Niektérzy nawet twierdza, ze godziny o wyjatko-
wym lustrzanym zapisie maja jakie$ przestanie. W internecie mozna spotkac
réznego rodzaju interpretacje dla kazdej wyjatkowej godziny. Lustrzane
godziny to godziny z podwdjnymi liczbami, na ktérych liczby — zaréwno
w godzinach, jak i minutach sg takie same, jak: 11:11, 22:22, 19:19, 17:17,
21:21 itd. Przykladem godzin lustrzanych mitosci (godziny odwrécone) sa:

4D =23

I 1. 01
4D =

(e Ny

Rysunek 4. Lustrzana liczba miltosci
Zrédlo: [12]

10:01, 15:51, 21:12, 03:30 itp. Jedna z nich obserwujemy na rysunku 4
[7, 10, 1, 2, 12].
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Podsumowanie

W pracy przedstawiono podstawowe informacje o liczbach palindromicz-
nych i lustrzanych. Wspomniano o historycznych poczatkach tych liczb, o ich
zastosowaniach oraz o wyjatkowej podzielnosci przez liczbe 11. Po zaglebieniu
sie w podstawowe zagadnienia, bez problemu mozna stwierdzi¢, ze liczby
palindromiczne moga by¢ réowniez liczbami lustrzanymi. Przykladem takich
liczb sa: godzina 22 : 22, data 22.02.2022, czy po prostu liczba 54045.
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Wybrane zastosowania
uogolnionego rozktadu Poissona

Stowa kluczowe: uogolniony rozktad Poissona, momenty zwykte, momenty centralne, skosnosc, kurtoza,
eksces, metoda momentow, metoda najwiekszej wiarygodnosci, test zgodnosci chi-kwadrat

Streszczenie

Istotnym pytaniem przy modelowaniu danych jest to, jak wybra¢ odpowiedni model praw-
dopodobieristwa do opisu obserwowanych wartosci. Jednym z najprostszych i najczesciej
uzywanych rozktadéw do analizy danych zwigzanych ze zliczaniem jest rozktad Poissona.
Cechg charakterystycznych tego rozktadu jest réwno$¢ Sredniej i wariancji. Jednakze réw-
nos$¢ §redniej i wariancji nie jest zawsze obserwowana w modelowaniu danych, dlatego tez
podejmowano rézne préby modyfikacji rozktadéw dyskretnych. W 1973 roku Consul i Jain
zaproponowali modyfikacje rozktadu Poissona poprzez dodanie jeszcze jednego parame-
tru, nazywajac ten nowy rozktad uogélnionym rozktadem Poissona. Rozktad zdefiniowany
przez Consula i Jaina ma szereg prostych uzytecznych wlasnosci i moze by¢ efektywnie
wykorzystywany do opisu danych, w ktérych obserwuje si¢ wariancj¢ r6zna od Srednie;j.
W tym rozdziale bada si¢ dopasowanie uogdlnionego rozktadu Poissona do trzech zbioréw
danych zamieszczonych w ksigzce Consula pt. Generalized Poisson Distribution. Parametry
dopasowywanego rozkadu wyznacza si¢ metoda momentéw oraz metoda najwi¢kszej wia-
rogodnosci. Jakos¢ dopasowania bada si¢ testem zgodnosci chi-kwadrat. Ponadto w artykule
zamieszczono wzory na momenty uogélnionego rozktadu Poissona.

Wstep

Powszechnie znane sg zjawiska losowe dobrze opisywane przez klasyczne rozkta-
dy prawdopodobieristwa takie, jak rozktad dwumianowy, ujemny dwumianowy czy
Poissona. Okazuje si¢, Ze niektore zjawiska losowe tylko dla pewnych wartosci sg
dobrze opisywane przez te rozktady. Rozktad Poissona jest jednym z najczesciej wy-
korzystywanych rozktadéw dyskretnych. Opisuje on prawdopodobiefistwa zdarzei
nastepujacych po sobie z dang czestotliwo$cia w danym czasie. Zdarzenia zachodza
niezaleznie, tzn. czas nastgpnego zdarzenia nie zalezy od tego, kiedy wystgpito
zdarzenie poprzednie. Rozklad Poissona charakteryzuje si¢ mi¢dzy innymi tym, ze
Srednia i wariancja sg sobie réwne i réwne parametrowi tego rozktadu oznaczanego
najczesciej przez A. Zaobserwowano, ze w pewnych zjawiskach losowych, ktére byty
opisywane za pomocg rozktadu Poissona, prawdopodobienistwo wystapienia zdarze-
nia nie pozostawalo state i zmienialo si¢ wraz z uptywem czasu i wczesniejszymi
zdarzeniami, co powodowalo brak réwnosci miedzy Srednia i wariancjg. Najbardziej

I inz. Weronika Wilczewska, studentka studiéw II stopnia na kierunku Matematyka Wydziatu
Podstaw Techniki, Politechniki Lubelskiej.
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znanym przyktadem jest rozktad liczby wypadkéw w zaktadach przemystowych.
Z uplywem czasu wzrasta do§wiadczenie i osobista odpowiedzialno$¢ pracownikéw,
co powoduje, ze w réznym stopniu moga oni ulega¢ wypadkom. Przejawia si¢ to
réwniez tym, Ze nastepuje zmiana warto$ci parametru A w rozktadzie Poissona
uzytym do opisu liczby wypadkéw w zakladach przemystowych. Podejmowano
rézne proby modyfikacji rozktadu Poissona tak, aby lepiej opisywal on obserwowane
zjawiska losowe. W 1973 roku Consul i Jain zaproponowali uogélniony rozktad
Poissona z dodatkowym parametrem zwykle oznaczanym przez A. Wariancja tego
rozktadu jest wigksza, rowna lub mniejsza od $redniej w zaleznosci od tego, czy
parametr A jest odpowiednio ujemny, zerowy lub dodatni (podczas gdy klasyczny
rozklad Poissona charakteryzuje si¢ dodatnim parametrem A). Uogdlniony rozktad
Poissona ma szereg prostych i uzytecznych wlasnosci i moze by¢ wykorzystywany do
opisu zjawisk losowych, ktdre maja charakter rozktadu Poissona, ale wariancja nie
jest rowna Sredniej. W rozdziale tym sg omOwione podstawowe wlasnoSci i wybrane
zastosowania uogoélnionego rozktadu Poissona.

1. Definicje i oznaczenia

Do opisu zachowan organizméw zywych, jak réwniez w opisie schematéw wyste-
pujacych w zjawiskach nieozywionych, wykorzystuje si¢ zwykle rozktad Poissona.
Rozktad ten jest generowany miedzy innymi przez procesy, w ktérych stosunkowo
mata liczba zdarzen obserwowana jest w duzej liczbie przedzialéw czasu, przy
czym zajécie lub niezajScie dowolnego zdarzenia w dowolnym przedziale czasu
nie ma wptywu na dalsze zajscie lub niezajsScie pozostalych zdarzer w tym prze-
dziale. Ponadto prawdopodobienistwo zajscia co najmniej dwéch zdarzen w krétkim
przedziale czasu jest prawie zerowe. Oznacza to, ze otrzymanie przedziatu czasu
z duza liczba zliczen jest tak samo prawdopodobne jak otrzymanie przedziatu czasu
z mniejszg liczbg zliczent lub bez zliczen. Ta reguta losowosci oznacza, ze po-
szczegollne zdarzenia sg rozproszone przez przypadek. Zasada catkowitej losowosci
prowadzaca do rozktadu Poissona, moze by¢ doskonatym modelem, ale nie jest zbyt
naturalna i praktyczna we wszystkich sytuacjach. Mozna poda¢ wiele przyktadéw,
w ktérych zasada losowosci lub réwnego prawdopodobiefistwa nie wystarcza do
opisania zachowania istot zywych. Na przykiad liczba wypadkéw na strzelnicy,
liczba wypadkéw w domu albo liczba strajkéw w zaktadach przemystowych. Jedna
z cech rozktadu Poissona jest to, ze Srednia jest rOwna wariancji, co §$wiadczy o jego
szczegoblnej uzytecznosci w modelowaniu danych jednorodnych. Jednakze w przy-
padkach wyzej wymienionych i analogicznych do nich, dane nie s3 jednorodne.
Jesli dane sg nadmiernie rozproszone, to mozemy obserwowac, zZe wariancja jest
wieksza niz Srednia, zjawisko to znane jest jako nadmierna dyspersja. Czasami
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obserwuje si¢ zjawiska, w ktérych wariancja jest mniejsza niz Srednia, tzn. dane
s3 niedostatecznie rozproszone. Zjawisko to nazywa si¢ staba dyspersja. W obu
przypadkach nie mozemy do modelowania zjawiska uzy¢ klasycznego rozktadu
Poissona. Czegstym rozwigzaniem tego problemu jest zatozenie, ze wariancja jest
funkcja Sredniej. Wielu badaczy probowalo rozwiaza¢ problem odchylenia od roz-
ktadu Poissona w obserwowanych zjawiskach losowych poprzez r6zne modyfikacje
iuogélnienia tego rozktadu. Aby pokazac réznorodnos$¢ istniejgcych prob wymiefimy
takie rozktady jak: rozktad dwumianowy Poissona, ujemnie dwumianowy Poissona,
geometryczny Poissona, Pascala-Poissona, Poissona log-normalny, quasi-Poissona,
znieksztalcony Poissona, mieszany Poissona. Definicje i wlasnoSci tych rozktadéw
zostaly przedstawione migdzy innymi w ksigzkach Lundberga [7], Haighta [5],
Patila i Joshi [8] oraz Johnsona i Kotza [6]. Dzieki analizie powyzszych rozktadéw
mozemy podjaé probe wyjasnienia, dlaczego Srednia i wariancja obserwacji sg
rozne. Jednak badacze nie zawsze sa przekonani, ktéry z rozktadéw dyskretnych
typu Poissona powinni zastosowac i dlaczego. W latach siedemdziesiatych ubiegtego
wieku Consul i Jain [2, 3] zaproponowali sposéb zmodyfikowania rozktadu Poissona,
tak aby mogt on opisywaé zaréwno dane stabo rozproszone, jak i nadmiernie roz-
proszone. Rozklad ten zostal nazwany uogélnionym rozktadem Poissona. Chociaz
uogdlniony rozktad Poissona ma tylko dwa parametry, 6 i A, to dobrze opisuje dane
pochodzace z rozktadu Poissona oraz dane obserwowane, ktére mogg by¢ opisane
innymi rozktadami. Ze wzgledu na swoja uniwersalng nature uogélniony rozktad
Poissona, w ciggu ostatnich kilku dekad byt opisywany i wykorzystywany w wielu
publikacjach. Na przyktad Consul [1] dopasowal uogélniony rozktad Poissona do
danych dotyczacych liczby czterotygodniowych strajkéw wystepujacych w czterech
branzach. Oszacowany parametr 6 oznaczal skfonnos¢ do strajku w danej branzy
i wraz z jego wzrostem rosta szansa na wystapienie strajku. Natomiast oszacowany
parametr A stanowit naturalng sktonno$¢ do strajku samych pracownikéw. Stad
dodatnia warto$¢ parametru lambda oznaczata, ze pracownicy doktadajg wigkszych
staran, aby strajkowac. Natomiast ujemna warto$¢ lambda oznaczata, ze pracownicy
nie podejmuja strajku, mimo Ze szanse na strajk sa duze z powodu ztych warunkéw
pracy. Taka sytuacja mozne mie¢ miejsce, gdy robotnicy nie sa przekonani, ze strajk
moze przynie$¢ im jakakolwiek korzys¢.

Niech X bedzie zmienng losowa dyskretng zdefiniowang na zbiorze nieujemnych
liczb catkowitych, i niech Py (6,2 ) oznacza funkcje prawdopodobieristwa zmiennej
losowej X .
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Definicja 1.1. Powiemy, Ze zmienna losowa X ma uogdlniony rozktad Poissona
z parametrami 0, A, jesli jej funkcja prawdopodobienstwa dana jest wzorem

{G(Gm)”e—e—ﬂ, dax=0,1,2, ...,

x!

1.1
0, dlad <0, (-

gdzie 6 > 01 |A] < 1. Jesli zmienna losowa X ma uogdlniony rozktad Poissona

z parametrami 0, A, to bedziemy réwniez pisaé GP(6,14). 6 i A sa nazywane

odpowiednio pierwszym i drugim parametrem uogdlnionego rozktadu Poissona.
Zauwazmy, ze jesli we wzorze (1.1) A = 0, to otrzymamy funkcje prawdopodo-

bienistwa postaci
X

0
P.(6,0) = f'e*e, x=0,1,2,...,

X!

ktodra jest funkcjg prawdopodobienistwa rozkladu Poissona z parametrem 6. Zar6wno
warto$¢ oczekiwana, jak i wariancja zmiennej losowej o rozkltadzie Poissona jest
réwna parametrowi 8. Zmienna losowa o tym rozkladzie wystepuje w praktyce jako
liczba realizacji tzw. zdarzen rzadkich.

Parametr A jest wskazZnikiem nadmiernej, stabej lub réwnomiernej dyspersji
warto$ci zmiennej losowej. Mozna go interpretowac jako Srednie tempo wysitku
badanych 0s6b. Dodatnia warto$¢ A oznacza, ze badani podejmuja wysitek w celu
przyspieszenia naturalnego procesu, a ujemna warto$S¢ A oznacza wysitek w celu
hamowania tego procesu. Dla A = 0 uogélniony rozktad Poissona jest klasycznym
rozktadem Poissona z parametrem 0, zatem mozna powiedzieé, ze parametr 0
odgrywa podobna role jak Srednia w klasycznym rozkladzie Poissona. W ogdlnosci
parametr A jest niezalezny od parametru 6.

2. Graficzna analiza wlasno$ci funkcji prawdopodobienistwa

Graficznej analizy dokonamy za pomoca biblioteki base i HMMpa programu R
[9]. W tym celu naszkicujemy wykresy funkcji prawdopodobieristwa uogdélnionego
rozktadu Poissona, dla réznych warto$ci parametréw 6 i A, wykorzystujac funkcje
dgenpois biblioteki HMMpa. Ponizszy kod programu R postuzyt do wykonania ry-
sunku 1 (patrz s. 124). Pozostale rysunki 2-5 (patrz s. 125-127) wykonano poprzez
odpowiednig zmian¢ argumentéw w funkcji dgenpois.

Na rysunku 1 wykresy zostaty wykonane odpowiednio dla 6 =0,5; 0,8; 2; 5
i A = 0,4, natomiast na rysunku 2 (patrz s. 125) wykresy zostaly wykonane od-
powiednio dla 6 = 0,5; 0,8; 2; 5i A =0,9 . Dla czterech wspdlnych wartosci
parametru 6 rysunki 1 i 2 r6znig si¢ warto$cig parametru A.
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Rysunek 1. Wykres stupkowy funkcji prawdopodobieristwa dla GP z A = 0,4
Zrédto: Opracowanie wlasne

Na rysunkach 1 i 2 mozemy zauwazy¢, ze dla 8 < 1 oraz dla dowolnej wartosci
parametru A wykresy przypominajg ksztalt litery L, dlatego tez bedziemy méwili,
ze sg one L-ksztattne.

Wraz ze wzrostem warto$ci parametru 6 funkcja rozktadu prawdopodobieristwa
zwigksza swoja rozpigto$¢ na osi x, wykres przesuwa si¢ na prawg stron¢ i stopniowo
traci asymetrie, przybierajac ksztalt dzwonu jak na rysunku 3 (patrz s. 126). Ponadto
jesli dla dowolnej warto$ci parametru 6 uogdlniony rozktad Poissona jest L-ksztaltny,
to dla tej samej wartos$ci parametru 0 wykres staje si¢ coraz bardziej L-ksztaltny wraz
ze zmniejszaniem si¢ wartosci parametru A . Analogicznie, jezeli dla duzej warto$ci
parametru 6 wykres rozktadu Poissona jest w pewnym sensie symetryczny, to dla tej
samej wartosci parametru 0 , ale réznych ujemnych warto$ci parametru A , rozktady
staja si¢ coraz mniej symetryczne.

Na rysunkach 1-3 (patrz s. 124-126) poréwnujemy wykresy o tej samej wartoSci
parametru A, ale r6znej wartosci parametru 6. Mozna na nich zaobserwowac, ze wraz
ze wzrostem wartosci parametru 6 maleje asymetria oraz wyostrzenie maksimow
rozktadéw. Na rysunku 2 wykres dla 8 = 5 staje si¢ niemal ptaski. Natomiast dla
0 =2 wykres przypomina krzywa Gaussa (patrz. rysunek 3).

W celu doktadniejszej analizy wplywu wartosci parametru A na zachowanie
uogdlnionego rozkladu Poissona wykonano rysunki 4 (patrz s. 126) i 5 (patrz
s. 127). Rysunek 4 prezentuje wykresy funkcji prawdopodobieristwa odpowiednio
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dlae = 0,5iA=-0,15; —0,1; 0,4; 0,9, natomiast rysunek 5 (patrz s. 127)
prezentuje wykresy dla @ =2i A = —0,15; —0,1; 0,4; 0,9. Z wykreséw wynika,
7e na ksztatt uogélnionego rozktadu Poissona znaczny wplyw ma zmiana wartoS$ci
paramteru A. Poréwnujgc wykresy na rysunku 4 (patrz s. 126) i na rysunku 5 widzi-
my, ze im mniejsza warto$¢ parametru A, tym Krétsza jest prawa strona wykresu
i wyzsza staje sie jego koputa. Oznacza to, ze zmniejszanie wartosci parametru A
zwigksza asymetri¢ uogdélnionego rozktadu Poissona. Wartosci funkcji prawdopo-
dobienistwa po lewej stronie wykresu gwaltownie tracg na wartoSci, a prawa strona
staje si¢ cigzsza. Porownujac wykresy na rysunkach 4 i 5 mozemy zauwazy¢, ze dla
0 < A < 1, wraz ze wzrostem wartosci paramteru 6, maleje wysostrzenie maksi-
moéw rozktadu. Na rysunkach 4 i 5 zaprezentowano wykresy o tej samej wartosci
parametru 0 i réznych warto$ciach parametru A, ktére pokazuja, ze gdy A — 1, przy
statej wartosci parametru 0, wykres funkcji maleje, a rozktad prawdopodobieristwa
staje si¢ niemal ptaski.
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Rysunek 2. Wykres stupkowy funkcji prawdopodobienistwa dla GPz A = 0,9
Zrédto: Opracowanie wlasne
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Rysunek 3. Wykres stupkowy funkcji prawdopodobieristwa dla GP z A = —0,1
Zrédto: Opracowanie wiasne
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Rysunek 4. Wykres stupkowy funkcji prawdopodobienstwa dla GP z 6 = 0,5
Zrédlo: Opracowanie wiasne
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Rysunek 5. Wykres stupkowy funkcji prawdopodobienstwa dla GP z 6 =2
Zrédlo: Opracowanie wlasne

3. Charakterystyki uogolnionego rozkladu Poissona

W tym paragrafie zostang zaprezentowane wzory na momenty uogélnionego
rozktadu Poissona, ktére wykorzystamy w analizie wlasnosci tego rozktadu oraz do
wyznaczania estymator6w jego parametréw.

Definicja 3.1. Momentem rzedu k € N wzgledem punktu ¢ zmiennej losowej X
o funkcji prawdopodobieristwa P,(0, L) nazywamy liczbe dang wzorem

oo

u(e) =Y (x—c)*P(6.2),

x=0

[S)

o ile szereg Yoo |x — c[*P.(0, 1) jest zbiezny.

W szczegdlnosci dla ¢ = 0 moment rzedu k nazywamy momentem zwyklym
. ! Z Z . . .
i oznaczamy L, a dla c rtéwnego wartoSci oczekiwanej 4 moment rz¢du k nazywamy
momentem centralnym i oznaczamy L.
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Consul i Shenton [4] wyprowadzili nastepujace wzory na momenty.
Twierdzenie 3.1. Momenty zwykte uogolnionego rozktadu Poissona 7 parametrami

0 i A spetniajg nastepujgcq zaleznosé rekurencyjng

o5
oL’

o

(14);1,;“:9“,;%89 +A k=0,1,2, ..., (3.1)

gdzie Uy = 1.

Twierdzenie 3.2. Momenty centralne uogolnionego rozktadu Poissona spetniajq
nastgpujqcq zaleinosé rekurencyjng

kO 1 d
M1 = m.uk—l + m [dl‘uk(t)] t_oa k=1,2,3, ..., (3.2)

gdzie W (1) otrzymujemy z W, przez zastgpienie 0 i A odpowiednio przez 0t i At.

Z Twierdzenia 3.1 i 3.2 uzyskujemy momenty zestawione w tabeli 1 (patrz s. 129),
ktére wykorzystuje si¢ do charakteryzacji uogélnionego rozktadu Poissona.

Wzory znajdujace si¢ w tabeli 1 pozwalajg na uzyskanie wzoréw na podstawowe
charakterystyki, stuzace do opisu ksztaltu funkcji prawdopodobienistwa takie, jak
sko$nos¢ i kurtoza.

Definicja 3.2. Wspdiczynnikiem asymetrii y (skosnoscig) rozktadu zmiennej losowej
X nazywamy stosunek trzeciego momentu centralnego do trzeciej potegi odchylenia
standardowego, to znaczy

y=1 3.3)

Jesli wartoSci wspotczynnika asymetrii sa ujemne, wowczas lewa czg$¢ wykresu
funkcji prawdopodobiefistwa jest wyraznie wydtuzona i §wiadczy to o lewostronnej
asymetrii rozkladu, co przejawia si¢ w J-ksztaltnoSci wykresu. Natomiast gdy
warto$ci wspotczynnika asymetrii sa dodatnie, prawa strona wykresu jest znacznie
wydluzona, méwimy wtedy o prawostronnej asymetrii rozkladu, co przejawia si¢
w L-ksztaltnodci wykresu.
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Tabela 1. Charakterystyki uogélnionego rozkladu Poissona

warto$¢ oczekiwana EX=p=6(1-2)"
/ 62 0
moment zwykly rzedu 1 m=1=7 + -2
, 62 6
moment zwykly rzedu 2 Uy = (1-2)2 + (1—2)3
, o4 60°  70%2+86%2
moment zwykly rzgdu 3 | u3 = (1—1)3 T (1_&)4Jr (1-1)°
L0- OA +20A —20A>+70A 4801
(=4
4 3
moment zwykly rzedu 4 IJ:; = (1 61)4 + (1291)5
0%(7+81) . O(1+81+612)
=) (- 2)

wariancja

D}*X)=0>=6(1-1)"3

6? 6
moment centralny rzedu 2 | u, = (1-2)2 + (1-1)3
0(1+2A
moment centralny rzedu 3 | Uz = W
moment centralny rzedu 4 | L - R
.=

Zrédto: Opracowanie wlasne
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Zastepujac w (3.3) wartosci i3 i 6 odpowiednio wartosciami z tabeli 1 (patrz
s. 129) otrzymujemy wzor na sko$nosci uogdélnionego rozktadu Poissona postaci

1+24
=" 34
4 6(1—&)’ G

gdzie M = (1 —24)1.

Zakladajac, ze A = 0 ze wzoru (3.4) otrzymamy wzor na sko$no$¢ rozktadu
Poissona z parametrem 6.

Dla ustalonej wartosci A € (—1, 1) warto§¢ wspotczynnika skosnosci maleje wraz
ze wzrostem 6 i osigga wartos¢ zero, gdy 0 dazy do nieskoriczonoS$ci. Natomiast
dla ustalonej wartosci 6 > 0 sko$no$¢ dazy do nieskoriczonosci, gdy wartosci A
sg bliskie jedno$ci. Gdy parametr 8 dazy do nieskoficzonosci sko§no$¢ przyjmuje
warto$¢ réwng zero. Zauwazmy, ze dla ustlonego 6 > 0

/ 5-2A
Y = aha—A)

Wobec tego dla ustalonego 6 > 0 i kazdego |A| < 1 mamy }/(l) > 0, co oznacza, ze
im mniejsza warto$¢ parametru A, tym mniejsza warto$¢ wspétczynnika skos§nosci.
Ponadto dla —1 < A < —0, 5, sko$no$¢ jest ujemna, a dla —0,5 < A < 1 sko$nos¢é
jest dodatnia.

Dla zilustrowania powyzszych zaleznosci, z wykorzystaniem programu R, zostala
obliczona sko$nos¢ dla r6znych wartosci 6 i A, co zostato zestawione w tabelach
2-5 (patrz s. 130-132).

Tabela 2. Tabelaryczne zestawienie wartosci skosnoscidla GPz A = —0,15i A = —0,1

0 A sko$nosé 0 A sko$nosé
0,5 -0,15 0,92 0,5 -0,1 1,08
0,8 -0,15 0,73 0,8 -0,1 0,73
20 -0,15 0,46 2,0 -0,1 0,54
50 -0,15 0,29 50 -0,1 0,34

Zrédlo: Opracowanie wlasne
Tabela 3. Tabelaryczne zestawienie wartosci skosnosci dlaGPz A =0,4i1 =0,9

0 A sko$no§é 0 A sko$no§é
05 04 3,29 05 0,9 12,52
0,8 04 2,60 0,8 0,9 9,90
20 04 1,64 20 0,9 6,26
50 04 1,04 50 0,9 3,96

Zrédto: Opracowanie wlasne
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Rysunek 6. Wykresy stupkowe funkcji prawdopodobieristwa dlaGPz A = —0,15i 1 =0,9
Zrédto: Opracowanie wiasne

Zauwazmy, ze z wartoS$ci przedstawionych w tabelach 2 i 3 (patrz s. 130) wynika,
Ze wraz ze wzrostem parametru 8 maleje warto$¢ skosnosci i rozklady stajg si¢
coraz mniej symetryczne. Zachodzace zmiany mozemy réwniez zaobserwowac na
rysunku 6, gdzie najwiekszy spadek wartoSci wspétczynnika sko$noSci zachodzi
dla A =0,9.

Na podstawie wynikéw zawartych w tabelach 4 i 5 (patrz s. 132) mozemy stwier-
dzié, ze wraz ze wzrostem parametru A ro$nie warto$¢ skosnosci i rozklady stajg
sie coraz bardziej symetryczne.

Tabela 4. Tabelaryczne zestawienie wartosci skosnosci dla 6 =0,5i 6 = 0,8

0 A skos$nosé 0 A sko$nosé
0,5 -0,15 0,92 0,8 -0,15 0,73
0,5 -0,10 1,08 0,8 -0,10 0,85
0,5 0,40 3,29 0,8 0,40 2,60
0,5 0,90 12,52 0,8 0,90 9,90

Zrédlo: Opracowanie wlasne

Koncentracja wartoSci skrajnych w rozktadzie zmiennej losowej moze by¢ wiek-
sza lub mniejsza niz koncentracja wartosci skrajnych w rozktadzie normalnym.
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Tabela 5. Tabelaryczne zestawienie wartosci skosnoscidla 0 =216 =5

0 A sko$no§é 0 A sko$no§é
2 -0,15 0,46 5 -0,15 0,29
2 -0,10 0,54 5 -0,10 0,34
2 0,40 1,64 5 0,40 1,04
2 0,90 6,26 5 0,90 3,96

Zrédto: Opracowanie wlasne

Powszechnie stosowanymi miarami koncentracji wartosci zmiennej losowej wok6t
jej wartosci oczekiwanej sg kurtoza i eksces.

Definicja 3.3. Kurtozq P rozktadu zmiennej losowej X nazywamy stosunek czwar-
tego momentu centralnego do czwartej potegi odchylenia standardowego, to znaczy

B === 3.5)

Mozna pokazaé, ze kurtoza rozktadu normalnego standaryzowanego réwna jest 3.
Jesli prawdopodobiefistwo wystapienia wartoSci skrajnych jest podobne do prawdo-
podobieristwa wystgpienia wartosci skrajnych w rozktadzie normalnym standaryzo-
wanym, to rozktad nazywamy rozktadem mezokurtycznym. Jesli warto$¢ kurtozy
jest wieksza od 3, to taki rozktad nazywa si¢ leptokurtycznym. W takim przypadku
prawdopodobiefistwo wystapienia wartoSci skrajnych jest wicksze niz w rozktadzie
normalnym standaryzowanym. Je§li kurtoza jest mniejsza od 3, to rozklad taki
nazywa si¢ platykurtycznym i prawdopodobierfistwo wystgpienia wartosci skrajnych
jest mniejsze niz w rozktadzie normalnym standaryzowanym.

Zastepujac w (3.5) wartosci iy i 6% odpowiednio wartosciami z tabeli 1 (patrz
s. 129) otrzymujemy nastepujacy wzor na kurtoze uogdlnionego rozktadu Poissona.

_ 1+81+6A7

B = 61— 1) +3, (3.6)

gdzie M = (1—-2)~".
Zaktadajac, ze A = 0 ze wzoru (3.6) otrzymamy wzor na kurtozg rozktadu Poissona
z parametrem 6.

Ustalmy 6 > 0 i rozwazmy f3 jako funkcje A. Wowczas zauwazmy, ze B = 3 dla

A=-24Y0x 0 14lubA=—2-Y0

2 V10
Ponadto B <3dlad € (—1,—5+ =) iB>3dare (—3+401).
W przypadku gdy f < 3 rozktad jest platykurtyczny, natomiast dla > 3 rozktad

jest leptokurtyczny.



Wybrane zastosowania uogélnionego rozktadu Poissona 133

Rézniczkujac (3.6) wzgledem A przy ustalonym 6 otrzymamy

2
B =

!’ V 1 !
Poniewaz [A| < 1, wigc B (1) =0,dlad =1— TO ~ —0,58. Ponadto § (1) >0

10 , 10
dlad e (1—{,1) iB(A)<0dlaice (—1,1—C>.Oznaczato, ze dla

V10

ustalonej wartosci 6 kurtoza osigga swoje minimum w punkcie A = 1 — ——. Wobec

tego maksimum wykresu funkcji prawdopodobieristwa uogdlnionego rozktadu Po-
issona jest najmniejsze, gdy jego drugi parametr przyjmuje warto$¢ w przyblizeniu
réwna —0,58.

Na podstawie wzoru (3.6), z wykorzystaniem odpowiednich kodéw programu R,
zostaly obliczone wartosci kurtozy dla uogdélnionego rozktadu Poissona z parame-
trami 6 i A rozwazanymi w poprzednim paragrafie. Otrzymane wartosci kurtozy
zestawiono w tabelach 6-8 (patrz s. 133-136). W szczegdlnosci rozwazamy przypa-
dek A =~ —0, 14, poniewaz w tym przypadku 8 = 3 i rozktad jest mezokurtyczny.
Ponadto analizujemy przypadek A ~ —0,58, gdyz wéwczas maksimum funkcji
prawdopodobieifistwa jest najmniejsze.

Tabela 6. Tabelaryczne zestawienie wartosci kurtozy dla GPz A = —0,1; 0,4; 0,9

0 A Kkurtoza 0 A kurtoza 0 A Kkurtoza
0,5 -0,1 3,47 05 04 20,20 0,5 09 264,20
0,8 -0,1 3,30 0,8 04 13,75 0,8 09 166,25
20 -0,1 3,12 20 04 7,30 20 0,9 68,30
50 -0,1 3,05 50 04 4,72 50 0,9 29,12

Zrédto: Opracowanie wlasne

Z wartoSci, jakie prezentuje tabela 6, wynika, ze dla réznych wartoSci 6
1 2
orazdlal € <6 V10— 3 1> warto$¢ kurtozy jest wicksza od 3. Zatem uogdlniony

rozktad Poissona z parametrami 6 i A pochodzacymi z tabeli 6 bedzie leptokurtyczny,
co potwierdzajg wykresy na rysunku 8 (patrz s. 135). Na podstawie wartosci poda-
nych w tabeli 6 mozemy réwniez zaobserwowac, ze wzrost paramteru 6 powoduje
zmniejszanie si¢ wartosci kurtozy, a to oznacza, zZe uogdlniony rozktad Poissona
staje si¢ bliski rozktadowi normalnemu. Fakt ten zostat zilustrowany na rysunku 9
(patrz s. 135).

Na podstawie wartosSci podanych w tabeli 7 (patrz s. 134) mamy, ze warto§¢
kurtozy jest mniejsza od 3, a to oznacza, ze rozklad jest platykurtyczny dla wartosci
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2 /10
A réwnej —O0, 15, ktéra nalezy do przedziatu | —1, —3 + < | Natomiast dla A
rownej w przyblizeniu —0, 58 koputa wykresu funkcji prawdopodobieristwa jest

najmniejsza i rozktad staje si¢ platykurtyczny, jak na rysunku 7.

Tabela 7. Tabelaryczne zestawienie wartosci kurtozy dla A = —0,58; —0,15; —0,14

6 A kurtoza 0 A kurtoza 0 A kurtoza
0,5 -0,58 -0,18 0,5 -0,15 2,89 0,5 -0,14 3
0,8 -0,58 -0,14 0,8 -0,15 2,93 0,8 -0,14 3
2,0 -0,58 -0,09 20 -0,15 2,97 20 -0,14 3
50 -0,58 -0,06 50 -0,15 2,99 50 -0,14 3

Zrédlo: Opracowanie wiasne

06

— N0, 1)
-~ GP{5, -0.58)

0.2
|

01

0.0

Rysunek 7. Wykres funkcji prawdopodobienistwa dla GP z A = —0,58
Zrédlo: Opracowanie wlasne

Talica 8 przedstawia dodatnie wartosci kurtozy dla @ =0,5; 5iA = —0,15; -0, 1;
0,4; 0,9. Mozemy zauwazyé, ze wraz ze wzrostem parametru A ro$nie wartos$¢
kurtozy, a w przypadku gdy jest ona wicksza od 3 rozklad jest leptokurtyczny.

Poréwnujac wartosci kurtozy zawarte w tabeli 8 mozemy zauwazy¢, ze dla usta-
lonej wartos$ci 6 warto$¢ kurtozy ro$nie wraz ze wzrostem parametru A. Natomiast
w tabeli 6 (patrz s. 133) dla ustalonej warto$ci parametru A warto$¢ kurtozy maleje
wraz ze wzrostem paramteru 6.
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Rysunek 8. Wykres funkcji prawdopodobienistwa dlaGPz 6 =0,5i 41 =0,4; 0,9

Zrédto: Opracowanie wlasne

— N, 1)
=== GP(E.-0.1)

w | ©
— N{0, 1)
| --- GP(2.-0.1) |
><I | ><‘ -
o 2 o
o (=T
(=0 o |
o [=]
T T T T T T
2 0 2 4 5] 2

Rysunek 9. Wykres funkcji prawdopodobienstwa dlaGPz 6 =2; 5i A = —0,1

Zrédto: Opracowanie wlasne
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Tabela 8. Tabelaryczne zestawienie wartos$ci kurtozy dla 6 = 0,516 =5

0 A kurtoza 0 A kurtoza
0,5 -0,15 2,89 5 -0,15 2,99
0,5 -0,10 3,47 5 -0,10 3,05
0,5 0,40 20,20 5 0,40 4,72
0,5 0,90 264,20 5 0,90 29,12

Zrédto: Opracowanie wlasne

Ponadto dla A > 0 warto$ci kurtozy sg bardzo duze, co widaé réwniez na rysunku
8 (patrz s. 135), gdzie kopula wykresu funkcji prawdopodobienistwa uogélnionego
rozktadu Poissona w wickszej czesci znajduje si¢ nad krzywa Gaussa.

Definicja 3.4. Ekscesem 7y rozkiadu zmiennej losowej X nazywamy liczbe dang
wzorem

n=p-3. (3.7

Ujemne wartoSci ekscesu odpowiadaja mniejszemu ,,wyostrzeniu" maksiméw
rozktadu w poréwnaniu z rozktadem normalnym, a to oznacza, ze wykres danego
rozkfadu znajduje si¢ pod wykresem rozktadu normalnego. Natomiast dodatnie war-
tosci ekscesu odpowiadaja wickszemu wyostrzeniu, zatem wykres danego rozktadu
jest ponad wykresem rozktadu normalnego. Ze wzoréw (3.6) i (3.7) wynika, ze eks-
ces uogdlnionego rozktadu Poissona z parametrami 6, A wyraza si¢ w nastepujacy
spos6b

1481 +6A7
"= e -2

Oczywiscie zakladajac, ze A = 0 ze wzoru (3.8) otrzymamy warto$¢ ekscesu
dla rozktadu Poissona z parametrem 6.

(3.8)

4. Estymacja parametréw rozktadu

W tym paragrafie, korzystajac z bibliotek HMMpa, GPseqiremotes programu
R [9], wyznaczamy estymatory otrzymane metoda momentéw oraz estymatory
najwickszej wiarogodnosci.

W metodzie momentéw wyznaczamy estymatory z réwnan, ktére facza momenty
teoretyczne z momentami wyznaczonymi z losowej proby proste;.
Niech m; = %éox,- imp = %éo(x,- —my)? oznaczajg odpowiednio $rednig i wa-
riancje z préby (xj,x2,...,%,). Ponadto niech 6* i A* oznaczajg estymatory para-
metrow uogdlnionego rozkladu Poissona wyznaczone metodg momentow.



Wybrane zastosowania uogélnionego rozktadu Poissona 137

Twierdzenie 4.1. Estymatory parametréw 0 i A uogélnionego rozktadu Poissona
wyznaczone metodq momentow wyrazajq sie wzorami

Ar=1—,/—, 4.1)
my
3
0" — /ML (4.2)
my

Dowdéd. Poréwnujac momenty z proby z odpowiednimi momentami teoretycznymi
zmiennej losowej o uogdélnionym rozktadzie Poissona otrzymujemy

0
=— 4.3
m=1_ 4.3)
0
=—. 4.4
"= 4.4)
Z (4.3) wyznaczamy parametr 6
0=m(l—-1). 4.5)
Nastepnie do (4.4) wstawiamy (4.5) kolejno otrzymujac
m
My —
2 (1 —_ )L)z )
m
1-1)7=—
(=22 ="
A=1-, 2
my
Wobec tego estymator parametru A dany jest wzorem
A =1— /= (4.6)

mp

W kolejnym kroku podstawiamy (4.6) do (4.5) kolejno dostajac

O =m(1—-(1-,/—)),
ny

mi
0=mp,/—,
nmy
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3
m

my

0=
Wobec tego estymator parametru 6 dany jest wzorem

3
mj

mp

0" = “.7

O

Metoda najwiekszej wiarygodnoSci
Rozwazmy prébe prosta (xo,x1,x2,...,x;) rozmiaru n o liczebnos$ciach odpo-

k
wiednio (ng,ny,ny,...,n), gdzien =Y, n;, pochodzacg z populacji o uogélnionym

i=0
rozktadzie Poissona. Poniewaz préba pochodzi z uogdlnionego rozktadu Poissona,

to obserwowane wartoSci x; moga by¢ réwne 0,1,2,... k.
Niech G(6,1) =1InL(0,1), gdzie L(0,A) jest funkcjg wiarogodnosci parame-
tréw 0 i A uogdlnionego rozktadu Poissona dang wzorem

k

L(6,7) :H)[PX(O,)L)]"X. (4.8)
Wtedy -
G(6,A) =InL(6,A)
:lnm O+ o]

iln[ 9+X7L) efefle}”*

X

(=]

y [nxln (0 +xA)"' + 1, 1n@ +neIn(e 9—”)—nxln(x!)}

x=

(=]

k k
Z (x—1)In(6 +x1) +anln9+2nx —6 —xA)— ) neln(x)).
=0 x=0

Poniewaz
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wiec
G(e, an x—1)In(6+xA)+nln® —nd — anxl anln (x!). (4.9)
x=0 x=0 x=0
Niech
'y
X=- ini,
niZo
wtedy
G(6,A) =nln6 —nb — n?Lx—l—an —1)In(6 +xA) — anln (x!).  (4.10)
Rézniczkujac (4.10) wzgledem 6, A otrzymujemy
G d
T a—{nlnG—nO—nlx—}—anx—l)ln(@—{—x/"t anln (x! }
x=0 x=0
n —1
“e "t Zn"e A
G d
=94 [nln@—n@ n)Lx—l—);)nx (x—1)In(6 +xA) — anln (x!) }
k
x(x—1)
=-nx+) n
xgb YO +xA
Ostatecznie
G n x—1
= _= 4.11
F an9+ A @10
dG koox(x—1)
- _nx S 4.12
R Y ) “-12)
Nastepnie (4.11) i (4.12) przyréwnujemy do 0 i rozwigzujemy uktad réwnan.
E—n+):n =1 (4.13)
) Yo4+xA '
-1
—nx+an Xal) (4.14)

0+xA
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Mnozymy (4.13) przez 6 i (4.14) przez A

k
x—1

_ T, 4.1
n n9+9}§0n 0T xh 0 (4.15)
AR+ A zk:n =) (4.16)

20+ ’

Dodajac do siebie (4.15) i (4.16) otrzymujemy

6=x(1—2). 4.17)

Rozwiazanie réwnania (4.17) wymaga uzycia zaawansowanych metod optymali-
zacyjnych. W programie R estymatory najwiekszej wiarogodnos§ci mozna wyzna-
czy¢ przy uzyciu funkcji generalized_ poisson_ likelihood() z biblioteki
GPseq.

5. Wybrane zastosowania

Consul [1] na przyktadzie liczby wypadkéw na strzelnicy, liczby wypadkéw
w domu i liczby strajkéw w réznych zaktadach przemystowych pokazat, ze uogélnio-
ny rozktad Poissona lepiej opisuje badana populacje niz inne powszechnie stosowane
rozktady prawdopodobienistwa. W ponizszych przyktadach, wykorzystujac meto-
de momentéw oraz metode najwickszej wiarogodnosci, dopasujemy parametry
uogolnionego rozktadu Poissona do trzech zbioréw danych: liczby wypadkéw na
strzelnicy, liczby strajkéw w zaktadach przemyslowych oraz liczby wypadkéw
w domu, pochodzacych z ksiazki Consula [1]. Jako§¢ dopasowania rozktadéw
zweryfikujemy testem 2.

Test x2 jest najstarszym stosowanym testem zgodnosci, ktéry zostat opracowany
przez Pearsona w 1899 r. Test zgodnosci y? stuzy do weryfikacji hipotezy o zgodno-
$ci rozktadu badanej cechy w prébie z rozktadem w populacji generlanej. Zaktadajac,
ze populacje generalng scharakteryzowano za pomocg zmiennej skokowej, pobiera-
my z tej populacji niezaleznie duza probe o liczebnosci n. Natomiast obserwowane
dane przedstawiamy w postaci szeregu o k wartoSciach x; zmiennej X — badanej
cechy. Kazdej zaobserwowanej w prébie warto$ci x; zmiennej X przypisujemy odpo-
wiednig liczbe obserwacji ny,. .., n; spetniajacych warunek ny +ny + ... +np =n.
W ten sposéb otrzymujemy tzw. rozklad empiryczny badanej cechy. Na podstawie
wynikéw tej proby nalezy zweryfikowaé hipoteze Hy, ze populacja generalna ma
okreslony typ rozktadu. Korzystajac z okres§lonego rozktadu obliczamy prawdopodo-
biefistwa p;, Ze zmienna losowa X o tym rozktadzie przyjmie wartosci nalezace do
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wariantu cechy X o numerze i (i = 1, ... ,k). Nastepnie mnozac p; przez wielkosé
proéby n, otrzymuje si¢ liczebnoSci teoretyczne 71; = np;, ktére powinny wystgpic
w probie, gdyby hipoteza Hy byta prawdziwa. Nastepnie z proby obliczana jest
wartos¢ statystyki x>

2

) e (mi—A)T
X —Ziﬁi =

i=1

(n; —npi)?
1 npi ’

-

k
gdzie k jest liczbg wariantéw cechy X, a liczby p;, spetniaja réwnos¢ ) p; = 1.
i=1
Zaktadajac prawdziwos¢ hipotezy Hy obliczona statystyka ma rozktad y2 z k — 1
stopniami swobody. Dla testu x> obszarem odrzucenia hipotezy Hy jest obszar
krytyczny W=[X127a,k71 ,0), gdzie Xlzi ak—1 Jest kwantylem rzedu 1 — o rozkfadu

%% z k— 1 stopniami swobody.

Przyklad 3.1 Rozwazamy siedem zbioréw danych pochodzacych z ksigzki Consula
[1], znajdujacych sie na stronach 116 i 117. Kazdy z tych zbioréw zawiera liczbe
wypadkow na strzelnicy w zaleznoSci od wieku badanych mezczyzn. Korzystajac
z ponizszego skryptu programu R

y <= ¢(0, 1, 2, 3, 4)

ni <- ¢(80,56,30,4,0)

n <- sum( ni)

d <= e(rep(y[11.ni[1]).rep(y[2].ni[2]),rep(y[3],ni[3]),
rep(y[4],ni[4]),rep(y[5],ni[5]))

tl <- mean(d)

pl <- c(dpois(y[1],tl),dpois(y[2],tl),dpois(y[3].,tl),
dpois(y[4],t1l),dpois(y[5],tl))

tt <— chisq.test(x=ni,p=pl,rescale.p = T)

if (tt$p.value >0.05) {wn <- ’cecha ma,rozklad
Poissona’} else {wn <- ’cecha_nie_ma rozkladu, Poissona’}

wyznaczamy estymator parametru rozkadu Poissona oraz sprawdzamy, czy badana
cecha ma rozktad Poissona.

Korzystajac z ponizszego skryptu programu R, wyznaczamy estymatory 0% i 1*
uogdlnionego rozkladu Poissona otrzymane metodg momentéw (MM).

ml <- mean(d)

m2 <— mean(d”2)

t3 <- sqrt(ml”"3/m2)
13 <= I-sqrt(ml/m2)
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p3 <- c(dgenpois(y[1],t3,13), dgenpois(y[2],t3,13),
dgenpois(y[3],t3,13), dgenpois(y[4],t3,13), dgenpois(y[5],
3,13)) tt <— chisq.test(x=ni,p=p3,rescale.p = T)
if (tt$p.value >0.05) {wn <- ’cecha_ ma,uogolniony
rozklad Poissona’} else {wn <- ’cecha nie_ma
uogolnionego rozkladu ,Poissona’}

Natomiast korzystajac z ponizszego skryptu programu R, wyznaczamy estymatory 6
i A uogdlnionego rozktadu Poissona otrzymane metodg najwickszej wiarygodnosci
(MNW).

out <- generalized_poisson_likelihood (d)

t <- out$theta

1 <— out$lambda

p2 <- c(dgenpois(y[1l],t,1), dgenpois(y[2],t,]),
dgenpois(y[3],t,1), dgenpois(y[4],t,]1),
dgenpois(y[5],t,1))

tt <— chisq.test(x=ni,p=p2,rescale.p = T)

if (tt$p.value >0.05) {wn <- ’cecha ma uogolniony
rozklad Poissona’} else {wn <- ’cecha_nie_ma
uogolnionego rozkladu ,Poissona’}

Analizujac wyniki otrzymane powyzszym skryptem i zestawione w tabelach
9-12 (patrz s. 144-146) mozemy stwierdzi¢, ze sposrdd trzech grup wiekowych naj-
wicksza wartos¢ 6 ma grupa wiekowa 21-25 lat, co oznacza, Ze jest ona najbardziej
podatna na wypadki. Ujemna warto$¢ A= —0,06 §wiadczy o tym, ze podejmuja
oni Wysﬂek aby unika¢ wypadkéw. Niestety nie przynosi to efektéw. Najmniejsza
warto$¢ O ma grupa wiekowa 26-30 lat i wynosi = 0,61. Oznacza to, ze ta grupa
wiekowa jest najmniej podatna na wypadki. Moze to wynikac z faktu podejmo-
wanego wysitku, w celu ich unikania, czego dowodem jest ujemna A= —0,07.
Grupa wiekowa 31-35 lat jest bardziej podatna na wypadki niz grupa wiekowa
26-30 lat, poniewaz ma od nich wigksza warto$¢ 6 = 0,66. Warto jednak zaznaczy¢,
ze podejmujg oni wysifek, aby unikac tych wypadkow czego dowodem jest ujemna
warto$é A = —0,13. W poréwnaniu z wartoS§ciami 6 dla trzech grup wiekowych
warto$¢ 0 wystepujgca w tabeli 12 wydaje si¢ o wiele wicksza. Wynika to stad, ze
dane dotyczg okresu 5 lat. Dzielac 6 przez 5, otrzymujemy Srednig warto$¢ 0,25,
ktéra wskazuje, ze do§wiadczenie zmniejsza prawdopodobiefistwo wystepowania
wypadkow.

Zauwazmy jeszcze, ze wartosci estymatora A w tabelach 13-15 (patrzs. 146-147)
sg dodatnie dla wszystkich trzech przedzialéw czasowych. Po podzieleniu A przez
liczbe lat, odpowiednio 6, 5i 11, wartosci te wynosza 0,02, 0,019, 0,016, ktére sg
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prawie rowne i dodatnie. Moze to oznaczac, ze wsrod badanych mezczyzn istnieje
wieksza tendencja do zgtaszania wypadkéw na strzelnicy, i ze ta tendencja wzrasta
wraz z doSwiadczeniem, jakie nabywaja oni w strzelaniu. Dzielac wartoSci 6
odpowiednio przez 6, 5 i 11, otrzymujemy 0,18, 0,17, 0,16. Wynika stad, ze
czestos¢ wystepowania wypadkow jest znacznie mniejsza dla os6b do§wiadczonych
i maleje wraz ze wzrostem do§wiadczenia.

Mozemy zaobserwowac, ze liczb¢ wypadkéw na strzelnicy dobrze opisuje za-
réwno rozktad Poissona, jak i uogélniony rozktad Poissona z parametrami estymo-
wanymi metoda najwigkszej wiarygodnosci. Te obserwacje zweryfikujemy testem
zgodnosci x°.

W tym celu stawiamy hipotezy.

Hj : Badana liczba wypadkéw na strzelnicy dla grupy wiekowej 21-25 lat

ma rozklad Poissona z paramterem 0,75.

H, : Badana liczba wypadkéw na strzelnicy dla grupy wiekowej 21-25 lat

ma rozktad inny niz rozktad Poissona z paramterem 0,75.

Wartos¢ statystyki x> w tabeli 9 (patrz s. 144) zostala wyznaczona za pomoca
funkcji chisq.test programu R. Przyjmujemy poziom istotnosci réwny 0,05. Do
obliczenia wartoSci krytycznej uzyjemy funkcji gchisq. W rozwazanym przypadku
otrzymujemy y% = 4,23 )(39574 =9,488. Zatem obszar krytyczny W = [9,488; )
i x> ¢ W. Stad nie ma podstaw do odrzucenia hipotezy Hy i na poziomie istotnosci
0.05 mozemy przyjaé, ze rozklad Poissona z parametrem 0,75 dobrze opisuje liczbe
wypadkéw na strzelnicy dla grupy wiekowej 21-25 lat.

Nastepnie formutujemy hipotezy dla uogélnionego rozktadu Poissona z parametrami
estymowanymi metodg momentow.

Hj : Badana liczba wypadkéw na strzelnicy dla grupy wiekowej 21-25 lat
ma rozktad GP(0,58, 0,22).

H, : Badana liczba wypadkéw na strzelnicy dla grupy wiekowej 21-25 lat
ma rozktad inny niz GP(0,58, 0,22).

W tym przypadku otrzymujemy x? = 17,24 i W = [9,488; o). Poniewaz x> € W,
wiec odrzucamy hipoteze Hy. Stad wynika, ze na poziomie istotnoSci & = 0,05
mozemy twierdzié, ze rozktad GP(0, 58, 0,22) nie jest dobrze dopasowany do liczby
wypadkéw na strzelnicy dla grupy wiekowej 21-25 lat.
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Tabela 9. Zestawienie obserwowanej i teoretycznej liczby wypadkéw na strzelnicy
dla grupy wiekowej 21-25 lat

Wartos$ci teoretyczne
Wypadki Obserwacje | rozktad Poissona GP - MM GP - MNW
0 80 80 95 76
1 56 60 38 65
2 30 23 17 23
3 4 6 9 5
4 0 1 5 1
Wartosci 0" =0,75 0* =0,58 6=0,79
estymatoréw - A*=0,22 A =-0,06
x° 4,23 17,24 3,93
w [9,488; oo) [9,488; oo) [9,488; o)
Hy Nie ma podstaw ~ Odrzucamy  Nie ma podstaw
do odrzucenia do odrzucenia

Zrédto: Opracowanie wiasne

Dalej stawiamy hipotezy dla uogélnionego rozktadu Poissona z parametrami
estymowanymi metoda najwickszej wiarogodnosci.

Hj : Badana liczba wypadkéw na strzelnicy dla grupy wiekowej 21-25 lat
ma rozktad GP(0,79, -0,06).

H, : Badana liczba wypadkéw na strzelnicy dla grupy wiekowej 21-25 lat
ma rozklad inny niz rozktad GP(0,79, -0.06).

Dostajemy x> = 3,931 W = [9,488; o). Poniewaz x> ¢ W, wiec nie mamy podstaw
do odrzucenia hipotezy Hy. Na poziomie istotnosSci o = 0,05 mozemy przyjac,
ze rozktad GP(0,79,—0,06) dobrze opisuje liczbe wypadkéw na strzelnicy dla
grupy wiekowej 21-25 lat. Dla pozostatych grup wiekowych postepujemy w sposob
analogiczny, a wyniki zestawione sg w tabelach 10-12 (patrz s. 145-146).

Wartosci statystyki testowej oraz obszary krytyczne przedstawione w tabelach
10-12 $§wiadczg o tym, ze wraz ze wzrostem do§wiadczenia liczbe wypadkéw na
strzelnicy dla grupy wiekowej 2630 lat, 31-35 lat oraz dla grupy osé6b z 5-letnim
do$wiadczeniem lepiej opisuje uogdlniony rozktad Poissona z parametrami estymo-
wanymi metoda najwiekszej wiarogodnos$ci niz rozktad Poissona.

W sposéb analogiczny postepujemy w przypadku liczby wypadkéw wsréd 122
doswiadczonych mezczyzn, w latach 1937-1942, 1943-1947 i 1937-1947.
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Tabela 10. Zestawienie obserwowanej i teoretycznej liczby wypadkéw na strzelnicy
dla grupy wiekowej 26-30 lat

Wartosci teoretyczne
Wypadki Obserwacje | rozklad Poissona ~ GP - MM GP - MNW
0 121 128 141 123
1 85 73 48 81
2 19 21 20 21
3 1 4 9 3
4 1 1 5 0
Wartosci 6% =0,57 0*=0,48 0=0,61
estymatoréw - A*=0,16 A =-0,07
x’ 5,01 21,44 5.7
w [9,488; ) [9,488; ) [7,815; )
Hy Nie ma podstaw ~ Odrzucamy Nie ma podstaw
do odrzucenia do odrzucenia
Zrédto: Opracowanie wiasne
Tabela 11. Zestawienie obserwowanej i teoretycznej liczby wypadkow na strzelnicy
dla grupy wiekowej 31-35 lat
Wartosci teoretyczne
Wypadki Obserwacje | rozktad Poissona ~ GP - MM GP - MNW
0 80 87 94 80
1 61 50 35 60
2 13 15 14 13
3 1 3 6 1
4 0 0 3 0
Wartosci 0" =0,58 0*=0,5 6 =0,66
estymatoréw - A*=0,14 1= -0,13
X 4,54 16,07 0.05
w [7,815; ) [9,488; ) [7,815; o)
Hy Nie ma podstaw  Odrzucamy Nie ma podstaw
do odrzucenia do odrzucenia

Zrédto: Opracowanie wlasne

Liczbe wypadkéw wsréd 122 doswiadczonych mezczyzn w latach 1937-1942
dobrze opisuje zaréwno rozklad Poissona, jak i uogélniony rozklad Poissona z para-
metrami estymowanymi metoda najwickszej wiarogodnosci. Potwierdzajg to wyniki
testu zgodnosci x2 zestawione w tabeli 13 (patrz s. 146), gdyz dla rozktadu Po-
issona z parametrem 1,27 oraz dla rozktadu GP(1,12, 0,12) statystyka x> ¢ W.
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Przedstawiona w tym przyktadzie analiza liczby wypadkdéw na strzelnicy wskazuje,
ze uogdlniony rozktad Poissona lepiej opisuje rozklad liczby wypadkéw wsréd
mezcezyzn z wickszym do§wiadczeniem strzeleckim.

Tabela 12. Zestawienie obserwowanej i teoretycznej liczby wypadkéw na strzelnicy
dla grupy os6b z S5-letnim do$wiadczeniem

Wartos$ci teoretyczne
Wypadki Obserwacje | rozktad Poissona ~ GP - MM GP - MNW
0 54 49 78 51
1 60 64 44 63
2 36 42 24 40
3 21 18 14 18
4 11 6 8 7
Wartosci 6" =1,31 6*=0,85 6=1,26
estymatoréw - A*=0,35 1 =0,04
x° 5,99 18,63 3,99
%4 [7,815; ) [9,488; o) [9,488; o)
Hy Nie ma podstaw  Odrzucamy Nie ma podstaw
do odrzucenia do odrzucenia

Zrédto: Opracowanie wiasne

Tabela 13. Zestawienie obserwowanej i teoretycznej liczby wypadkéw wsrod
122 doswiadczonych mezczyzn w latach 1937-1942

WartoSci teoretyczne
Wypadki Obserwacje | rozktad Poissona ~ GP - MM GP - MNW
0 40 34 55 40
1 39 44 27 39
2 26 28 15 24
3 8 12 9 11
4 6 4 5 5
5 2 1 3 3
6 1 0 3 2
Wartosci 0" =1,27 0*=0,79 0=1,12
estymatoréw - A*=0,37 1= 0,12
X 8,48 14,57 2,07
w [11,071; o) [12,593; ) [12,593; o)
Hy Nie ma podstaw ~ Odrzucamy Nie ma podstaw
do odrzucenia do odrzucenia
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Tabela 14. Zestawienie obserwowanej i teoretycznej liczby wypadkéw wsrod

122 doswiadczonych mezczyzn w latach 1943-1947

Wartos$ci teoretyczne
Wypadki Obserwacje | rozkiad Poissona ~ GP - MM GP - MNW
0 50 46 64 51
1 43 45 25 40
2 17 22 13 20
3 9 7 7 8
4 2 2 4 3
5 0 0 3 3
6 1 0 2 2
Wartosci 0" =0,97 0* =0,65 06 =0,87
estymatoréw - A*=0,33 1= 0,1
x° 19,35 13,1 2,77
w [9,488; ) [12,593; o) [12,593; o)
Hy Odrzucamy Odrzucamy Nie ma podstaw
do odrzucenia

Zrédto: Opracowanie wlasne

Tabela 15. Zestawienie obserwowanej i teoretycznej liczby wypadkow wsrod

122 dos$wiadczonych mezczyzn w latach 1937-1947

Wartosci teoretyczne
Wypadki Obserwacje | rozktad Poissona ~ GP - MM GP - MNW
0 21 14 39 20
1 31 30 29 30
2 26 33 19 27
3 19 24 12 19
4 7 13 8 12
5 9 6 5 5
6 9 2 2 3
Warto$ci 6*=2,19 6*=1,15 0=1,79
estymatorow - A*=0,47 1= 0,18
x° 33,7 37,08 11,86
w [12,593; ) [12,593; ) [12,593; o)
Hy Odrzucamy Odrzucamy Nie ma podstaw
do odrzucenia

Zrédto: Opracowanie wlasne
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Przyklad 3.2 Badamy liczbe strajkéw w czterotygodniowych okresach w 4 wio-
dacych gateziach przemystu Wielkiej Brytanii w latach 1948 —1949. Dane pochodza
z ksigzki Consula [1] ze strony 120. Postepujac analogicznie jak w Przykfadzie 3.1,
otrzymane wyniki weryfikujemy testem zgodnosci ) i prezentujemy je w tabeli 16.

Wartos$¢ parametru o opisuje wielkos$¢ wskaznika ryzyka strajku w galezi prze-
mystu. Dodatnia warto$¢ A oznacza mozliwos¢ wystapienia strajku pracownikow.
Mozemy wigc zaobserwowacé, ze pracownicy przemystu weglowego podejmujg
najwickszy wysifek, by strajkowad, ale nie strajkujg, chociaz szanse na strajk w tej
branzy sg bardzo duze i wynosza 6 = 1, 14. Podobnie pracownicy przemystu samo-
chodowego podejmuja bardzo duzy wysilek, gdyz A= 0,14, by strajkowac i strajkuja
mimo Ze ich szanse na strajk nie sa najwigksze. Chociaz pracownicy przemystu
stoczniowego podejmuja wysitek by strajkowac, to szansa na strajk w tej branzy
jest najmniejsza, bo 6 = 0, 3. Wigksza szans¢ na strajk majg pracownicy transportu,
prawdopodobnie dlatego, ze podejmuja w tym celu wickszy wysitek.

Mozliwo$¢ wystapienia strajku w przemysle weglowym moze by¢ opisana tylko
uog6lnionym rozkfadem Poissona z parametrami estymowanymi metoda najwigkszej
wiarygodnosci. Na podstawie wartosci statystyki testowej x> = 4, 54 oraz obszaru
krytycznego W = [9,488; o) zamieszczonych w tabeli 16 mozemy stwierdzié, ze
na poziomie istotnosci 0, 05 liczba strajkéw wystepujacych w przemy§le weglowym
ma rozktad GP(1,14, —0,15).

Tabela 16. Zestawienie obserwowanej i teoretycznej liczby strajkéw
w przemysle weglowym w 11-letnim okresie

Wartosci teoretyczne
Ogniska Obserwacje | rozktad Poissona ~ GP - MM GP - MNW
0 46 58 73 50
1 76 57 40 66
2 24 29 20 32
3 9 9 10 7
4 1 2 5 1
Wartosci 0*=0,99 0*=0,75 6=1,14
estymatoréw - A*=0,24 1= -0,15
x° 9,9 36,64 4,54
w [9,488; ) [9,488; ) [9,488; o)
Hy Odrzucamy Odrzucamy Nie ma podstaw
do odrzucenia

Zrédto: Opracowanie wlasne

Wyniki testu zgodnosci y? zestawione w tabelach 17-19 (patrz s. 149-150)
wskazuja na to, ze ogélniony rozktad Poissona z parametrami estymowanymi metoda
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momentow oraz metoda najwickszej wiarogodno$ci dobrze opisuje rozktad liczby
strajkéw w przemysle samochodowym, stoczniowym i transportowym.

Tabela 17. Zestawienie obserwowanej i teoretycznej liczby strajkow
w przemysle samochodowym w 11-letnim okresie

Wartosci teoretyczne
Ogniska Obserwacje | rozktad Poissona GP - MM GP - MNW
0 110 104 114 110
1 33 42 16 33
2 9 9 7 9
3 3 1 4 3
4 1 0 3 1
WartoSci 6*=0,41 6*=0,31 6 =0,35
estymatoréw - A*=0,24 A =0,14
x° 11,58 1,18 0,19
W [7,815; o) [9,488; ) [9,488; o)
Hy Odrzucamy Nie ma podstaw  Nie ma podstaw
do odrzucenia do odrzucenia

Zrédto: Opracowanie wlasne

Tabela 18. Zestawienie obserwowanej i teoretycznej liczby strajkéw
w przemysle stoczniowym w 11-letnim okresie

Wartosci teoretyczne
Ogniska Obserwacje | rozktad Poissona GP - MM GP - MNW
0 117 112 120 117
1 29 37 14 30
2 9 6 6 7
3 0 1 3 2
4 1 0 2 0
Wartosci 0" =0,33 6* =0,26 6=0,3
estymatoréw - A*=0,21 1=0,11
x° 20,69 3,47 3,32
w [7,815; o) [9,488; ) [7,815; o)
Hy Odrzucamy Nie ma podstaw  Nie ma podstaw
do odrzucenia do odrzucenia

Zrédto: Opracowani

e wlasne

Z powyzszych rozwazana wynika, ze w liczbe strajkow w czterech gtéwnych

galeziach przemystu Wielkiej Brytanii w latach 1948—1949 mozna dobrze opisaé
uogdlnionym rozktadem Poissona.



150 W. Wilczewska

Tabela 19. Zestawienie obserwowanej i teoretycznej liczby strajkéw
w przemysle transportowym w 11-letnim okresie

Wartos$ci teoretyczne
Ogniska Obserwacje | rozktad Poissona GP - MM GP - MNW
0 114 111 119 115
1 35 38 15 32
2 4 6 6 7
3 2 1 3 2
4 1 0 2 0
Wartosci 0" =0,34 0* =0,27 6 =0,31
estymatoréw - A*=0,21 2 =0,09
x° 17.7 4.94 3.18
w [7,815; ) [9,488; ) [7,815; )
Hy Odrzucamy Nie ma podstaw  Nie ma podstaw
do odrzucenia do odrzucenia

Zrédto: Opracowanie wiasne

Przyklad 3.3 Badamy liczbg wypadkéw w domu wsrdd 122 mezczyzn w okresie
11-letnim. Dane pochodzg z ksigzki Consula [1] ze strony 119. Analizujac wartosci
estymatoréw 0 i 2, przedstaw1one w tabelach 20-22 (patrz s. 151-152), widzimy,
ze zaréwno warto$é 6, jak i wartos¢é 2 jest dodatnia dla wszystkich trzech okreséw.
Dzielagc oszacowane wartoSci 6il przez liczbg lat 6,5, 11 otrzymujemy Srednie
wartosci 0 dla kazdego okresu wynoszace odpowiednio 0,08, 0,07, 0,07. Wyniki
te pokazuja, ze Sredni wspétczynnik wypadkéw w domu nieznacznie spada wraz
z nabywanym do§wiadczeniem zyciowym. W podobny sposéb, dzielac oszacowane
warto$ci A przez 6,51 11 lat, otrzymujemy 0,01, 0,05, 0,02, a to oznacza, ze osoby
badane maja tendencj¢ do zglaszania wypadkéw wystepujacych w domu, ktéra
ro$nie wraz z ich do§wiadczeniem.

Postgpujac analogicznie, jak w przykladzie 3.1 i 3.2, formutujemy hipotezy,
a nastepnie weryfikujemy je testem zgodnosci 2. Otrzymane wyniki prezentujemy
w tabeli 20. Wartosci statystyki testowej oraz obszary krytyczne przedstawione
w tabeli 20, gdzie w kazdym przypadku warto$¢ statystki testowej nie nalezy do
obszaru krytycznego, potwierdzaja, ze wszystkie trzy rozwazane rozktady dobrze
opisuja liczbe wypadkéw w domu w okresie 1937-1942.

Wyniki testu zgodnosci 2, zestawione w tabelach 21 i 22 (patrz s. 152), wykazu-
ja, ze uogdlniony rozktad Poissona z parametrami otrzymanymi metoda momentow
oraz metoda najwickszej wiarygodnosci dobrze opisuje rozktad liczby wypadkéw
wystepujacych w domu okresach 1943-1947 i 1937-1947. Mamy bowiem dla
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GP(0,32, 0.3) 2 =3,52i W = [11,071; o) oraz dla GP(0,34, 0,26) x> = 3,69
i W =[11,071; ), wiec w obu przypadkach x> ¢ W.

Tabela 20. Zestawienie obserwowanej i teoretycznej liczby wypadkow w domu
w okresie 1937-1942

Wartosci teoretyczne
Wypadki Obserwacje | rozktad Poissona GP - MM GP - MNW
0 73 71 80 73
1 36 38 20 35
2 10 10 9 10
3 2 2 5 2
4 1 0 3 0
5 0 0 2 2
Wartosci 0" =0,54 0" =0,42 6 =0,51
estymatoréw - A*=0,23 2 =0,06
x’ 2,46 5 1,14
w [7,815; o) [11,071; o) [9,488; )
Hy Nie ma podstaw  Nie ma podstaw Nie ma podstaw
do odrzucenia do odrzucenia do odrzucenia

Zrédto: Opracowanie wlasne

Tabela 21. Zestawienie obserwowanej i teoretycznej liczby wypadkéw w domu
w okresie 1943-1947

Wartos$ci teoretyczne
Wypadki Obserwacje | rozktad Poissona GP - MM GP - MNW
0 88 77 88 87
1 18 35 11 23
2 11 8 5 8
3 4 1 3 3
4 1 0 2 1
5 0 0 1 1
Wartosci 0* =0,46 6*=0,32 6=0,34
estymatoréw - A*=0,3 1=0,26
x° 22,39 3,52 3,69
w [7,815; o) [11,071; o) [11,071; )
Hy Odrzucamy Nie ma podstaw  Nie ma podstaw
do odrzucenia do odrzucenia
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Tabela 22. Zestawienie obserwowanej i teoretycznej liczby wypadkéw w domu
w okresie 1937-1947

Wartos$ci teoretyczne
Wypadki Obserwacje | rozktad Poissona GP - MM GP - MNW
0 58 46 66 57
1 34 45 22 34
2 14 22 11 17
3 8 7 6 8
4 6 2 4 3
5 2 0 3 3
Wartosci 0*=0,98 6* =0,61 6=0,76
estymatoréw - A*=0,38 1=0,23
x° 26,8 4,18 2,43
W [9,488; o) [11,071; o) [11,071; o)
Hy Odrzucamy Nie ma podstaw  Nie ma podstaw
do odrzucenia do odrzucenia

Zrédto: Opracowanie wlasne

Podsumowanie

Uogo6lniony rozktad Poissona moze by¢ z powodzeniem stosowany w analizie
populacji, w ktdérej zauwaza si¢ duze réznice pomiedzy wartoscig Srednig a wa-
riancja, co przejawia si¢ miedzy innymi w asymetrii zbioru danych. Przeprowa-
dzona analiza oraz przytoczone przyktady pozwalajg stwierdzié, ze uogélniony
rozktad Poissona dobrze opisuje obserwacje, w ktérych zauwaza si¢ lewostronng
lub prawostronng asymetri¢ rozktadu z jednoczesnym znacznym splaszczeniem
lub wyostrzeniem maksimum. W przypadku, gdy obserwacje wykazuja lewostron-
ng asymetri¢ i wyostrzenie maksimum, rekomenduje si¢ dobranie parametréw
0 > 01 A z przedziatu (—1,—0,5). Natomiast, gdy obserwacje wykazujg prawo-
stronng asymetri¢ i wyostrzenie maksimum proponuje si¢ dobranie parametréw
0 > 0i A z przedzialu (—0,5,1). Jezeli obserwacje przedstawiajg znaczne splasz-
czenie maksimum i rozktad jest platykurtyczny poleca si¢ wybranie parametru

2 V10 2 V10
A€ (— z——,—5+t T) W przypadku, gdy obserwacje przedstawiaja

3 6 3
wyostrzenie maksimum i rozktad jest leptokurtyczny rekomenduje si¢ wybranie

2 V10

parametru A € (— 3 + 5 1). Parametr A =~ —0, 58, proponuje si¢ uzy¢, gdy
maksimum wykresu funkcji prawdopodobienstwa uogdélnionego rozktadu Poissona

ma by¢ najmniejsze.
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