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Przedmowa

Wspdlczesna matematyka, bedaca fundamentem wielu dziedzin nauki i technologii,
odgrywa kluczowa rol¢ w rozwigzywaniu probleméw, zaréwno teoretycznych, jak
i praktycznych. Wsréd jej r6znorodnych gatezi, teoria graféw i teoria prawdopo-
dobieristwa zajmuja szczegdlne miejsce, oferujac narzedzia i metody przydatne
do analizy skomplikowanych systeméw i proceséw. Niniejsza monografia, bedaca
kolejnym, czwartym tomem serii Matematyczne Miscellanea, ma na celu przedsta-
wienie kilku nowoczesnych narzedzi z tych dwéch dynamicznie rozwijajacych sie
dziedzin oraz ukazanie ich zastosowan w réznych obszarach.

Teoria graféw umozliwia modelowanie i analize relacji oraz powigzafi miedzy
réznymi obiektami. Dzigki swojej uniwersalnosci, znalazta ona szerokie zasto-
sowanie w informatyce, biologii, logistyce, a takze w analizie sieci spotecznych
i telekomunikacyjnych. Grafy pozwalaja na reprezentowanie i zrozumienie ztozo-
nych struktur, takich jak sieci komputerowe, systemy transportowe czy interakcje
biatek w komérkach. Do modelowania jeszcze bardziej ztozonych zaleznosci i relacji
uzywa si¢ hipergraféw, ktére sg uogélnieniem klasycznych graféw.

Z kolei teoria prawdopodobienistwa dostarcza narzedzi do modelowania i analizy
zjawisk losowych, co jest nieodzowne w kontekscie niepewnos$ci i zmiennoSci
rzeczywistoSci. Jej zastosowania obejmuja szeroki wachlarz dziedzin, od statystyki
i ekonomii, przez fizyke i inzynieri¢, az po biologi¢ i medycyne. Dzigki teorii
prawdopodobieristwa mozliwe jest przewidywanie przyszlych zdarzen, ocena ry-
zyka oraz optymalizacja proceséw w warunkach niepewnosci. Teoria ta pozwala
prognozowac niezawodnosci urzadzefi technicznych, rozwéj zjawisk gospodarczych,
w tym przewidywac zachowania rynkéw finansowych, modelowac¢ oczekiwane straty
i ryzyka kredytowe.

W pierwszym rozdziale zaprezentowano hipergrafy mieszane, jedna z nowszych
struktur zdefiniowang w celu modelowania ztozonych zaleznosci miedzy obiektami.
Po krétkiej prezentacji poje¢ dotyczacych klasycznych graféw i hipergraféw, zdefi-
niowano hipergraf mieszany, jego kolorowanie oraz przedstawiono dwa podejscia do
tak zdefiniowanego kolorowania. Jednym z nich jest algorytm rozdzielania-$ciagania,
a drugim uzycie programowania catkowitoliczbowego. W dalszej czesci rozdziatu
przedstawiono konkretne wykorzystanie kolorowania hipergrafu mieszanego przy
wykonywaniu zapytari do bazy danych.

Drugi rozdzial zawiera krétki opis czterech algorytméw grafowych, od najbar-
dziej klasycznego algorytmu Dijkstry, przez algorytm genetyczny, po najnowsze
specjalistyczne algorytmy ciecia petla po petli i wiszacych ogrodéw. Opisano, jak
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mozna wykorzystaé te algorytmy w modelowaniu zintegrowanego systemu miejskiej
gospodarki wodne;j.

Trzeci rozdziat dotyczy zastosowania narzedzi teorii graféw do opracowania
procesu realizacji r6znego rodzaju projektow. Przedstawiono trzy metody grafowe
stosowane w tym kontekscie, sg to: CPM (critical path method), PERT (program
evaluation and review technique) oraz GERT (graphical evaluation and review
technique). Wsp6lng cechg tych metod jest podzial projektu na wiele dobrze zde-
finiowanych i nienaktadajacych si¢ na siebie pojedynczych zadan oraz szerego-
wania ich w odpowiedniej kolejnosci z uwzglednieniem czaséw ich wykonania.
Najprostszg z nich jest najbardziej znana deterministyczna metoda CPM, w ktdrej
z gory okresSlona jest struktura calego przedsiewzigcia. Bardziej ogélna jest metoda
PERT, w ktérej uwzglednia si¢ mozliwo$¢ losowej zmiany czasu wykonania zadar
w pewnym zakresie. Najbardziej zaawansowana jest metoda GERT, gdyz pozwala
réwniez na dynamiczng zmiang struktury w zaleznoS$ci od losowo wystepujacych
czynnikéw. Metody te poréwnano na przyktadzie opracowania harmonogramu
realizacji konkretnego projektu budowlanego.

Czwarty rozdzial stanowi wprowadzenie do przestrzeni podliniowej wartosci
oczekiwanej. Jest to nowe narzedzie powstate w odpowiedzi na fakt, ze klasycz-
ne modele prawdopodobienistwa moga okazac si¢ niewystarczajace w warunkach
niepewnoSci prawdopodobieristwa. Wiele zjawisk zachodzi w takich warunkach,
a modele budowane przy uzyciu liniowej i addytywnej warto$ci oczekiwanej ich
nie uwzgledniaja. Prawdopodobienistwa nieaddytywne i nieaddytywne wartoSci
oczekiwane lepiej nadaja si¢ do opisu takich zjawisk. W ostatnich latach teoria
i metodologia nieliniowosci zostaly dobrze rozwinigte i spotkaty si¢ z duzym za-
interesowaniem w niektérych dziedzinach, takich jak finanse czy pomiar i kon-
trola ryzyka. Model matematyczny podliniowej przestrzeni wartosci oczekiwanej
wprowadzit w 2010 roku do literatury Peng jako naturalne rozszerzenie klasycznej
liniowej przestrzeni, dostarczajac tym samym nowych narzedzi do modelowania
zjawisk zachodzacych w warunkach niepewnosci. Konstrukcja tej przestrzeni opiera
si¢ na zalozeniu, ze warto$¢ oczekiwana E nie jest funkcjonatem liniowym, lecz
podliniowym. Konsekwencja tego rozszerzenia jest konieczno$¢ przedefiniowania
podstawowych pojeé, znanych z klasycznej przestrzeni prawdopodobienistwa, w taki
sposéb, aby spetniaty one rownowazne role w nowej rozszerzonej przestrzeni. Nale-
73 do nich miedzy innymi: warto$¢ §rednia, wariancja, rozktad zmiennej losowej,
prawdopodobienistwo, niezalezno$¢ zmiennych losowych, ale takze nowa wersja
prawa wielkich liczb czy centralnego twierdzenia granicznego. Pojecia takie jak
mocna i staba zbiezno$¢ zyskuja w niej nowe interpretacije.

W piatym rozdziale szeroko opisano ciagta procedure aproksymacji stochastycz-
nej w §rodowisku pétmarkowowskim. Procedura aproksymacji stochastycznej (PAS)
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stanowi podstawe teoretyczng optymalizacji konstrukcji ciggu zbieznego do punktu
réwnowagi w warunkach skomplikowanych wptywow Srodowiska zewnetrznego na
funkcje regresji albo wplywdéw na uktad stochastyczny. GIéwnym problemem doty-
czacym PAS jest jej zbiezno$¢ przy wykorzystaniu jak najmniejszej ilosci informacji
o funkcji regresji oraz charakterystyk tej funkcji w punkcie obserwacji. Ponadto
jednym z najwazniejszych zadan ogdlnej teorii uktadéw ewolucyjnych w §rodowisku
stochastycznym jest znalezienie warunkdw stabilnos$ci takich uktadéw. W tym roz-
dziale zaprezentowano zastosowanie algorytmow fazowego usrednienia procesow
pétmarkowowskich, a takze algorytméw dyfuzyjnego przyblizenia stochastycznych
ewolucji, ktére sa wykorzystywane przez metody martyngatowe we wspétczesnej
teorii proces6w losowych.

Sz6sty, ostatni rozdzial monografii prezentuje, w jaki spos6b mozna potaczyé
teori¢ grafow i rachunek prawdopodobienstwa w celu opisu tworzenia si¢ i rozwoju
sieci zlozonej o specjalnych wtasnoSciach. Prekursorami takiego podejscia byli
Erdds i Rényi, wegierscy naukowcey, ktérzy zdefiniowali graf losowy. Jednak wiele
sieci wystepujacych w rzeczywistosci nie moze by¢ opisanych z uzyciem ich modelu.
W rozdziale przedstawiono model Bianconi—Barabdasiego, bedacy uogdlnieniem
bardziej znanego modelu Barabésiego—Albert. Zasada preferencyjnego dotaczania
wierzcholkéw zostata w nim rozszerzona o parametr réznorodno$ci adaptacyjnej
opisujacy atrakcyjno$¢ wezta w sieci. Umozliwia to indywidualizacje traktowania
poszczegdlnych weztéw w kontekscie ich oddziatywania na calg siec.

Mamy nadziej¢, ze monografia ta stanie si¢ Zrédtem wiedzy i inspiracji zar6wno
dla studentéw, jak i dla naukowcéw oraz praktykéw zainteresowanych zastosowa-
niami matematyki, w szczegdélnosci teorii graféw i prawdopodobieristwa, w r6znych
dziedzinach.

Redaktor
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Kolorowanie hipergrafé6w mieszanych

Streszczenie
W rozdziale opisano wybrane pojecia teorii graféw, teorii hipergraféw oraz najwazniej-
sze wlasnoSci hipergraféw mieszanych. Przedstawiono algorytm kolorowania hipergraféw
mieszanych oraz modelowanie kolorowania hipergraféw mieszanych za pomoca programo-
wania catkowitoliczbowego. Wyznaczono wielomian chromatyczny, dolng oraz gérna liczbe
chromatyczng dla przyktadéw hipergraféw mieszanych modelujacych wybrane problemy.

Stowa kluczowe: hipergrafy mieszane, kolorowanie hipergrafow mieszanych

Abstract

In the chapter, selected terms from graph theory, hypergraph theory and the most important
properties of mixed hypergraphs are described. The coloring algorithm for mixed hypergraphs
and modelling of mixed hypergraphs coloring with the use of integer programming are
introduced. The chromatic polynomial as well as the lower and upper chromatic numbers are
calculated for examples of mixed hypergraphs which model selected problems.

Keywords: mixed hypergraphs, mixed hypergraphs coloring

Wstep

Tematem niniejszego rozdziatu sa hipergrafy mieszane powstate w latach 90. XX
wieku. Sg one mocno zwigzane z kolorowaniem graféw. Méwiac o hipergrafach
mieszanych nie sposéb nie wspomnie¢ o F. Guthrie, ktory jest twdrca hipotezy
o czterech kolorach, ktéra obecnie jest juz twierdzeniem o czterech kolorach.
Twierdzenie to dotyczy zagadnienia kolorowania dowolnej mapy geograficznej za
pomocg czterech koloréw tak, aby kraje graniczace ze sobg nie posiadaty tego
samego koloru.

Rozwdj badan na temat graféw i ich kolorowania pozwolil na wprowadzenie
uogdlnienia pojecia grafu — hipergrafu. Najwazniejsze pojecia zwigzane z teorig
graféw oraz teorig hipergraféw zostaly opisane w 1973 roku przez C. Berge w pracy
o tytule Grafy i hipergrafy [2]. Ponad 20 lat pdZniej zdefiniowano pojecie anty-
krawedzi (obecnie C-krawedzi) oraz hipergrafu mieszanego. Hipergrafy mieszane
oprécz rodziny klasycznych hiperkrawedzi zawieraja réwniez rodzing antykrawedzi.
Podczas kolorowania hipergrafu mieszanego antykrawedzie majg co najmniej dwa
wierzcholki takich samych koloréw, za$ w hiperkrawedziach wystepuja co najmnie;j

! Katedra Matematyki Stosowanej, Politechnika Lubelska
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dwa wierzchotki réznych koloréw. Wprowadzenie antykrawedzi, a w konsekwen-
cji hipergrafu mieszanego pozwolito odkry¢ narzedzie do modelowania sytuacji,
w ktérych pojawiaja sg dwa kontrastowe wzgledem siebie ograniczenia.

1. Wprowadzenie do teorii graféw i hipergrafow

1.1. Podstawowe pojecia dotyczgce grafow

Przedstawimy podstawowe pojecia zwigzane z grafami oraz hipergrafami, ktdre sa
niezbedne do zrozumienia tematyki hipergraféw mieszanych i ich kolorowania.

Definicja 1.1. [6, 9] Grafem prostym G nazywamy uporzadkowang pare¢ G =
(V,E), gdzie niepusty, skoficzony zbiér V = {vy,vs, -+ ,v,} nazywamy zbiorem
wierzchotkéw grafu G, a zbiér E dwuelementowych podzbioréw zbioru V nazywamy
zbiorem krawedzi.

W celu wskazania danego grafu G, do ktérego odnoszg si¢ zbiory V oraz E
bedziemy uzywac oznaczen V(G) oraz E(G).

Definicja 1.2. [9] Wierzchofki v; i v; nazywamy sgsiednimi, jezeli istnieje krawedz,
ktora je taczy.

Mozna takze powiedzieé, ze wierzchoiki te sg incydentne z ta krawedzia.

Definicja 1.3. [9] Grafem pelnym K, o n-wierzchotkach nazywamy graf, w ktérym
kazde dwa wierzchotki s sasiednie.

Definicja 1.4. [9] Sciequ, ktéra taczy wierzchotek vy z wierzchotkiem v, na-

zywamy cigg parami réznych wierzchotkéw (vo,vi,...,v,), jezeli dla kazdego
i €{0,1,...,n— 1} istnieje krawedz, a wierzchotki v; oraz v;;; sg koricami tej
krawedzi.

Definicja 1.5. [9] Grafem sp6jnym nazywamy taki graf, w ktérym za pomocg
Sciezki mozna potaczy¢ ze sobg dwa dowolne wierzchotki.

Definicja 1.6. [9] Sktadowa sp6jnosci grafu G nazywamy maksymalny podgraf
spojny grafu G.

Definicja 1.7. [9] Cyklem nazywamy graf, zlozony ze $ciezki (vo,v1,...,v,), W kt6-
rym dodatkowo istnieje krawedz taczaca wierzcholki vg i v,,.

Definicja 1.8. [9] Lasem nazywamy graf G = (V,E), ktéry nie posiada cykli.

Definicja 1.9. [9] Drzewem nazywamy graf spdjny T = (V,E), ktéry nie posiada
cykli.
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W lesie sktadowymi spdjnosci sg drzewa.

Definicja 1.10. [9] Grafem dwudzielnym nazywamy graf G = (V,E), w ktérym
zbidr wierzchotkéw V(G) moze by¢ podzielony na dwa zbiory roztaczne w taki
sposob, aby kazda krawedZ G miata jeden wierzchotek ze zbioru A oraz jeden
wierzchotek ze zbioru B.

Przyktadem grafu dwudzielnego jest graf z rysunku 6(a), gdzie
A = {v1,v2.v3,v4,V5,V6} 0raz B = {y1,y2,3, 4,5, Y6, Y7 }-

1.2. Kolorowanie i wielomian chromatyczny wybranych graféw

Definicja 1.11. [12] Wtasciwym (poprawnym) A-kolorowaniem grafu G nazywamy
odwzorowanie
c:V(G)—{1,2,...,1}

spelniajace warunek c(v;) # ¢(v;) dla dowolnych, sasiednich wierzchotkéw grafu G.

Elementy zbioru {1,2,...,4} sa nazywane kolorami lub barwami. Definicja 1.11
oznacza, ze wierzchotki danej krawedzi nie moga miec takiego samego koloru.

Definicja 1.12. [12] Liczbg chromatyczng x (G) dla grafu G nazywamy najmniejsza
liczbe koloréw potrzebna do wlasciwego pokolorowania grafu.

Z terminem kolorowania grafu zwigzane jest pojecie wielomianu chromatyczne-
go. Wielomian chromatyczny grafu zostal wprowadzony przez Birkhoffa w 1912
roku i od tamtej pory jest przedmiotem badan [4].

Definicja 1.13. [4,12] Wielomianem chromatycznym P(G,A) grafu G nazywamy
wielomian zmiennej A okreslajacy liczbe A-kolorowan grafu G.

Twierdzenie 1.1. [8] Wielomian chromatyczny grafu petnego K, o n wierzchotkach
Jest postaci

P(KpA)=A-(A=1)-...-(A—n+1) =211, (1.1)

Dowdéd. Zatézmy, ze graf K,, jest grafem pelnym o n wierzchotkach. Wybieramy
dowolny wierzchotek i kolorujemy go. Mozemy to zrobi¢ na A sposobéw. Nastepnie
wybieramy kolejny wierzchotek i kolorujemy go. Teraz mamy A — 1 mozliwosci,
poniewaz wybrany wierzchotek jest sasiedni do wierzchotka pierwszego. W analo-
giczny sposéb kolorujemy pozostate wierzchotki. Zauwazmy, ze n-ty wierzchotek
mozemy pokolorowaé na A — (n — 1) sposob6w, poniewaz jest on sgsiedni do poko-
lorowanych (n — 1) wierzchotkéw. Stad otrzymujemy, Ze

P(Ky,A)=A-(A=1)-...-(A—n+1). O



14 E. Poptawska-Panas

Twierdzenie 1.2. [12] Wielomian chromatyczny grafu G ma nastepujgcq postac

P(G,A) = Z r(G)- AW, (1.2)
i=x(G

gdzie ri(G) jest liczbg mozliwych kolorowan grafu G przy uzyciu i kolorow (nie liczgc
permutacji koloréw), zas A jest wielomianem chromatycznym grafu petnego K;.

Twierdzenie 1.3. [8] Wielomian chromatyczny dowolnego drzewa T, o n wierzchot-
kach jest postaci

P(T,A)=2A-(A—1)""1 (1.3)

Dowdd. Zatézmy, ze graf T, jest drzewem o n wierzchotkach. Jako pierwszy wy-
bieramy wierzchotek, ktéry jest incydentny tylko z jedng krawedzig. Mozemy go
pokolorowaé na A sposobéw. Wybieramy drugi wierzchotek, ktéry jest potaczony
krawedzia z wierzchotkiem pierwszym. Drugi wierzchotek mozemy pokolorowaé na
(A — 1) sposobéw. W kolejnych krokach wybieramy wierzchotek sasiedni do wierz-
chotka juz pokolorowanego, a nast¢pnie kolorujemy go, majac (A — 1) mozliwosci.
Zatem

P(T,A)=A-(A—1)"".

O

Twierdzenie 1.4. [8] Jezeli graf G ma sktadowe spéjnosci Gy,Go,...,Gy, to
P(G,A) = P(G1,A)-P(Ga,A)-...-P(Gp,A). 1.4)
Dowdd. Zatdézmy, ze graf G ma sktadowe spéjnosci G, G, ..., G,. Kolorowania

sktadowych spdjnosci sg niezalezne od siebie, poniewaz sktadowe sg roztaczne.
Zatem kolorowanie grafu G jest iloczynem kolorowan jego sktadowych spéjnosci.
Stad

P(G,A) = P(G1,A)-P(Ga,A)-...-P(Gp,A).

O

Na mocy twierdzenia 1.4 wielomian chromatyczny lasu jest zatem iloczynem
wielomianéw chromatycznych drzew wchodzacych w jego sktad.

Przyklad 1.1. Na podstawie twierdzenia 1.3 wielomian chromatyczny drzewa 7;
zamieszczonego na rysunku 1(a) jest postaci

PTyA)=A-(A—1)3 =A% —3A3 4322 - 1.
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Graf G przedstawiony na rysunku 1(b) jest lasem, a jego wielomian chromatyczny
na mocy twierdzen 1.4, 1.3 ma nastepujaca postac

P(GA)=2A-A-(A—1P =17 =31*+ 13 -2

A A
PP
A-1 A-1
A=l A-1 A-1 A-1
T, G
(a) Drzewo Ty (b) Las G

Rysunek 1. Przyklad drzewa 7, oraz lasu G
Zrédlo: Opracowanie wlasne

1.3. Podstawowe pojecia dotyczace hipergrafow

Definicja 1.14. [1,3,6] Hipergrafem H nazywamy uporzadkowang par¢ H = (V, &),
gdzie V jest zbiorem wierzchotkéw, a & jest rodzing podzbioréw zbioru V.

Hiperkrawedzie to elementy Ej, Ey, ..., E,, rodziny &
Podobnie jak w przypadku graféw bedziemy stosowali oznaczenia V (H) oraz
E(H) w celu wskazania konkretnego hipergrafu H.

Definicja 1.15. [6] k-krawedzig nazywamy krawedZ zawierajacg k wierzchotkéw.

Definicja 1.16. [10] Rzedem hipergrafu H nazywamy liczbe jego wierzchotkéw
n(H) = [V(H)|.

Definicja 1.17. [10] Rozmiarem hipergrafu H nazywamy liczbe jego krawedzi
m(H) = |&(H)|.
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Definicja 1.18. [6] Podhipergrafem hipergrafu H; nazywamy hipergraf H>, jesli
spetnione sa warunki V(H,) C V(H,) oraz E(H,) C E(H>).

Definicja 1.19. [6] Podhipergrafem indukowanym krawedziowo hipergrafu H;
nazywamy hipergraf H, jezeli krawedzie ze zbioru E (H,) nalezg réwniez do zbioru
E(H,) oraz zbiér wierzcholkow V (H,) zawiera tylko wierzchotki incydentne ze
zbiorem krawedzi E(Hy).

W podobny sposéb mozemy zdefinowaé podhipergraf indukowany wierzchotko-
wo. Mozemy réwniez méwié o podhipergrafie hipergrafu H indukowanym przez
zbidr S, gdzie S jest zbiorem wierzchotkéw lub zbiorem krawedzi. Taki hipergraf
oznaczamy przez H|[S).

2. Hipergrafy mieszane — wlasnosci i kolorowanie

2.1. Podstawowe pojecia dotyczace hipergraféw mieszanych

Niech V = {vy,vy,...,v,} dlan > 1 bedzie dowolnym zbiorem skoriczonym. Niech
¢ = {C,C,,...,Ci} oraz 9 = {Dy,D»,...,Dy,}, gdzie I = {1,2,...,1} oraz
J ={1,2,...,m} bedg rodzinami podzbioréw zbioru V takimi, ze dla kazdego
z elementéw rodziny ¢ oraz Z zachodzi warunek |CUD| > 2.

Definicja 2.1. [5] Hipergrafem mieszanym nazywamy tréjke (V, ¢, 7), gdzie zbiér
V jest zbiorem wierzchotkéw, € oraz & sg rodzinami podzbior6w zbioru V nazy-
wanych odpowiednio C-krawedziami oraz D-krawedziami.

Bedziemy uzywali nastepujacych oznaczen:
— V(H) - zbi6r wierzchotkéw hipergrafu mieszanego H,

— % (H) — C-krawedzie hipergrafu mieszanego H,
— 9(H) - D-krawedzie hipergrafu mieszanego H.

Niech zbidr {1,2,...,1} bedzie zbiorem koloréw, gdzie A € N.

Definicja 2.2. [5, 14] Wtasciwym A-kolorowaniem hipergrafu mieszanego H =
(V,€,2) nazywamy odwzorowanie c: V — {1,2,..., 4} spelniajace warunki:

— kazda C-krawedZ ma co najmniej dwa wierzchotki tego samego koloru,
— kazda D-krawedZ ma co najmniej dwa wierzchotki réznych koloréw.

Hipergraf mieszany jest kolorowalny, jesli ma co najmniej jedno kolorowanie,
w przeciwnym razie jest niekolorowalny.

Z liczbg koloréw wykorzystanych podczas kolorowania majg zwiazek pojecia
dolnej liczby chromatycznej i gérnej liczby chromatyczne;j.
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Definicja 2.3. [5] Dolng liczbg chromatyczng (ang. lower chromatic number) x(H )
hipergrafu mieszanego H nazywamy minimalng warto$¢ A, dla ktérej istnieje wia-
$ciwe A-kolorowanie hipergrafu.

We wlasciwym A-kolorowaniu nie wszystkich A koloréw nalezy uzyé. O $cistym
A-kolorowaniu bedziemy méwili, gdy wykorzystamy doktadnie A koloréw.

Definicja 2.4. [5] Scistym i-kolorowaniem hipergrafu mieszanego H nazywamy
takie wtasciwe i-kolorowanie, w ktérym uzyto wszystkich i koloréw, gdzie i € N
oraz 1 <i<A.

Definicja 2.5. [5] Gérng liczbg chromatyczng (ang. upper chromatic number) ¥ (H )
hipergrafu mieszanego H nazywamy najwicksza liczbe 7, dla ktdrej istnieje Sciste
i-kolorowanie.

Niech Y C V. Zbiér Y nazywamy monochromatycznym, jesli wierzchotki do
niego nalezgce sg takiego samego koloru. Jezeli dla y € Y kolory ¢(y) sg parami
rézne, to zbidr Y bedziemy nazywali polichromatycznym.

Kazde $ciste i-kolorowanie hipergrafu mieszanego H prowadzi do podzialu zbio-
ru wierzchotkéw V na i niepustych monochromatycznych podzbioréw Vi, V,,....V;
zwanych klasami koloréw, w taki sposob, ze kazda C-krawedZ ma przynajmniej
dwa wierzchotki w tym samym podzbiorze oraz kazda D-krawedZ ma przynajmniej
dwa wierzchotki znajdujace si¢ w réznych podzbiorach. Taki podziat nazywamy
podzialem wykonalnym (ang. feasible partition) hipergrafu mieszanego H.

Definicja 2.6. [5] Spektrum chromatycznym hipergrafu mieszanego H nazywamy
wektor liczb calkowitych R(H) = (ry,r2,...,rn), gdzie dla k € {1,...,n} ry jest
liczba mozliwych k-kolorowar. Kolorowanie, ktére dzieli zbiér wierzchotkéw na te
same podzbiory, traktujemy jako jedno kolorowanie.

Kazdy kolorowalny hipergraf mieszany posiada dolng i gérng liczbe chromatycz-
na, wiec spektrum chromatyczne ma postaé

R(H) = (0,...,0,ry,...,r7,0,...,0). 2.1)

Kazdy podziat wykonalny na i klas koloréw okresla i Scistych i-kolorowan
réznigcych si¢ migdzy soba ze wzgledu na permutacj¢ koloréw. Stad liczba Sci-
stych i-kolorowari jest réwna r; - i!. Jesli mamy A > i koloréw, to otrzymujemy (’} )
sposobéw wyboru podzbioru i koloréw. Zatem liczba wtasciwych A-kolorowar
generowanych przez wszystkie mozliwe podzialy na i podzbioréw wynosi

AN A A=1)-A=2)...A—i+1)-(A=i) . ;
<>: (=1 ib)(l_(i)! ) A=D
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Definicja 2.7. [5,12] Wielomianem chromatycznym P(H, A ) hipergrafu mieszanego
H nazywamy wielomian zmiennej A okreslajacy liczb¢ wlasciwych A-kolorowari
hipergrafu mieszanego H. Ma on nastgpujaca postaé

Z(H) ,
PHA) =Y rH) 2D (2.2)
i=x(H)

Wielomian chromatyczny (2.2) dla hipergrafu mieszanego jest uogdlnieniem
wielomianu chromatycznego (1.2) dla grafu.

Dla kolorowalnych hipergraféw mieszanych maksymalny stopiet wielomianu
chromatycznego jest rowny gérnej liczbie chromatycznej ¥, za$ wspdtczynnik przy
najwyzszej potedze wielomianu chromatycznego wynosi ry. Dla niekolorowalnego
hipergrafu mieszanego H mamy

x(H)=0, (H)=0, R(H)=(0,0,...0), P(H,A)=0.

Definicja 2.8. [5, 12] Srednig liczba chromatyczng hipergrafu mieszanego H (ang.
middle chromatic number) nazywamy wielko$¢ x,,(H) = w, zas wartos§¢
b(H) =Y (H)— x(H)+ 1 nazywamy szerokoscig spektrum chromatycznego (ang.

breadth of the chromatic spectrum).
Przyklad 2.1. Rozwazmy hipergraf mieszany H, = (V,%, 2), gdzie

V(H1) ={vi,v2,v3,v4},
€ (Hy) = {{vi,v2,v3,v4}},
P(H) = {D1,D2,D3,D4} = {{vi,v2},{v2,v3}, {v3,va}, {va; 1 }}.

Hipergraf mieszany H| oraz jego wlaSciwe kolorowanie zostat przedstawiony
na rysunku 2. Zauwazmy, ze krawedZ D ma wierzchotek v; w kolorze niebieskim
oraz wierzchotek v, w kolorze zielonym. KrawedZ D, ma wierzchotek v, w kolorze
zielonym oraz wierzchotek vz w kolorze niebieskim. KrawedZ D3 ma niebieski
wierzchotek v; oraz zielony wierzchotek v4, a krawedZ D4 posiada zielony wierz-
chotek v4 oraz niebieski wierzchotek v;. C-krawedZ ma dwa zielone wierzchotki
vy i v4 oraz dwa niebieskie vy i v3. Kazda z D-krawedzi ma co najmniej dwa wierz-
chotki o réznych kolorach, zas$ krawedZ C ma co najmniej dwa wierzchotki w tym
samym kolorze, wigc zostato znalezione wlasciwe kolorowanie. Jest to kolorowanie
optymalne, poniewaz zostata znaleziona minimalna liczba uzytych koloréw. Zatem
dolna liczba chromatyczna wynosi y(H;) = 2. Opisane kolorowanie jest Scistym
2-kolorowaniem, poniewaz obydwa kolory zostaly uzyte. Na rysunku 3 zostato
przedstawione Sciste 3-kolorowanie hipergrafu mieszanego H;. Wierzcholek v4
zostal pokolorowany na czerwono.
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Rysunek 2. Optymalne kolorowanie hipergrafu mieszanego H,
Zrédto: Opracowanie wlasne

Kolorowanie nadal pozostaje wiasciwe, ale nie jest juz optymalne. Gdrna liczba
chromatyczna hipergrafu mieszanego H; wynosi ¥ (H;) = 3. Nie istnieje wlasciwe
4-kolorowanie hipergrafu mieszanego H;. Gdyby$my np. wierzcholek v3 pokoloro-
wali nowym kolorem, to zalozenie, ze C-krawedZ ma co najmniej dwa wierzchotki
o takim samym kolorze nie bytoby spetnione.

2-kolorowanie dzieli zbiér wierzchotkéw na dwa podzbiory

Vi ={vi,v3}, Vo = {v2,v4}.

Kolorowanie przy uzyciu dokfadnie trzech koloréw moze podzieli¢ zbiér wierzchot-
kéw na podzbiory

Vi={v,va}, Va={n}, Va={w} lub Vi={vi}, Voa={vs}, V3= {v2,ns}.

Z tego powodu istnieje doktadnie jedno Scisle 2-kolorowanie oraz dwa Sciste 3-kolo-
rowania, a spektrum chromatyczne przyjmuje postaé R(H;) = (0,1,2,0). Srednia
liczba chromatyczna wynosi x,,(H) = % = 2.5, za$ szeroko$¢ spektrum chroma-

tycznego jest rtéowna b(H) =3 -2+ 1=2.

Definicja 2.9. [12] Dla dowolnego hipergrafu mieszanego H = (V, %, 2) D-hiper-
grafem Hp nazywamy czeSciowy podhipergraf mieszany (ang. partial mixed subhy-
pergraph) taki, ze Hp = (V,0,92) = (V,9).
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Rysunek 3. 3-kolorowanie hipergrafu mieszanego H,;
Zrédto: Opracowanie wiasne

Definicja 2.10. [12] Dla dowolnego hipergrafu mieszanego H = (V, %", 7) C-hiper-
grafem H¢ nazywamy czgsciowy podhipergraf mieszany (ang. partial mixed subhy-
pergraph) taki, ze Hc = (V,%,0) = (V,%).

Zauwazmy, ze klasyczny graf to D-hipergraf z krawedziami o rozmiarze 2.

Definicja 2.11. [12] OdwrotnoScia chromatyczng hipergrafu mieszanego H =
(V,€¢,2) nazywamy hipergraf mieszany H = (V, 61, %1),jesli 61 = P oraz 9, = €.
Podczas inwersji problem znalezienia dolnej liczby chromatycznej y (H) ,,odwraca
si¢” w problem znalezienia gérnej liczby chromatycznej ¥ (H) i odwrotnie. Problemy
te sa kombinatorycznie dualne wzgledem siebie.

Dla hipergrafu mieszanego H = (V, %", 7) oznaczmy przez & rodzing & =€ U 9.
Przez hipergraf pierwotny hipergrafu mieszanego bedziemy rozumieli hipergraf
H' = (V,&). Dowolna Sciezka zawarta w hipergrafie pierwotnym H’ jest miesza-
ng Sciezkg w hipergrafie H. C-Sciezka (D-Sciezka) nazywamy $ciezke zawartg
w C-hipergrafie (D-hipergrafie).

Ponizej zaprezentowaliSmy kilka wtasnosci wtasciwego kolorowania hipergrafu
mieszanego:

— Kazda permutacja koloréw tworzy nowe wiasciwe kolorowanie.
— D-krawedzie nie s3 zbiorami monochromatycznymi.
— C-krawedzie nie sg zbiorami polichromatycznymi.
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— Jezeli ¥ = 0, to kolorowanie hipergrafu mieszanego H = (V,0, 2) jest koloro-
waniem hipergrafu.

— Dla dowolnego hipergrafu mieszanego H cz¢$ciowe hipergrafy mieszane sg
kolorowalne.

— Trywialnym kolorowaniem C-hipergrafu jest wykorzystanie jednego koloru dla
wszystkich wierzchotkéw.

— Trywialnym kolorowaniem D-hipergrafu jest wykorzystanie n(Hp) koloréw.

— DIla dowolnego hipergrafu mieszanego H prawdziwe sa nastepujace zaleznosci

x(He)=1,r1=1, x(Hp) =n, r,(Hp) = 1.
— Dla kolorowalnego hipergrafu mieszanego H prawdziwa jest nieréwnos¢
1 <x(Hp) < x(H) < x(H) < X (Hc) <n.
Jedli dla hipergrafu mieszanego H nie zachodzi nierdwno§¢é

x(Hp) < x(Hc), (2.3)

to hipergraf mieszany nie jest kolorowalny. Nieréwno$¢ 2.3 nazywa si¢ pierwszym
warunkiem kolorowalno$ci hipergraféw mieszanych.

2.2. Hipergrafy mieszane jednoznacznie kolorowalne

Definicja 2.12. [1,12,13] Hipergrafem jednoznacznie kolorowalnym (ang. uniquely
colorable, w skrocie uc) nazywamy hipergraf mieszany H, jesli ma on dokfadnie
jedno Sciste kolorowanie, nie liczac permutacji koloréw.

Hipergraf mieszany jest jednoznacznie kolorowalny, jesli istnieje doktadnie jeden
podziat jego zbioru wierzchotkéw na klasy koloréw. Zauwazmy, ze ,,jednoznaczne
kolorowanie” oznacza ,,jednoznaczny podzial” na odpowiednia liczbe klas koloréw.

Warto zwréci¢ uwagg, ze jesli hipergraf mieszany H jest uc hipergrafem, to

XH)=xH)=x,ry=1o0razR(H) = (0,...,1,...,0).
Zatem wielomian chromatyczny, zgodnie z (2.2), ma postac
Z(H)

PHA) =Y rH)AD=ryH) AW =2-A-1)-...-(A—x+1). 24
i=x(H)
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2.3. Algorytm rozdzielania-$ciggania

Do wyznaczania kolorowania hipergrafu mieszanego, dolnej liczby chromatycznej,
gbrnej liczby chromatycznej, spektrum chromatycznego oraz wielomianu chroma-
tycznego stosujemy algorytm rozdzielania-$ciggania (ang. splitting-contraction).

Podczas wyznaczania wielomianu chromatycznego P(H, A ) oraz spektrum chro-
matycznego R(H ) hipergrafu mieszanego H = (V, %, 2), gdzie € ={C1,C3,...,C},
2 ={D\,Dy,...,Dy}, I ={1,2,...,1} oraz J = {1,2,...,m}, stosujemy nastgpu-
jace zasady:

(a) Zasada eliminacji
Niech V/ C 'V bedzie zbiorem takim, ze |V'| > 2. Jesli {v,u} € 2 dlakazdej pary
wierzchotkéw u,v € V' oraz V! = C € €, to H jest niekolorowalny. Podobnie,
jesli dla kazdej pary wierzchotkéw v, u € V' potaczonych C-$ciezkg zawierajaca
C-krawedzie o rozmiarze 2 oraz V' = D € 9, to H jest niekolorowalny.
(b) Zasada C-usuwania (ang. C-clearing)
JesliC; CCj,to P(H,A) =P(H—Cj,A) orazR(H) = R(H —Cj), gdzie i, j € I.
(c) Zasada D-usuwania (ang. D-clearing)
JesliD; CDj,to P(H,A)=P(H—Dj,A)orazR(H) =R(H —D;), gdzie i, j € J.
W zasadach (b) oraz (c) usuwamy nadkrawedzie.
(d) Zasada rozdzielania (ang. splitting)
Jesli {V[,vk} ¢ P i {V[,Vk} ¢ %, to
P(H,A)=P(H,A)+P(H,A), R(H)=R(H;)+R(H>), gdzie
H, = (V,%,.@]), 9, = .@U{V[,Vk},
H,=(V,61,92), ¢, =% U{vi,v}.
(e) Zasada Sciggania (ang. contraction)
Jesli C; = {v;,w},dlar € livg,vy eV orazC, # Dydlas € J,to P(H,A) =
P(H{,A),R(H) =R(H;), Hy = (V{,€",2"), Vi = (V\{v,w} U{u}), gdzie u
jest nowym wierzchotkiem.
Jeslivie Djlubvy € Dj, j€J, to D}- = (Dj\{vi,vc}) U{u}, w przeciwnym
wypadku D} = D
Jesliv, € Cilubvg € Cryi € J,i#t,t0 C} = (C\{vi,vi}) U{u}, w przeciwnym
wypadku C} = C;.
€' =¢—C.

Za pomocg wymienionych zasad algorytm sprowadza wielomian chromatyczny
hipergrafu mieszanego do sumy wielomianéw chromatycznych graféw petnych.
Otrzymane liczby graféw pelnych odpowiadajg wartoSciom r; (liczby wtasciwych
kolorowar hipergrafu mieszanego H przy uzyciu i koloréw z pomini¢ciem permuta-
cji koloréw) [12].
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Algorytm rozdzielania-Sciggania [12]
W algorytmie Y jest zbiorem pomocniczym, zbiér Z ,,zbiera” grafy petne powsta-

jace podczas wykonywania kolejnych krokéw, zas zbidr L to lista $cistych kolorowari
hipergrafu mieszanego H.

WEIJSCIE: Na wejsciu mamy dowolny hipergraf mieszany H = (V, ¢, 2) ze

zbiorem wierzchotkéw V = {vi,va,...,v,}.

WYIJSCIE: Na wyijsciu otrzymujemy liste L wszystkich $cistych kolorowar,

spektrum chromatyczne R(H), wielomian chromatyczny P(H,A), dolng liczbe
chromatyczng x (H) oraz gérng liczbe chromatyczng ¥ (H).

1.

W

10.

NiechL=Z=Y =0,R(H) = (0,0,...,0), P(H,A)=0, x(H)=0, ¥(H) =0.
Dodajemy H do zbioru Y.

. Sprawdzamy warunek eliminacji dla kazdego elementu z Y. Usuwamy niekolo-

rowalny hipergraf mieszany z Y.

. Dla elementéw z Y przeprowadzamy C-usuwanie i D-usuwanie, jesli to mozliwe.
. Przeprowadzamy Sciaganie, taczac odpowiednie wierzchofki, jesli to mozliwe.
. Wykonujemy rozdzielanie w kazdym elemencie Y. Przenosimy otrzymane grafy

petne z Y do Z. Jesli rozdzielanie zostato wykonane przynajmniej raz, przecho-
dzimy do kroku 2.

. Tworzymy listg L wszystkich $cislych kolorowar, uzywajac wierzchotkéw z otrzy-

manych graféw pelnych znajdujacych sie w Z.

. Wyznaczamy spektrum chromatyczne R(H ), zliczajac wszystkie grafy petne

majace doktadnie i wierzchotkow, gdzie i € {1,2,...,n}.

. Obliczamy wielomian chromatyczny, korzystajac z zaleznosci (2.2).
. Wyznaczamy dolng liczbe chromatyczng y (H) oraz gérng liczbe chromatyczng

X (H) w oparciu o spektrum chromatyczne R(H ).
Zwracamy liste Scistych kolorowari L, wektor R(H ), wielomian chromatyczny
P(H,A), liczby x(H) oraz Y (H).

Algorytm jest poprawny dla dowolnego hipergrafu mieszanego (H,%, ). Po-

prawnos¢ algorytmu wynika z zasad eliminacji, C-usuwania, D-usuwania, roz-
dzielania oraz Sciggania. Kazdemu wierzchotkowi grafu petnego znajdujacego si¢
w zbiorze Z odpowiada monochromatyczny podzbiér odpowiednich wierzchotkéw.
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2.4. Kolorowanie hipergrafu mieszanego a programowanie catkowitoliczbowe

Problem kolorowania hipergrafu mieszanego mozna modelowac¢ za pomoca progra-
mowania liniowego catkowitoliczbowego.

Niech dany bedzie hipergraf mieszany H = (V, ¢, 2), gdzie V = {vi,v2,...,vn},
¢ ={C,C,...,.Ci}, 2 ={D1,Ds,...,Dy} dlan,m,l > 1. Kolory bedziemy ozna-
czac liczbami ze zbioru {1,...,n}. Niech A = [0;;] bedzie macierza, w ktorej

o — 1, jesli wierzchotek v; jest pokolorowany j-tym kolorem,
1 0, w przeciwnym przypadku.

Warunkiem tego, aby kazdy wierzchotek otrzymat doktadnie jeden kolor jest
n
Y oij=1, gdziei € {1,2,...,n}. (2.5)
j=1

W celu wlasciwego kolorowania D-krawedzi potrzebujemy wprowadzi¢ ograni-
czenia dane warunkiem

Vpeo Y, 0 <|Dil—1, gdzie j € {1,2,...,n}. (2.6)

i€Dy

Lewa strona nieréwnoS$ci w warunku (2.6) okresla liczbe wierzchotkéw incydentnych
z krawedzia Dy, ktdre zostaty pokolorowane j-tym kolorem. Natomiast prawa strona
tej nieréwnoSci zapewnia, ze co najmniej dwa wierzchotki krawedzi Dy maja rézne
kolory.

Dla wlasciwego kolorowania C-krawedzi wprowadzamy ograniczenia dane wa-
runkiem

n

Voew Y, max oy < |Gl — 1. (2.7)
j=1 i€eCy

Lewa strona nieréwnosci (2.7) jest réwna liczbie r6znych koloréw uzytych w C-krawe-

dzi C, poniewaz

max o;; =

{ 1, jesli j-ty kolor zostal uzyty do kolorowania wierzchotka v;,
i€eCy

0, w przeciwnym przypadku.

Prawa strona nierdwnosci (2.7) gwarantuje, ze co najmniej dwa wierzchotki kazdej
C-krawedzi maja ten sam kolor.

Zatem wlasciwe kolorowanie hipergrafu mieszanego H przy uzyciu co najwyzej
n koloréw moze by¢ modelowane za pomoca warunkow (2.5). (2.6). (2.7), gdzie
o € {0, 1}.
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Model programowania catkowitoliczbowego liniowego dla problemu znalezienia
dolnej liczby chromatycznej y (H) moze by¢ sformulowany nastepujaco

n
minz = max o ; 2.8
X mas 8

Z ograniczeniami

n

Y aij=1, gdziei € {1,2,...,n};

=1

kaG?Z Z O < ’Dk’_17 gdZiejE {1727“'7”};
i€Dy (2.9)
n

Veew Z max o; < |Ci| — 1;
j=1 i€Cy

O;j € {0,1}.

Dla kazdego koloru j wprowadzamy nowa zmienng

nj= l’lneé%/X ;.
Dla kazdej krawedzi C € € i kazdego koloru j réwniez wprowadzamy nowg
zmienna

c, i = max Q.
Nej ey i

Po wprowadzeniu nowych zmiennych problem programowania liniowego catko-
witoliczbowego sprowadza si¢ do warunku

minzy = ) 0, (2.10)
j=1
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Z ograniczeniami

n
Y oij=1, gdziei € {1,2,...,n};
j=1
Vpes Y, 04 < |Di|—1, gdzie j € {1,2,...,n};
iEDk
n
VCAE%’ chkj g |Ck| - 19
j=1
Veer Qij < Nejs
0ij < Mjs
Qi € {071};
n; €{0,1};
Nej € {0,1}.

Twierdzenie 2.1. [11]
Jesli

@2.11)

O;j, gdziei,j € {1,2,...,n},
Jest optymalnym rozwiqgzaniem warunkow (2.8) i (2.9), to
0;j, gdziei, j € {1,2,...,n};
Vaew Tl = max dyj, gdzie j € {1,2,...,n}; (2.12)
1, gdzie j € {1,2,...,n}
Jjest optymalnym rozwigzaniem warunkow (2.10) i (2.11).
Jesli
0;j, gdziei,j € {1,2,...,n};

Veer ﬁija gdzie j€{1,2,...,n}; (2.13)
fl;, gdzie j € {1,2,...,n}

Jjest optymalnym rozwiqgzaniem warunkow (2.10) i (2.11), to
&ija gdziei, j € {1,2, .. ,n}

Jjest optymalnym rozwiqgzaniem warunkow (2.8) i (2.9).
Dowdd. Niech &, gdzie i,j € {1,2,...,n} bgdzie optymalnym rozwigzaniem za-
gadnienia opisanego warunkami (2.8) i (2.9). Wtedy

dij, gdziei, j € {1,2, . ,n};

Veer Moy = max &, gdzie j € {1,2,...,n};

nj, gdziej € {1,2,...,n}
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spetnia warunki (2.11). Jesli

dij, gdziei, j € {1,2,...,1’1};
Veew Ncj, gdzie j € {1,2,...,n};
7, gdziej € {1,2,...,n}

jest optymalnym rozwigzaniem warunkoéw (2.10) i (2.11), to
n n
0=3 1, <Y maxd; =% (2.14)
j=0 j=1

Pokazemy, ze ostra nieréwno$¢ w zaleznoSci (2.14) nie jest mozliwa. Jesli by tak
bylo, to &, gdzie i, j € {1,2,...,n}, nie byloby optymalnym rozwiazaniem (2.8)
i (2.9), poniewaz &;; spetniajg warunki (2.9), co wynika z zaleznosci

Zd,—lgdmele{lZ b

J
kae_@ Y 6 <IDi|—1, gdzie j € {1,2,...,n};
i€eDy

n n (2.15)
VCkES” Z Héax al] Z ‘Ck| —1;

J=1 J=1
&;j €{0,1};

e, j € {0,1}.
Wartos¢ funkcji celu dla tego rozwigzania wynosi

n

n n
0= Y maxd; < ) f; <) maxdy; =z
j=1 Jj=1 J=1
Jest to sprzeczne z faktem, ze &;;, gdzie i, j € {1,2,...,n}, jest optymalnym roz-
wiazaniem (2.8), (2.9).
Druga cze¢$¢ udowadniamy analogicznie. Niech teraz

0;j, gdziei, j € {1,2,...,n};
Veew fic,j, gdzie j € {1,2,...,n}; (2.16)
7, gdziej € {1,2,...,n}

bedzie optymalnym rozwigzaniem warunkéw (2.10), (2.11). Latwo sprawdzié, ze
liczby ¢&;; spetniaja warunki (2.7) (patrz (2.15)). Jesli zatozymy, ze &;;, gdzie
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i,j €{1,2,...,n}, nie jest optymalnym rozwigzaniem warunku (2.8), to
n n
Z 0;; > Z max
j=1 j=1

i otrzymujemy sprzeczno$¢ z faktem, ze &;;, fjc, j, T jest optymalnym rozwiazaniem
(2.10), (2.11), poniewaz

n n n
Z ﬁij = Zmaxdij < Z max&ij.
=0 =1 i€eCy j=1 i€eCy

0
Przyklad 2.2. Niech dany bedzie hipergraf H = (V, ¢, 2), gdzie
V= {Vl,V2,V3},
¢ ={C} ={v2,v3},
9 ={D} = {vi,v2,v3}.
Hipergraf mieszany H zostal zamieszczony na rysunku 4(a).
D Ch
- - T TT= =~ ~
7 ~
1/ Dy A
\ ) o—o |}
N U1 V2 vy 7
S o - _- 4
(a) Hipergraf mieszany H (b) Hipergraf mieszany A

Rysunek 4. Hipergraf mieszany H oraz jego odwrotno$é chromatyczna A
Zrédlo: Opracowanie wlasne

W celu wyznaczenia wlasciwego kolorowania hipergrafu mieszanego H mozemy
rozwazyC¢ nastepujacy problem programowania catkowitoliczbowego.

Hipergraf mieszany H ma trzy wierzchotki. Zgodnie z warunkiem (2.5) wpro-
wadzamy takie ograniczenia, aby kazdy wierzchotek otrzymat doktadnie jeden
kolor

ant+optos=1
01 + 02 + 03 = 1 (2.17)
o1+ 03+ 033 =1.
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Dla wilasciwego kolorowania krawedzi D musi zachodzi¢ warunek (2.6), wiec

o1+ 0+ 031 <2
02 + 0 + 032 < 2 (2.18)
a3+ 03 + o33 < 2.

Dla wlasciwego kolorowania krawedzi C musi by¢ spetniony warunek (2.7). Stad

mamy ograniczenia

Ner+Ne2+Ne3 <1
001 < Nel
002 < Nez
003 < M3
031 < Nci
o)
033 < M3
o <M
o <N
o3 <13
01 < M
02 <M
03 <13
o1 <My
032 < M2
033 < 13-

(2.19)

Aby wyznaczy¢ kolorowanie oraz dolng liczbe chromatyczng, musimy znalezé

rozwigzanie problemu

minzy = 1N + M2+ N3 (2.20)

z ograniczeniami danymi warunkami (2.17), (2.18), (2.19).

W programie R za pomoca pakietu 1pSolve wyznaczyliSmy rozwigzanie pro-

blemu (2.20) z warunkami ograniczajacymi (2.17), (2.18), (2.19). WykorzystaliSmy
w tym celu funkcje 1p, dla ktérej podaliSmy:

direction = "min" — kierunek optymalizacji,

objective.in — wektor sktadajacy si¢ ze wspétczynnikéw funkcji celu,
const.mat — macierz wspélczynnikow warunkow ograniczajacych,
const.dir — wektor operatoréw poréwnywania potrzebny do skonstuowania
warunkéw ograniczajacych,

const.rhs — wektor liczbowy prawych stron warunkéw ograniczajacych.

Dodatkowo podaliSmy all.bins = TRUE, zapewniajac binarno$¢ zmiennych [15].
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OtrzymaliSmy nastepujace wyniki:

— macierz A postaci

1 0 0
A:[(X,'j]: 010
010
— oraz
([ Nc1=0
Nez=1
Nes =0
2.21
m=1 2:21)
m=1
( 13=0.

Na podstawie macierzy A widzimy, ze w celu wlasciwego pokolorowania hiper-
grafu mieszanego H nalezy uzy¢ 2 koloréw. Wyniki podane w (2.21) wskazujg na
to, ze krawedZ C jest pokolorowana jednym kolorem oznaczonym jako kolor drugi.

Zatem liczba 2 jest dolng liczbg chromatyczna.

Aby wyznaczy¢ gbrng liczbe chromatyczna, mozemy wykorzysta¢ odwrotno$é
chromatyczna hipergrafu mieszanego H. Dokonujac inwersji hipergrafu mieszanego
H, dostajemy, ze H = (V,61,%1), gdzie

V ={vi,v2,v3},
¢1 ={C1} ={D} = {vi,n2,v3},
P ={D1} ={C} = {v2,13}.

Hipergraf mieszany H zostal przedstawiony na rysunku 4(b). W spos6b analogiczny
jak w przypadku wyznaczania kolorowania oraz dolnej liczby chromatycznej dla
hipergrafu mieszanego H, za pomocg programowania calowitoliczbowego musimy
znaleZ¢ rozwigzanie problemu

minzg = N1+ M2+ 13 (2.22)
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Z ograniczeniami

O +ap+a;z=1
O + O + 03 = 1
031+ 030+ 033 = 1
O+ 031 <1

O + 032 < 1

O3+ 033 < 1
Neyr+Ne2 +Ney3 <2
01 < Nci

0 < Nez

03 < M3

031 < Ncy

032 < M2

033 < Mes

o <M

O <

013 <13

O <M

0 <1

O3 < 13

031 <M

03 <

033 < 13.

(2.23)

Modelujac problem (2.22) z ograniczeniami (2.23) w programie R, otrzymali§my
wyniki:

— macierz A postaci

1 00
A=la]=|1 0 0
010
— oraz
Neypp =1
Nep =1
Ne3 =0
- 2.24
=1
3 =0.

Na podstawie macierzy A mozemy stwierdzi¢, ze najmniejszg liczba koloréw po-
trzebng do pokolorowania hipergrafu mieszanego H jest liczba yx(H) = 2.
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Na podstawie wynikéw (2.24) mozemy wnioskowaé, ze krawedZ C; jest poko-
lorowana przy uzyciu dwéch koloréw.

Wyznaczajac dolng liczbe chromatyczng dla hipergrafu mieszanego H, bedacego
odwrotnoscig hipergrafu mieszanego H, otrzymali$my gérng liczbe chromatyczng
dla kolorowania hipergrafu H.

Podzbiory monochromatyczne wierzchotkéw dla kolorowania hipergraféw mie-
szanych H oraz H zostaly zamieszczone w tabeli 1. Widzimy, ze zaréwno dla
hipergrafu mieszanego H, jak i hipergrafu H istnieje doktadnie jedno Sciste ko-
lorowanie za pomocg dwdéch koloréw. Zatem hipergrafy mieszane H oraz H sg
jednoznacznie kolorowalne.

Dla hipergrafu mieszanego H mamy

x(H)=jx(H)=2 oraz R(H)=(0,1,0).

Korzystajac z postaci (2.4) wielomianu chromatycznego dla hipergraféw miesza-
nych jednoznacznie kolorowalnych, otrzymujemy wielomian chromatyczny hiper-
grafu mieszanego H

PH AN =nrH) AP =2-A-1)=22-2. (2.25)

Tabela 1. Podzbiory monochromatyczne wierzchotkéw dla kolorowania hipergrafu

mieszanego H oraz jego odwrotnosci chromatycznej H

Hipergraf mieszany | Kolor 1 | Kolor 2 | Kolor 3
H i} | {va,va} -
H {vi,vy | {vs} -

Zrédto: Opracowanie wlasne

3. Wyznaczanie kolorowania hipergrafu mieszanego modelujgcego
wybrany problem

3.1. Zastosowanie kolorowania hipergraféw mieszanych

Wiele dziedzin nauki wykorzystuje hipergrafy mieszane do modelowania réznych
problemé6w. Przy uzyciu hipergrafu mieszanego H = (V, %, ) modeluje si¢ termi-
ny, ktére sa potaczeniem kontrastowych wzgledem siebie ograniczen opisanych za
pomoca rodzin ¥ oraz 2. W genetyce hipergrafy mieszane mogg pomdc w opisie
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dziedziczenia cech recesywnych w populacji. Mogg by¢ narzedziem pomocnym
w interpretacji liczb naturalnych oraz zliczania obiektéw. Innymi obszarami, w kt6-
rych stosuje si¢ hipergrafy mieszane sg obliczenia réwnolegte, biologia molekularna,
alokacja zasob6éw oraz zarzadzanie bazami danych. Wiecej na temat wymienionych
zastosowan mozna znalezé w [7,12].

3.2. Opis problemu zamodelowanego z wykorzystaniem hipergrafu
mieszanego

Hipergrafy mieszane stosuje si¢ m. in. do rozdzielenia zadafi wymagajacych pewnych
zasobow w taki sposéb, aby zadania byly wykonane w jak najkrétszym czasie.

Rozwazmy zbiér {v;,va,...,v,}, gdzie n € N, ktéry reprezentuje pewne zadania
do wykonania. Aby zadania mogty by¢ wykonane, musza by¢ dostepne pewne zasoby.
Niech {y1,y2,...,Ym}, gdzie m € N, bedzie zbiorem zasobéw. Zatézmy, ze czas jest
mierzony w sposob dyskretny i kazde z zadarhi wykonywane jest w danej jednostce
czasu.

Jako konkretny przyktad rozdzielenia zadan w najkrétszym mozliwym czasie
rozwazymy wykonanie zapytari do bazy danych. Diagram bazy danych zostat przed-
stawiony na rysunku 5.

E produkty

¥ id_produktu
nazwa produktu
ilod¢ w magazyni
linia produktu
cena

= Linie produktéw

B zaméwienia

@ linia produktu
opis

? id_zsmowienia

data Zozenia zaméwienia
data realizacii zaméwienia
status

ilos¢

cena (z3 jedna sztuke)
id_predukiu

id_kKlienta

= Biura

7 id_biur
krzj

miaste
telefon B Kiienci
? id_Klienta
imie
nazwisko
telefon
migjscowaié
wick
id_pracowniks

B Pracownicy

E Platnosci
¥ id_platnosci
data platnoéci
kwota
id_Kienta

7 id_pracownika
imie
nazwiske
telefon
id_biura

Rysunek 5. Diagram bazy danych
Zrédto: Opracowanie wlasne

Zbior tabel (plikéw) w bazie danych oznaczymy przez Y = {y1,y2,¥3,4,¥s, V6,7 }-
Przyporzadkujmy elementy zbioru Y odpowiednim tabelom w bazie danych w na-
stepujacy sposob:

— y; — Biura,
— y» — Pracownicy,
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— y3 — Klienci,

— ya4 — Platnodci,

— y5 — Zamdwienia,

— y¢ — Produkty,

— y7 — Linie produktéw.

Zbiér zapytafi do bazy danych niech bedzie reprezentowany przez zbidr wierz-
chotkéw V = {vy,v2,v3,v4,Vs,V6} W nastepujacy sposob:

— v — podad liczbe pracownikéw w kazdym biurze (w tabelce ma si¢ znajdowac
id_biura, miasto, liczba pracownikéw),

— v — podac dla kazdego pracownika liczbe klientéw przez niego obstugiwanych
(w tabelce ma si¢ znajdowac imi¢, nazwisko pracownika, liczba klientéw),

— v3 —podac liczbe zamdéwien dla kazdego miesiaca w 2021 roku (w tabelce ma
sie znajdowac¢ miesiac, liczba zaméwien),

— v4 — poda¢ dla kazdej linii produktu liczb¢ zamoéwient z nig zwiazanych
(w tabelce ma si¢ znajdowac linia produktéw, liczba zamdéwien),

— vs5 — poda¢ dla kazdego biura liczbe zaméwien oraz Sredni czas realizacji za-
moéwienia (w tabelce ma si¢ znajdowacd id_biura, miasto, Sredni czas realizacji
zamOwienia),

— vg—podaé dla kazdego klienta z Warszawy sumaryczng kwot¢ wydana na zakupy
(w tabelce ma si¢ znajdowac imie, nazwisko klienta, suma).

Przez S; C Y oznaczmy zbidr tych plikéw, ktore sa potrzebne do realizacji zapyta-
nia v;, gdzie i € {1,2,...,6}. Do wykonania zapytania v; potrzebujemy tabel: Biura
oraz Pracownicy, wiec S| = {y1,y2}. Do realizacji zapytania v, potrzebujemy tabel:
Pracownicy i Klienci, stad S» = {y2,y3}. Zapytanie v3 zrealizuje si¢ przy dostepie
do tabeli Klienci, wigc S3 = {y3}. Do wykonania zapytania v4 potrzebujemy trzech
tabel o nazwach: Zaméwienia, Produkty, Linie produktéw, zatem Sy = {ys, 6,7}
Do realizacji zapytania vs potrzebujemy tabel: Biura, Pracownicy, Klienci, Zaméwie-
nia, wiec S5 = {y1,y2,v3,ys }. Ostanie zapytanie v¢ bedzie wykonane przy dostepie
do tabel: Klienci oraz Platnosci, stad S¢ = {y3,y4}. Zwigzki miedzy zapytaniami
a tabelami mozemy przedstawi¢ w formie grafu dwudzielnego zaprezentowanego
na rysunku 6(a).

Zaktadamy, ze zapytania, ktére wymagaja dostepu tych samych plikéw nie moga
by¢ wykonane jednoczes$nie. Mozemy skonstruowac hipergraf mieszany, w ktérym
D-krawedzie powstaja w nastepujacy sposéb

S1NS, = {yz}, wiec Dy = {vl,VZ,V5},

S108s = {y1,y2} wigc D1 = {vy,v2,vs},
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Zapytania Pliki

Y
v Y

V3

SIS
N

(a) Graf dwudzielny przedstawiajacy
zwigzki miedzy zapytaniami i plikami
w bazie danych

=

(b) Hipergraf mieszany H

Rysunek 6. Ilustracja problemu z uzyciem grafu dwudzielnego i hipergrafu mieszanego
Zrédto: Opracowanie wlasne

82N Ss = {y2,y3}, wiec Dy = {v1,v2,V5,6},
S3NSs=84N85 = {y5}, wiec D3 = {V3,V4,V5},
S5MNSg = {y3}, wiec Dy = {VQ,V5,V(,}.

Dodatkowo wprowadzamy wymaganie, ze zapytanie v, oraz zapytanie vz maja
by¢ wykonane w tej samej jednostce czasu, gdyz potrzebujemy wyniku zapytai
z tej samej chwili. Przy wykonywaniu zapytai w réznych jednostkach czasu mo-
globy doj$¢ do zmiany danych w bazie. W rezultacie otrzymujemy C-krawedZ
Ci = {v2,v3}. Skonstruowany hipergraf mieszany H jest przedstawiony na rysun-

ku 6(b). C-krawedzie dla odréznienia od D-krawedzi beda oznaczane linig przery-
wana.

3.3. Kolorowanie skonstruowanego hipergrafu mieszanego za pomoca
algorytmu rozdzielania-$ciggania

W celu wyznaczenia optymalnej liczby jednostek czasu potrzebnych do wykonania
wszystkich zadan, tzn. udzielenia odpowiedzi na zapytania, uzyliSmy algorytmu
rozdzielania-§ciggania opisanego w podrozdziale 2.3.

Przebieg algorytmu zostat zilustrowany na rysunkach 7-23.
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Z rysunku 7 mozemy odczytaé, ze w pierwszym kroku algorytmu dokonaliSmy
D-usuwania krawedzi D,, poniewaz D; C D,. Nastgpnie dokonaliSmy $ciagnigcia
wierzchotkéw v, i v3. Wielomian chromatyczny hipergrafu mieszanego H jest réwny
sumie wielomian6w chromatycznych H; oraz H,. W kolejnym kroku wykonaliSmy
rozdzielenie wierzchotkéw vs oraz ve. Powstata nowa D-krawedZ w hipergrafie H;
oraz nowa C-krawedZ w hipergrafie H;.

W celu utatwienia obserwacji kolejnych krokéw algorytmu pokazaliSmy przebieg
algorytmu oddzielnie dla hipergrafu H, oraz H,. Kolejne kroki algorytmu moze-
my obserwowad, analizujac pozostate rysunki, na ktérych zostaly zamieszczone
komentarze.

Rozdzielenie vy i v()

Rysunek 7. Przebieg algorytmu rozdzielania-Sciagania dla hipergrafu mieszanego H
Zrédto: Opracowanie wlasne



Kolorowanie hipergraf6w mieszanych

“ D — usuwanie
vg

Rysunek 8. Przebieg algorytmu rozdzielania-Sciagania dla hipergrafu H;
Zrédto: Opracowanie wlasne

D — usuwanie
Vg Q
H; = ‘“ = =

Rozdzielenie vz i vs

Vg Ve

D — usuwanie
ol

Sciggniecie vyz i v

Rysunek 9. Przebieg algorytmu rozdzielania-Sciagania dla hipergrafu H;
Zrédto: Opracowanie wlasne
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Rozdzielenie vy i vs v S’ciqgni@cie vy 1 U Va3
1
U1
V23
U

Gy = + =

Vg Uy Vg Vg
Rozdzielenie vy i vag Sci@gniqcie viivey  Rozdzielenie vy i vg S‘cigtgm(;ci@ vy i vg
s V23

V123 o3
V15
V23
Vg Uy Va6
G; G G7
Rysunek 10. Przebieg algorytmu rozdzielania-$ciagania dla grafu G,
Zrédto: Opracowanie wlasne
Ul Rozdzielenie vz vy v S’ciqgni(;cie Vog 1 Uy n
vs v23 vay _ V234
G, = = U + Us =
- vy Vg vy e
Rozdzielenie vy i vg S(‘iqgniqcic v Vg Rozdzielenie vg i vo3y é’?(:iqgnié;(iie Vg & V234
0y U1 Vo3 Vo ” ” V2346
V, V23
= V5 + +
b b
Ve vy V5 V46 g vs U5

KI%
Rysunek 11. Przebieg algorytmu rozdzielania-Sciagania dla grafu G4
(czes¢ pierwsza)
Zrédto: Opracowanie wlasne
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Rozdzielenie vg i vz Sciggnigcie vg i vy Rozdzielenie vy i vy Sciggniecie vy i vy
vy ,
, V146
v V236 v V23 V23
U5
U23
Gi= + + + +
U6 U4 (3 Vg U5 V46 V5
Ky K
Rozdzielenie vy i vg Sciggnigcie vy i vg
V23, U1 U234 U5
+ + + K
r
Y6 vs V16
K, K

Rysunek 12. Przebieg algorytmu rozdzielania-Sciagania dla grafu G4
(czes¢ druga)
Zrédto: Opracowanie wlasne

Rozdzielenie vy i vg Sciggnigcie vy i vg Rozdzielenie viivy  Sciggniccie vy i vy
it V16 Vo3 v V236 V5
P
Us V236
23
Gy = + + + + 2K,+3K;3
e
), ) V14
v U4 vs vy vs v4
Ky Ky K3
Rozdzielenie vy i vy Sciggniecie vy i vy
v v
1 14 v
U5
V23
_ + +4Ky + 4Ky = K5+ 5K, + 4K
| Us g
Vg Uy
K; K,

Rysunek 13. Przebieg algorytmu rozdzielania-Sciagania dla grafu G4
(cze$é trzecia)
Zrédto: Opracowanie wlasne
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Rozdzielenie vy931 vy Sciggniecie v1231 1 Vg
V123
V123 V1234
U5 U5
Gs = = + =
o Uy
Vg V6 V6
Rozdzielenie vyivg Sciqgnigcie vyivg Rozdzielenie vigzyive Sciqgniecie visyy i vg
Vs V1o V19 V1234 . Vi9aae
5 123 123 Va5 Vs 12346
= + + + -
Vg vy vs Ky v, v K
Rozdzielenie vy931 vg Sciagnigcie vigz i vg
V1236
Us V123 Vg
-~ + +2K3+ Ky = Ky + 3K3 + Ky
V6 Vs
6 v 5
Ky K3

Rysunek 14. Przebieg algorytmu rozdzielania-Sciggania dla grafu G;
Zrédto: Opracowanie wlasne

Rozdzielenie vy i vy Sciggniecie vy i v
V23
15 .
15 Va3 V15 V234
V15
Gg = = + —
0 v, g Vg
Ug 1 6 U6
K

Sciggniecie vo3 1 vg

nie Vo3 i Vg

V236
V15 V23 V15

= + +K3; =K, +2K;3

UG vy w K
Ky 3

Rysunek 15. Przebieg algorytmu rozdzielania-Sciagania dla grafu G¢
Zrédto: Opracowanie wlasne
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Rozdzielenie vz i vy6 Sciggniecie vag i Vg6
V23 V23
V15
V15
1 V15
Gr= = + = K3+ K>
V2346
V46 V46
Rysunek 16. Przebieg algorytmu rozdzielania-Sciagania dla grafu G;
Zrédto: Opracowanie wlasne
Rozdzielenie vy i vy Sciagnigcie vy i vy
U1
U1 V14
V235 V235
Gy = = +
V4 Vg
U6 V6 V6
Rozdzielenie vyivg Sciggniccieviivg Rozdzielenie viy i vg Sciggniecie viyi vg
= . V235 Voar
V235 1 (1 Va6 2 V14 V235
= + + -
it v 235 U v
6 4 . 6 146
K K3 K,
Rozdzielenie vy i vg Sciggnigeie vy i vg
935 V235
235 vy e V16
_ + +2K3+ Ko = K4+ 3K3+ K»
Vg vy V4
K, K;

Rysunek 17. Przebieg algorytmu rozdzielania-Sciagania dla grafu G;
Zrédto: Opracowanie wiasne
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Sciagniccie vyivs — usuwanie

) ! \/

Rozdzielenie vy ivay Sciqgnigcie vy i vy Rozdzielenie viive Sciagnigeic viivs Rozdzielenie visyivg CiA9Nigeie vy ivg
V16

V123 V1236
v v V123
V23
= + =
V45
ve Vg5 Ve Ug V45 Vg5
3 )

Rysunek 18. Przebieg algorytmu rozdzielania-Sciagania dla hipergrafu mieszanego Hy
(czes¢ pierwsza)
Zrédto: Opracowanie wlasne

Rozdzielenie vy i vys Sciggnigcie vy i vy Rozdzielenie vaz i vg
U1 V145
vy Va3
= = +
vg ! . Vg5
%K, 5
i iecie voz i Vg ozdzielenie va3 i v G . :
Sciagnigcie vay i vg R 231 Vg Sciggniecie vy i vg

U236

v U145 Va5
Vg5
+ +2K3+ Ky = Ky +4K3+ 2K,
K3

V236

Rysunek 19. Przebieg algorytmu rozdzielania-Sciagania dla hipergrafu mieszanego Hy
(czes$¢ druga)
Zrédto: Opracowanie wlasne
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Sciqgniceie vs i vg

D — usuwanie
= o
L]

Rysunek 20. Przebieg algorytmu rozdzielania-Sciggania dla hipergrafu mieszanego H,
(cze$¢ pierwsza)
Zrédto: Opracowanie wlasne

D — usuwanie Rozdzielenie vy i va3 Sciggnigcie vy 1 vy

o U1 V123
Vo3 U1
V23
H, = = +
® Uy
° [ ]
Us6 Vs Vg

Uy Us6
Gy
Rozdzielenie vy i vsg Sciqgniecie vy i vsg Rozdzielenie v1231 vy Sciagnigceie v1931 vy
Va3 Va3 V123 V1234
= + + +
v
° 4
Uy
Uy )=
V156 Us6 56

K,

Rysunek 21. Przebieg algorytmu rozdzielania-Sciggania dla hipergrafu mieszanego H,
(czes$¢ druga)
Zrédto: Opracowanie wiasne
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Rozdzielenie vog i vy Sciqgniecie vazi vy Rozdzielenie va3 i vy Sciggniccie vag i vy

v U3 U1 V234 V234

H, = + + +
Us6 v
" 56
[(3
Rozdzielenie vy i vsg Sciggniecie vy i vsg
vy
V123 U123
+ + +K;
V56 U156
K3 K,

Rysunek 22. Przebieg algorytmu rozdzielania-Sciagania dla hipergrafu mieszanego H,
(czesé trzecia)
Zrédto: Opracowanie wlasne

Rozdzielenie vy i vsg Sciggniecie vy vs Rozdzielenie visg i v Sciggniecie vss i vs
U1 Vo
V23
- ) Uy ) V93
vy 23 U3 23
H, = + + + +2K5+ 3Ky =
V456 V13
o 456 . 1456
Us6
> K; K3 K>
Rozdzielenie vy i vy Sciggnigcie vy i vy
U1 v23 Us6 Va3
= + +4K3+ 4Ky = K4+ 5K3 + 4K>
. V14
Us6 Y4
K, K3

Rysunek 23. Przebieg algorytmu rozdzielania-Sciggania dla hipergrafu mieszanego H,
(cze$é czwarta)
Zrédlo: Opracowanie wiasne
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Liczby graféw petnych o 2, 3, 4, 5 wierzchotkach zwrécone przez algorytm
zostaly zaprezentowane w tabeli 2.

Tabela 2. Liczby graféw pelnych zwréconych przez algorytm

Liczba wierzcholkéw grafu pelnego K; | Liczba graféw pelnych r;
2 9
3 22
4 10
5 1

Zrédto: Opracowanie wlasne

Aby wyznaczy¢ wielomiany chromatyczne graféw pelnych, korzystamy z twier-
dzenia 1.1. Otrzymujemy wéwczas, ze:

— wielomian chromatyczny grafu pelnego K, wynosi
PAK) =AY =(A—1)A =212 -2,

— wielomian chromatyczny grafu pelnego K3 wynosi

P(AK3) =23 = (A —2)(A —1)A =21° 322424,
— wielomian chromatyczny grafu pelnego K4 wynosi

PAK) =AW =LA =3)A-2)A—DA=2"—61°+111>— 64,

— wielomian chromatyczny grafu petnego K5 wynosi

P(A,Ks) =A%) = (A —4)(A =3)(A —2)(A —1)A =

=A% — 10A% +3543 —50A2 +242.

Wielomian chromatyczny P(A,H) wyznaczony zgodnie z zaleznoscig (2.2) przyj-
muje postaé

5
P(AH) =Y ri(H)- A" =1- (A% — 10A* +351% — 50A% + 241 )+
i=2

+10-(A* =643+ 11A% —64) +22- (A* =342 +21) +9-(A* =) =
=2 —102*+3523 = 5042 + 244 + 10A4* — 6043 + 110A% — 604 +224° — 6612+
+44L + 927 — 9L = A7 —3A3 + 312 - 1.
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Majac wyznaczone przez algorytm liczby graféw pelnych, zamieszczone w tabeli
2, mozemy tatwo wyznaczy¢ dolng liczbg chromatyczng x (H) = 2 i gérna liczbe
chromatyczng ¥ (H) = 5.

Spektrum chromatyczne zgodnie z zaleznoscig (2.1) przyjmie postac

R(H) = (0,9,22,10,1,0).

Wielomian chromatyczny P(H, A) mogliby§Smy réwniez wyznaczyé w oparciu
o powstajace podczas wykonywania algorytmu grafy

P(H, 1) = P(H{,\) + P(Ha, 1) = P(H3,A) + P(Hy,A) + P(Hy, A) =

:P(Gz,l)—I-P(Gg,)l,)-f—P(Gg,)L)-l—P(Gg,},).

W kolejnych krokach doszliSmy do graféw: lasu G, oraz drzewa G3, ktére sg zamiesz-
czone na rysunku 9. OtrzymaliSmy réwniez las Gg przedstawiony na rysunku 18
oraz las Gg umieszczony na rysunku 21. Zatem wielomian chromatyczny hipergrafu
mieszanego H bedzie suma wielomianéw chromatycznych powstajacych drzew
i lasoéw. Wielomany chromatyczne dla laséw i drzew mozna wyznaczy¢ za pomocg
twierdzen 1.3 oraz 1.4.

Mamy:

— P(Gy,A)=A-A-(A—1),
— P(G3vl) :A'(A_l)3a
— P(Gg,A) =A-A-(A—1)2

— P(Go,A)=A-A-A-(A—1).

Ostatecznie otrzymujemy, ze
PHA)=A*=A) A =222+ A+ A+ A2 -2 + 1+ A2 - A + A7) =

=AY 2 AP A A3 202 A =A% 340 4342 - A

Uzyskany w ten spos6éb wielomian chromatyczny potwierdza poprawnosé wyniku
otrzymanego za pomoca uzytego wczesniej algorytmu rozdzielania-Sciggania dla
hipergrafu mieszanego.

Dodatkowo, wyznaczanie wielomianu chromatycznego przy wykorzystaniu
zaleznosci (2.2) przeprowadziliSmy w programie Maxima. Maxima jest progra-
mem wspierajacym wykonywanie obliczei symbolicznych oraz numerycznych [16].
W tym programie zaimplementowano funkcje obliczajacg wielomian chromatyczny
hipergrafu mieszanego H, ktéra zwrdécita identyczng posta¢ wielomianu chroma-
tycznego jak w przypadku poprzednich metod.
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W tabeli 3 przedstawiliSmy podzbiory monochromatyczne wierzchotkéw dla
odpowiednich koloréw. Widzimy, ze dla kolorowania za pomocg ¥ (H) = 5 koloréw
istnieje jedno $ciste kolorowanie.

Tabela 3. Podzbiory monochromatyczne wierzcholkéw kolorowania hipergrafu mieszanego H

Kolor 1 Kolor 2 Kolor 3 Kolor 4 Kolor 5
{vi,v2,v3,v4,v6} {vs}
{v2,v3,v4,v6} {v1,vs}
{vi,v4,v6} {va,v3,vs5}
{vi,v2,v3,v6} {vs4,vs}
{vi,v4,vs5} {v2,v3,v6}
{vi,v2,v3,14} {vs,ve}
{v1,vs,v6} {va,v3,v4}
{va,vs,ve} {vi,va,v3}
{v1,v4,vs,v6} {v2,v3}

{v1} {v2,v3,v4,v6} {vs}
{vi,va,ve} {va,v3} {vs}
{vi,ve} {va,v3,va} {vs}
{vi,vsa} {v2,v3,v6} {vs}
{vi,v2,v3} {va,ve} {vs}
{vi,v2,v3,v4} {ve} {vs}
{vi,v2,v3,v6} {va} {vs}
{vi,vs} {va,v3,v4} {ve}
{vi,vs} {v2,v3,v6} {va}

{vi,vs} {v2,v3} {v4,ve}
{vi} {va,ve} {va,v3,vs5}
{vi,va} {ve} {v2,v3,vs}
{vi,ve} {va} {va,v3,vs}
{vi,ve} {v4,vs} {v2,v3}
{ve} {va,vs} {vi,va,v3}
{vi} {va,vs} {va,v3,v6}
{ve} {vi,va,v5} {va,v3}
{vi} {va,v3,v4} {vs,ve}
{vi,va,v3} {va} {vs,ve}
{v} {v2,13} {v4,vs,v6}
{va} {v2,v3} {vi,vs,ve}

{vi,va} {v2,v3} {vs,ve}
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Kolor 1 Kolor 2 Kolor 3 Kolor 4 Kolor 5
{vi} {v2,va} {va,ve} {vs}
{vl} {V2,V3,V4} {VS} {Vﬁ}
{vi,ve} {va,v3} {vs} {va}
{v1} {va,v3,v6} {vs} {va}
{vi,va} {v2,v3} {vs} {ve}
{va} {vi,v2,v3} {vs} {ve}
{va} {vi,vs} {va2,v3} {ve}
{va} {vi} {ve} {va,v3,vs}
{vi} {ve} {v2,v3} {va,vs}
{vi} {vs,ve} {va,va} {va}
{vi} {va,va} {vs} {ve} {va}

3.4. Kolorowanie skonstruowanego hipergrafu mieszanego z wykorzystaniem

Zrédto: Opracowanie wlasne

programowania calkowitoliczbowego

Przeprowadzili$my réwniez w programie R modelowanie kolorowania hipergrafu
mieszanego H za pomocg programowania catkowitoliczbowego danego warunkiem

(2.10) z ograniczeniami (2.11).

Najpierw wyznaczyliSmy ograniczenia (2.11) dla krawedzi C; oraz Dy, D, D3,

Dy, gdzie i, j € {1,2,3,4,5,6}. Funkcja celu przyjeta postaé

OtrzymaliSmy macierz A

—_ O = = =

o= O O OO

e eleoBoloNe]
eNeNoBoleNe]

(=l elNelloNe Nl

minzg =N+ M2+ N3+ Na+ N5+ Ne.

eNeloBoloNe]

Stad widzimy, ze dolna liczba chromatyczna wynosi x (H) = 2.

Podsumowujac, najmniejsza liczba jednostek czasu potrzebna do wykonania

zadan wynosi 2.
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Podsumowanie

Rozdziat stanowi przeglad poje¢ pochodzacych z teorii graféw oraz teorii hipergra-
fow potrzebnych do zrozumienia problematyki kolorowania hipergraféw miesza-
nych.

W rozdziale opisano algorytm rozdzielania-§ciagania wykorzystywany do wyzna-
czania kolorowania hipergraféw mieszanych. Pokazano, ze kolorowanie hipergraféw
mieszanych moze by¢ modelowane za pomoca programowania catkowitoliczbowego.

Dla opracowanego przyktadu hipergrafu modelujacego problem alokacji zaso-
boéw zaprezentowano przebieg algorytmu kolorowania hipergrafé6w mieszanych.
Algorytm ten sprowadza wielomian chromatyczny hipergrafu mieszanego do sumy
wielomianéw chromatycznych graféw petnych. Za pomocg zwréconych przez al-
gorytm liczb graféw peinych zostal wyznaczoney wielomian chromatyczny oraz
dolna i gérna liczba chromatyczna. Dolna liczba chromatyczna byla odpowiedzig
na pytanie dotyczace optymalnej liczby jednostek czasu potrzebnych do wykonania
wszystkich zadan przy przyjeciu pewnych ograniczen. Wielomian chromatyczny
zostal réwniez wyznaczony w oparciu o powstajgce podczas wykonywania algo-
rytmu drzewa i lasy. W obu podejsciach otrzymano identyczne wyniki. Dolng
liczbe chromatyczng obliczono modelujac kolorowanie hipergrafu mieszanego H
za pomocg programowania catkowitoliczbowego.

Literatura

[1] Allagan J.A., Slutzky D., Chromatic Polynomials of some Mixed Hypergraphs,
,~Australasian Journal of Combinatorics”, 2014, vol. 58(1), p. 197-213.

[2] Berge C., Graphs and Hypergraphs, North-Holland Mathematical Library, Amster-
dam, 1976.

[3] Berge C., Hypergraphs: Combinatorics of Finite Sets, North-Holland Mathematical
Library, Amsterdam, 1989.

[4] Birkhoff G.D., A Determinant Formula for the Number of Ways of Coloring a Map,
,Annals of Mathematics”, 1912, vol. 14(1).

[5] Voloshin V., The Mixed Hypergraphs, ,,Computer Science Journal of Moldova”, 1993,
vol.1(1), p. 45-52.

[6] Lazuka E., Wielomian chromatyczny jako narzedzie klasyfikacji hipergrafow [W:]
Matematyczne miscellanea, t. 3, red. 1. Gorgol, Wydawnictwo Politechniki Lubelskiej,
Lublin, 2018.

[7] Poptawska E., Hipergrafy mieszane i ich kolorowanie, [W:] Kota naukowe etapem
rozwoju kompetencji zawodowych i naukowych, red. B. Buraczyriska, Wydawnictwo
Politechniki Lubelskiej, Lublin, 2023.

[8] Read R.C., An Introduction to Chromatic Polynomials, ,,Journal of Combinatorial
Theory”, 1968, vol. 4, p. 52-71.

[9] Wilson R., Wprowadzenie do teorii grafow, PWN, Warszawa, 2007.



50 E. Poptawska-Panas

[10] Tomescu 1., Chromatic Coefficients of Linear Uniform Hypergraphs, ,Journal of
Combinatorial Theory”, 1998, vol. 72, p. 229-235.

[11] Lozovanu D., Voloshin V.1, Integer Programming Models for Colorings of Mixed
Hypergraphs, ,,Computer Science Journal of Moldova”, 2000, vol. 8(1), p. 64-74.

[12] Voloshin V., Coloring Mixed Hypergraphs: Theory, Algorithms and Applications,
American Mathematical Society, Providence, 2002.

[13] Tuza Z., Voloshin V.I., Zhou H., Uniquely Colorable Mixed Hypergraphs, ,,Discrete
Mathematics”, 2002, vol. 248, p. 221-236.

[14] ZhangR., Chromatic Polynomials of Hypergraphs and Mixed Hypergrapghs, National
Institute of Education NanYang Technological University, 2020.

[15] Berkelaar M., Csardi G., Interface to Lpsolve v. 5.5 to Solve Linear/Integer Programs,
https://cran.r-project.org/web/packages/IpSolve/IpSolve.pdf, [dostep: 15.05.2022r].

[16] A Computer Algebra System, https://maxima.sourceforge.io/, [dostep: 15.05.2022r].


https://cran.r-project.org/web/packages/lpSolve/lpSolve.pdf
https://maxima.sourceforge.io/

Anna Futa ', Magdalena Jastrzebska 2

Zastosowanie algorytmoéw grafowych do modelowania
zintegrowanego systemu miejskiej gospodarki wodnej

Streszczenie

Stosowanie metod wykorzystujacych grafy do modelowania réznorodnych zagadnien inzy-
nierskich jest znane od kilkudziesigciu lat, natomiast zastosowanie algorytméw grafowych do
modelowania zagadnien miejskiej gospodarki wodnej jest podejSciem nowym. W rozdziale
przedstawiono wybrane algorytmy teorii graféw stuzace do modelowania zintegrowanych
systeméw miejskiej gospodarki wodnej. Cz¢$¢ z przedstawionych algorytméw wywodzi si¢
bezposrednio z teorii graféw, niektére z nich zostaly opracowane na podstawie innych nauk,
m.in. inzynierii Srodowiska czy genetyki, w celu rozwigzywania konkretnych probleméw
inzynierskich.

Stowa kluczowe: modelowanie grafami, algorytmy grafowe, analiza zintegrowana,
modelowanie sieci, woda miejska

Abstract

The application of methods using graphs to model a variety of engineering issues has been
known for several decades, but the application of graph algorithms to model the urban water
management issues is a completely new approach. The chapter presents selected graph theory
algorithms for modeling integrated urban water management systems. Some of the presented
algorithms are directly derived from graph theory, while others were developed from other
sciences, including environmental engineering or genetics, to solve specific engineering
problems.

Keywords: graph modeling, graph algorithms, integrated analysis, network modeling,
municipal water

Wstep

Od korica XX wieku zmienia si¢ postrzeganie systemOw inzynieryjnych zwigzanych
z zaopatrzeniem w wodg i odprowadzaniem $ciekéw na terenach zurbanizowanych.
Uktady te dawniej rozpatrywano oddzielnie, jako niezalezne uktady, w ktérych za-
chodza zjawiska fizyczne zwigzane z transportem wody, Sciekéw i osadéw. Obecnie
obserwuje si¢ tendencje do caloSciowego analizowania tych systeméw oraz trakto-
wania poszczegolnych ich czgdci jako jednego zintegrowanego systemu miejskiej
gospodarki wodnej (ZSMGW). Mozna to zaobserwowaé w pracach wielu autoréw,
ktérzy postuluja konieczno$é podjecia wysitkéw w celu opracowania kompleksowej
metodologii projektowania, analizy i dziatania ZSMGW [17,22,24].
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W zwigzku z tym poszukuje si¢ narzedzi, ktére beda mogty analizowac zinte-
growany system cato$ciowo, jak rowniez w obszarze poszczegdlnych podsystemdw.
Takim narzedziem matematycznym sg algorytmy grafowe. Niektdére algorytmy
powstaly w ramach teorii graféw, inne za§ w wyniku rozwigzania konkretnych
probleméw inzynierskich.

Pierwsza nauka stosowana, ktéra wykorzystata narzedzia teorii graféw byta elek-
trotechnika (prawo Kirchhoffa, topologiczne metody analizy obwodéw). W ostatnich
latach nastapit intensywny rozwoj zastosowan teorii graféw w informatyce, zaréw-
no w kontekScie metod (bazy danych, sztuczna inteligencja), jak i algorytméw
kombinatorycznych [28]. Obecnie nowym, popularnym trendem jest zastosowanie
narzedzi teorii graféw w naukach spotecznych. Coraz wigcej dziedzin wykorzystuje
grafy jako obiekty uniwersalne, ktére pomagaja opisywac rézne zagadnienia z ma-
tematyczng precyzja, modelowac je, a nastepnie dostarczac rozwigzania za pomocg
metod i algorytméw grafowych.

1. Zintegrowany system miejskiej gospodarki wodnej

Zintegrowany system miejskiej gospodarki wodnej (ZSMGW) to ztozona sie¢ skta-
dajaca si¢ z polaczonych ze sobg rur i weztow kazdego podsystemu [8]. ZSMGW
stanowi niezbedng infrastrukture miejska i ma bezposredni wplyw na gospodarke
publiczna, zdrowie i Srodowisko [17,23]. ZSMGW sktada si¢ z dwéch zasadniczych
czedci: systemu zaopatrzenia w wode i systemu kanalizacji (por. rys. 1).

ZINTEGROWANY SYSTEM MIEJSKIET
GOSPODARKI WODNEJ

SYSTEM ZAOPATRZENLA SYSTEM KANALIZACJ

W WODE
SYSTEM
DYSTRYBUCJL #RODLO woDa
wopy ZAOPATRZENIA DESZCZOWA
SCIEKT
PRZEMYSLOWE

UZDATNIANIE
WODY

Rysunek 1. Zintegrowany system miejskiej gospodarki wodnej

System zaopatrzenia w wod¢ sktada si¢ z trzech podstawowych elementow:
Zrodla zaopatrzenia, uzdatniania lub przetwarzania wody oraz dystrybucji wody
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do spoteczeristwa i przemystu. Woda pochodzaca ze Zrédta kierowana jest do oczysz-
czalni za pomocg akweduktéw i rur. Proces ten zachodzi przy wykorzystaniu ci-
$nienia lub przeptywu w otwartym kanale. Po oczyszczeniu woda jest natychmiast
transportowana do systemu dystrybucyjnego, moze by¢ rowniez przekazywana
poprzez zbiorniki retencyjne [10, 12,20, 25].

System kanalizacji to sie¢ rur, studzienek, przepompowni i obiektéw z nimi
zwigzanych. Dzieki niemu Scieki sg przekazywane z miejsca ich powstania do
miejsca oczyszczania i unieszkodliwiania [6,21]. NateZenie przeptywu §ciekdw r6zni
sie w zaleznoSci od miejsca, czynnikéw ekonomicznych i charakteru publicznego,
charakterystyki przedsi¢biorstw przemyslowych na badanym obszarze, zuzycia
wody, warunkéw pogodowych i rodzaju kanalizacji. Istniejg trzy rodzaje systemow
kanalizacyjnych: Scieki sanitarne (z fazienek, toalet, kuchni itp.), Scieki przemystowe
oraz woda deszczowa.

2. Opis wybranych algorytméw opartych na teorii grafow

Tradycyjne zintegrowane systemy miejskiej gospodarki wodnej opierajg si¢ na scen-
tralizowanej infrastrukturze sieciowej. Ostatnio coraz czeSciej pojawia si¢ dyskusja
na temat sieci kanalizacyjnych w miastach. Najnowsze badania sugerujg zastapienie
systemow scentralizowanych systemami zdecentralizowanymi lub hybrydowymi.
W zwiazku z tym potrzebne sg narzedzia i metody do szacowania i optymalizacji
sieci wodno-$ciekowych o dowolnym stopniu centralizacji. W tym celu wykorzystuje
sie wiele algorytméw bazujacych na teorii graféow.

W zwiazku z tym przypomnijmy kilka podstawowych faktéw i definicji zwigza-
nych z ta teoria. Przez graf G rozumiemy tréjke zawierajaca zbior wierzchotkow
V(G), zbidr krawedzi E(G) oraz relacje faczacy z kazdg krawedzig dowolne dwa
wierzchotki (niekoniecznie rézne), nazwane punktami koicowymi. Graf prosty to
taki graf, ktéry ma nie wigcej niz jedng krawedZ pomiedzy dowolnymi dwoma
wierzchotkami i zadna z krawedzi nie zaczyna si¢ ani nie koficzy w tym samym
wierzcholku, czyli jest to graf bez krawedzi wielokrotnych i petli. Sciezka to graf
prosty, ktérego wierzchotki mozna uporzadkowac w taki sposob, ze dwa wierz-
chotki sg polaczone krawedzia, jesli sa kolejne w ciggu. Podgrafem danego grafu
G nazywamy graf H spetniajacy inkluzje V(H) C V(G) i E(H) C E(G), gdzie
przyporzadkowanie punktéw koficowych do krawedzi w grafie H jest identyczne jak
w grafie G. Graf G nazywamy spdjnym, jezeli kazda para wierzchotkéw jest potaczo-
na §ciezka. W przeciwnym razie G jest niespdjny. Cykl to Sciezka, w ktérej pierwszy
i ostatni wierzchotek sg potaczone krawedzig. Graf nazywamy acyklicznym, jesli nie
zawiera zadnego cyklu. Spdjny graf acykliczny nazywany jest drzewem. Podgrafem
rozpinajacym grafu G nazywamy podgraf ze zbiorem wierzchotkéw V (G). Drzewo
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rozpinajgce to podgraf rozpinajacy, bedacy drzewem [26,27]. Rysunek 2 przedstawia
przyktad grafu spdjnego G, jego przyktadowy podgraf rozpinajacy H, ktéry jest
niespdjny, oraz przyktadowe drzewo rozpinajace T .

Rysunek 2. Przyklady graféw

2.1. Algorytm ci¢cia petla po petli

Algorytm ciecia petla po petli (ang. the loop-by-loop algorithm) zostal wprowadzony
w 2013 roku przez A. Hanghighi’ego w celu zaprojektowania wykonalnych uktadéw
kanaléw kanalizacyjnych na podstawie grafu bazowego [14]. Pierwszym krokiem
tego algorytmu jest wprowadzenie nieskierowanego grafu bazowego do konfiguracji
obejmujacej wszystkie mozliwe potaczenia i rury. W grafie bazowym przez m jest
oznaczona liczba krawedzi (liczba rur), n oznacza liczbe wierzchotkéw (wlazéw),
za$ NL to liczba petli. Innymi stowy, aby zbudowac¢ drzewo rozpinajace z grafu
bazowego, ktéry ma NL petli, nalezy wyciaé NL krawedzi (po jednej krawedzi
w kazdej petli). Wedtug Hanghighi’ego przez petle rozumiemy cykle w grafie.
Wiszystkie wierzcholki, krawedzie i petle zawarte w grafie bazowym sa dowolnie
oznaczane liczbami. Graf ten jest opisany macierzg B, ktéra zawiera m wierszy
i NL+ 3 kolumn.
Struktura macierzy B:
— pierwsza kolumna zawiera nazwy $ciekow,
— kolumny od 2 do NL + 1 sktadaja si¢ ze wskaznikéw kanalizacji w petli, ktdre
wskazuja, czy kanalizacja znajduje sie w petli, czy nie,
— w koricowych kolumnach od NL+2 do NL 4+ 3 znajdujg si¢ nazwy studzienek
kanalizacyjnych (nazwy zakoniczen kanalizacyjnych).

Aby zbudowa¢ uktad typu drzewo, nalezy w grafie bazowym wycia¢ jeden kanat
danej petli. Po wybraniu rury do ciecia, cigcie mozna przeprowadzi¢ zaréwno
w studzience gornej, jak i dolnej. W zwiazku z tym mozna wymieni¢ dwa parametry
decyzyjne dotyczace uruchomienia kazdej petli, ktére zawieraja nazwe przecinanej
rury oraz miejsce przeciecia. Sg one oznaczone odpowiednio przez ¢ i . Po uru-
chomieniu pe¢tli modyfikuje si¢ graf bazowy, za§ macierz B wymaga odpowiedniej
modyfikacji (co opisano szczegétowo w [3, 14]). Po wprowadzeniu powyzszych
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modyfikacji rozwazana jest kolejna petla i proces trwa do momentu otwarcia wszyst-
kich NL petli. Ostatecznie, na podstawie okreslonych parametréw « i B, tworzony
jest uktad kanalizacji obejmujacy m kanaléw, n + NL studzienek i niezawierajacy
petli. Nastepnie wyznacza si¢ kierunki kanalizacji w strone studzienki wylotowej
w oparciu o zasade, ze ,,z kazdej studzienki, z wyjatkiem wylotu, wychodzi doktadnie
jeden kanal”. Kierunek kazdej kanalizacji zmienia si¢ w macierzy B w taki sposéb,
ze gorne studzienki umieszczane sa w kolumnie NL+ 1, a dolne w kolumnie NL 42,
por. [3,4,14].

2.2. Algorytm wiszacych ogrodéw

Algorytm wiszacych ogrodéw zostal wprowadzony w 2019 roku przez A. Hanghi-
ghi’ego, A.E. Bakhshipour’a i innych w celu stworzenia wszystkich mozliwych
ukfadéw kanalizacyjnych i zbadania r6znych stopni decentralizacji [3]. Nazwa

»algorytm wiszacych ogrodéw” wywodzi si¢ z faktu, ze algorytm ten ,.tnie” gtéwne

wiszgce drzewo na wiele wiszacych drzew o mniejszych rozmiarach. Algorytm ten

tworzy zdecentralizowane uktady przy uzyciu nastepujacych elementow:

— tropiciel — sprawdzenie odlegtosci pomiedzy sugerowanym dodatkowym nowym
korzeniem a istniejacym(i) korzeniem(ami),

— separator — wybor miejsca odciecia tej odlegtosci i podzielenie grafu na dwie
czedci,

— konstruktor macierzy — wyszukanie znaczacych weztéw i rur we wszystkich
czgsciach i utworzenie macierzy H (ktdra opiera si¢ na wezlach, podczas gdy
macierz B opiera si¢ na rurach) dla kazdego z nowych drzew.

Macierz H zawiera n wierszy i n+ 2 kolumn. Struktura macierzy H jest nastgpujgca:

— pierwsza kolumna sktada si¢ z pozioméw wezta,

— druga kolumna zawiera nazwy weztéw,

— kolumny od 3 do n + 2 zawieraja informacje o potaczeniu wezta, wskazujac, czy
wezel jest powigzany z innymi, czy nie.

Stosujac te metode, mozna podzieli¢ kazde drzewo skierowane na dwa drzewa,
roéwniez skierowane. Wprowadzajac nowy korzen do systemu, algorytm najpierw
sprawdza, do ktorej czeSci nalezy nowy korzefi, a nastepnie wykorzystuje opisane
powyzej procedury do podziatu drzewa. Proces ten mozna powtarza¢ do momentu,
az wszystkie mozliwe korzenie (i wszystkie mozliwe potaczenia) znajda si¢ w osta-
tecznym ukladzie. Ostatnim etapem jest wykorzystanie wszystkich modyfikacji
w rzeczywistym uktadzie w obrebie grafu bazowego [3-5].

Algorytm ciecia petla po petli tworzy uktad scentralizowany. Z drugiej strony,
algorytm wiszgcych ogrodéw wykorzystuje utworzony uktad do wygenerowania
uktadu zdecentralizowanego. Proces ten przedstawiono na rysunku 3.
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Rysunek 3. Algorytm stuzacy do tworzenia ukladéw zdecentralizowanych [3]

2.3. Algorytm Dijkstry

Algorytm Dijkstry (ang. Dijkstra’s algorithm) zostat wprowadzony w 1959 roku
przez E.W. Dijkstre w celu znalezienia najkrétszej Sciezki pomiedzy wierzchotka-
mi w grafie [11]. Algorytm ten rozpoczyna si¢ w wybranym wierzchotku (wezle
Zrédtowym) i eksploruje graf w celu znalezienia najkrétszej Sciezki taczacej ten
wierzchotek i wszystkie pozostate wierzchotki grafu. Procedura podaza najkrétszg
zidentyfikowang Sciezka pomi¢dzy dowolnym wierzchotkiem a wierzchotkiem Zr6-
dfowym, a nastgpnie zmienia te wielkosci w przypadku odkrycia krétszej odleglosci.
Gdy algorytm zidentyfikuje najkrétsza Sciezke od wierzchotka Zrédtowego do innego
wierzchotka, wéwczas ten drugi jest oznaczony jako ,,odwiedzony” i dotaczony
do Sciezki. Procedura trwa do momentu wstawienia kazdego wierzchotka grafu do
Sciezki [18].

Ograniczeniem algorytmu Dijkstry jest to, ze moze on dziata¢ wylacznie z gra-
fami, ktére maja dodatnie wagi. Wynika to z faktu, ze w trakcie catej procedury
nalezy sumowaé wagi krawedzi tak, aby znaleZ¢ najkrotsza Sciezke. Algorytm nie
bedzie dziata¢ poprawnie, jesli w grafie pojawi si¢ waga ujemna. Kiedy wierzchotek
zostanie oznaczony jako ,,odwiedzony”, rzeczywista odleglo$¢ prowadzaca do tego
wierzchotka zostanie opisana przez ,,najkrotsza Sciezke” prowadzaca do osiagniecia
tego wierzchotka.

Schemat dziatania algorytmu Dijkstry przedstawiono na rysunku 4. Na rysunku
tym zbi6r S stanowi zbiér wszystkich wierzchotkéw, dla ktérych nie znaleziono
najkroétszej Sciezki, czyli zawiera on jedynie punkt poczatkowy. Zbiér U zawiera
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wierzchotki inne niz punkt poczatkowy. Wiecej informacji na temat algorytmu
Dijkstry mozna znaleZ¢é w [9, 18,28].

Start

l

Ustal dwa zbiory S oraz U i umie$¢ punkt poczatkowy w zbiorze §

l

Czy ale#¢ najkrotsza éciezke Tak
dla wszystkich wierzchollcow?

l Nie
Wrybierz wierzcholek K. ktéry nie znajdnje sie w zbiorze i jest najmniej odleghy

|

Czy malez¢ wierzcholek
K najmniej odleghy?

Tak

l Nie

Zmien odlegloéé wierzcholkéw spoza zbioru §

l Stop
Dodaj K do zbiorm S

Rysunek 4. Schemat blokowy algorytmu Dijkstry [18]

2.4. Algorytm genetyczny

W 1975 roku J. Holland i jego wsp6tpracownicy zaproponowali algorytm genetyczny
(ang. genetic algorithm). Jego gtdwnym celem byto zbadanie procedury adaptacyjnej
niektérych metod naturalnych i opracowanie metod symulujacych ten proces [15].
Algorytmy genetyczne to powszechne metodologie poszukiwania sztucznej ewolucji,
ktérych istota sa mechanizmy ewolucji i genetyki populacyjnej. Metody te opieraja
sie na naturalnej, wysoce wydajnej optymalizacji technologii ewolucyjnych, ktére
bazuja na preferowanym do§wiadczeniu i reprodukcji najlepiej dopasowanych uczest-
nikéw populacji, zachowaniu populacji ztozonej z réznych cztonkéw, dziedziczeniu
informacji genetycznej od rodzicéw i okazjonalnych mutacjach genéw.

Podstawowy algorytm genetyczny sklada si¢ z pieciu etapdw: inicjalizacji, selek-
cji, krzyzowania, mutacji i terminacji [2].
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— Inicjalizacja — zbidr genéw sktada si¢ z populacji proponowanych rozwigzan. Ta

metoda tworzy losowe sekwencje z poszczegdlnych rozwigzaf w celu utworzenia
populacji wstepnej. Inicjalizacja odbywa si¢ w sposéb losowy, aby uwzglednié
cala game mozliwych rozwigzat w obszarze poszukiwari.

Selekcja—z zywej populacji wybierane sa konkretne genomy w celu wychowania
kolejnego pokolenia. Pojedyncze rozwigzania, zwane rozwigzaniami dopaso-
wanymi, s3 wybierane przy uzyciu funkcji dopasowania w ramach procedury
opartej na dopasowaniu. Do oceny dopasowania wszystkich rozwigzan stosuje
si¢ metody wyboru.

Krzyzowanie — ten operator genetyczny przyjmuje co najmniej jedno rozwigzanie
rodzicielskie i tworzy rozwigzanie potomne. Pobierane sg geny chromosoméw
rodzicielskich i powstaje wigcej potomstwa. W szczegdlnosci operator wybiera
losowy punkt przeciecia.

Mutacja — operator ten modyfikuje pojedynczy bit w losowy sposéb w rzeczy-
wistym potomku utworzonym z operatora krzyzowania. Metoda ta wymaga
stworzenia nowego przypuszczenia poprzez mutacj¢ dostepnego. Laricuch nad-
rzedny jest przeksztatcany w tabele sktadajaca sie z ciggéw nadrzednych.
Zakoniczenie — caly proces jest powtarzany do momentu odkrycia zanotowanego
rozwigzania lub populacji n-iteracji, ktéra nie ulegta zmianie.

Schemat dziatania algorytmu przedstawiono na rysunku 5. Wiecej informacji na
temat algorytmu genetycznego mozna znalez¢é w [2].

| Populacja poczatkowa l

e
v

I Ocena jakosci ‘
¥

| Selekcja ‘

| Krzyiowanie ‘

¥

I Mautacja |

kryteria terminacji
sa spelnione?

Rysunek 5. Schemat blokowy standardowego algorytmu genetycznego [2]
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3. Zastosowanie wybranych algorytméw do optymalizacji
zintegrowanego systemu miejskiej gospodarki wodnej

3.1. Algorytm ciecia petla po petli

Algorytm cigcia petla po petli wprowadzono w celu utworzenia mozliwych uktadéw
kanalizacji na podstawie grafu bazowego. Za pomocg tej metody regularnie rozwig-
zywane sg catkowite ograniczenia problemu instalacji kanalizacyjnej. Optymalny
uktad osiagany jest przy uzyciu funkcji celu i zastosowaniu prostego algorytmu
genetycznego. Nastepnie ustalana jest konfiguracja kanalizacji, a opisy pomp i rur
sa projektowane przy uzyciu dyskretnego r6znicowego modelu programowania
dynamicznego. Algorytm ciecia petla po petli jest szczegdlnie pomocny przy pro-
jektowaniu miejskich systeméw odwadniajacych na terenach plaskich. Ponadto
algorytm ten jest efektywny obliczeniowo, a takze prosty w zastosowaniu i wlgczeniu
do rozwiazan optymalizacyjnych [3, 14].

3.2. Algorytm wiszacych ogrodéw

Algorytm wiszacych ogrodéw jest przystosowany do spetnienia wszystkich ogra-
niczeni zwiazanych z projektowaniem miejskich sieci rur kanalizacyjnych. Algo-
rytm wiszacych ogrodéw zostal wprowadzony w celu wytworzenia i optymalizacji
(zde)centralizowanych systeméw odwadniajacych w miastach dla obszaréw stro-
mych i ptaskich [3]. Algorytm ten byl uzywany przez Hanghighi’ego i innych
w odniesieniu do Ahvaz, miasta w Iranie. Pomimo tego, ze ich wyniki pokazaty,
7e zasugerowana metoda moze zaréwno stworzy¢ rzeczywiste struktury, jak i da¢
niemal optymalne odpowiedzi, badacze jedynie uwzglednili koszty budowy jako
funkcje celu [4,5].

3.3. Algorytm Dijkstry

W wyniku burz duza ilo§¢ wody wyptywa z kanalizacji poprzez przelew ogélno-
splawny. Nastepnie dla kazdego Zrédta (wezta) wyznaczana jest droga do okreslone-
go przelewu (celu) w Sciekach. Kazda §ciezka ma okre§long diugos$¢ lub ,.koszt”. Dla
kazdego wezla najtaisza Sciezka do potaczonej struktury przelewowej wyznaczana
jest przez algorytm Dijkstry. Implementacja tej metody wymaga roztozenia kosztéw
pomiedzy dowolne dwa wezly. Poniewaz kanalizacja przeptywa gtéwnie grawita-
cyjnie, ujemne nachylenia zdecydowanie podnosza koszty wydobycia. W zwigzku
z tym mozna zastosowaé zmodyfikowana dtugos¢ do wyrazenia kosztu pomiedzy
dowolnymi dwoma weztami [16, 19].
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3.4. Algorytm genetyczny

Algorytm genetyczny zostal wprowadzony w celu optymalizacji projektowania sieci
wod deszczowych. W modelu tym za zmienne decyzyjne przyjmuje si¢ rzedne we-
ztowe sieci kanalizacyjnej. Do sprawdzenia rozwigzan eksperymentalnych podanych
przez optymalizator algorytmu genetycznego wykorzystywany jest kod symulacji
stanu ustalonego. Algorytmy te sg zasadniczo budowane z myslg o nieograniczo-
nych problemach optymalizacyjnych. Zastosowanie algorytmu genetycznego do
zagadniefl optymalizacji ograniczonej, czyli sieci wod deszczowych, wymaga prze-
ksztalcenia zagadnienia podstawowego ograniczonego w zagadnienie optymalizacji
nieograniczonej [1].

Algorytm genetyczny moze by¢ rowniez stosowany jako narzedzie optymaliza-
cyjne w odniesieniu do Sciek6w sanitarnych. Celem jest minimalizacja catkowitego
kosztu, zminimalizowanie czasu przebywania wody w systemie, a takze maksymali-
zacja metryki niezawodnosci sieci [13].

Algorytm genetyczny jest metoda stosowang réwniez w celu optymalizacji
systemu zaopatrzenia w wode. Model ten stanowi istotny element inteligentnej
konfiguracji diagnostycznej stosowanej w lokalnej sieci wodociggowej. GIéwng rola
tego procesu jest wykrywanie i lokalizacja wyciekéw wody. W przypadku wejs¢
konstrukcja wykorzystuje dane z czujnikdw przeptywu lub czujnikéw cis$nienia
zainstalowanych na sieci rurociagéw, natomiast wyjSciem jest cze$¢ danych doty-
czacych wykrycia wycieku oraz jego potozenia. Gtéwng zaletg tego systemu jest
mozliwo$¢ oszacowania lokalizacji wycieku jedynie na podstawie skonczonej liczby
montowanych czujnikéw [7].

Podsumowanie

Zaprezentowane algorytmy oparte na teorii graféw maja szerokie zastosowanie
w modelowaniu zagadnieri dotyczacych zintegrowanych systeméw miejskiej gospo-
darki wodnej. Gtéwna rola tych algorytméw jest optymalizacja proceséw zachodza-
cych w poszczegdlnych podsystemach ZSMGW, m.in. w sieciach kanalizacyjnych
oraz w systemie zaopatrzenia w wode. Mozliwym kierunkiem dalszych badafi moze
sta¢ si¢ wykorzystanie do modelowania zagadnieni systeméw gospodarki wodnej
obiektoéw bardziej uniwersalnych niz grafy. Mianowicie sa to hipergrafy, ktérych
wlasciwosci i zalety wykorzystywane s3 w modelowaniu ztozonych uktadéw, m.in.
w chemii, elektrotechnice i mechanice.
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Wykorzystanie teorii grafow w harmonogramowaniu
projektow budowlanych

Streszczenie

Rozdzial poswigcony zostal wykorzystaniu teorii graféw w planowaniu projektéw. Dzig-
ki grafom mozliwe jest konstruowanie dobrych modeli harmonograméw projektéw, ktére
uwzgledniaja czas realizacji zadan, zestawienie materiatéw, zarzadzanie jako$cig oraz analizg
ryzyka. Modele grafowe pozwalajg takze na okreslenie zaleznosci wystepujacych w takich
harmonogramach. W rozdziale opisano trzy najwazniejsze metody stosowane przy plano-
waniu projektéw: CPM, PERT oraz GERT, a nast¢pnie zaprezentowano ich dzialanie na
przyktadzie konkretnego harmonogramu projektu budowlanego.

Stowa kluczowe: graf, projekt budowlany, CPM, PERT, GERT

Abstract

The chapter is devoted to the use of graph theory in project planning. Thanks to the use of
graphs, it is possible to construct good models of project schedules that take into account task
completion time, bill of materials, quality management and risk analysis. Moreover, graph
models help determine relationships occurring in such schedules. The chapter describes
three most important methods used in project planning: CPM, PERT and GERT, and then
presents how they work on the example of a specific construction project schedule.

Keywords: graph, construction project, CPM, PERT, GERT

Wstep

Teoria graféw jest dziedzing matematyki zajmujaca si¢ badaniem struktur grafowych.
Graf to pojecie, ktére moze by¢ uzywane do opisywania szerokiej gamy zagadnien,
w tym zwiazkéw miedzy obiektami, struktur sieciowych, probleméw przydziatu
i wielu innych. Teoria graféw moze by¢ uzywana do opracowywania i rozwigzywania
wielu probleméw w réznych dziedzinach, m.in. w informatyce, matematyce, biologii
i statystyce. Wspodtczesne zastosowania teorii graféw obejmuja wiele ré6znorodnych
zagadnien, od analizy sieci spotecznych po modelowanie proceséw produkcyjnych
i zarzadzanie zasobami.

Celem rozdziatu jest przedstawienie mozliwoSci wykorzystania modelowania
wybranych probleméw inzynierskich za pomoca graféw w planowaniu projektow.
Rozw6j metod planowania projektow jest waznym obszarem badawczym. Zaréwno
planowanie projektu, jak i planowanie rozwoju produktu uwzglednia czas realizacji

I Absolwentka studiéw I stopnia na kierunku matematyka, Politechnika Lubelska
2 Katedra Matematyki Stosowanej, Politechnika Lubelska
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zadan, zestawienie materiatow, zarzadzanie jakoScia, a takze analize ryzyka. Takie
planowanie moze by¢ wspierane przez teori¢ graféw.

Najbardziej znane metody grafowe stosowane w tym kontekscie to CPM (critical
path method), PERT (program evaluation and review technique) oraz GERT (gra-
phical evaluation and review technique). Wspdlng cecha tych metod jest podzial
projektu na wiele dobrze zdefiniowanych i nienakfadajgcych sie na siebie poje-
dynczych zadafi, zwanych czynno$ciami. Ze wzgledu na ograniczenia techniczne
niektére zadania muszg zosta¢ ukoriczone przed rozpoczeciem innych. Oprocz tej
relacji pierwszenstwa miedzy czynnoS$ciami, kazda czynno$¢ wymaga réwniez
okre$lonego czasu, zwanego czasem trwania czynnoS$ci. Biorac pod uwage liste
dziatann w projekcie oraz czas ich trwania, mozemy narysowa¢ wazony digraf przed-
stawiajacy projekt w nastepujacy sposob: kazda krawedzZ reprezentuje aktywnosé,
a jej waga reprezentuje czas trwania aktywnoSci. Wierzchotki reprezentuja poczatki
i korice dziatan i s3 nazywane zdarzeniami w projekcie. Kazde dziatanie zaczynajace
si¢ zdarzeniem i, a koficzace zdarzeniem j bedzie reprezentowane przez krawedz
skierowang (i, j).

Jezeli méwimy o duzych, skomplikowanych i ztozonych projektach, to przy
stosowaniu wymienionych metod mozemy méwic takze o sieciach.

1. Tworzenie grafu aktywnosci

Tworzenie grafu odpowiadajacego projektowi wyjasnimy na podstawie przyktadu
zaczerpnigtego z literatury [3]. Zat6zmy, ze mamy projekt sktadajacy si¢ z szeSciu
dziatad a, b, c, d, e oraz f. Dzialania sg skonstruowane w ten sposéb, ze a poprzedza
cid, bid poprzedzajg e, za$ c musi wystapic przed f. Czas trwania dziatan q, b, c,
d, e oraz f wynosi odpowiednio 5, 7, 6, 4, 15 i 2 dni. Graf aktywno$ci tego projektu
przedstawiono na rysunku 1.

Rysunek 1. Graf aktywnos$ci projektu
Zrédto: Opracowanie wlasne
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Mozna zauwazy¢, ze graf aktywnosci musi by¢ acykliczny. W przeciwnym
razie wystgpitaby sytuacja, w ktérej zadna aktywno$¢ w grafie skierowanym nie
moglaby zosta¢ zainicjowana. Na rysunku 1 widzimy, ze wierzchotek oznaczajacy
poczatek projektu musi mie¢ zerowy stopient wejSciowy, poniewaz zadna aktywnos¢
nie poprzedza tego wierzchotka. Podobnie, wierzcholek oznaczajacy zakoficzenie
projektu musi mie¢ zerowy stopiefi wyjSciowy, poniewaz zadna aktywnos$¢ nie
nastepuje po tym wierzchotku.

Rysunek 2. Aktywnos$¢ fikcyjna w grafie aktywno$ci projektu
Zrédto: Opracowanie wlasne

W takim grafie aktywnoS$ci moze wystgpi¢ tzw. aktywno$¢ fikcyjna. Nalezy
wtedy wprowadzi¢ zatozenie, ze istnieje dodatkowe ograniczenie moéwiace, ze
aktywno$¢ f nie moze zosta¢ rozpoczeta przed ukoriczeniem aktywnosci b i d.
Takg sytuacj¢ uwzglednia si¢, rysujac krawedZ od wierzcholka x do y, tak jak na
rysunku 2. Taka krawedZ, ktéra reprezentuje tylko relacje pierwszenstwa, a nie
zadne zadanie w projekcie, nazywana jest czynnoscia fikcyjng. Fikcyjne dziatania
stajg si¢ konieczne, gdy istniejace dzialania nie sg wystarczajace do doktadnego
przedstawienia wszystkich relacji pierwszernistwa. Aktywnosci fikcyjne majg zerowy
czas trwania i sg zwykle przedstawiane w postaci przerywanych linii.

Dwie réwnolegte krawedzie (tj. dziatania majace tego samego bezposredniego
poprzednika i tego samego bezpoSredniego nastepnika) mozna zastapi¢ pojedyncza
krawedzia, faczac oba dziatania w jedno, tak jak na rysunku 3, gdzie x, y oznaczaja
dziatania, a 1., t, oznaczajg odpowiednio czas trwania dziatania x i y. Jesli jednak
dziatania powinny by¢ §ledzone oddzielnie, nalezy utworzy¢ atrape dziatania i atrape
zdarzenia, tak jak na rysunku 4.
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Xty

max(ty,ty)

Wiy

Rysunek 3. Zastapienie dwéch réwnoleglych krawedzi jedna krawedzia
Zrédto: Opracowanie wlasne

Xty

Ysly

Rysunek 4. Zastapienie dwéch réwnoleglych krawedzi — atrapa dzialania i atrapa zdarzenia
Zrédto: Opracowanie wlasne

Mozemy zalozy¢, ze graf aktywnosci ma dokfadnie jeden wierzchotek z zerowym
stopniem wejsciowym i doktadnie jeden wierzcholek z zerowym stopniem wyjscio-
wym. Jedli istnieje wiecej niz jeden wierzchotek o zerowym stopniu wejSciowym,
mozna arbitralnie wybra¢ jeden z nich jako zdarzenie poczatkowe i narysowac atrapy
aktywnosci z tego wierzchotka do innych wierzchotkéw. Wierzchotki z zerowymi
stopniami wyjSciowymi sg traktowane podobnie. Graf aktywnosci jest wiec repre-
zentacjg dwoch aspektdw projektu: relacji pierwszefistwa migdzy dziataniami oraz
czasu trwania tych dziatan.

W niektérych przypadkach planowania przydatne okazuje si¢ pofaczenie metod
planowania opartych na teorii graféw z metoda zarzadzania ryzykiem. Niepewnos¢
i ryzyko zwigzane z projektami pochodzg z réznych 7rédet i musza by¢ odpowiednio
modelowane. Podejmujac decyzje o rozwoju projektu, nalezy wzia¢ pod uwage
kilka kryteriéw jednocze$nie. Najwazniejsze z nich to:

— kryteria finansowe — projekt powinien pochtania¢ ograniczone koszty,

— kryteria czasowe — projekt powinien zosta¢ ukoriczony w okreslonym czasie,

— kryteria wynikéw — projekt powinien koncentrowac si¢ na okreslonych wyni-
kach.
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Aby mdc zintegrowaé wielowymiarowe kryteria realizacji i oceny projektu, koniecz-
ne jest zagregowanie kryteriow oceny i potaczenie ich ze stochastyczng metoda
planowania projektu. Stochastyczne metody planowania pomagajg tworzy¢ harmo-
nogramy, ktére uwzgledniaja wszystkie mozliwe rozwigzania przed okres§leniem
ostatecznego harmonogramu. Typowa metodg planowania stochastycznego jest me-
toda GERT. Natomiast w algorytmie PERT probabilistyczny charakter majg jedynie
parametry opisujace czynnosci, a struktura grafu jest zdeterminowana, podczas gdy
metoda CPM jest typowa metoda deterministyczna.

2. Critical path method

Critical path method (CPM) [5,9] to matematyczny algorytm planowania zestawu
dziatan projektowych. Stuzy do znalezienia tzw. Sciezki krytycznej i opisania zalez-
nosci pomiedzy dziataniami. Narzedzie to pozwala okre§li¢, ktére zadania lub czyn-
nosci, sposrdd wielu, ktére sktadajg si¢ na projekt, sg ,.krytyczne” pod wzgledem ich
wplywu na catkowity czas realizacji projektu oraz jak najlepiej zaplanowac wszystkie
zadania, aby dotrzymac docelowego terminu przy minimalnych kosztach. Jest to
wazne narzedzie do skutecznego zarzadzania projektami. Metoda CPM pozwala
na analiz¢ bardzo zréznicowanych rodzajéw projektdw, miedzy innymi w budow-
nictwie, rozwoju oprogramowania, projektach badawczych, rozwoju produktéw,
inzynierii i konserwacji instalacji. Kazdy projekt ze wspétzaleznymi dziataniami
moze zastosowaé t¢ metode planowania. Aby projekty mogly by¢ analizowane dzigki
metodzie CPM, niezb¢dne jest, by sktadaly si¢ z dobrze zdefiniowanego zbioru
zadar, ktére mogg by¢ uruchamiane i zatrzymywane w okre§lonej kolejnosci nieza-
leznie od siebie. Zadania muszg by¢ uporzagdkowane i wykonywane w odpowiedniej
sekwencji technologiczne;j.

Koncepcja CPM jest do$¢ prosta i najlepiej mozna ja zilustrowaé za pomoca
grafu projektu. Graf nie jest istotng czeScia CPM, poniewaz istniejg programy
komputerowe, ktére pozwalajg na wykonanie niezbednych obliczefi bez odwoty-
wania si¢ do graféw. Jednak sg one cenne jako spos6b na wizualne i wyraZne
przedstawienie kompleksu zadan w projekcie i ich wzajemnych powigzan. Algorytm
CPM wyznacza najdtuzsza Sciezke zaplanowanych dziatan do korica projektu oraz
najwczesSniejsze i najpdzZniejsze rozpoczecie i zakonczenie kazdego dziatania bez
wydtuzania projektu.

Metoda CPM ma trzy giéwne etapy:

1. podziat projektu na operacje niezbedne do jego ukoriczenia oraz okreSlenie
sekwencyjnego powigzania operacji,
2. tworzenie szacunkéw czasu dla kazdej operacji,
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3. okreslenie najwczes$niejszej mozliwej daty rozpoczecia, najwczesniejszej mozli-
wej daty zakonczenia, najpéZniejszej daty rozpoczecia i zakoriczenia poszcze-
g6lnych dziatan, a w konsekwencji calego projektu.

Kazde dzialanie niezbedne do ukoficzenia projektu jest wymienione z unikalnym
symbolem identyfikacyjnym (takim jak litera lub cyfra), czasem wymaganym do
ukoniczenia tego zadania i jego zadaniami wstepnymi. Aby ulatwié tworzenie graféw
i sprawdzanie niektérych rodzajéw btedéw w danych, zadania mogg by¢ utozone
w kolejnosci technologicznej, to znaczy, Ze zadne nie pojawiajg si¢ na grafie, dopdki
nie zostang uwzglednieni ich poprzednicy. Kolejnos$¢ technologiczna jest niemozli-
wa, jesli w pewnych zadaniach wystepuje btad cyklu (np. zadanie a poprzedza b,
b poprzedza c, za$ ¢ poprzedza a). Nastepnie kazde zadanie jest rysowane w grafie
jako okrag, z jego symbolem identyfikacyjnym i czasem pojawiajagcym si¢ wewnatrz
okregu. Relacje sekwencji sg oznaczone strzatkami w kazdym okrggu prowadzacym
do jego bezposrednich nastepcow. Dla wygody wszystkie okregi bez poprzednikow
sg potaczone z okregiem oznaczonym ,,Start”.

Graf jest szeregiem réznych Sciezek od punktu poczatkowego do korficowego.
Czas wymagany do przejscia kazdej Sciezki jest suma czasOw zwigzanych ze wszyst-
kimi zadaniami na $ciezce. Sciezka krytyczna wyznacza mozliwie najkrétszy czas
niezbedny do ukoriczenia calego projektu. Koncepcja CPM zaklada, ze co najmniej
jedna Sciezka w grafie aktywnoSci okresla czas trwania calego projektu i jest ona
jest Sciezkg krytyczng, a dzialania na niej nazywane sg dziataniami krytycznymi.
Metoda CPM jest metoda deterministyczng, ktéra nie uwzglednia niepewnosci
i prawdopodobienistwa ukoniczenia kazdego dziatania w projekcie. Tylko poprzez
znalezienie sposobdw na skrdécenie zadan wzdtuz Sciezki krytycznej mozna skrécic
catkowity czas projektu.

Gdy znana jest kolejno$¢ dziatafi, mozna przejs¢ do wykonywania obliczeni czasu
trwania catego projektu, rozpoczynajac od zdarzenia poczatkowego na zdarzeniu
konicowym koficzac. Chodzi o to, aby wyznaczy¢ najwczesniej ukoriczone zdarzenie
w grafie oraz obliczy¢ najwczesniejszy czas rozpoczgcia i zakoficzenia dziatad.
Poczatkowo jest dane TE(;) = ES(; ;) =0,

EF(!.J) :ES(I,])_'_I(ZJ)J (21)

gdzie:

i, j — numery poszczegdlnych zdarzen w projekcie,

TE(;) — najwczesniej ukoriczone zdarzenie i,

ES|; jy — najwczesniejszy czas rozpoczecia dziatania, ktére rozpoczyna si¢ zda-
rzeniem i, a koriczy zdarzeniem j,
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EF|; jy — najwczesniejszy czas zakonczenia dziatania, ktére rozpoczyna si¢ zda-
rzeniem i, a konczy zdarzeniem j,

1(;,j) — czas wymagany do wykonania aktywnosci, ktéra rozpoczyna si¢ zdarze-
niem i, a koficzy zdarzeniem j.

Po wykonaniu powyzszych obliczefi przechodzimy do obliczania czasu, rozpo-
czynajac od zdarzenia konicowego, a koniczac na zdarzeniu poczatkowym. Celem
jest wyznaczenie najpdZniej ukoriczonego zdarzenia w grafie oraz obliczenie naj-
pdZniejszego czasu rozpoczecia i zakoriczenia dziatan.

LS j) = LEGj =X

ij)s (2.2)

LE; jy = TLy;),

gdzie:

i, j —numery poszczegdblnych zdarzen w projekcie,

LS ; ;) — najpéZzniejszy czas rozpoczgcia dziatania, ktére rozpoczyna sig zdarze-
niem i, a koficzy zdarzeniem j,

LF; ;) — najp6Zniejszy czas zakoriczenia dzialania, ktére rozpoczyna sig zdarze-
niem i, a koficzy zdarzeniem j,

1(;,j) — czas wymagany do wykonania aktywnosci, ktéra rozpoczyna si¢ zdarze-
niem i, a koficzy zdarzeniem j,

TL ;) — najp6zniej ukoriczone zdarzenie j.

Nastepnym krokiem jest znalezienie catkowitego przeptywu (ang. fotal float)
i wolnego przeptywu (ang. free float) w celu okreslenia §ciezki krytycznej. Catkowity
przeptyw (T F) odnosi si¢ do maksymalnego czasu opdZnienia, jakie moze wystgpic
podczas wykonywania danej czynnoSci bez wplywu na catkowity czas trwania pro-
jektu. To czas, w ktérym ukoniczenie dziatania moze zosta¢ przesuniete bez wplywu
na najwcze$niejszy czas ukoniczenia projektu jako catosci. Jest to ré6znica miedzy
najpdéZniejszym czasem wykonania danej czynnosci a najwczesniejszym czasem roz-
poczecia zadania, bez wptywu na opdZnienie catego projektu. Catkowity przeptyw
pozwala na okreslenie, jak elastyczny jest harmonogram i jakie rezerwy czasowe
sg dostepne w projekcie. Ten krok jest najdtuzsza Sciezka realizacji, ktora okresla
czas ukoriczenia projektu. CzynnoSci na Sciezce krytycznej nie majg czasu wolnego
(TF = 0), co oznacza, ze opOZnienie w ktérymkolwiek z tych zadai opdzni caty
projekt. Wolny przeptyw (F F') odnosi si¢ do maksymalnego czasu opdéZnienia, jakie
moze wystapi¢ podczas wykonywania danej czynnosci bez wpltywu na rozpoczecie
nastepnej czynnosci w Sciezce krytycznej. Jest to réznica migedzy najwczesniejszym
czasem wykonania czynno$ci a najwcze$niejszym czasem rozpoczecia zadania, przy
zachowaniu ciagtosci na Sciezce krytycznej. Wolny przeptyw pozwala na okreSlenie,
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jakie opdZnienia mozna tolerowa¢ w danej czynnosci bez wptywu na czas trwania
calego projektu.

Catkowity przeplyw oraz wolny przeptyw wyrazaja si¢ nastepujagcymi wzorami
2.3)

TFij) = LFj j) — ESi j) =i, j)

FFij) = EFij —ESj — ), (2.4)

gdzie:
i, j —numery poszczegllnych zdarzed w projekcie,
TF;; » — calkowity przeptyw dziatania, ktore rozpoczyna sie zdarzeniem i, a kon-
(i.J)
czy zdarzeniem j,
.+ —najpozniejszy czas zakonczenia dziatania, ktére rozpoczyna sie zdarze-
LF(I_]) k dziat kt d
niem i, a koficzy zdarzeniem j,
ES|; jy — najwczesniejszy czas rozpoczecia dziatania, ktére rozpoczyna si¢ zda-
rzeniem i, a koiiczy zdarzeniem j,
1(;,j) — czas wymagany do wykonania aktywnosci, ktdra rozpoczyna si¢ zdarze-
niem i, a koficzy zdarzeniem j,
.+ —wolny przeplyw dziatania, ktore rozpoczyna sie zdarzeniem i, a konicz
FF; 1 fyw dziat kt d k
zdarzeniem j,
EF|; jy — najwczesniejszy czas zakonczenia dziatania, ktére rozpoczyna si¢ zda-
rzeniem i, a koiczy zdarzeniem j.

3. Program evaluation and review technique

Program evaluation and review technique (PERT) [1,2, 6] jest to technika zarzadza-
nia projektami, ktéra rozpoczyna si¢ od zdefiniowania celow projektu. Pozwala na
oszacowanie czasu trwania dzialania i obliczenie prawdopodobiefistwa zakoficzenia
projektu w wyznaczonym czasie. Cechg PERT odrézniajaca go od innych metod
jest wykorzystanie teorii prawdopodobiefistwa jako narzedzia predykcyjnego w pro-
gnozowaniu prawdopodobnego wyniku konkretnych planéw. PERT jest metoda,
ktéra opiera si¢ na zatozeniu, ze jedna Sciezka okresla czas trwania projektu, ale
czas trwania kazdej czynnosci jest okreSlony przez funkcje gestosci prawdopodo-
bieristwa. Pierwszym krokiem w tej metodzie jest struktura podziatu pracy, tak aby
stworzy¢ odgoérne podejscie do planowania. Proces ten polega na podzieleniu catego
projektu na mniejsze i fatwiejsze do zarzadzania elementy. Wszystkie mniejsze
elementy powinny by¢ ze sobg powigzane. Relacje zaleznoSci istniejace miedzy
komponentami obrazuje si¢ za pomocg grafu. Caly przebieg podziatu i klasyfikacji
trwa az do osiagni¢cia okre§lonego poziomu szczegétowosci. Taki graf jest podstawa
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systemu PERT, poniewaz pokazuje plan ustanowiony dla osiagnigcia celéw projektu,
wzajemne powigzania oraz wspdtzaleznosci elementéw projektu i priorytety planu.
Graf jest graficzng reprezentacja planu projektu. W przypadku zlozonych projektow
najpierw opracowywana jest sie¢ gtéwna przedstawiajgca caly program. W tym
przypadku ztozono$¢ struktury podziatu pracy jest podstawg do ustalenia liczby
i rodzaju podsieci. Kazda podsie¢ jest rozwinigciem szczeg6léw okreslonej sieci
gtéwne;j.

W metodzie PERT caly graf sktada si¢ ze zdarzeni i dziatai. Zdarzenia reprezen-
tuja poczatek lub zakoriczenie dzialania i nie pochfaniaja czasu ani zasobéw, sg to
chwilowe momenty w czasie. Sa one unikalne i mogg wystapi¢ w grafie tylko raz.
Nie mozemy powrdécic¢ do zdarzenia, ktére zostato dokonane, co oznacza, ze w grafie
nie mogg wystepowac petle. Zdarzenia sg reprezentowane za pomocg okregow.

Dziatanie to zadanie w projekcie wymagajace personelu i zasobéw, odbywa-
jace sie przez pewien czas. Sktada si¢ ono z proceséw prowadzacych od jednego
zdarzenia do drugiego. Opisy dziatad musza by¢ tak skonstruowane, aby mozna
byto przypisa¢ do nich odpowiedni personel i dokonad realistycznego oszacowania
czasu trwania dziatania, a takze zrozumie¢ jego cel w schemacie. Dziatanie jest
reprezentowane w sieci przez strzatke faczaca zdarzenia, natomiast dziatania fikcyjne
(niepochtaniajgce czasu ani zasob6w) sg oznaczane strzatkami przerywanymi.

Do budowy grafu mozna zastosowaé konstrukcje backward, to znaczy zaczaé bu-
dowe od zdarzenia koficowego do zdarzenia poczatkowego. Jednak taka metoda ma
sens tylko w przypadku, gdy elementy projektu sg do$¢ dobrze znane i zdefiniowane.
Taka konstrukcja wsteczna zmusza uzytkownika do rozwazenia, jakie dziatania
i zdarzenia muszg nastapi¢ zanim cele projektu beda mogly zosta¢ osiggniete. Nale-
zy jednak pamigtaé, ze w przypadku ztozonych projektéw przedstawionych jako
sie¢ przeptyw sieci zawsze przesuwa si¢ od lewej do prawe;j.

Po zbudowaniu i zatwierdzeniu grafu, kolejnym etapem metody PERT jest usta-
lenie przewidywanego czasu wykonania kazdego etapu. Typowa procedurg sg trzy
oszacowania czasu w celu uwzglednienia niepewnoSci dotyczacej zakresu prac:
czasu optymistycznego, najbardziej prawdopodobnego oraz pesymistycznego.

Czas optymistyczny (7,) to najkrétszy czas, w ktérym moze zostaé wykonana
dana czynno$§¢ w najbardziej optymalnych warunkach. Zakladamy, ze dziatania
zwigzane z dang czynnoScia beda postepowaly z wyjatkowa fatwoscia i szybkoscia,
ale jest mate prawdopodobienistwo zakoriczenia tego dziatania w tak krétkim czasie.

Najbardziej prawdopodobny czas (t,,) to taki, ktéry w ocenie estymatora bedzie
zajmowal wykonanie dziatania w normalnych okolicznoS$ciach.

Czas pesymistyczny () zaktada, ze wszystkie dzialania moga skoriczy¢ si¢ niepo-
wodzeniem. Szacunek w tym wypadku powinien uwzglednia¢ najbardziej niekorzyst-
ne warunki, w tym mozliwo§¢ awarii, ktére wymagaja ponownego
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uruchomienia poprzednich dziatan od poczatku grafu. Tutaj réwniez istnieje male
prawdopodobieristwo, Ze czynno$¢ zostanie wykonana w takim czasie.

Zakres miedzy optymistycznymi i pesymistycznymi szacunkami jest miara zmien-
nosci, ktéra pozwala na statystyczne wnioskowanie o prawdopodobieristwie wystg-
pienia zdarzen projektowych w okre§lonym czasie.

Koncepcja PERT opiera si¢ na zatozeniu, ze czas trwania kazdego dziatania jest
zmienng losowa, ktéra zachowuje si¢ zgodnie z pewnym znanym i identycznym
rozktadem prawdopodobieristwa. Wybranym rozkladem jest rozktad beta. Te trzy
szacunki czas6w s3 powigzane w formie rozkfadu prawdopodobieristwa beta z para-
metrami 7, i, jako punktami koficowymi i 7, jako najczestszg wartoScig. Rozktad
beta jest tutaj uzywany, poniewaz jest jednomodalny i niekoniecznie symetryczny,
a sg to wlasnosci, ktére wydaja si¢ pozadane dla rozktadu czasu trwania aktywnosci.

Metoda PERT opiera si¢ na centralnym twierdzeniu granicznym i oblicza ocze-
kiwany czas trwania projektu jako sume oczekiwanych czaséw trwania dziatafi na
Sciezce krytycznej, podczas gdy wariancja czasu trwania projektu jest obliczana
jako suma wariancji dziatai na Sciezce krytycznej. Umozliwia to generowanie
statystycznych szacunkéw prawdopodobieristwa ukoniczenia projektu w okres§lonym
terminie.

W oparciu o rozklad beta i trzy oszacowania czasu, oczekiwany czas 7, trwania
aktywnosci jest obliczany przy uzyciu nastepujacego wzoru

T, = W++tp’ (3.1)
gdzie:

1, — czas optymistyczny,

t,» — najbardziej prawdopodobny czas aktywnosci,

tp — Czas pesymistyczny.

Po obliczeniu oczekiwanego czasu, jaki uptynat dla danej czynnoSci, mozemy tez
uzyska¢ oszacowanie zmiennosci zwigzanych z nig szacunkéw czasu.

Zgodnie z centralnym twierdzeniem granicznym mozna wykazaé, ze czas trwania
projektu jest zgodny z rozktadem normalnym, jednoznacznie zdefiniowanym przez
parametry obliczone na podstawie parametréw kazdego dziatania.

Suma duzej liczby niezaleznych zmiennych losowych ma rozkfad normalny, wigc
w projekcie, ktory sktada sie z listy dziatai, czas trwania projektu bedzie zblizony
do rozktadu normalnego z wariancja V7, okre$§lona wzorem

2
Vi, = (I”gt”> . (3.2)
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Nastepnie okreSla si¢ odchylenie standardowe dziatai w grafie, sumujac warian-
cje aktywnosci na Sciezce krytycznej wedlug ponizszego wzoru

or, =/Y. V.. (3.3)

Czas trwania projektu ma rozktad normalny z funkcja gestoSci prawdopodobien-
stwa okre§long wzorem

1 (T, —p)?
)= MeXp(—2< = )) (3.4)

Do obliczenia prawdopodobieristwa ukoriczenia projektu w terminie wykorzy-
stywana jest standaryzowana zmienna losowa Z wyrazona wzorem

T, — Y T,
7 = 372"7 (3.5)
or,

e

gdzie:

T; — oczekiwany czas trwania projektu,

Y T, — suma oczekiwanych czaséw trwania dziatafi na Sciezce krytycznej,

or, — odchylenie standardowe dziatai na Sciezce krytyczne;j.

Dla ustalonej wartoSci tej zmiennej, korzystajac z tablic rozktadu normalnego stan-
daryzowanego, odczytujemy prawdopodobieristwo ukoniczenia projektu w terminie
oraz przewidywana liczbe dni trwania projektu.

Modele CPM oraz PERT dotycza projektdw, ktérych struktura logiczna jest
zdeterminowana. Oznacza to, ze dla takich projektéw konstrukcje grafu aktywnosci
oparte sa na okre§lonych zestawach czynnoSci wchodzacych w skfad analizowanego
projektu. Sklada si¢ on z ciggu czynnosci, ktére sg ze sobg powigzane i musza
by¢ wykonywane w okreslonej kolejnoSci. Takie zaleznoSci pomiedzy zdarzeniami
okreslajg strukture logiczna modelu grafowego, ktéra jest zdeterminowana, poniewaz
w trakcie realizacji takiego projektu wszystkie czynnoSci przedstawione w grafie
muszg by¢ zrealizowane, aby caly projekt mégt by¢ zakonczony.

4. Graphical evaluation and review technique

Metoda graphical evaluation and review technique [7,8,11-14], powszechnie znana
jako GERT, jest to stochastyczna technika analizy graféw stosowana w zarzadzaniu
projektami, ktéra pozwala na warunkowe i probabilistyczne traktowanie zaréwno
logiki grafu, jak i szacowania czasu trwania dziatan. GERT umozliwia tworzenie
petli miedzy zadaniami i uwzglednia wezly probabilistyczne, a tym samym bierze
pod uwage stopieft niepewnosci w projektach.
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W metodzie GERT kazda czynno$¢ jest zilustrowana przez tuk, a kazdy tuk jest
opisany przez dwa atrybuty: czas wymagany do wykonania danej czynnosci i praw-
dopodobienistwo, ze ta czynno$¢ zostanie wykonana. Luki sg polaczone weztami
logicznymi w grafie, ktory reprezentuje analizowany projekt. Wezly w tym grafie
moga mie¢ jednocze$nie rézne typy wejs¢ i wyjs¢ po to, aby méc wyrazic losowosé
wystgpienia czynno$ci wchodzacych do wezla, jak réwniez prawdopodobieristwo
tego, ze czynno$¢ biorgca poczatek w tym weZle moze, lecz nie musi wystgpic.

W metodzie GERT istnieje sze$¢ typdw weztéw w zaleznosci od charakterystyki
wejSciowej i wyjSciowej strony wezla.

W grafie stosowane sg trzy typy weztéw wejsciowych:

1. wezet ,,i” — dla zdarzen, ktére zachodza wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie
czynnosci je poprzedzajace zostang zrealizowane, tzn. pierwsze ,,i” drugie ,,i” na-
stepne. Wszystkie tuki prowadzace do tego wezta musza zostaé zrealizowane,
aby potwierdzi¢ osiggni¢cie wezta. Czas realizacji jest najdluzszym z czaséw
wykonania zadan prowadzacych do tego wezta.

2. wezet ,,Jub” — dla zdarzen poprzedzonych kilkoma czynno§ciami moment re-
alizacji zdarzenia jest zapewniony, gdy co najmniej jedna z czynnoS$ci poprze-
dzajacych je zostanie zrealizowana, ale mogg zosta¢ zrealizowane réwniez inne
czynnosci, dla ktérych to zdarzenie jest zdarzeniem korficowym. Ten rodzaj wezta
oznaczony jest w grafie jako kwadrat obrécony o 45°. Co wazne, czas realizacji
jest najkrétszym z czaséw realizacji zadan prowadzacych do tego wezla.

3. wezel ,,albo” — dla zdarzen, ktére zachodza wtedy i tylko wtedy, gdy doktadnie
jedna z czynno$ci poprzedzajacych je zostanie zrealizowana. Ten rodzaj wezta
jest oznaczony w grafie jako kwadrat obrécony o 45° z linig prostopadta do
przekatnej kwadratu.

W grafie stosowane sg dwa typy weztéw wyjsciowych:

1. ,,i” —wyjScie deterministyczne dotyczace zdarzen, ktérych wystapienie powoduje
realizacje kazdej czynnoSci nastgpujacej po takich zdarzeniach. Po takim wezle
musi wystgpowac jedna lub kilka czynnos$ci. Moment zaj$cia zdarzenia oznacza
mozliwo$¢ rozpoczecia wszystkich tych czynnoSci, tzn. ze jezeli taki wezet
zostanie osiggniety, projekt bedzie kontynuowany ze wszystkimi tukami, ktére
rozpoczynajg si¢ w danym weZle. Prawdopodobieristwo wykonania wszystkich
tych tukéw, czyli zrealizowania kazdej czynnosci wychodzacej z danego wezta,
jestréwne 1.

2. ,,lub” — wyjscie probabilistyczne dotyczace zdarzen, ktérych wystapienie po-
woduje realizacje co najmniej jednej czynnoSci po nich nastepujace;j. Z kilku
wychodzacych czynnosci zrealizowana moze by¢ jedna lub kilka, tzn. Ze mozna
wybraé tylko jeden tuk z mozliwych alternatyw. W takim przypadku suma
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prawdopodobienistw wszystkich czynno§ci wychodzacych z tego wezta jest
réwna 1.

Rysunek 5 przedstawia wszystkie powyzej opisane typy wierzchotkéw.

Wyjécie z wierzchotkéw deterministyczne probabilistyczne
" #lub”
Wejécie do
wierzchotkéw
Zdarzenie wystapi, jezeli
skoriczone zostang wszystkie
czynnosci poprzedzajgce
i
Zdarzenie wystapi, jezeli
skonczy sie ktérakolwiek
z czynnosci poprzedzajacych
Lub”.
Zdarzenie wystapi, jezeli
skoriczy sie jedna i tylko
jedna z czynnosci wzajemnie
wykluczajgcych sie ,albo”.

Rysunek 5. Typy wierzchotké6w wystepujace w metodzie GERT
Zrédto: M. Trocki, P. Wyrozebski, Planowanie przebiegu projektow [11]

Jesli graf sktada si¢ z weziéw, ktére majg tylko wejscia ,,i”” oraz deterministyczne
wyjscia ,,i”, wowczas struktura grafu jest zredukowana do typowego scenariusza
metod CPM/PERT i moze by¢ odpowiednio traktowana jako struktura determini-
styczna. Graf zbudowany metoda GERT sktada si¢ z jednego wezta poczatkowego
i jednego lub kilku weztéw koricowych, co oznacza, ze mozliwe sg r6zne warianty
zakoniczenia projektu. Zdarzenie poczatkowe moze by¢ zdarzeniem probabilistycz-
nym, natomiast zdarzenie korficowe zawsze jest zdarzeniem deterministycznym.
Cecha charakterystyczng modeli GERT sa wyzej wspomniane petle tzw. samo-
sprzgzenia, a takze sprzezenia zwrotne. Petle wskazuja na to, ze pewne dziatania
moga by¢ wykonane wigcej niz jeden raz. W grafie GERT krawedzie wskazuja
zadania, dla ktérych przydzielane sa zasoby projektu, takie jak czas lub koszty oraz
prawdopodobienistwo.

Aby utworzy¢ graf GERT, nalezy wykona¢ ponizsze kroki:

1. przeksztalcamy projekt w graf stochastyczny, wskazujemy zadania projektu
i ustalamy relacje miedzy nimi,

2. okreslamy dane dotyczace zadari projektu, ustalamy czas trwania zadan i ich
prawdopodobienistwo,

3. okreslamy, ktére etapy projektu moga by¢ uproszczone lub zastgpione innymi
etapami, co pozwoli uzyska¢ informacje na temat prawdopodobieristwa sukcesu
projektu i przewidywanego calkowitego czasu projektu,

4. interpretujemy wyniki.
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W przypadku techniki GERT, w celu przeprowadzenia analizy grafu, dokonuje
si¢ wielu kolejnych uproszczen jego struktury. Prowadzg one do prostych potaczen
czynnosci. Kolejne redukcje grafu polegaja na stopniowym zastgpowaniu tukéw,
rozgalezieni i petli fukami zastgpczymi. Po przeprowadzeniu odpowiedniej licz-
by etapéw redukcji mozna otrzymacé graf zredukowany do prostszej postaci lub,
w niektorych przypadkach, nawet do pojedynczej czynnosSci.

Ponizej przedstawiono charakterystyczne przypadki redukcji fragmentéw grafu
aktywnosci w metodzie GERT. Kazdy tuk grafu jest opisany przez wektor [p;, 1],
gdzie:

— p jest prawdopodobienistwem realizacji fuku pod warunkiem, ze wezet, z ktérego
on wychodzi, zostat zrealizowany,

— t oznacza czas trwania czynno$ci odpowiadajacej tukowi,

— i o0znacza numer czynnoSci w projekcie.

1. W pierwszym przypadku zakladamy, ze projekt obejmuje dwie réwnolegle
wystepujace czynnosci i oraz j potaczone weztami typu ,,i”, ktére mozna zastapié
jednym fukiem r.

Diti

Pj,tj

Rysunek 6. Przypadek pierwszy redukcji fragmentu grafu aktywnosci w metodzie GERT
Zrédlo: Opracowanie wlasne

W takiej sytuacji nowe prawdopodobieristwo dane jest wzorem

DPr=Di"Dj- 4.1)

Gdy kilka czynnosci przebiega réwnolegle i wszystkie musza by¢ zrealizowa-
ne, aby projekt zostat ukoriczony, to oczekiwany czas trwania projektu ¢, jest
okreslany przez czynno$¢ o najdiuzszym czasie trwania i dany wzorem

t = max(ti,tj). 4.2)

Natomiast w sytuacji, gdy kilka czynnosci przebiega rownolegle, ale wystarczy,
aby jedna z nich zostala zrealizowana, aby projekt zostat ukonczony, to oczeki-
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wany czas trwania projektu #, okre§lamy na podstawie czynnosci o najkrétszym
czasie trwania i dany jest wzorem

t, = min(t;,1;). (4.3)

. Drugi przypadek jest podobny do pierwszego, ale z tym wyjatkiem, ze za-
ktadamy, Ze projekt obejmuje dwie czynnosci potaczone weztami typu ,,lub”.
Czynnosci wystepujace rownolegle — i oraz j — mozna réwniez zastapi¢ jednym
tukiem r.

Pili

Pj,tj

Rysunek 7. Przypadek drugi redukcji fragmentu grafu aktywnosci w metodzie GERT
Zrédlo: Opracowanie wlasne

Wtedy prawdopodobieristwo dane jest wzorem

pr=Dpi+pj 4.4)

a oczekiwany czas trwania projektu ¢, uwzgledniajacy wezly typu ,,lub” jest
okreSlony wzorem

/= pi-titpjtj
DitPDj

W tym przypadku spelnione jest réwniez zalozenie, ze wszystkie czynnosci

wychodzace z wezta poczatkowego sa od siebie niezalezne.

. Przypadek trzeci uwzglednia najbardziej charakterystyczng ceche metody GERT,

czyli petle. W tej sytuacji bedzie to samosprzezenie.

4.5)

Di,li

Djstj

Rysunek 8. Przypadek trzeci redukcji fragmentu grafu aktywnosci w metodzie GERT
Zrédlo: Opracowanie wlasne
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W tym przypadku, gdy nalezy zredukowa¢ powstalg petle, prawdopodobieristwo
realizacji tuku bedziemy okre§la¢ wzorem

Pj

= 4,
T (4.6)

Pr

natomiast czas trwania czynno$ci odpowiadajacej temu tukowi jest dany wzorem

piti

o, 4.7)

L=tj+

Petla pokazana w tym przypadku jako samosprzezenie jest stosowana w sytuacji,
gdy podjecie wtasciwych krokéw, ktére w swoich zamierzeniach maja doprowa-
dzi¢ do zalozonych cel6w, nie doprowadzaja do oczekiwanego stanu i nalezy
powtdrzy¢ te czynnosc.

Przypadek czwarty réwniez uwzglednia bardzo charakterystyczng cechg metody
GERT. Jest nig sprzezenie zwrotne, czyli sytuacja cofni¢cia si¢ do zdarzenia
oddalonego o wigcej niz jedng czynnos¢.

Pi> tk

O—KD>———0@

Rysunek 9. Przypadek czwarty redukcji fragmentu grafu aktywnosci w metodzie GERT
Zrédto: Opracowanie wlasne

Dla fragmentu grafu zawierajacego sprz¢zenie zwrotne jest mozliwos¢ prze-
prowadzenia redukcji, w wyniku ktérej otrzymany uktad bedzie uktadem bez
sprzezenia zwrotnego i samosprzezenia. W przypadku takiej redukcji, jezeli
wyjSciowy uktad czynnoSci zostanie zredukowany do jednego tuku zastepczego
(1,3), wierzchotek 2 po redukcji znika. Wtedy prawdopodobieristwo realizacji
tuku wynosi

Di P
pr=PP (4.8)
—Di* Pk
a czas trwania czynnos$ci odpowiadajacej fukowi jest okre§lony wzorem
b = b1, 4 PoPC ) 4.9)

1—pi-pr
Wynik analizy przeprowadzonej przy uzyciu GERT jest znacznie bogatszy niz

przy uzyciu technik CPM lub PERT, jednak wymaga znacznie wigcej informacji oraz
analizy ryzyka. Wymaga réwniez wigkszych zdolnosci obliczeniowych, zwlaszcza

w

przypadku duzych i ztozonych sieci.
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5. Harmonogramowanie projektu budowlanego

Harmonogramowanie projektu budowlanego to proces planowania i zarzadzania
kolejnoscia oraz terminami prac dotyczacych budowy, remontu lub projektu zwig-
zanego z infrastruktura. Dobrze opracowany harmonogram projektu budowlanego
jest kluczowy dla skutecznej realizacji projektu, poniewaz pomaga zaplanowac,
monitorowa¢ i kontrolowaé postep prac oraz zasoby.

Projekty budowlane to skomplikowane i czasochtonne przedsigwziecia [10].
Calkowity rozwdj projektu sktada si¢ zwykle z kilku faz wymagajacych zrézni-
cowanego zakresu specjalistycznych ustug. Od momentu wstepnego planowania
do ukoriczenia projektu typowe zadanie przechodzi przez kolejne i odrebne etapy,
ktére wymagajag wktadu réznych obszaréw. Podczas samego procesu budowy nawet
skromna konstrukcja wymaga wielu umiejetnosci, materiatéw i réznych operacji.
Proces montazu musi przebiega¢ zgodnie z zaloZzeniami technologicznymi, a jego
opis stanowi skomplikowany wzorzec indywidualnych wymagar czasowych. Do
pewnego stopnia kazdy projekt budowlany jest unikalny — zadne dwa zadania nie sa
doktadnie takie same, a kazda konstrukcja jest dostosowana do otoczenia tak, aby
spetniata swoja funkcje. Proces budowy podlega wptywowi bardzo zmiennych i cza-
sami nieprzewidywalnych czynnikéw. Zesp6t budowlany zmienia si¢ w zaleznosci
od zlecenia. Wszystkie ztozonoSci zwiazane z r6znymi placami budowy, takie jak:
warunki gruntowe, topografia powierzchni, pogoda, transport, dostawy materialéw,
media i ustugi, lokalni podwykonawcy, warunki pracy i dost¢pne technologie, sa
nieodtaczna czgscig procesu budowlanego. W konsekwencji projekty budowlane
charakteryzuja si¢ ztozonoscia i réznorodnoScia oraz niestandardowym charakterem
ich realizacji.

Projekt budowlany przebiega w okreslonym porzadku. Gdy wtasciciel zidenty-
fikuje potrzebe budowy nowego obiektu, musi zdefiniowa¢ wymagania i okre§lié
ograniczenia czasowe i budzetowe. Kontrola czasu realizacji projektu rozpoczyna
si¢ juz na etapie projektowania. Ma ona na celu zminimalizowanie czasu trwania
budowy zgodnie z jakoScig projektu i catkowitym kosztem. Sprawdzane sa terminy
dostaw materiatéw i sprzetu. Jesli w gre wchodza dlugie okresy dostaw, projekt jest
zmieniany lub zaméwienia sg inicjowane, gdy tylko projekt jest na wystarczajaco
zaawansowanym etapie, aby umozliwi¢ sporzadzenie szczeg6étowych specyfikacji
zakup6éw. Wybierane sa metody budowy, ktérych charakterystyka kosztowa jest
korzystna i dla ktérych, w razie potrzeby, dostepna bedzie odpowiednia sifa robocza
i sprzet budowlany. Wstepny harmonogram projektu jest zazwyczaj przygotowywany
wraz z postepem prac.

Zdecydowana wigkszos¢ projektéw budowlanych boryka si¢ z przekroczeniami
czasowymi. Czas opdZnien moze rozni¢ si¢ znaczaco w zaleznoSci od wielu czynni-
kéw, w tym skomplikowania projektu, jego wielkoSci, rodzaju prac budowlanych,
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dostepnosci zasobéw, warunkéw atmosferycznych, dostaw materialéw, przepisow
regulacyjnych i zarzadzania projektem. Opo6zZnienia w projektach budowlanych
moga wynikaé z wielu przyczyn i maja rézne skutki. W celu utrzymania projektow
w ramach harmonogramu i ramach czasowych, w wigkszosci firm budowlanych
stosowane sg rézne techniki zarzadzania projektami. Jednak wigkszos¢ takich tech-
nik jest skomplikowana i wymaga specjalistycznej wiedzy, a poziom komplikacji
zwiazany z tymi technikami czesto zniecheca firmy do ich powszechnego stosowania.

Metody CPM (critical path method) oraz PERT (program evaluation and review
technique) to dwie szeroko stosowane techniki grafowe stuzace do planowania
i harmonogramowania dziatai budowlanych jako skuteczne narzedzia do zarza-
dzania projektami budowlanymi. Wigkszo$¢ kierownikéw projektow wykorzystuje
te techniki jako standardowe narzedzia do planowania réznych dziatan na etapie
budowy. Jednak zar6wno PERT, jak i CPM maja wadg¢ polegajaca na tym, ze graf
projektu musi by¢ acykliczny, co oznacza, ze nie moga wystepowacé w nim cykle
ani petle. Chociaz zapetlenie dziatan eliminuje rozbiezno$ci na wczesnym etapie
projektu, jest uwazane za biad.

Natomiast metoda GERT to metoda, ktéra pozwala na warunkowe i probabi-
listyczne traktowanie logicznych relacji miedzy dziataniami projektu po losowo
okreslonej sekwencji obserwacji. Algorytm GERT umozliwia tworzenie petli miedzy
zadaniami i uwzglednia wezty probabilistyczne, a tym samym bierze pod uwage
stopient niepewnosSci w projektach. Warunkiem poprawnej konstrukcji harmono-
gramu projektu budowlanego i analizy grafu aktywnoSci jest ustalenie programu
dziatania, czyli okreslenie tego, co, gdzie i kiedy oraz w jakiej kolejnoSci ma by¢
wykonane oraz ustalenie czasu trwania poszczegdlnych dziatan i czasu wykonania
catego projektu.

Na podstawie literatury [1,4,15] oraz po konsultacjach z ekspertem budowlanym,
w ponizszej tabeli sporzadzono zestawienie wszystkich czynnoSci sktadajacych
si¢ na projekt budowlany, okre§lono kolejno$¢ dziatan oraz przyblizony czas ich
realizacji.

Tabela 1. Harmonogram dzialan projektu budowlanego

Ozn. | Nazwa dzialania Czas trwania
(dni)

A Prace przygotowawcze (plac budowy) 5

B Prace ziemne 10

C Wykonanie elementéw zbrojenia 8

D Wykonanie fundamentéow 7

E Wykonanie instalacji wodno-kanalizacyjnej (przytacza) | 21
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Ozn. | Nazwa dzialania Czas trwania
(dni)
F Postawienie Scian zewnetrznych i Scianek dzialowych 12
G Prace konstrukcyjne: schody wewnetrzne i stropy 15
H Prace na dachu: pokrycie dachu, izolacja dachu 20
1 Prace sanitarne i instalacje elektryczne 20
J Stolarka wewnetrzna: drzwi i okna 15
K Prace tynkarskie i wylewki posadzek 35
L Prace malarskie 22
M Prace koricowe: czyszczenie, dekoracja 12
N Zamknigcie projektu i kontrola koricowa 7

Zrédto: Opracowanie wlasne

Zaktadajac, ze wszystkie czynnoSci beda wykonywane w wyznaczonych czasach
trwania jedna po drugiej, czas trwania projektu wyniesie 209 dni. Po sporzadzeniu
tabeli 1 oraz ustaleniu, jakie czynnoSci poprzedzaja dana czynno$¢, jakie nastepuja
po danej czynnosci oraz jakie czynno$ci moga przebiega¢ réwnolegle, mozemy
narysowaé graf aktywnoSci przedstawiony na rysunku 10. Krawedziom zostaty
przypisane oznaczenia literowe czynnosci w projekcie budowlanym oraz czasy
trwania odpowiadajace poszczegSlnym z nich.

Rysunek 10. Graf projektu budowlanego
Zrédlo: Opracowanie wlasne

W nastepnej czgsci zostanie przedstawiona analiza grafu aktywnosci projektu
budowlanego metodami CPM, PERT oraz GERT.
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6. Analiza grafu aktywnosci metodami CPM, PERT i GERT

Analiza grafu aktywnosci projektu budowlanego sktada si¢ z:

1. okreslenia mozliwie najkrétszego czasu wykonania calego projektu, czyli okre-
Slenia diugosci drogi krytycznej,

2. wyznaczenia przebiegu drogi krytycznej, idacej od wierzchotka poczatkowego
do wierzchotka koicowego grafu aktywnosci i czynnosci krytycznych lezacych
na tej drodze,

3. okreslenia najwcze$niejszych mozliwych i najp6Zniejszych dopuszczalnych
czasOw trwania poszczeg6lnych czynnosci wchodzacych w sktad grafu.

6.1. Critical path method

W metodzie CPM catkowity czas realizacji projektu odpowiada trwaniu najdiuz-
szego ciggu czynnosci, czyli zsumowanym czasom najdtuzszej drogi od zdarzenia
poczatkowego do zdarzenia koricowego. Po przygotowaniu grafu aktywnosci pro-
jektu budowlanego przeprowadzamy analize drogi krytycznej. Wierzchotki grafu
sg odpowiednio numerowane, a pod tymi numerami znajduja si¢: najwczesniejszy
mozliwy i najpdZniejszy dopuszczalny czas, w ktérym moze zaj$¢ dana czynnos¢.

Analiza drogi krytycznej w grafie aktywnosci skltada si¢ z dwéch krokéw. Naj-
pierw wykonujemy krok w przdéd, w ktérym otrzymujemy najwczesniejszy mozliwy
czas rozpoczecia zdarzen. Drugi krok, czyli krok w tyt, umozliwia wyznaczenie
najpdéZniejszego dopuszczalnego czasu zajsScia poszczegllnych zdarzerh w grafie.
Réznica pomiedzy tymi czasami okreslana jest dla kazdego zdarzenia jako cal-
kowity przeptyw. Zdarzenia, dla ktérych catkowity przeptyw jest réwny zeru sa
to zdarzenia krytyczne, a Sciezka w grafie od zdarzenia poczatkowego, poprzez
zdarzenia krytyczne, do zdarzenia korficowego jest poszukiwang Sciezka krytyczna.
Czas wykonania czynnoS$ci zgodnie z tg Sciezka okre§la mozliwy najkrétszy termin
zakoniczenia projektu.

W tym projekcie w analizie drogi krytycznej zaktadamy, ze czas rozpoczecia
realizacji projektu nastgpuje w dniu zerowym i do tego terminu odnoszg si¢ wszystkie
inne wyznaczone terminy zdarzen i czynnoSci. Sa one oczywiScie umowne.

Przy wyzej opisanym harmonogramie projektu budowlanego analiza wyglada
nastepujaco:

1. Obliczamy czas trwania projektu, rozpoczynajac od zdarzenia poczatkowego
(krok w przéd) i korzystajac ze wzoru (2.1).
EFo1) =ESo +lon =0+5=3
EF2) =ESq)+t12=5+10=15
itd.
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Postgpujac w ten sposéb w odniesieniu do ostatniej czynno$ci, wyznaczamy
najwczes$niejszy mozliwy czas wykonania wszystkich zdarzen. Szczeg6lnym
przypadkiem jest czynno$¢ M, ktéra musi by¢ zrealizowana po zakoficzeniu
czynno$ci H oraz L. Wtedy jako najwczes$niejszy mozliwy czas wykonania
wybieramy wicksza warto$¢ obliczong na podstawie wzoru (2.1), czyli

max{EFg,11) = ES(0) + 10,11, EF7,11) = ES(7) +1(7,11)} =

maX{EF(loJl) =121 —|—22 = 143,EF(7711) = 57+20 = 77} = 143

Wyniki analizy sieci zaleznoSci w pierwszym kroku (krok w prz6d) przedstawia
rysunek 11.

G
@&/ s &
Rysunek 11. Analiza grafu metoda CPM - krok w przéd
Zrédto: Opracowanie wiasne

2. Obliczamy czas trwania projektu, rozpoczynajac od zdarzenia koficowego (krok
w tyl) i korzystajac ze wzoru (2.2).
LS(13712) = LF(13) —l13,12) = 162 —7 =155
LS(IZ,II) = LF(]Z) —[(12711) =155—-12=143
itd.
W tym przypadku podobnie, postepujac w ten sposéb w odniesieniu do ostatniej
czynno§ci, wyznaczamy najpdzZniejszy dopuszczalny czas wykonania wszyst-
kich zdarzen. Szczegdlnym przypadkiem jest czynnos$¢ D, po ktérej nastepuja
czynno$ci E oraz F'. W tym przypadku jako najpdZniejszy dopuszczalny czas
wykonania wybiera si¢ mniejszg spoSrdéd wartosci obliczonych na podstawie
wzoru (2.2), czyli

min{LS s 4) = LF(5) — (5 4),LS(64) = LF(6) —t(6.4)} =

min{LS(s 4y = 51 — 21 = 30,LS(5 4y = 108 — 12 = 96} = 30.
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Wyniki analizy grafu aktywnoSci krok w tyl przedstawia rysunek 12.

G

Rysunek 12. Analiza grafu metoda CPM - krok w tyl
Zrédto: Opracowanie wiasne

Obliczamy catkowite przeptywy i wolne przeptywy, korzystajac ze wzoréw (2.3)

W ten sposéb wyznaczamy TF oraz FF dla wszystkich czynnoSci w projekcie.
Poprzednio obliczone wartos$ci ES, EF, LS oraz LF, jak i wartoéci TF oraz FF
sg przedstawione w tabeli 2.

Tabela 2. Wyniki analizy projektu metoda CPM
Ozn. |Dni | ES | EF | LS |LF | FF |TF

A 5 0 5 0 5 0 0
B 10 5 15 5 15 0 0
C 8 15 23 15 | 23 0 0
D 7 23 30 | 23 | 30 0 0
E 21 30 | 51 30 | 51 0 0
F 12 | 30 | 42 | 30 | 108 0 66
G 15 | 42 | 57 | 108 | 123 0 66
H 20 | 57 | 143 | 123 | 143 | 66 66
1 20 | 51 71 51 | 71 0 0
J 15 | 71 86 | 71 | 86 0 0
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Dni | ES | EF |LS |LF | FF |TF
35 | 8 | 121 | 86 | 121
22 | 121 | 143 | 121 | 143
12 | 143 | 155 | 143 | 155
7 155 | 162 | 155 | 162

2§t~><§
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Zrédto: Opracowanie wlasne

6 G 7
Rysunek 13. Przebieg $ciezki krytycznej
Zrédto: Opracowanie wlasne

Whiosek 6.1. Jak mozemy zauwazy¢ na rysunku 13, przebieg Sciezki krytycznej
to:A—-B—C—-D—-FE—I—J—K—L—M—N. Jest to najdtuzsza droga w grafie,
ktéra zarazem okre§la mozliwie najkrétszy termin realizacji catego projektu.

Sumujac czas trwania czynnoSci na $ciezce krytycznej, uzyskujemy informacje,
ze ukonczenie projektu wedtug metody CPM wynosi 162 dni.

Mozemy réwniez wnioskowad, ze wydtuzenie ktérejkolwiek czynnosci krytycz-
nej, na przykiad o jeden dzieri, powoduje opdZnienie realizacji catego projektu
o jeden dzien. Natomiast kazde skrécenie czasu czynno$ci na drodze krytycznej
o kilka dni powoduje skrécenie czasu realizacji projektu o tych kilka dni.

6.2. Program evaluation and review technique

W metodzie PERT czasy trwania czynnoSci maja charakter probabilistyczny. Sg one
zmiennymi losowymi, a rozktad prawdopodobienistwa ich wystgpowania podlega
rozktadowi beta. Metoda ta rézni si¢ od metody CPM posiadaniem trzech oszacowan
czasoOw realizacji projektu:

1. czasu optymistycznego — czasu trwania czynnoSci w najbardziej sprzyjajacych
warunkach,
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2. czasu pesymistycznego — czasu trwania czynno$ci w najmniej sprzyjajacych
warunkach,

3. czasu najbardziej prawdopodobnego — czasu, ktéry najczesciej wystepuje przy
wielokrotnym powtarzaniu czynnosci.

CzynnoSci w grafie opisane sg na nim czterema parametrami, co przedstawia
rysunek 14. Nad krawedziami sg podane odpowiednio warto§ci czaséw optymistycz-
nych, najbardziej prawdopodobnych i pesymistycznych, a ponizej krawedzi wartosci
czasow oczekiwanych T, obliczonych na podstawie wzoru (3.1).

[19,20,22] 3 [11,15,17] 5 [32,35,38]
20 15 35

[16,21,22] / 20

[45,6] — [8,10,11] _ [5389] [6,7,9]
1 2 3
5 10 8 7

®

[10,12,14]\ 12

Rysunek 14. Analiza grafu metodg PERT z wyszczegélnieniem charakterystyk czasowych
Zrédto: Opracowanie wlasne

Na podstawie wartoSci czasu optymistycznego oraz pesymistycznego oblicza-
my wariancje Vr, dana wzorem (3.2), a nastepnie wyznaczamy Sciezke krytyczna,
podobnie jak w metodzie CPM, korzystajac ze wzoréw (2.1), (2.2), (2.3), ale na
podstawie wartoSci czasu 7,. Obliczone wartosci przedstawia tabela 3.

Tabela 3. Wyniki analizy projektu metoda PERT

to |[tm |tp |Te | V | ES | EF | LS | LF | TF
415|165 ]011] 0 5 0 5 0
10 | 11 | 10 | 025 | 5 15 5 15 0
8 19| 8 |044 | 15 23 15 | 23 0
0
0

o]

9]

7019 |7]1025| 23 30 | 23 | 30
16 | 21 | 22| 20 1 30 | 50 | 30 | 50
10 12 | 14| 12 | 044 | 30 | 42 | 30 | 108 | 66
13|15 |18 | 15| 0.69 | 42 57 | 108 | 123 | 66
14| 20 |22 |19 | 1.77 | 57 | 142 | 123 | 142 | 66
1912022120025 50 | 70 | 50 | 70 0
11|15 |17 ] 15 1 70 8 | 70 | &5 0

\~mqwmwmm>§
(@)
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to |[tm |tp |Te | V | ES | EF | LS | LF | TF
321 35|38 | 35 1 85 | 120 | 85 | 120
20| 22 | 25|22 ]0.69 | 120 | 142 | 120 | 142
8 | 12 | 13 | 12 | 0.69 | 142 | 154 | 142 | 154
6 | 7 8 | 7 [0.11 ] 154 | 161 | 154 | 161

2§hw§
[e>) New) Rawll Naw]

Zrédto: Opracowanie wlasne

6 G 7
Rysunek 15. Analiza grafu metoda PERT
Zrédlo: Opracowanie wlasne

Whiosek 6.2. Sciezka krytycznato:A—B—C—-D—E—I—J—K—L—M—N.
Sumujac czas trwania czynnoSci na §ciezce krytycznej, uzyskujemy informacje, ze
ukoriczenie projektu wedtug metody PERT wynosi 161 dni.

Po wyznaczeniu Sciezki krytycznej zgodnie z koncepcja PERT obliczamy odchy-
lenie standardowe ze wzoru (3.3). Najpierw nalezy zsumowac¢ wariancje na Sciezce
krytyczne;j.

Vi,=V(A)+V(B)+V(C)+V(D)+V(E)+V()
+V()+V(K)+V(L)+V(M)+V(N)
=0.11+025+044+0.254+14+0.25+1+1+4+0.69+0.69+0.11
=5.79

o7, =V 5.79

Znajac oczekiwany termin wykonania projektu wyznaczony dzigki Sciezce kry-
tycznej oraz jego wariancje, mozemy obliczy¢ prawdopodobienstwo zakonczenia
projektu w zadanym terminie 7, wiedzac, ze 7; wynosi 162 dni (obliczone w
metodzie CPM), Y 7, na Sciezce krytycznej wynosi 161 dni, za§ o7, wynosi v/5.79.
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Ze wzoru (3.5) wynika, ze

,_ 162161
V579

Dla obliczonego wspétczynnika Z z tablic dystrybuanty rozktadu normalnego
standaryzowanego odczytujemy prawdopodobieristwo dotrzymania narzuconego
z gory terminu. Dla wartosci Z = 0.42 wynosi ono 0.6628.

Jezeli warto$¢ prawdopodobiefistwa dotrzymania planowanego czasu zakon-
czenia projektu utrzymuje si¢ w granicach od 0.25 do 0.6, to mozemy uznac, ze
wykonanie projektu w terminie jest realne. Jezeli jednak warto$¢ prawdopodobien-
stwa jest mniejsza niz 0.25, to istnieje bardzo mata szansa, ze projekt zostanie
zakonczony w planowanej liczbie dni. Przy wartosci prawdopodobieristwa wigkszej
niz 0.6 przyjmujemy, ze w harmonogramie projektu wystepuje nadmiar zasobow
sily roboczej, maszyn lub urzadzen, wigc istnieje mozliwos¢, ze projekt zostanie
wykonany szybciej niz zaplanowano.

~0.4156 =~ 0.42.

Wnhiosek 6.3. Z przeprowadzonej analizy wynika, ze prawdopodobienistwo ukori-
czenia projektu w czasie 162 dni obliczone metodg PERT wynosi 66.28%. Wartos$¢
dystrybuanty rozkladu normalnego jest wigksza od 0.6, wigc mozemy uznad, ze
projekt moze zosta¢ wykonany szybciej niz w czasie 162 dni np. ze wzgledu na
nadmiar zasobdw sity roboczej, maszyn lub urzadzen.

6.3. Graphical evaluation and review technique

W grafie opisanym metoda GERT istnieja dwa gléwne rodzaje zdarzen: deter-
ministyczne i probabilistyczne. Nalezy zauwazy¢, ze wszystkie tuki (czynnosci)
wychodzace z weztéw odpowiadajacych zdarzeniom, odpowiadaja prawdopodobien-
stwom realizacji p. W zwiazku z tym konieczne jest zastosowanie réznych rodzajow
weztéw, ktére moga mie€ rézne typy wejs¢ 1 wyjsé.

Wiadomo, ze w trakcie wykonywania projektéw budowlanych moga wystapié r6z-
ne nieprzewidziane sytuacje, ktére moga wymagaé dodatkowego czasu na poprawe
niektdrych aspektéw. Przechodzac do opisu poszczegdlnych zdarzen w grafie, zakta-
damy, ze inwestor zatrudnit jedng ekipe budowlang. Po pracach przygotowawczych
oraz wykonaniu prac ziemnych, ktére realizujg si¢ z prawdopodobienistem 1, czyli sa
pewne, pracownicy budowlani przygotowuja si¢ do wykonania elementéw zbrojenia,
a nast¢pnie do wykonania fundamentéw. Jednak zanim rozpoczng si¢ prace przy
fundamentach, konieczna moze okazac si¢ poprawa lub wykonanie dodatkowego
zbrojenia. Jest bardzo mate prawdopodobienstwo wystapienia takiej sytuacji (tylko
0.001) w stosunku do pozostatych poprawek, ktére moga mie¢ miejsce w projekcie,
a czas trwania takich poprawek to maksymalnie 2 dni. W zaleznoSci od tego, czy
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taka sytuacja bedzie miata miejsce, czy tez nie, kolejna czynno$¢ zostanie wykonana
z prawdopodobieristwem 0.999.

Po wykonaniu fundamentéw, zgodnie z tabelg 1, czynnosci takie jak wykonywa-
nie przytaczy oraz stawianie $cian zewnetrznych i §cianek dziatowych, moga by¢
realizowane jednocze$nie. Prawdopodobieristwo ich realizacji wynosi 1. Réwniez
prace konstrukcyjne sg wykonywane z takim samym prawdopodobieristwem. Jed-
nak po ich przeprowadzeniu, w momencie gdy nalezy rozpocza¢ prace na dachu
zwigzane z pokryciem i izolacja, moze okazac si¢, Ze termoizolacje lub zaméwione
materialy na pokrycie dachowe sa nieodpowiednie i trzeba bedzie je wymienié.
W niektdrych przypadkach moze nastapi¢ zmiana koncepcji pokrycia dachowego,
ktére wedlug eksperta bedzie lepszym rozwigzaniem. W takiej sytuacji nie mozna
zaczg¢ czynnoSci H, dopdki ekipa budowlana nie otrzyma odpowiednich materiatéw
do prac na dachu. Zaméwienie oraz dostawa takich materialéw moze potrwac nawet
do 10 dni, poniewaz producent nie dostarczy tego typu materialéw z dnia na dzief.
Jednak taki przypadek ma bardzo male prawdopodobieristwo wystapienia, tylko
0.001, poniewaz dach jest bardzo wazng cze¢Scig budowy. Jesli taka sytuacja bedzie
miata miejsce, to moze ona znacznie wydluzy¢ prace budowlane.

Przechodzac do prac sanitarnych i instalacji elektrycznych, ekipa budowlana
moze napotkac¢ kolejne przeszkody. Po wykonaniu prac moze okaza¢ si¢, ze punkty
Swietlne sa nieprawidtowo rozmieszczone lub wystepuja przecigzenia na poszczeg6l-
nych obwodach. Btedy podczas samej instalacji, takie jak nieprawidtowe potaczenia
czy zwarcia, moga prowadzi¢ do awarii systemu elektrycznego, a nawet pozaru.
W takim przypadku poprawa tych elementéw zajmuje §rednio 4 dni, a prawdo-
podobienstwo wystapienia takich awarii wynosi 0.2. W zaleznosci od tego, czy
taka sytuacja bedzie miata miejsce, czy tez nie, kolejna czynno$é, czyli wykonanie
stolarki wewnetrznej, zostanie wykonana z prawdopodobienstwem 0.8.

Nastepnie ekipa budowlana moze przejs$¢ do prac tynkarskich oraz wylewania
posadzek. Sa to czynnos$ci wykonywane z prawdopodobieristwem 1.

Zgodnie z tabelg 1 kolejnym etapem projektu budowlanego sg prace malarskie.
Jednak przed ich rozpoczeciem moze okazac si¢, ze inwestor zmienil zdanie co
do koloru $cian lub zamdéwiony kolor farby okazat si¢ nieodpowiedni, wiec nalezy
zakupi¢ nowe farby. Ekipa budowlana nie moze przej$s¢ do wykonywania czynnosci
L, dopdki nie zakupi nowych farb. Taka sytuacja moze mie¢ miejsce z prawdopodo-
biefistwem 0.01. Czas oczekiwania na nowe farby wynosi 3 dni, poniewaz sa one
zazwyczaj dostepne w wielu marketach budowlanych i wystarczy je zakupic oraz
dostarczy¢ na budowe.

Nastepnie ekipa przechodzi do prac koricowych, ktére zwykle przebiegaja bez
zadnych probleméw. Na koniec, aby zamkna¢ projekt, przeprowadzana jest kontrola.
Jednak zanim nastgpi taka kontrola i sprawdzenie dokumentacji projektowej, moze
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si¢ okaza¢, ze dokumenty nie sg kompletne, np. brakuje pewnych certyfikatow.
W takich okoliczno$ciach nalezy uzupetni¢ dokumentacje, co zwykle zajmuje nie
wigcej niz 2 dni. Sytuacja ta moze wydarzy¢ si¢ z prawdopodobiefistwem 0.01.

Graf uwzgledniajacy wszystkie problemy i niespodziewane sytuacje w trakcie
realizacji projektu budowlanego zostal przedstawiony na rysunku 16.

t5=2
ps =0.01

@A/\BmD

1 2 3
n=>s 15 =10 7 =& =17
pa=1 pp=1 pa=0.999 pp =0.999

Rysunek 16. Analiza grafu metoda GERT
Zrédto: Opracowanie wiasne

Wejscie do wezta 2 jest wejSciem typu ,,albo”, poniewaz realizacja tego wezta
moze nastapi¢ w wyniku zakonczenia jednej z dwéch czynnoSci wzajemnie si¢
wykluczajacych: albo w wyniku zakoriczenia prac ziemnych (B), albo na skutek po-
prawy wykonanego juz zbrojenia lub wykonania dodatkowych elementéw zbrojenia.
Wyjscie wezta 3 jest probabilistyczne, poniewaz w wyniku jego wystgpienia mozliwe
jest rozpoczecie prac zwiagzanych z fundamentami lub tez pojawia si¢ koniecznosé
dokonania poprawek w wykonanym zbrojeniu i powrdt do wezta drugiego.

Podobnie wyglada opis zdarzen przy weztach 5 i 8. WejsScie do wezla 5 jest
réwniez wejsciem typu ,,albo”, poniewaz realizacja tego wezta moze nastapi¢ w wy-
niku zakoniczenia jednej z dwdéch czynnosci wzajemnie si¢ wykluczajacych: albo
w wyniku zakoniczenia prac przy instalacji wodno-kanalizacyjnej (E), albo na skutek
poprawy pewnych elementéw w pracach sanitarnych oraz instalacjach elektrycz-
nych. Wyjscie wezta 8 jest probabilistyczne, poniewaz w wyniku jego wystapienia
mozliwe jest rozpoczgcie prac zwigzanych ze stolarka wewngtrzng lub tez pojawi sie
konieczno$¢ dokonania poprawek w wykonanych pracach sanitarnych i instalacjach
elektrycznych.

Wezel 7 ma réwniez wejscie typu ,,albo”, poniewaz realizacja tego wezta moze
nastgpi¢ w wyniku zakoniczenia jednej z dwéch czynnosci wzajemnie si¢ wyklu-
czajacych: albo w wyniku zakoniczenia prac konstrukcyjnych (G), albo na skutek
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zaméwienia nowych materiatéw, ktdére sg potrzebne do prac na dachu. Natomiast
wyjscie z wezta 7 ma charakter probabilistyczny, poniewaz w wyniku jego wy-
stapienia mozliwe jest rozpoczecie prac na dachu lub tez pojawi si¢ konieczno§é
zamoOwienia nowych materialéw. Podobnie interpretujemy zdarzenia przy weztach
101 12.

Wezet 11 ma wejscie typu ,,i”’, poniewaz pomimo tego, ze wchodzg do niego dwie
czynnoS$ci wzajemnie si¢ wykluczajace: H oraz L, to muszg si¢ one obie zakonczy¢,
tzn. muszg zakoniczy¢ sie prace na dachu i musza zakoniczy¢ si¢ prace malarskie,
aby ekipa budowlana mogta przejs¢ do prac koicowych zwigzanych z czyszczeniem
i dekoracja wnetrza.

W przypadku metody GERT, w celu przeprowadzenia analizy grafu aktywnosci,
dokonujemy wielu kolejnych uproszczen jego struktury. Prowadzi to do prostych
potaczen czynnosci. Kolejne redukcje polegaja na stopniowym zastepowaniu sprze-
zen zwrotnych i petli tukami zastepczymi. Po przeprowadzeniu odpowiedniej liczby
etapow redukcji otrzymujemy graf zredukowany do prostszej postaci, ktéry mozemy
analizowa¢ znanymi juz metodami CPM lub PERT.

Upraszczanie grafu aktywnoSci przedstawionego na rysunku 16 odbywa sie
w nastepujacych krokach:

1. Redukcja sprzgzenia zwrotnego pomiedzy weztami 2 i 3.
Przy wykorzystaniu wzoréw (4.8) i (4.9), tuk zastepujacy sprzezenie zwrotne
2-3 charakteryzuje si¢ nastepujagcymi parametrami

_ pepp 09990999
PRy = 1—pcp; — 1-0.999-0.001 — 0.998999,

ty = to-+ip + LG LI — g 47 4 O = 15+0.0099999999 ~ 15.

Po dokonanej redukcji nalezy sprawdzi¢ poprawnos¢ wejs¢ i wyjsé weztow,
aby zachowac ich prawidtowg strukture. Po uproszczeniu sprzezenia zwrotnego,
a takze wynikajacej z tego likwidacji wezta 3, zmieni si¢ struktura logiczna
wejscia wezla 2. Ma on teraz charakter deterministyczny, co mozemy zauwazy¢
na rysunku 17.

n=2
p1=0.001

pc =0.999 pp =0.999

W

Rysunek 17. Redukcja pierwszego fragmentu grafu aktywnosci
Zrédto: Opracowanie wiasne
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2.

Redukcja sprzgzenia zwrotnego pomiedzy weztami 5 i 8.
Przy wykorzystaniu wzoréw (4.8) i (4.9), tuk zastepujacy sprzezenie zwrotne
5-8 charakteryzuje si¢ nast¢pujagcymi parametrami

_ _prpy . 0808 __
Pr, = T—prps — 1-0802 — 0.76,

thy = 1+ 1+ ZLUEL) — 00 4 154 2E0EY) — 354 4.57 = 39.57 ~ 40,
Podobnie jak po pierwszej redukcji, nalezy sprawdzi¢ poprawnos¢ wejs¢ i wyjsé
wezlow, aby zachowac ich prawidiowa strukture. W tym przypadku po uprosz-
czeniu sprzezenia zwrotnego i likwidacji wezta 8, zmieni si¢ struktura logiczna
wejScia wezta 5. Ma on teraz charakter deterministyczny, co mozemy zauwazyé
na rysunku 18.

nh=4
p2 =02

~

Emj@ E@R2@

g, =40
pr=0.8 p;=0.8

Rysunek 18. Redukcja drugiego fragmentu grafu aktywnosci
Zrédto: Opracowanie wiasne

Redukcja petli przy wezle 7.
Przy wykorzystaniu wzoréw (4.6) i (4.7), tuk przy wezle 7 charakteryzuje si¢
nastepujacymi parametrami
- _ 0999 _
Pry = 151;3 = T-0.001 — 1»

Ry =ty + 22 = 20+ $90 = 2040.01001 = 20.01001 ~ 20.

Tak jak w przypadku redukcji sprzezen zwrotnych, tutaj réwniez nalezy spraw-
dzi¢ poprawno$¢ wejsé i wyjs¢é weztdéw, aby zachowac ich prawidiowg strukture.
W wyniku redukcji petli zmieni si¢ struktura logiczna wejScia i wyjscia we-
zta 7. Maja one obecnie charakter deterministyczny, co mozemy zauwazy¢ na
rysunku 19.

13=10
p3 =0.001
G LY SN ¢ " n
P = 0.999 3

Rysunek 19. Redukcja trzeciego fragmentu grafu aktywnosci
Zrédto: Opracowanie wlasne
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4. Redukcja petli przy weZle 10.
Przy wykorzystaniu wzoréw (4.6) i (4.7), tuk przy wezle 10 charakteryzuje si¢
nastepujacymi parametrami
pL 0.99 _

PR = T—p; = T-001 — &

try = fr+ {274 = 22+ L405 = 22400303 ~ 22.0303 = 22.

Nalezy oczywiscie sprawdzié, czy zredukowana cze$¢ grafu zachowuje po-
prawng strukture wejs¢ i wyjsé weztéw. W wyniku redukcji petli zmieni sie
struktura logiczna wejScia i wyjScia wezta 10. Maja one obecnie charakter
deterministyczny, co mozemy zauwazy¢ na rysunku 20.

=3
ps=0.01

K L K T\ R4

pr =099

Rysunek 20. Redukcja czwartego fragmentu grafu aktywnosci
Zrédto: Opracowanie wlasne

5. Redukcja petli przy wezle 12.
Przy wykorzystaniu wzoréw (4.6) i (4.7), tuk przy wezle 12 charakteryzuje sie
nastepujacymi parametrami

_ pN_ _ 099 __
PRs = 1=p; = 17001 — 1,

Ry = v+ 555 =T+ {7 = 7+0.0202~7.0202 ~ 7.

Tak jak w przypadku dwéch poprzednich redukcji petli, tu réwniez nalezy
sprawdzi¢ poprawno$¢ wejs¢ i wyjs¢ weztéw, aby zachowac ich prawidtowa
strukture. W wyniku redukcji petli zmieni si¢ struktura logiczna wejscia i wyjscia
wezla 12. Maja one obecnie charakter deterministyczny, co mozemy zauwazy¢
na rysunku 21.

t5=2
ps =0.01

M N M N Rs
I 12 =17 @ \1_2/ trs =7 @

pn =099

Rysunek 21. Redukcja pigtego fragmentu grafu aktywnosci
Zrédto: Opracowanie wlasne
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Po dokonaniu wszystkich redukcji otrzymujemy graf o charakterze determini-
stycznym. Aby obliczy¢ liczbe dni trwania projektu, wystarczy zastosowa¢ metode
CPM na grafie zredukowanym, ktéry przedstawiono na rysunku 22.

K

Rysunek 22. Zredukowany graf projektu budowlanego
Zrédto: Opracowanie wlasne

Zgodnie z metodg CPM analiz¢ drogi krytycznej w zredukowanym grafie ak-
tywnosci zaczynamy od obliczenia czasu trwania projektu krokiem w przéd oraz
krokiem w tyl. Wyniki tych obliczen przedstawia graf z rysunku 23. Nastepnie,
aby wyznaczy¢ $ciezke krytyczna oraz catkowity czas trwania projektu, obliczamy
catkowite przeptywy i wolne przeptywy. Tworzymy tabele podobng do tabeli 2,
ale dla grafu zredukowanego. Wartosci ES, EF, LS, LF, FF oraz TF dla grafu
z rysunku 23 przedstawia tabela 4.

1\ M m s m
T48]148 13 "\160/160/ 7 "\167]167

20/ Rs

Rysunek 23. Analiza grafu zredukowanego metoda CPM
Zrédlo: Opracowanie wlasne
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Tabela 4. Wyniki analizy projektu metoda CPM dla grafu zredukowanego
Ozn. | Dni | ES | EF |LS |LF | FF |TF

A 5 0 5 0 5 0 0
B 10 5 15 5 15 0 0
Ry 15 15 30 15 | 30 0 0
E 21 30 51 30 | 51 0 0
F 12 30 42 | 30 | 113 0 71
G 15 42 57 | 113 | 128 | O 71
R3 20 57 148 | 128 | 148 | 71 71

Ry 40 51 91 51 | 91
K 35 91 126 | 91 | 126
Ry 22 | 126 | 148 | 126 | 148
M 12 | 1438 | 160 | 148 | 160
Rs 7 160 | 167 | 160 | 167

=] o) Je) Re] Nen)
=] Nl Heo) Neol] Nen)

Zrédto: Opracowanie wlasne

Whiosek 6.4. Sciezka krytycznaA —B—R| —E — Ry — K — Ry — M — Rs okresla
mozliwie najkrétszy termin realizacji catego projektu. Sumujac czasy trwania czyn-
nosci na $ciezce krytycznej, wnioskujemy, ze ukoficzenie projektu wedtug metody
GERT wynosi 167 dni.

7. Poréwnanie wynikow

Na podstawie osiagnietych wynikéw mozemy stwierdzi¢, ze zastosowanie metod
CPM, PERT oraz GERT w harmonogramowaniu projektu budowlanego ma bardzo
znaczacy wplyw na okreSlenie czasu realizacji projektu. Z tabeli 1 wynika, ze
jezeli wszystkie czynnosci bytyby wykonywane w odpowiednim czasie trwania,
jedna po drugiej, to czas trwania catego projektu wyniéstby 209 dni. Z obliczeni
metodg CPM uzyskano, Ze czas wymagany do ukoriczenia projektu jako calosci
wynosi 162 dni. Jest to oszczednos¢ czasu o 47 dni. Catkowity czas na ukonicze-
nie projektu wynika z sekwencji 11 dziatan na Sciezce krytycznej. Dzialania te
wymagaja wickszej uwagi ze strony ekipy budowlanej, poniewaz jesli jedno lub
wiecej dziatari na Sciezce krytycznej zostanie opdZnione, spowoduje to opdZnienie
zakoriczenia projektu w stosunku do wczesniej ustalonego harmonogramu. Dalsza
analiza harmonogramu projektu budowlanego przy uzyciu metody PERT daje praw-
dopodobienstwo ukoriczenia projektu w ciggu 162 dni na poziomie 66.28%. Oznacza
to, ze prawdopodobieristwo ukoriczenia projektu budowy domu w terminie jest wy-
sokie. Zastosowanie metody GERT pozwala lepiej zrozumie¢ niepewnos$¢ projektu
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i poziom jego ryzyka, a takze pozwala ekipie budowlanej uchwyci¢ mozliwos¢é
przebiegu projektu podczas réznych nieprzewidzianych sytuacji. W poréwnaniu
z innymi technikami, GERT jest rzadko stosowana w ztozonych projektach. Jednak
podejscie GERT rozwiazuje wigkszos$¢ ograniczen zwigzanych z technikami CPM
i PERT. Z uzyskanych wynikéw mozna wnioskowad, ze za pomoc metody GERT
mozna najskuteczniej zaplanowa¢ oczekiwang liczbe dni ukoriczenia projektu bu-
dowlanego tak, aby przewidzie¢ najbardziej prawdopodobna wartos$¢ czasu jego
trwania, uwzgledniajac przy tym stopien niepewnosci w projekcie.
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Wprowadzenie do przestrzeni
podliniowej wartoSci oczekiwanej

Streszczenie

W rozdziale przedstawiono najwazniejsze definicje zwigzane z przestrzenig podliniowej
wartoSci oczekiwanej oraz kilka przyktadéw zastosowania tego nieklasycznego modelu
probabilistycznego. Wprowadzono najistotniejsze, czgsto wykorzystywane w dowodach,
lematy oraz twierdzenia w wersji dostosowanej do przestrzeni z niepewnos$cia. Na kon-
cu wprowadzono model regresji liniowej w przestrzeni podliniowej warto$ci oczekiwanej
i rozpatrzono dwa przypadki rozktadu btedu modelu.

Stowa kluczowe: podliniowa wartos¢ oczekiwana, pojemnosé, regresja liniowa

Abstract

The chapter presents the most important definitions related to the sublinear expecatation
space and several examples of the application of this non-classical probabilistic model.
The most important lemmas and theorems, often used in proofs, were introduced in a version
adapted to the space with uncertainty. Finally, a linear regression model was introduced in the
sublinear expecatation space and two cases of the model error distribution were considered.

Keywords: sublinear expected value, capacity, linear regression

Wstep

W badaniach statystycznych od dawna wykorzystywane sa klasyczne modele pro-
babilistyczne. Okazuje si¢, Zze dobrze znane modele prawdopodobieristwa mogg
by¢ niewystarczajace w warunkach niepewnosci prawdopodobiefistwa. Aby dobrze
modelowaé zjawiska z niepewnoS$cia, konieczne jest znalezienie nowych narzedzi.
Pomocne okazujg si¢ podaddytywne miary prawdopodobiefistwa i podliniowe warto-
$ci oczekiwane. Umozliwiajg one konstruowanie nowych modeli probabilistycznych,
ktdére pomagaja np. w finansach podczas podejmowania decyzji dotyczacych ryzyka.
Wprowadzenie nowych narzedzi wymaga ponownego zdefiniowania podstawowych,
dobrze znanych poje¢ z klasycznej teorii prawdopodobienistwa, jak np. niezalez-
no$¢ zmiennych losowych czy zmienne losowe o takim samym rozktadzie. Jest
to stosunkowo nowe zagadnienie, jednak w ostatnich latach wzbudzajace coraz
wieksze zainteresowanie. W literaturze mozna znaleZé wiele pozycji, w ktorych
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zaprezentowano i udowodniono podstawowe lematy i twierdzenia w nowej formie
dostosowanej do przestrzeni podliniowej warto$ci oczekiwane;j.

W tym rozdziale zostang przedstawione podstawowe definicje zwigzane z podli-
niowa wartos$cig oczekiwang oraz pojeciem pojemnosci, ktére moze by¢ identyfiko-
wane jako odpowiednik prawdopodobieristwa z klasycznego modelu probabilistycz-
nego. Pokazane zostang proste przyktady wykorzystania przestrzeni z niepewnoscia
prawdopodobienistwa. Nastepnie podane zostang najwazniejsze lematy i twierdzenia
w wersji dostosowanej do rozwazanej przestrzeni oraz przedstawiony zostanie model
regresji liniowej w przestrzeni podliniowej wartoSci oczekiwanej.

1. Podstawowe definicje

W tej czesci zostang przedstawione podstawowe definicje charakteryzujace prze-
strzefi podliniowej wartoSci oczekiwane;j.
Na poczatku zdefiniujemy na nowo przestrzen zmiennych losowych. W tym celu
ustalamy nastepujace oznaczenia.
- ©1.Lip(R") oznaczad bedzie w dalszych rozwazaniach przestrzen liniowa funkcji
¢ spetniajacych lokalny warunek Lipschitza

[9(x) =) < COL+ 6" + y[")|x—y| dla x,y € R,

gdzie C > 0im € N zaleza od ¢.

- (Q,.7) bedzie ustalong przestrzenia mierzalng.

W artykule tym przestrzen .7¢ zdefiniujemy jako liniowq przestrzen funkcji rze-
czywistych okre§lonych na (Q,.%) i spelniajacych warunek, ze jesli Xy, ..., X, € 2,
to q)(Xl,...,Xn) S A gdzie ¢ € %.Lip(R").

Zauwazmy, 7€
- Veer c€ X,

- XeHX = |X|esH.

Definicja 1.1. [3] Podliniowa warto$cig oczekiwang E nazywamy funkcjonat E: 7 +—
R spelniajacy warunki:
(i) monotoniczno$¢
EX] <E[Y] jesli X <Y,

(ii) zachowanie statej
Elc]=c¢ dla c€eR,

(iii) podaddytywnos¢

Vxyewr EX+Y]<EX]+E[Y],
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(iv) nieujemna jednorodno$é
EAX]=AE[X] dla A>0.

Tréjke (Q, .77, E) nazywamy przestrzenig podliniowej warto$ci oczekiwanej.

Uwaga 1.1. Jesli spelnione sg warunki (i) oraz (ii), to E nazywamy nieliniowg
wartoScig oczekiwang, a tréjke (Q, .77, E) przestrzenig nieliniowej warto$ci oczeki-
wanej.

Uwaga 1.2. Jesli nieréwno$¢ we wlasnosci (iii) stanie si¢ réwnoscia, to E jest
liniowg warto$cia oczekiwang, tzn. [E jest liniowym funkcjonatem spetniajacym
wlasnoS$ci (i) oraz (ii).

Uwaga 1.3. Wtasno$¢ (iv) réwnowaznie mozemy zapisa¢ jako
EAX]=ATEX]+A E[-X] dla A €R. (1.1)
Dowod. Powyzsza rownos$¢ wynika z nastepujacych faktow
lJr:{ A, gdy >0
0, gdy A <0

oraz
P —A, gdy A <0
10, gdy A >0 °

Przeksztatcajac strone prawa mamy
ATEX]+ 24 E[-X]

_ ( AE[X]+0-E[-X] = E[AX], gdy A >0
_{ 0-EX]+ (-A)E[-X] =E[(-4) - (=X)] =E[AX], gdy 2 <0 °

O

Dla podliniowej wartosci oczekiwanej [E definiujemy sprzezong warto$¢ oczeki-
wang & jako
&[X] = —-E[-X], dlakazdego X € 7.

Latwo zauwazy¢, ze dla kazdego X € .7 zachodzi, ze &' [X| < E[X]. W literaturze
E[X] oraz &[X] sa réwniez nazywane, odpowiednio, gérng wartoscia oczekiwang
i dolng wartoScia oczekiwana.

Witasnosci (iii) oraz (iv) nazywane sg podliniowos$ciag. Wynika z niej kolejna
wlasno$¢ podliniowej wartoSci oczekiwanej.
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(v) Wypuktosé
ElaX + (1 —a)Y] < oE[X]+ (1 —a)E[Y] dla a € [0,1].

Jesli podliniowa warto$¢ oczekiwana E spetnia warunek wypuktosci, to nazywa-
my ja wypukla podliniowa wartoscia oczekiwana.

Warunki (ii) oraz (iii) implikuja kolejng wtasnos¢.
(vi) Wtasnos$¢ cash translatability

EX+c]=E[X]+c dla ceR.
Dowod. Réwnos$¢ ta wynika bezposrednio z nastepujacego oszacowania
E[X]+c =E[X] - E[-c] < EX + ] < E[X] +E|[c] = E[X] +c.

O]

Teraz wprowadzimy kilka kolejnych definicji istotnych z punktu widzenia prze-
strzeni (Q,.7¢,E). Naleza do nich: dominowanie jednej wartosci oczekiwanej nad
druga, rozktad zmiennej losowej, pojecie jednakowych rozktadéw, pojecie niezalez-
nosci zmiennych losowych i r6zne rodzaje ich zaleznosci.

Definicja 1.2. [3] Niech E; oraz [E; beda dwoma podliniowymi warto$ciami ocze-
kiwanymi zdefiniowanymi na (Q, ). Méwimy, ze [, dominuje nad E, jesli

Ei[X]—Eq[Y] <E[Xx —Y] dla X,Y €2 (1.2)

Definicja 1.3. [3] Niech X = (X{,...,X,) bedzie danym n-wymiarowym wekto-
rem losowym okre§lonym na przestrzeni podliniowych wartosci oczekiwanych
(Q, ., E). Rozkladem zmiennej X wzgledem E nazywamy funkcjonat okreslony
na przestrzeni 67 1;,(R") w nastgpujacy sposéb

Fx[o]:=E[p(X)]: ¢ € CLip(R") = R.
Uwaga 1.4. Tréjka (R", 6 1;p(R"),Fx) jest przestrzenig podliniowych wartosci
oczekiwanych. Fy jest réwniez podliniowa warto$ciag oczekiwana.

Podobnie jak w przypadku klasycznej przestrzeni probabilistycznej, z rozkta-
dem prawdopodobiefistwa zmiennej losowej X € .7 zwiazane s jej parametry.
Odpowiednikami wartoSci oczekiwanej i wariancji zmiennej losowej sa w nowej
przestrzeni dolna i gérna wartos$¢ oczekiwana oraz dolna i gérna wariancja

A=EX), p=-E[-X],
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62 :=E[X?, o’:=-E[-X?].

Przedzial [u, [t] opisuje niepewnos¢ $redniej zmiennej X, natomiast przedziat
[gz,Ez] opisuje niepewno$¢ wariancji zmiennej losowej X.

Definicja 1.4. [3] Niech X; oraz X, beda n-wymiarowymi wektorami losowymi
zdefiniowanymi na przestrzeni podliniowych wartoSci oczekiwanych, odpowiednio
(Q1,74,E) oraz (Qy, 74, E,). Méwimy, ze wektory X; oraz X, maja jednakowe

rozktady (co oznaczamy jako X 4 X>), jesli
E, [(p(Xl)] = EZ[(P(X2)] dla wszystkich ¢ € Cgb.up (Rn),

gdzie €} 1i,(R") jest przestrzenia ciaglych i ogarniczonych funkcji spetniajacych
warunek Lipschitza.

Definicja 1.5. (Niezalezno$¢ [3]) Niech dana bedzie przestrzen podliniowej wartosci
oczekiwanej (Q, .7, E). Wektor losowy Y = (V1,...,Y,), ¥; € # nazywa si¢ nieza-
leznym od innego wektora losowego X = (X1, ..., X ), X; € A, jesli dla dowolnej
funkcji ¢ € € 1;p(R™*") mamy

Elp(X,Y)] = E[E[@(x,Y)]=x]- (1.3)

Nalezy zauwazy¢, ze w przypadku podliniowej wartosci oczekiwanej, jesli wektor
Y jest niezalezny od wektora X, to nie implikuje to, w przypadku ogdlnym, ze wektor
X jest niezalezny od wektora Y. Obrazuje to ponizszy przyktad.

Przyklad 1.1. Rozwazmy sytuacje, gdzie E jest podliniowg warto$cig oczekiwang

oraz X, Y € J¢ sa wektorami losowymi o jednakowych rozkladach, przy czym

E[X] = E[-X] = 0 oraz 6> = E[V'?] > 6 = —E[-Y?]. Dodatkowo zaktadamy, ze
1 1

E[|X]] > 0, stad E[X "] = EEUX\ +X] = EIEHXH > 0. Ponadto dowolng liczbe

+

x mozemy zapisaC jako x = x™ —x~. Rozpatrzmy przypadek, gdy Y jest niezalezny

od X. Wtedy
xtY?,  gdy x>0
x¥?2=¢{ 0, gdy x=0
—xY?, gdy x<0
oraz

xTE[Y?], gdy x>0
Exy? =< 0, gdy x=0
x"E[-Y?], gdy x<0

= xRy +x E[-Y?] =xT6% —x o
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Mamy zatem
EXY?] = EERY*|liex =Ex"6% —x 0%+ ox+ o —x-
=EXT6%>-X o’ > E[X"6*] —E[X ¢’
=G6°E[X"] - c’E[X | = (62— c*)E[X ] > 0.
Gdy zatozymy, ze X jest niezalezny od ¥ mamy
E[XY?] = E[E[Xy]l,—y = ED?E[X]],_y = E[y*-0],_y =0,
co wyklucza implikacje, Ze z niezaleznosci ¥ od X wynika niezalezno$¢ X od Y.

Definicja 1.6. (Ujemna zalezno$¢ [7]) Niech dana bedzie przestrzen podliniowej
warto$ci oczekiwanej (Q, .7, E). Wektor losowy Y = (Y1, ...,Y,), Y; € 7 nazywamy
ujemnie zaleznym wzglgdem innego wektora losowego X = (X, ...,X,), X; € 2,
jesli dla kazdej pary funkcji @1 € €).1i,(R™) and @ € €).1i,(R"), niemalejacych
lub nierosnacych wspéirzednosciowo i takich, ze

Eflo1(X)@2(Y)[] <o, E[|@1(X)[] <o, E[[@a(Y)[] <eo

spetniony jest warunek

Elo1(X)92(Y)] < E[e1 (X)]E[@2(Y)].

Definicja 1.7. (Zmienne losowe akceptowalne w szerszym sensie (ang. widely ac-
ceptable) [4]) Niech {Y,,n > 1} bedzie ciagiem zmiennych losowych w przestrzeni
podliniowej wartosci oczekiwanej (Q, 7, E). Ciag {Y,,n > 1} nazywamy akcepto-
walnym w szerszym sensie, jesli istnieje taki ciag liczb dodatnich {g(n),n > 1}, ze
dla kazdego ¢ > 0 i dla kazdego n € N spelniony jest warunek

n
EeLi=11¥i < g(n) HEetY".
i=1

Definicja 1.8. [3] Méwimy, ze ciag n-wymiarowych wektorow losowych {n;}7 |
zdefiniowany na przestrzeni podliniowych warto$ci oczekiwanych (Q, .7, E) jest
zbiezny wedlug rozkiadu, jesli dla kazdej funkcji ¢ € €}, 1i,(R"), ciag {E[@(n;)] }7=,
jest zbiezny.
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Kolejnym waznym pojeciem dla przestrzeni podliniowej wartoSci oczekiwanej
jest pojemnosé, ktéra moze by¢ traktowana jako odpowiednik prawdopodobienistwa
w klasycznej przestrzeni (Q,. %, ).

Definicja 1.9. [6] Niech dane bedzie o-cialo ¥ C .%. Funkcje V: ¢ — [0,1]
nazywamy pojemnoS$cia, jesli spelnione sa nastepujace warunki
V(0)=0, V(Q) =1
oraz
V(A) < V(B), dladowolnych ACB, A,B€Y.

Funkcje te nazywamy funkcja podaddytywna, jesli spetnia warunek V(AUB) <
V(A)+V(B) dlakazdego A,B € ¥.

Dla ustalonej przestrzeni (Q, .77, E), uzywajac pojecia gérnej wartosci oczeki-
wanej, mozemy zdefiniowac pare (V,7") odpowiadajacych sobie pojemnosci:

V(A) = inf{E[E]: A <&, E€ A}, V(A):=1-V(A), VAe.Z,

gdzie A€ jest dopetnieniem zbioru A.
Zauwazmy, ze gérna pojemnos¢ V jest podaddytywna w przeciwienstwie do
pojemnosci dolnej ¥ i dolnej wartosci oczekiwanej &'

Lemat 1.1. Niech para (V,”") bedzie odpowiednio gérng i dolng pojemnoscig oraz
niech para (E, &) bedzie odpowiednio gérng i dolng wartoscig oczekiwang. Wtedy
dla dowolnych A, B € ¢4 oraz dowolnych X,Y € J# mamy

V(AUB) < V(A)+V(B) (1.4)
oraz
EX+Y]<EX]+E[Y]. (1.5)
Dowoéd. Zauwazmy, ze
V(A“NB)=V((AUB))=1—7%(AUB) (1.6)
oraz
V(A®) < V[(A°—B)UB] < V(A°—B)+V(B). 1.7)

Z (1.7) dostajemy

V(A°NBC) = V(A® — B) > V(A°) — V(B). (1.8)
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Na podstawie (1.6), (1.8) oraz definicji dolnej pojemnosci otrzymujemy
1—-Y(AUB)>1—7(A)—V(B).

Odpowiednio przegrupowujac nieréwnos¢, dostajemy (1.4).
Teraz zauwazmy, Ze na podstawie (1.2) mamy

E[-X — Y] > E[-X] - E[Y].

Na podstawie definicji dolnej podliniowej wartos$ci oczekiwanej zachodzi, ze

E[-X] = -&[X]
oraz
E[-X-Y]=E[-(X+Y)|=—-&[X+Y].
Stad mamy
—&X+Y) = -E(X)-E(Y),
co jest townowazne z &'[X + Y| < &[X]| + E[Y]. O

Teraz wprowadZmy kolejna definicje zwigzang z pojemnoscia.

Definicja 1.10. Par¢ pojemnosci (V,7') nazywamy generowang przez podliniowg
warto$¢ oczekiwang [, jesli

V(A) = E[IA], 7/(A) = g[lA], dla I € .
Zauwazmy, ze zachodza ponizsze warunki
E[f]<VA) <Elg, EfI<V(A)<Elgl, jesli f<ha<g, fgeHl.

Dodatkowo, wprowadZmy pojecie catki Choqueta

Cy[X] = /OWV(X > t)a’t+/i[V(X > 1)— 1]ds,

gdzie V moze by¢ zastgpione odpowiednio przez V lub 7.

W rozwazaniach dotyczacych przestrzeni podliniowej warto$ci oczekiwanej waz-
ne jest zdefiniowanie takich wtasnosci jak przeliczalna podaddytywnos$¢ i ciagtos¢
w odniesieniu do podliniowej wartoSci oczekiwanej i pojemnoSci.

Definicja 1.11. [6]
(I) Méwimy, ze podliniowa warto$¢ oczekiwana E: 57 — R jest przeliczalnie
podaddytywna, jesli spelniony jest nastgpujacy warunek
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(a) przeliczalna podaddytywnos¢

EX] < ) E[X],

n=1

jesliX <Y X, X,X, € # orazX >0,X,>0,dlan=1,2,...

n=1
(II) Moéwimy, ze podliniowa warto$¢ oczekiwana E jest ciagta, jesli spetnione sg
warunki
(a) ciagtos¢ od dotu
E[X,] T E[X],
jesli 0 < X, T X, dla wszystkich X,,, X € 57,
(b) ciaglos¢ od gory
E[X.] | E[X],
jesli 0 < X, | X, dla wszystkich X,,, X € 2.
(II) Méwimy, ze funkcja V: % — [0, 1] jest przeliczalnie podaddytywna, jesli

v( An) <Y V(4,), VA, e Z.
n=1

n=1

(IV) Méwimy, ze pojemnos¢ V: .F# — [0, 1] jest ciagla, jesli spelnione sg warunki
(a) ciagtos¢ od dotu
V(Ax) TV(A),
jeSliA, T A, dla wszystkich A,,,A € F,
(b) ciaglos¢ od gory
V(An) LV(A),
jesli A, | A, dla wszystkich A,,A € .Z.

Jednym z probleméw, na jakie mozna natrafi¢ w przestrzeni podliniowej wartosci
oczekiwanej jest brak mozliwosci zastosowania tradycyjnego indykatora, ze wzgledu

na jego niecigglos¢. Oznacza to, ze nie zawsze Iy € 77, dlatego Zhong i Wu (2017)
w pracy [8] wprowadzili propozycije funkcji, ktéra moze, w niektérych przypadkach,
petni¢ rolg podobng do indykatora w rozwazanej przestrzeni.

Dla 0 < u < 1, niech g(x) bedzie nierosnaca funkcja taka, ze g(x) € €;.1;p(R),
0 < g(x) < 1 dlakazdego x oraz g(x) = 1 jesli |x| < u, g(x) = 0jesli x| > 1. Wtedy

spelnione sa warunki

I <) <g() <I(x < 1), (x| > 1)< 1-g() < (x| > p).
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1.1. Reprezentacja podliniowej wartosci oczekiwanej

Podliniowa warto$¢ oczekiwana moze by¢ zdefiniowana jako supremum liniowych
warto$ci oczekiwanych.

Twierdzenie 1.1. [3] Niech E bedzie funkcjonatem zdefiniowanym na liniowej prze-
strzeni € i spetniajgcym warunki podaddytywnosci oraz nieujemnej jednorodnosci.
Wtedy istnieje rodzina liniowych funkcjonatow Eg : 7€ — R, indeksowana w zbiorze
O, taka ze

E[X] = supEg[X] dla X € . 1.9
6c®

Powyzsze twierdzenie jest bardzo przydatne w rozwazaniach dotyczacych mode-
lowania zjawisk zachodzacych w warunkach niepewnoSci.

Twierdzenie 1.2. [3] (Twierdzenie Daniella-Stone’a) Zatozmy, ze (Q, 7, E) jest
przestrzeniq podliniowej warto$ci oczekiwanej, w ktorej spetniony jest warunek

E[Xi] =0, gdy i— oo,

dla dowolnego ciggu zmiennych losowych {X;}> | z przestrzeni J, spetniajgcego
warunek, ze X;(®) | 0 dla kazdego @ € Q. Wtedy istnieje rodzina miar prawdopo-
dobieristwa { Py } gco zdefiniowana na przestrzeni mierzalnej (Q,0 (7)) taka, Ze

E[X]=sup | X(w)dPy, dladowolnego X € I,
0@/

gdzie 6 () jest najmniejszym o -ciatem generowanym przez F€ .

Podobne twierdzenie o reprezentacji mozna uzyska¢ dla rozktadu w przestrzeni
(Q,7,E).

Twierdzenie 1.3. Niech (Q, 7€, E) bedzie przestrzeniq podliniowej wartosci oczeki-
wanej oraz niech Fx @] = E[@(X)] bedzie podliniowym rozktadem wektora losowego
X € 4. Wtedy istnieje rodzina miar prawdopodobieristwa {Fg } gce zdefiniowana
na (R4, B(RY)) taka, ze

Fx[o] = Sug - @(x)Fo(dx), dla dowolnej ¢ € €1 1;p(R?).
E P

Fx[] charakteryzuje niepewnos¢ rozktadu zmiennej X.

1.2. Przyklady

W tym paragrafie podamy kilka przyktadéw, ktére pokaza uzyteczno$¢ wybranych
nowych pojec.
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Przyklad 1.2. Urna zawiera B biatych, C czarnych i Z zielonych kul. Gracz wybiera
losowo jedng kule z urny. Gracz nie zna dokladnej liczby kul poszczegdlnych
koloréw, wie jedynie, ze B+ C +Z = 100 oraz B = C € [20,25]. Niech & bedzie
zmienng losowa zdefiniowang nastepujaco

1, jesli wybrana zostata biata kula
&= 0, jesli wybrana zostata zielona kula .
—1, jeSli wybrana zostata czarna kula

Zdefiniujmy wygrana/strate gracza jako zmienng losowg X = (&), gdzie ¢(-)
jest ustalong funkcjg spetniajacg warunek Lipschitza. Funkcja @(-) opisuje te wy-
grang/strate w trakcie gry.

W tabeli 1 podano rozktad zmiennej losowej &.

Tabela 1. Rozklad zmiennej losowej &

—1 0 1
p | 1=-2p|p
: ‘s . noon
Jest to rozktad z niepewnoscig prawdopodobienistwa: p € 100’1001 = [0.2,0.25].

Niepewnos$¢ prawdopodobienistwa wynika z faktu, ze nie jest znana doktadna liczba
kul Zzadnego z koloréw.

Niech £ oznacza zbiér wszystkich rozktadéw zmiennej losowej & zaleznych od
wartosci p € [0.2,0.25]. Stad warto$¢ oczekiwang wygranej/straty gracza, uwzgled-
niajgcg niepewno$¢ rozktadu zmiennej &, obliczamy w nastepujacy sposéb

E[0()) := sup Eplp(E)] = sup [p<p<1>+<1—zp><p<o>+p<p<—1>}

X K I
pe P€l 150 100

Przyklad 1.3. (Podliniowa wersja ciagu zmiennych losowych o rozktadzie Bernoul-
liego) W urnie jest ¢ czarnych kul oraz b; biatych kul. Gracz wie, Ze c; i b spetniaja
warunek c; + by = 100 oraz, ze ¢ € [U, 1], gdzie 1 oraz U sg parg ustalonych liczb
takich, ze 0 < u < It < 100. Gracz wybiera losowo jednag kule z urny. Jesli wyloso-
wang kulg jest kula czarna, to dostaje zlotéwke, a jesli wylosowana kulg jest kula
biata, to traci ztotéwke. Zysk z takiej gry jest losowg liczba i moze by¢ zapisany
jako
Si(w) = () {czarna kula} — 1 (w){biaia kula} -
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Po kazdej i-tej prébie gracz notuje wynik &; i przystepuje do nastepnej (i + 1)-szej
proby, losujac jedna kule sposrdd 100, z zastrzezeniem, ze w (i + 1)-szym losowaniu
liczba kul czarnych zmienita si¢ i wynosi c;y, ale nadal zachodzi warunek, ze
Ccit1 € [, ft]. W ten sposéb tworzony jest ciag zmiennych losowych {&;}37 ;.

Jesli w chwili i sprzedajemy kontrakt (&) w oparciu o i-ty wynik &, to, zakla-
dajac najgorszy scenariusz, warto§¢ oczekiwana bedzie wynosic

Elp(&)] =E[e(&)] = sup [pe(1)+(1—-po(=1)], i=12,...

K T
P€150 100

Zauwazmy, ze E[@p(&;)] = E[@(§;)] dla dowolnych i, j = 1,2,... Oznacza to,
ze mamy do czynienia z ciaggiem zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie.
Latwo mozna réwniez sprawdzic, ze & jest niezalezne od (&, ..., &;).

Jesli rozpatrzymy funkcje straty X (@) = ¢(&y, ..., &), wtedy wartos¢ oczekiwana
straty bedzie wynosié

EX]=E[@(S1, 8, &it1)] = E[E[@(x1, 0%, Gt 1gx; 1<)

co wypelnia warunek (1.3). Jest to typowy ciag zmiennych losowych o rozktadzie
Bernoulliego przy zatozeniu niepewnosci prawdopodobienistwa.

Przyklad 1.4. Rozwazmy teraz inny ciagg zmiennych losowych o rozktadzie Bernoul-
liego, w ktérym w i-tej prébie mamy: ¢; czarnych kul, b; biatych kul oraz z; zielonych
kul. Dodatkowo niech zachodzi, ze ¢; = b;, ¢; + b; +z; = 100 oraz ¢; € [y, 1], gdzie
0 < 1 < I < 50 s3 znane i ustalone. Gra jest powtarzana podobie jak w poprzednim
przykladzie, tzn. za wylosowanie kuli czarnej dostajemy ztotéwke, za wylosowanie
kuli biatej tracimy zlotéwke, a za wylosowanie kuli zielonej nic nie tracimy i nie

zyskujemy. Zysk z takiej i—tej gry moze by¢ opisany jako

él(a)> = l(a)){czarna kula} — l(a)){biala kula} -

Dostajemy wtedy cigg zmiennych losowych o jednakowym rozktadzie, gdzie
zachodzi:

E[&]= sup [p-14+p-(=1)+(1-2p)-0]=0
Pe[ 155 1o
oraz
~E[-&]=— sup [p-(=1)+p-1+(1-2p)-0]=0
PEl 55+ 155)

Ten rodzaj ciggu Bernoulliego przy zatozeniu o niepewno$ci nazywamy ciggiem
symetrycznym.
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2. Znane lematy i twierdzenia w przestrzeni podliniowej wartosci
oczekiwanej

W tej czesci pracy przedstawimy wybrane, wazne lematy i twierdzenia, ktdre sg od-
powiednikami znanych narzedzi z klasycznej przestrzeni probabilistycznej (Q,.7, P)
i sg uzyteczne w wielu rozwazaniach teoretycznych i zastosowaniach praktycznych.

Lemat 2.1. Niech (Q, .7, E) bedzie przestrzenia podliniowej wartosci oczekiwanej,
X i Y beda dwoma zmiennymi losowymi. Zalézmy ponadto, ze spelniony jest
warunek

Wtedy mamy
EX +aY] =E[X]+oE[Y] dla aecR. (2.1)
W szczeg6lnosci, jesli E[Y] = E[-Y] =0, to E[X + oY | = E[X].
Dowdéd. Z réwnosci (1.1) tatwo zauwazycé, ze
ElaY] = a"E)Y]+a E[-Y]=a E[Y] — a E[Y] = aE[Y] dla a €R.
Stad mamy
EX +aY] <EX]+E[aY] =E[X]+ oE[Y] = EX] -E[-aY] <E[X 4+ aY].

O
Kolejny lemat jest uogdlnieniem Lematu 2.1.

Lemat 2.2. Niech spetnione beda zatozenia Lematu 2.1. Niech 1) bedzie nieliniowa
wartoscig oczekiwang okre$long na (Q,.7#) zdominowang przez podliniowg warto$¢

oczekiwang E w sensie Definicji 1.2. Jesli E[Y] = —E[—Y], to zachodzi
ElaY] = ak[Y] = aE[Y] dla acR (2.2)
oraz
EX +aY] =EX]+ak[Y], X € #, acR. (2.3)

W szczegdlnosci

EX+c] =E[X]+¢c, dla ccR. (2.4)
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Dowod. Zauwazmy, ze

E[Y] = —E[-Y] < ~E[-Y] = E[0] - E[-Y] < E[0+ Y] <E[0+Y] < E[Y].
Z powyzszych zaleznoSci wynika, ze
kY] =E[Y] = —E[-Y]. (2.5)
Zauwazmy, ze dla o € R zachodzi
ElaY] = —E[-aY], gdy E[Y]=-E[-Y].

Wtedy mamy
ElaY] = E[aY] = aE[Y] = aR[Y],

co daje nam (2.2). Z warunku dominacji dostajemy
RIX + ay] - R[X] < E[aY],

REX] - KX + a¥] < E[-aY].
W koficu otrzymujemy, ze

A

EX]+ aR[Y] = B[X] - E[-a¥] < E[X + a¥] < EX]+ElaY] = B[X] + ak[Y]

)

co daje nam (2.3).
O

Nastepny lemat podaje odpowiedniki znanych z klasycznej przestrzeni probabili-
stycznej nieréwnoSci momentowych.

Lemat 2.3. Dla dowolnych X oraz Y € /¢ mamy, ze

E[|X +Y|"] < max{1,2" "} (E[|X|"] +E[Y|]), dla r>0; (2.6)

Q1=

E[XY|| < (E[XP])7 - (B[Y])¢, dla 1< p,g<eo, ;+;=1; @.7)

(E[X +Y|7))> < (E[X[P))» + B[], dia p>1. 28)

Nieréwno$¢ (2.7) nazywamy nieréwnoScia Holdera.
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W szczeg6lnym przypadku, dla 1 < p < p/, otrzymujemy nier6wno$¢ Lapunowa
1 roy L
(E[X[PT)r < (E[IX]7])7". (2.9)

Dowéd. W dowodzie wykorzystamy dwie znane nieréwnosci.

1 1
Lemat 2.4. [3]Dlar > 0,1 < p, g <o oraz — + — = 1, zachodzi
P q

la+b|" <max{1,2" ' (|a|"+|b|")} dla a,b€R; (2.10)
P |ple
mm<EL+LL. (2.11)
q

Nieréwno$¢ (2.11) nazywamy nieréwnoScia Younga. Nieréwno$¢ (2.6) wynika
bezposrednio z nieréwnosci (2.10).

Teraz udowodnimy nieréwnosé (2.7). Rozpatrzmy przypadek E[|X |P]-E[|Y]9] > 0.
Korzystajac z nieréwnosci (2.11), otrzymujemy

X v 1P 1|y
Ul Emxen: @rel] SR gErE
P T 1 1 L 1 ¢
X | T gEv | X g
1 1
=-+-=1
P q
Stad ostatecznie dostajemy
o] (.S ! XY <1,
E[X1P)F (E[¥i) ] (EX]P)F - (B )

co w konsekwencji daje nam (2.7).

W przypadku gdy E[|X|?]-E[|Y|?] = 0, nalezy zastosowaé analogiczne rozwa-
zania, ale zamiast E[|X |P] oraz E[|Y|4], trzeba rozpatrze¢ odpowiednio E[|X|?] 4 €
oraz E[|Y|?] + &. Dostajemy wtedy

X . Y
(E[X|P]+&)7 (B[|Y|1)+ &)

1 xP Ly

E - Z
pE[IX[P]+e  qE[[Y][]+e
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1 xp 1 |y[ 1 E[x}7] 1 E[Y]9]
S PE[X|P] 4 & qE[[Y|1+&| pE[IXP]+ea  qE[Y]]+&
1 1
<—4-=1
P 4

Stad dostajemy

E[XY[] < (E[X|7) +&1)7 (E[|Y|9] + &) 9.

Przy zalozeniu, ze €, — 0 oraz & — 0 otrzymujemy (2.7).

Teraz udowodnimy nieréwnos$¢ (2.8). Rozpatrzymy jedynie przypadek, gdy
E[|X +Y|P] > 0. Wykorzystujac nieré6wnos¢ (2.7), otrzymujemy

E[IX +Y|P] =E[|X +Y|-|X +Y|"]

<E[X|- X +Y[PT)+E[Y]- X+ Y|P~

< (B[X[P])7 - (B[IX Y|P~ D9))3 + (B[)Y|7])7 - (B[X +¥|®~D9])a.
Z zaleznosci (p — 1)g = p dostajemy (2.8).

Aby udowodni¢ nier6wnos$¢ (2.9), skorzystamy z nieréwnosci (2.7) w nastepuja-
cej formie
1 1
E(|zY]) < (E[lz]'])7 - (E[Y|*])«,
1
gdzie 1 < r,g <o oraz —+ — = 1. Niech Z = |X|? oraz niech Y = 1, wtedy
rq

1
E[[X]7] < (E[IX|”]".
Wprowadzmy oznaczenie pr = p’. Wtedy

A
E[IX17] < (E[jx["])7
i ostatecznie dostajemy

(E[X[P)7 < (B[IX]7])7.

O
W dalszej czgsci tego paragrafu zajmiemy si¢ nowymi wersjami fundamen-

talnych z punktu widzenia teorii prawdopodobienstwa twierdzeri i nieréwnoSci,

takich jak lemat Borella-Cantelliego, centralne twierdzenie graniczne, nierdwnosci
Czebyszewa, Kolmogorowa, Jensena, Rosenthala.
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Twierdzenie 2.1. (Nierownos¢ Chebyszewa [1]) Niech X € J bedzie zmienng
losowq oraz niech f € €] 1ip(R) bedzie niemalejqcq funkcjq o wartosciach dodatnich.
Wtedy dla dowolnego € € R mamy

Twierdzenie 2.2. (Nieréwnosé¢ Kolmogorova) Niech {Xi,...,X,} bedzie ciggiem
zmiennych losowych na (Q,7¢,E) z E[X;] =0, k = 1,...,n. Zatoimy, ze X jest
niezalezne od (Xii1,...,X,) dla kazdego k = 1,....n — 1. Niech S = X; + ... + X},
oraz So = 0. Wtedy

]E[<maxSk>T < Y EXZ.

k<n =
Dowdd. Niech
T = max (X, Xx + Xt 1, .., Xx + -+ Xp).
Wtedy 7, T,:r € J¢ oraz prawdziwe s nastepujace zaleznosci
T =X+ T,

oraz
T =X} +2XT0 + (Tkj-])z'

Stad dostajemy
E[TZ] <E[X{] +2E[X; T ] +E[(TI;FH)Z]'
Zauwazmy ponadto, ze E[XkafH} =0, co pozwala stwierdzié, ze
E[T7] < E[X¢)+E[(T )] < ERXE+E[T).
Stad mamy
n
E[T7] < EIXP] +E[T7] < EXP]+ERG] + ... + E[T;] = ) E[X{],
k=1
co daje nam tez¢ twierdzenia. O

Twierdzenie 2.3. (Nierownosc¢ Jensena [5]) Niech X bedzie zmienng losowq z prze-
strzeni podliniowej wartosci oczekiwanej (Q, .7, E). Niech f(-) bedzie wypukig
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funkcjq okreslong na R. Zatézmy, ze E[X] oraz E[f(X)] sq skoriczone. Wtedy

E[f(X)] = f(E[X]).

Twierdzenie 2.4. (Nieréwnos¢ typu Rosenthala [7]) Niech {Xi,...,X,} bedzie
ciggiem zmiennych losowych okreslonych na przestrzeni (Q,7¢,E) oraz niech
Se=X1+...+Xg, So=0.
(a) Zatozmy, ze Xy jest zmienng losowq ujemnie zaleing wzgledem (Xiy1,-..,Xn)
dla kazdego k =1,....n— 1 oraz E[X;| < 0, gdzie k = 1,...,n. Wtedy

EHmaxSk

k<n
7|

(b) Zatozmy, ze X jest zmienng losowq niezalezng wzgledem (Xi1,...,X,) dla
kazdegok=1,...n—1 oraz E[X;] <0, gdzie k = 1,...,n. Wredy

E[ p}\ {Z]E\ka (Z]EXk| ) } dla p>2.

(c) Zatéimy, ze Xy jest ujemnie zalezna wzgledem (Xii1,...,X,) dla kazdego
k=1,...n—1 lub X; jest ujemnie zalezna wzgledem (X, ...,Xy) dla kazdego
k=1,...n—1. Wtedy

p n
] <22 Y E[Xif?], dla 1<p<2
k=1

orazg
n

p
]gCPng Z [|1Xk|P], dla p=>=2.

max Sy
k<n

max .Sy
k<n

p

E S| <C E[|Xk|P] + E[|X
max s p{z X7 (Z |k|>

+<f[<5[Xk])‘ +(E[Xk])+]> }

k=1

Lemat 2.5. (Lemat Borela-Cantelliego) Niech {A,,n > 1} bedzie ciggiem zdarzeri
z o-ciala % . Niech (V,7) bedzie parg pojemnosci generowang przez podliniowg
warto$¢ oczekiwanq E.

(1) Jesli ZV ) < oo, to
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(2) Niech 7 bedzie ciggta od od dotu oraz niech {A},},_, beda wzajemnie nie-
zalezne wzgledem 7/, tzn. dla dowolnego n € N zachodzi

“V(ﬁAf) - f[”f/(Af).

Jesli

Y V(A,) =, (2.12)
n=1

(004)-

Dowéd. Latwo zauwazy¢, ze z wlasno$ci monotonicznosci oraz skoiczonej podad-
dytywnosci wynika, ze

V(ﬁDAi)<V<lQAi> ZV ) =0, gdy n— oo,

n=1i=n

to

co koriczy dowdd pierwszej czesci lematu.
Teraz udowodnimy drugg czg$¢ lematu. Z faktu, ze ¥ jest ciggla od dotu dostaje-
my, ze V jest ciagla od goéry i na podstawie zalozenia (2.12) mamy wtedy

(D) - p(30) - -0

n=1i=n
:3%%((]#) = 15510]'14// (AS) n;m[‘[(l —V(A)

=n i=n

,}E;Hexp V(A)) = lim exp <—;V(Ai)) =
Tym samym dowiedliSmy prawdziwoSci drugiej czesci lematu. 0

Twierdzenie 2.5. (Centralne twierdzenie graniczne [6]) Zatézmy, ze {X,,n > 1}
Jest ciggiem niezaleznych zmiennych losowych okreslonych na przestrzeni (Q, 7, E)
o takim samym rozktadzie. Niech

ElX|| =E[-X]] =0, ImE[X}-¢)"]=0 oraz & =E[X{], o’=&X{].
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Wtedy dla dowolnej cigglej funkcji ¢ spetniajgcej warunek |@(x)| < C(1+x?),

gdzie C > 0, mamy
. Sn

,;grye:[w(ﬁﬂ —Elp(£)), @.13)

gdzie & ~ N(0,[6?,G?]), tzn. zmienna losowa & ma rozktad normalny ze Sredniq

rownq zero oraz posiada niepewno§¢ wariancji, opisang za pomocq, odpowiednio,

dolnej i gérnej wariancji. Dodatkowo, dla p > 2 oraz E[|X,|P] < o0 rownos¢ (2.13)

zachodzi dla dowolnej cigglej funkcji ¢ spetniajqcej warunek |@(x)| < C(1+ |x|?).

3. Podliniowy model regresji

Regresja liniowa jest to metoda statystyczna pozwalajaca oceni¢ wptyw wielu r6z-
nych cech na pewng inng ceche, ktéra szczeg6lnie nas interesuje w badaniu statystycz-
nym. Jest to narzedzie bardzo czgsto wykorzystywane w modelowaniu w klasycznym
przypadku. Waznym, wymagajacym rozwazenia problemem jest sprawdzenie, jak
model regresji liniowej bedzie wygladat w przypadku, gdy modelujemy zjawisko
zachodzace w warunkach niepewnosci.

Rozwazmy nastepujacy model regresji liniowej

Y =B'x+e¢, 3.1

gdzie Y jest zmienng zalezna, X = (X, ...,X,)’ jest p-wymiarowa zmienng towarzy-
szaca, posiadajacg okreslony rozktad Fx (x), oraz B = (B, ..., B,)’ jest p-wymiarowym
wektorem nieznanych parametréw (zauwazmy, ze wyraz wolny modelu jest réwny
zero), a € = (€1,...,€,) jest bledem losowym.

Losowos$¢ btedu zapewnia, ze warto$¢ oczekiwana tego bledu jest zerowa. Za-
ktadamy réwniez, ze btad € jest niezalezny od x.

Zdefiniujemy teraz pojecie podliniowej warunkowej wartosci oczekiwanej E|-|x]
pod warunkiem x.

Definicja 3.1. Podliniowa warunkowa warto$¢ oczekiwang zmiennej losowej Y € 7
pod warunkiem x definiujemy nastepujaco

BlYjx)= sup Ep[YIx]
fY\xefg.Y\x

gdzie {E Frix - Jrix € %\Y‘X} jest rodzing liniowych warunkowych wartosci oczekiwa-
nych.
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Uwaga 3.1. Tak zdefiniowana podliniowa warunkowa warto$¢ oczekiwana za-
chowuje wlasnosci: monotonicznos$ci, zachowania stalej, podaddytywnosci oraz
nieujemnej jednorodnosci.

Uwaga 3.2. Zauwazmy, ze na poczatku zalozono, ze wektor towarzyszacy X ma
ustalony rozklad Fy i wyraz wolny w modelu (3.1) jest réwny zero. Zalozenie
o pewnosci rozktadu zmiennej x jest konieczne, aby wektor wsp6tczynnikéw B mogt
by¢ jednoznacznie wyznaczony. W sytuacji, kiedy zaréwno € oraz x posiadajg
niepewnos¢ rozktadu, B nie moze zosta¢ wyznaczone jednoznacznie.

3.1. G-normalna regresja

W pierwszej kolejnosci rozpatrzmy model, w ktérym btad € ma rozktad G-normalny.
W tym celu zdefiniujemy najpierw pojecie rozktadu G-normalnego.

Definicja 3.2. (Rozktad G-normalny [3]) Méwimy, ze d-wymiarowy wektor lo-
sowy X = (X, ...,Xy) okreslony na przestrzeni podliniowej warto$ci oczekiwanej
(Q,7¢,E) ma rozklad G-normalny jesli

aX +bX L/ +p2X dla a,b >0,

gdzie X jest niezalezng kopig X .

Uwaga 3.3. Zauwazmy, ze dla rozktadu G-normalnego mamy
E[X +X] = E[E[x+X]|;—x = E[t+E[X]}_x = E[X +E[x]] = E[X] + E[X] = 2E[X]

o E[X +X] = E[vV2X] = V2E[X].

Stad dostajemy E[X] = 0. Podobnie mozna pokazaé, ze E[—X] = 0. Wynika
Z tego, ze zmienna o rozktadzie G-normalnym nie ma niepewnoSci $redniej, ale
posiada niepewno$¢ wariancji.

Jak wspomniano wyzej, € ma rozktad G-normalny, tzn.
e~ .4 =N{0} x [6%,57)).

Z whasnoSci cash translatability wynika, ze dla modelu regresji (3.1), w ktérym
€ ma rozktad G-normalny, zachodzi warunek

E[Y|x] = B'x. (3.2)
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Uwaga 3.4. [2]
(1) Jesli € marozktad G-normalny, to E[Y |x] moze by¢ jednoznaczne wyznaczona
jako B’x.
(2) Jesli E[xx'] jest dodatnio okreslong macierzg, wtedy 8 moze by¢ jednoznacz-
nie wyznaczona jako

B = (E[xx])'E{xE[Y|x]}, (3.3)
gdzie liniowa warto$¢ oczekiwana E pochodzi z ustalonego rozktadu Fy(x).

Dowdéd. Zauwazmy, ze
B/X = (ﬁlvﬁ%"wﬁp) . (X15X27"'7Xp)/ = Bl ’Xl +B2X2++Bp 'Xp

:Xl 'ﬁl +X2'ﬁ2+”'+xpﬁp — (XI,XZ,.-.,XP) '(Bl,BZ,...,Bp), :X/ﬁ.
Z (3.2) dostajemy, ze
xE[Y]x] = xx/B.
Stad otrzymujemy, ze
E{xE[Y|x]} = E[xx]| 3.

Powyzsza zalezno$¢ daje nam (3.3). ]

3.2. Regresja z podliniowg warto$cig oczekiwang

Teraz rozpatrzmy model, w ktérym biad € posiada niepewno$¢ §redniej oraz niepew-
no$¢ wariancji. Ponownie z wlasnoSci cash translatability dla podliniowej wartosci
oczekiwanej mamy

E[Y|x] = B'x+ 1. (3.4)

Uwaga 3.5. [2]
(1) Jesli u <, to dla ustalonego x podliniowa warto$¢ oczekiwana zmiennej
Y ma zmienno$¢ rzedu [ lub, innymi stowy, podliniowa warto$¢ oczekiwana
zmiennej Y moze byé wyznaczona jako E[Y |x] = B'x+ L.
(2) Jesli E[xx] jest dodatnio okreslong macierza, to § moze by¢ jednoznacznie
wyrazone jako

B = (E[x]) " E{xE[Y|x]} — E(E[x])"'E[x]. (35)
W szczeg6lnosci, dla E[x] = 0 zachodzi warunek

B = (E[xx)) ' E{xE[¥|x]}.
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Dowdéd. 7 (3.4) mamy
xE[Y|x] = xx'B + ux

i dalej dostajemy
E{xE[Y|x]} = E[xX'|} + ZE|x].

Powyzsza zalezno$¢ daje nam (3.5). 0

4. Podsumowanie

Podliniowa warto$¢ oczekiwana jest nowym i oryginalnym zagadnieniem z zakresu
teorii prawdopodobieristwa. Na podstawie niniejszego rozdzialu mozna zauwazyc,
ze wiele definicji, lematow oraz twierdzenien zostalo dobrze zaadaptowanych do
tej specjalnej przestrzeni. W literaturze mozna znaleZ¢ liczne prace, w ktérych
przedstawione sg modele statystyczne przystosowane do warunkéw podliniowej
wartoS$ci oczekiwanej, jak np. opisana w tej pracy regresja liniowa. Okazuje si¢, ze
podliniowa warto$¢ oczekiwana generuje wiele ciekawych wiasnosci, ktore r6znia si¢
od tradycyjnej liniowej wartosci oczekiwanej. Czesto te wlasnoSci stanowiag wicksze
wyzwanie, np. przy dowodzeniu twierdzen. Przestrzen podliniowej wartosci oczeki-
wanej moze znaleZ¢ rézne zastosowania, szczegdlnie w finansach podczas pomiaru
ryzyka. Wiele probleméw zwiazanych z ta przestrzenia zostalo juz rozwiazanych,
jednak istnieje jeszcze liczna grupa zagadnien, ktéra wymaga zbadania.
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Ciagla procedura
aproksymacji stochastycznej
w Srodowisku péotlmarkowowskim

Streszczenie

Dla ciaglej procedury aproksymacji stochastycznej w Srodowisku pétmarkowowskim otrzy-
mano warunki zbieznosci do punktu réwnowagi dla uktadu usrednianego wzgledem rozktadu
ergodycznego wbudowanego taficucha Markowa. Ponadto zostaly zbadane procedury za-
réwno dla schematu usredniania jak i dla schematu aproksymacji dyfuzyjnej w Srodowisku
pétmarkowowskim, z wykorzystaniem wlasno$ci asymptotycznej operatora kompensujacego
i rozwiazania problemu zaburzenia osobliwego dla tego operatora.

Stowa kluczowe: ciggla procedura aproksymacji stochastycznej, Srodowisko pétmarkowow-
skie, zbieznos¢

Abstract

For the continuous stochastic approximation procedure in the semi-Markov environment,
sufficient conditions were obtained to converge to the equilibrium point for the system
averaged relative to the ergodic distribution of the Markov chain inserted. In addition, the
procedures were examined in both the averaging scheme and the diffusion approximation
scheme in the smelting environment has been developed, using the asymptotic properties of
the compensation operator and solving the problem of a peculiar disorder for this operator.

Keywords: stochastic approximation method, semi-Markov environment, convergence

Wstep

Gtéwnym problemem dotyczacym procedury aproksymacji stochastycznej (PAS)
jest zbieznos¢ procedury przy wykorzystaniu najmniejszej ilosci informacji o funkcji
regresji oraz charakterystyk tej funkcji w punkcie obserwacji.

W 1951 r. w pracy H. Robbinsa i S. Monro [34] zostata zaproponowana dyskretna
(rekurencyjna) procedura aproksymaciji stochastycznej wyznaczania pierwiastka ug
rOwnania regresji

C(u)=0.

W pracy zbadano zbiezno$¢ Sredniokwadratowa.

I Katedra Matematyki Stosowanej, Politechnika Lubelska
2 Wydzial Matematyki Stosowane;j i Informatyki, Lwowski Uniwersytet imienia Iwana Franki
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Ciagly odpowiednik procedury Robbinsa—Monro byl po raz pierwszy rozpatrzony
przez M. Drimla i J. Nedoma [12], ktérzy dowiedli jej zbieznosci przy dos¢ ogol-
nych warunkach natozonych na procesy losowe. Zbiezno$¢ ciagtego odpowiednika
procedury Kiefera-Wolfowitza udowodnit D.T. Sakrison.

Ciagta PAS z addytywnym bialtym szumem zostata wprowadzona przez R.Z.
Hasminskiego i byla badana w pracach E.B. Newelsona, L.G. Gladyshewa, R.G.
Gjachkowa, E.N. Pynskera, E. Kifera i innych autoréw. W szczegdlnosci, w pracy
L. Ljunga, G. Pfluga i H. Walka [31] zbadano modyfikacje procedury Robbinsa—Monro
i wskazano na szereg zastosowan do znajdowania minimum globalnego funkcji
C(u),u € S,5 € R, gdzie S jest obszarem ograniczonym, oraz minimum lokalnego
dlau € SNU, gdzie U jest otwartym otoczeniem punktu u.

W pracy E.B. Newelsona i R.Z. Hasminskiego [33] dowiedziono zbieznoSci
procedur stochastycznych, wykorzystujac wtasnosci funkcji Lapunowa. Umozliwito
to uproszczenie badan i zastosowanie PAS.

Z drugiej strony zauwazmy, ze PAS stanowi podstawe teoretyczng optymalizacji
konstrukcji ciggu zbieznego do punktu réwnowagi w warunkach skomplikowanych
wplywoéw Srodowiska zewnetrznego na funkcje regresji albo, co na jedno wychodzi,
wplywow na uktad stochastyczny.

Jednym z najwazniejszych zadan ogélnej teorii uktadéw ewolucyjnych w $rodo-
wisku stochastycznym jest znalezienie warunkdw stabilnosci takich uktadéw. Po
raz pierwszy stabilno$¢ uktadu dynamicznego, ktéry spelnia zasady usredniania,
zostata zbadana przez M.M. Bogolubowa [7] (zobacz tez U.O. Mytropolski, A.M.
Samojlenko [32]). Badanie stabilno$ci uktadéw dynamicznych w Srodowisku stocha-
stycznym rozpoczeli R. Griego i T. Hersh [14] od rozwoju teorii ewolucji losowych.
Stabilno§¢ uktadu dynamicznego z zaburzeniami markowowskimi z warunkiem
stabilno$ci ukladu usrednionego zostata zbadana w pracach A.W. Skorochoda i E.F.
Tsarkowa, a takze V.S. Korolyuka [18]. Problem stabilno$ci w warunkach aprok-
symacji dyfuzyjnej uktadu dynamicznego z markowowskimi zaburzeniami po raz
pierwszy zostal rozwigzany za pomoca martyngatowej charakteryzacji odpowied-
niego procesu Markowa w artykule G.L. Blankenshipa i G.C. Papanicolaou [6].

Konstrukcja procesu pétmarkowowskiego oraz badanie asymptotycznych wtasno-
$ci procesow losowych z przetaczeniami pétmarkowowskimi sg rozwazane w [1-4].
Warto zaznaczy¢, ze w pracy [28], w ktdrej analizowano asymptotyczne wlasno-
Sci procesu pétmarkowowskiego z liniowo zaburzonym operatorem, zastosowano
wlasnosci potgrupy z procesem Markowa. Ostatnie wyniki sg opisane w [21]. Klasy-
fikacja problemu rozwigzywania pojedynczej perturbacji procesu losowego z prze-
Taczeniami pétmarkowowskimi jest opisana w [25] i [22], wraz z uZyciem operatora
kompensujacego [38]. Wraz z operatorem kompensujacym [10] mozemy otrzy-
ma¢ warunki do zbiezno$ci losowej ewolucji z przelaczeniem pétmarkowowskim
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do procesu dyfuzyjnego w schemacie usrednienia [20]. Wyniki tych badari zostaly
uzyte w réznych pracach [8-10, 15].

Dlatego zacznijmy badania od warunkéw stabilnoSci takich uktadéw z przeta-
czeniami péimarkowowskimi.

1. Srodowisko pétmarkowowskie

Zastosowanie algorytméw fazowego usrednienia proceséw pétmarkowowskich,
a takze algorytméw dyfuzyjnego przyblizenia stochastycznych ewolucji jest wy-
korzystywane przez metody martyngalowe we wspoétczesnej teorii proceséw loso-
wych [21,23-26,29].

Dalej zaktadamy, ze wszystkie operatory sa zdefiniowane w przestrzeni Banacha,
wszystkich funkcji rzeczywistych z norma supremum

@]l := sup|o(x)].
xeX

Definicja 1.1. Proces pétmarkowowski x(z),7 > 0, w standardowej przestrzeni
stanéw (X, &) definiujemy przez péimarkowowskie jadro

Q(x,B,t) = P(x,B)G,(t), x€X, BeX, t>0,
gdzie jadro stochastyczne P(x,B) zadaje prawdopodobieristwa przelgczen
P(x,B) = P{ x+1 € B|x, = x},

oraz definiuje wbudowany taiicuch Markowa x,, = x(7,) w momentach odnowy

n
Tn:ZGk,I’IEO, T():O,
k=1

z przedzialami 0| = Tx4+1 — T pomiedzy momentami odnowy. Ponadto 6, sa
zdefiniowane przez funkcje dystrybuanty

Gy(t) = P{Opt1 < tlxy =x} =: P{0, <1}
Proces potmarkowowski jest zdefiniowany wzorem

X(f) = 'xv(t)v ! > 07
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gdzie proces obliczania v () jest dany wzorem
v(t) :=max{n: 1, <t}, t=0.

Rozwazamy proces pétmarkowowski x(¢), t > 0, ktéry jest regularny i jednostajnie
ergodyczny z rozktadem stacjonarnym 7(B), B € &

7(dx) = p(dx)g(x) /m.
Tutaj p(B), B € & jest rozktadem stacjonarnym wbudowanego taricucha Mar-

kowa.

Definicja 1.2. Proces towarzyszacy Markowa xy(7), t > 0, jest zdefiniowany gene-
ratorem

Qo) = g(x) [ Plx.av)[p(y) - (). (1)

gdzie
a@)i= &', g =E6— [Gi)dr, Gilt)=1-Gyl).
0
Generator Q jest normalnie rozwigzywalny z potencjatem Ry [21].

2. Stabilnos¢ uktadéw stochastycznych z przetaczeniami
poéimarkowowskimi

W tym podrozdziale ustalono warunki wystarczajagce stabilnosci stochastycznej
systemOw w Srodowisku pétmarkowowskim stosowanych w badaniu zbieznoSci
i asymptotycznej normalnosci procedury aproksymacji stochastycznej, a takze me-
tody konstrukcji operatora kompensujacego i jego rozktady asymptotyczne w sche-
macie uSredniania i w schemacie przyblizenia dyfuzyjnego.

2.1. Stabilno$¢ ukladéw stochastycznych w schemacie usrednienia

Wyjsciowy dynamiczny uktad autonomiczny z przelaczeniami pétmarkowowskimi
w schemacie uSrednienia z malym parametrem serii € > 0 jest dany przez ewolucyjne
réwnanie rézniczkowe

du®(t)/dt = C(u®(t),x(t/€)),u(0) = uy, (2.1)

w przestrzeni euklidesowej R : uf(t) = (uf (t);k = 1,d).
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Predkosci ukfadu dynamicznego sg okreslone funkcja wektorowg C(u,x) =
(Ci(u,x),k = 1,d) i spelniajg warunki istnienia globalnych rozwigzan uktadéw
deterministycznych

dux (1)
dt
zalezacych od stanu fazowego x € X. Usredniony uktad dynamiczny jest wyznaczany
przez rozwiazanie ewolucyjnego réwnania deterministycznego

=C(ut(r),x),x € X, (2.2)

X

() Jdt = C(a(t)),a(t) = uo. 2.3)

Srednia predkos¢ jest dana przez réwnosé

Clu) = / 7(dx)C(u,%). 2.4)
b'¢
Zadaniem jest zapewnienie stabilnoSci usrednionego systemu (2.3) w celu usta-
lenia dodatkowych warunkéw zapewniajacych stabilno$¢ pierwotnego uktadu sto-
chastycznego (2.1) dla wystarczajaco matych wartoSci parametru serii € > 0.

Twierdzenie 2.1. Zatozmy, ze dla usrednionego uktadu dynamicznego (2.3)—(2.4)
istnieje funkcja Lapunowa V (u),u € R¢, dla ktérej sq spelnione nastepujgce warunki

C1: warunek stabilnosci wyktadniczej

C(u)V'(u) < —coV(u),co > 0;
dodatkowe warunki

C2: |C(u,x)V'(u)| < 1V (u);

C3: |C(u,x) [C(u,x) V' (u)]| < 2V (u);

C4: dystrybuanty G.(t),t > 0,x € X, czasow w stanach procesu potmarkowow-
skiego x(t),t > 0, (patrz 1.2.2) spetniajq warunek Cramera, jednostajnie wzdtuz
xeX,

oo

sup [ €"G(t)dt <H < 4o0,h >0,
xeX 0

C5: a takze majq miejsce oszacowania 0 < m < g(x) <m < +-oo.
Wtedy dla wszystkich € < &), gdzie & jest wystarczajgco mate, rozwiqzanie
rownania ewolucji (2.1) jest asymptotycznie stabilne z prawdopodobieristwem jeden

P{lim [l (1)]| = 0} = 1 2.5)

dla wszystkich warunkéw poczgtkowych |uf(0)| < u*, gdzie u* wystarczajgco
mate.
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Uwaga 2.1. Przy losowych warunkach poczatkowych jest spetniony warunek
|Eu®(0)| < u* dla wystarczajaco matego u*.

W celu przeprowadzenia dowodu twierdzenia 2.1 sformutujemy potrzebne defi-
nicje i udowodnimy seri¢ lematow.

Definicja 2.1. Rozszerzony proces odnowy Markowa (RPOM) (u,x%) jest definio-
wany nastepujaco

uh, = uf(15),xt = x(1),1; = €1y,n > 0. (2.6)

Definicja 2.2. Operator kompensujacy dla RPOM (2.6) ustala si¢ na podstawie
WZOoru

Le(p(uax) = g_lq(x)E[(p(ulgH_l 7xlg1+1 7) - (p(u,x)\
ub =u,xb =x,7 =1]. (2.7

Niech zbiér pétgrup C;(x),t > 0,x € X, bedzie generowany przez towarzyszacy
uklad (2.2), tj. ustalany przez generator

C(x)@(u) = C(u,x)9’ (u). (2.8)

Lemat 2.1. Operator kompensujacy dla RPOM (2.6) ma reprezentacj¢ analityczng

oo

L#p(x) = &' g(0)] [ Ga(ds)Cas(v) [ P(x.d)p(1) = p(u. )]
0 X

Dowod. Najpierw obliczmy warunkowa warto$¢ oczekiwang, uzywajgc potgrup
C;(x). Pétgrupe C,(x) w przestrzeni Banacha C(R?) ciagtych funkcji o warto$ciach
rzeczywistych @(u),u € R¢, z norma maksimum, okresla si¢ poprzez uktad

Co(3) = @lult+1)).
Dlat' = 0f = €6,, mamy
Cos (x)9(u) = @ty 11)

albo
Ceo, (x)p(u) = @(uty, ).

Biorac to drugie pod uwage, mamy warunkowa wartoS¢ oczekiwana

E[@(uyr1)ly = u,x, =X, Ty = 1] = Eyx1Cep, (x)9(u).
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Biorgc pod uwage reprezentacje jadra pétmarkowowskiego Q(x,dy,dt) =
G, (dt)P(x,dy), w koficu otrzymujemy

E[‘P(”Zﬂﬂﬁﬂ””z = vaz =X, Trf = t] =

= Eui@lu13501) = [ Gelds)Ces() [ Plx.ay)p(u).
0 X

Podstawiajac ostatnig reprezentacje w (2.7), otrzymujemy tez¢ lematu. O

Lemat 2.2. Operator kompensujacy na funkcjach testowych ¢(u,x) € C>(R? x X)
ma reprezentacje asymptotyczne

Lép(u,x) = € 'Qe(u,x) + 6f (x)p(u,x), (2.9)

oraz
L@ (u,x) = €' Q(u,x) + C(x)P(u,x) + €6 (x)p(u,x), (2.10)
gdzie

Qo) = (WP —1)p(-.2).x € X Pp(-0) = [ Plx,dy)o(-.»).
X

Operatory resztowe 6¢(x) i 6f maja reprezentacje
0(x) 9 (u,x) = g(x)C*(x)C5 ()P (u, ),

Or (x)@(u,x) = q(x)C(x)C{ (x)P@(u,-), 2.11)
gdzie

5000(0) = [ G (6)Cau0)pu)ds.
0
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Dowdéd. Dowdd opiera si¢ na ponizszej reprezentacji potgrup

N

Ces(x) =1+ &sC(x) +€*C*(x)TE (x) =TI+ C(x) | C,(x)dv,

o\mw

gdzie

N

Té(x) = /(s— V)Cey(x)dv.
0

Nalezy pamic¢taé, ze do obliczeri uzywamy reprezentacji operatoréw resztowych

Zauwazmy, 7€

G (5)ds = g2(x)/2,82(x) 1= EO2 = / G, (dr).
0

St~

Rozwazmy zaburzong funkcj¢ Lapunowa
VE(u,x) =V (u)+€Vi(u,x), (2.12)

gdzie V(u),u € R¢ jest funkcja Lapunowa dla uktadu usrednionego (2.3), ktéra
spetnia warunki C1 — C3 twierdzenia.

Zaburzenie V) (u,x),u € R! xeX, jest okreSlone przez rozwigzanie osobliwe
problemu zwigzanego z zaktéceniami dla operatora

L§o(u,x) = € 'Qe(u,x) + C(x)p(u,x). (2.13)

Wedlug [21] rozwigzanie problemu osobliwych zaburzen dla operatora (2.13) jest
okreS§lone przez relacje

L§VE(u,x) = CV (u) + €C(x)Vy (u,x),
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CV (u) = C(u)V'(u),
Vi (u,x) = RyC(x)V (1), (2.14)

gdzie C(x) := C(x) — C i operator Ry = I1— (Q+1II)~! jest potencjalem operatora
Q. Wiadomo, ze pod warunkiem C4 twierdzenia operator Ry jest ograniczony [28].

Lemat 2.3. Rozwigzanie problemu osobliwych zaburzen dla operatora kompensu-
jacego (3.2) na zaburzonej funkcji Lapunowa (3.4) jest okreslone przez nastgpujace
roéwnosci

LfVé(u,x) = CV(u) + €65 (x)V (u). (2.15)

Operator resztowy ma postac
65 (x)V () = g(x) [ € (x)C5 (x) + C(x)C5 (x) PRyC ()] V (1. (2.16)

Dowdd. Uzyjmy dwoch reprezentacji generatora L z lematu 2.2, wprowadzajac
zapis (3.2)
Ly =& 'Q+6(x),

a takze dla (2.9)
L) =& 'Q+C(x)P+e6°(x).

Dla zaburzonej funkcji Lapunowa (3.4) generator L? jest prezentowany w formie
LEV®(u,x) = eL{y) V1 (u,x) + L{})V (u).

Poniewaz
eL{y)Vi(u,x) = QVi (u,x) +€6f (x) Vi (u,x),

LEyV (1) = e7'QV (1) + C(x)V (u) +€6°(x)V (u),

to
LEVE(u,x) = e 'QV (u) + QV (u,x) + C(x)V (u) + €[0F (x)V (u) + OF (x) V1 (u, x)].

Biorac pod uwagg reprezentacje operatoréw resztowych 6¢(x) i 6}, a takze
zaburzenie V; (u,x) w postaci (2.14), otrzymujemy postac (2.16) sktadnika reszto-
wego. O

Whiosek 2.1. Przy spetnieniu warunkéw C1-C5 twierdzenia prawdziwa jest nie-
réwnos¢
LEVE(u,x) < —cV(u). (2.17)
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Aby udowodni¢ nieréwno$¢ (2.17), najpierw obliczamy operator resztowy (2.16),
stosujac warunki C2—C3 twierdzenia

165 (x)V (u)| < coV (u), (2.18)
i szacujemy réwniez zaburzenie V; (u, x)
Vi (u,x)| < 1V (u). (2.19)

Zgodnie z warunkiem wyktadniczej stabilnosci C1, pierwszy wyraz w (2.15)
spetnia nier6wnos¢

CV(u) =Cu)V'(u) < —coV(u),co > 0. (2.20)

Korzystajac z (2.18), (2.19) i (2.20), otrzymujemy (2.17) dla wszystkich € < &,
gdzie &) jest wystarczajaco male, dla pewnej wartosci ¢ > 0.

Whiosek 2.2. Warunek C2 twierdzenia zapewnia oszacowanie pétgrupy C;(x),
generowanej przez operator

|C(x)V ()| < €'V (u). (2.21)
Mamy réwniez nieréwnoSci (patrz (2.18), (2.19))
0< b]Ve(u,x) < V(l/l) < szE(u,x),O < by < bs.
Lemat 2.4. RPOM (2.6) charakteryzuje si¢ martyngalem
n
Pt = @ (U1 X015 Trsr) — Z O+ 1 LE @ (uy, X, T ), > 0. (2.22)
k=0

Dowdd. Wtasno$ci martyngatowe ciagu (u7, ,n > 0) wynikaja z jednorodnosci

operatora kompensujacego

E[(p(uft-‘r] ?xrsz-‘r] ) Trf—&-l) - (P(ufwxﬁvrrf)’Fns] =

- E[(p(uf,x‘f,ff) - (p(ugvxg?r(‘;)‘FOE]'

Tutaj o-algebra Ff := o{u;,x;,7;;0 < k < n},n >0, jest wygenerowana przez
RPOM. H

Aby skroci¢ zapis, zauwazmy, ze

(1) == @(uf(7°(1)), X" (°(1)), 7°(1)),
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D (1) 1= @(u (T4 (1)), x°(75(2)), 75 (1)),
gdzie 78(1) := Tss(z)’ (1) = Tﬁi(f)’ VE(r) == VvE(t)+ 1, vE(t) == v(er).
Zauwazmy, ze V5 () jest momentem odnowy Markowa algebry FF.
W przysztosci skorzystamy z wlaSciwoSci martyngalowej procesu z czasem

cigglym

()
CE (1) = @ (1) / LEDE (5)ds. (2.23)
0

Zauwazmy, 7€
CE(T;::) = ”rf+17n Z 07
oraz
§8 () = £5(18.(1)), () <1 < 7o)
Kluczowe znaczenie dla udowodnienia stabilno$ci ma nast¢pujacy lemat.
Lemat 2.5. Przy dowolnej ustalonej wartosci rzeczywistej parametru ¢ € R, proces
(1)
CE(r) = T DE (1) — / [ceSDE (5) + T OILEDE (s)]ds  (2.24)
0
ma wlasciwo$¢ martyngatowa
E[G (1) = & (9)FF] = 0,0 <s <1,
wzgledem filtracji c-algebry
Ff:={a(u®(1)),x*(1),78(1);0 <1 < s}.
Dowdd. Proces (2.24) mozna przedstawi¢ w nastepujacej rownowaznej formie

0

CE(r) = T e (p) — / ce®S 8 (5)ds, (2.25)

0

gdzie proces {¥(t),t > 0, wyraza si¢ wzorem (2.23).
Nalezy zauwazy¢, ze wlasciwos¢ martyngatowa procesu (2.25) wynika z tego,
ze proces jest skokowy i przyjmuje wartosci

n

CE(tE) = eTmmpf = Y [T — e uf, (2.26)
k=0
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albo inaczej

CE(e) = o+ Y. % [k, — pln > 0. (2.27)
k=0

Aby udowodnié¢ réwnowazno$¢ reprezentacji (2.24) i (2.25), obliczmy catke
podwdjng

(1) Ve ( Tesl

k+1
(1) = /ce”ds / LE®® (v)dv = Z /cecsds/Lglee
0

VE(r) ve(r)

Y (T — %) Zse ALEDE(TE) = Y 0, LED (1F) (et — ).
k=0 r=0 r=0

Wreszcie mamy

w5 (1) T
I8(t) = &™) / LEDE (5)ds — / T LEDE (5)ds.

0 0

Stad otrzymujemy reprezentacje (2.24) z (2.23) i (2.25). ]

Rozwazmy teraz proces
(1)
né(r) = / [0 cVE(s) + e OLEVE ()] ds. (2.28)

0

Lemat 2.6. Dla wystarczajaco maltych warto$ci parametru ¢, dla wszystkich € < &,
gdzie g jest wystarczajaco mate, zgodnie z okre§lonymi warunkami twierdzenia,
proces n¢(t),t > 0, spelnia warunek

E®(1) —n®(s)|FF] < 0,0 <s <. (2.29)

Dowdd. Poniewaz proces (2.28) jest skokowy, wystarczy rozwazy¢ warunkowg
warto$¢ oczekiwang w momentach odnowy Markowa

£
Tn+l

e =n°(g) = / e eVE(s) +eT ILEVE(s)]ds, (2.30)
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albo inaczej

n
nE =Y %o, 2.31)
k=0
gdzie
alf-i—l = ﬁlf—s-l + 87kg+1a (2.32)
B/erl = (escekJrl - I)Vki»b,yla»l = 89k+1L8Vk87Vn8 = VS(ME,XZ, T}f)

Aby oszacowaé warunkowg warto$¢ oczekiwang pierwszego wyrazu w (2.32), za-

stosujemy estymacje potgrupy (patrz (2.21)) C;(x) wygenerowanej przez genera-
tor (3.1)

|C(x)V ()| < €'V (u),b> 0.

Stad mamy
E[BE 1 |FE] = E[(e5% —1)VE, [Ff] =
= E[(¢°% — 1)Cebpi1 (0) Vi IFF] <
< E[(68C0k+1 _ l)eecek+] ’er]vke —
_ E[(eg(c+b)9k“ - esb9k+1)‘Fk8:|Vk£ —
= e[b(g(b+c) — gk (b)) +cgi(b+ )]V
Biorac pod uwage

5@:/@@%%
0
i z warunku C4 twierdzenia, mamy oszacowanie

my < g (¢) <mi (14 6),

gdzie 8; < &y, Op jest wystarczajagco mate przy wystarczajgco matym € < €.
Mamy wi¢c wreszcie oszacowanie

E[BE|FE] < €[be + cmp(1+ 8:)]VE < eV,

gdzie € < g dla wystarczajaco matych &y i d.
Warunkowa warto$¢ oczekiwana drugiego cztonu w (2.32) jest oszacowana przy
wykorzystaniu nieréwnosci (2.20) i warunkéw

ElYe|F] = mLPVE < —comViE < —comVE.
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W korficu mamy oszacowanie
E[alf+1|Fk€} —&[com — 8|V < —€coViE,c0 >0,

gdzie & < com. O
Dowdd twierdzenia 2.1.
Dowéd. Przede wszystkim z lematu 2.6 otrzymujemy
Whiosek 2.3. Ciagg
Wrerl = eCT"HVnEJrl?VnEJrI = VE(”Z+17XZ+1775+1)7

jest supermartyngatem
Elw; |F]<wh,n>0. (2.33)

RzeczywiScie, zgodnie z lematem 2.5, mamy (patrz (2.24) i (2.30)—(2.31))
w1 = 85 (T) + G-
Witasno$¢ martyngatowa ciagu (2.27) i warunek (2.29) daje warunek (2.33)
E[Wﬁ+1’Fn8] [Cc ( )+Cn+l‘F8]
= w, T E[C5 () — & (T )IE T+ ElG 1 — &Ry T < wj.
Regularnos¢ procesu odnowy Markowa oznacza, ze
TS — 00, 1 — oo,

z prawdopodobieristwem 1. A wigc prawdopodobienstwo zdarzenia losowego A%, =
{tf > T} mozna oszacowac jako

P{A%n} > 1—A,n>Nr,
dla dowolnego A > 0.
WprowadZmy oznaczenie

€. c(tf-T
an.—e(" ),n20.

W zdarzeniu A%, mamy a > 1,n > 0.
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Teraz szacujemy prawdopodobiefistwo

P{e" sup V(u) > 8( A%, } < P{e sup aiV(uf) > 8( AT}

n>NT n> T

< P{sup &7V (uf) > 5()A5.,}
n>Nr /
Biorac pod uwage (2.4), mamy
P{e" sup V(u >5ﬂA }<P{supw >6ﬂA
nzN;

n>NT

Z wlasnoSci supermartyngatu (2.33) mozna uzyskaé nast¢pujace oszacowanie
dla prawdopodobieristwa

P{eT sup V(uf) > 5ﬂA V(u)/6é,

n>NT

gdzie 8, = 6b,/b;.
Teraz mamy

P{e" sup V(uy) > 8} = P{e" sup V(i) > 8 AT,}+

n>Nr n>Nr

+P{e sup V(uf) > 8( A7} <V(1)/&+A< 24, (2.34)

n>NT

gdy |u| < ug jest wystarczajgco mate.
Relacja

{e" sup V(uy) > 8} C {lim V(uy) = 0} = {lim [Ju|| = 0}

n>Nrp

koniczy dowdd zbieznosci
P{lim [[uf]| =0} = 1. (2.35)
n—yoo

Stwierdzenie (2.5) jest konsekwencja (2.34) i oszacowania (2.20) dla pétgrupy
generujacej uktad stochastyczny u?(¢). Rzeczywiscie, z warunku C5 wynika naste-
pujace oszacowanie

P{ max 6,>0d}<CA(¢), (2.36)

1<n<ve(T J¢)

gdzie A(e) -0, —0.
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Rozwazmy reprezentacje

Vi = sup V(u(1)) = sup [ sup [Ces(x; )V, 4[]

0<t<T 1<n<VvE(T /e) 0<s<6,
Biorac pod uwage oszacowanie (2.21) dla pétgrupy, mamy nieréwnos¢

VES  sup  efOVE | =V (2.37)

1<n<vE(T [¢)
Prawdziwe jest wiec oszacowanie

P{ sup V(ut(t)) > 8} < P{Vy > 8}. (2.38)

0<t<T

Aby oszacowacl prawa strong¢ (2.38), uzywamy réwnosci

P{V;>8}=P{V;>8() max 6,>T/e}+

1<n<ve(T J¢)

+P{V;>8() max 6,<T/e}. (2.39)

1<n<ve(T J¢)

Pierwszy czton (2.39) ma oszacowanie z (2.37) i (2.34),

P{V;>68() max 6,<T/e}<

1<n<ve(T J¢)

<P{eT sup VE [ >8)1<2A
1<n<vE(T J¢)

Szacujac drugi czton, bierzemy pod uwage (2.36)

P{V;>8() max 6,>T/e} <CA(e).

1<n<veE(T J¢)
Z dwéch ostatnich oszacowan mamy (patrz (2.38) i (2.39))

P{ sup V(u®(r)) > 6} <2A+CA(e),

1<e<T

gdzie € jest wystarczajaco mate.
Nastepnie twierdzenie modelowe 1.1 [25] prowadzi do tezy twierdzenia 2.1. [J
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2.2. Stabilno$é uktadow stochastycznych w schemacie aproksymacji
dyfuzyjnej

Analiza stabilno$ci uktadu dynamicznego w schemacie aproksymacji dyfuzyjnej

z przetagczeniami pétmarkowowskimi [11] rozpatrywana jest w bardziej ogélne;j for-

mie i wdrazana za pomocg operatora kompensujacego procesu pétmarkowowskiego.

Uktad dynamiczny w oSrodku pétmarkowowskim w warunkach aproksymacji dyfu-
zyjnej wynika z ewolucyjnego réwnania

du® (1)

= e O (). x(5) + Gl (0 (5)). (240)

u®(0) = uy,

gdzie € > 0 jest matym parametrem, a u®(¢) = (uf(t),k = 1,d). Predkosci C(u,x)
= (Cu(u,x);i=1,d), k=1,0,u € R? x € X, spelniaja warunki, ktére zapewniajg
istnienie rozwigzan globalnych uktadéw deterministycznych dla kazdego € > 0

dut (1)

X

ol = e 'O (Ul (1), x) + Co(ul (1), x),x € X. (2.41)

Tutaj x(¢),7 > 0, jest procesem pétmarkowowskim (PSM) w standardowe;j przestrzeni
fazowej stanéw (X, X), generowanym przez proces odnowy Markowa x,,, T,,n > 0.

Rozwazana jest stabilno$¢ uktadu stochastycznego [11] w warunkach stabilnoSci
usrednionego uktadu, ktére w stanie rownowagi

/n(dx)Cl (u,x) = 0,u € R,
X

wyznacza si¢ poprzez rozwigzanie uktadu stochastycznego (2.40)

du(t) = Co(u(t))dt +d&(t)
{ dg(t) = a(u(r))dt + o (u(t))dw(t). (2.42)

Usrednianie odbywa si¢ wedtug rozktadu stacjonarnego 7 (dx)

Colu) := / 7(dx)Co(14,%).

X

Zdefiniowano proces dyfuzji £ (¢), t > 0, za pomocg funkcji wektora przesuniecia

a(u) =a;(u) +ax(u),
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gdzie

ar(u) = /ﬂ(dX)Cl(M’X)RoCi(MaX),az(u) = %Q/p(dX)u(X)Cl(u,X)Ci(w),
X b'¢

oraz macierzy wariancji o (u), ktéra jest okreslona jako (243)
B(u) =0 (u)o™(u),

przy zalozeniu dodatniej okres§lonosci macierzy

B(u) = Bo(u) + By (u), (2.44)
gdzie

By( 2/ (dx)C1 (u,x)RoC1 (u,x),
Q/P (dx)(x)C3 (u, x). (2.45)

W (2.43)i(2.45)

oraz G2 (1) = f (5)ds

Whiosek 2.4. Dla funkcji rozktadu wyktadniczego o natezeniu g(x) = g~ ! (x) mamy
U (x) = 0. Dlatego sktadniki as(u) przesunigcia i wariancji B (u) charakteryzuja
niemarkowowowskoS$¢ przetaczenia procesu.

Wnhiosek 2.5. Generator uktadu stochastycznego (2.42) jest zdefiniowany przez
funkcje testowe @ (u) € C2(R?) w postaci

Lo(u) = Clu)g!(u) + 5 SplBu)g" ()], 2.46)

gdzie
C(u) =Co(u)+a(u). (2.47)
Zadanie polega na tym, ze w warunkach zbieznoSci uktadu stochastycznego

(2.40) do uktadu usrednionego (2.42) przy € — 0 nalezy okresli¢ dodatkowe wa-
runki zapewniajace stabilnoS$¢ pierwotnego uktadu (2.40) dla wszystkich € < &
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i wystarczajaco matego &. Stabilno$¢ uktadu (2.40) jest rozwazana w warunkach
wyktadniczej stabilno$ci uktadu usrednionego (2.42)
du(t)
dt

= Co(u(t))-

Twierdzenie 2.2. Niech dla usrednionego stochastycznego uktadu (2.42), wyzna-
czonego przez generator (2.46), istnieje funkcja Lapunowa V (1), u € R , dla ktérej
spetniony jest warunek stabilnosci wyktadniczej

Cl: Co(u)V'(u) < —coV(u), co >0,
oraz nastepujqgce dodatkowe warunki dla k,r,l =0, 1

C2: | Ce(u,x)V'(u) |< 1V (u), c1 >0,

| C(u,x)Ro[Cr(u,x)V'(w)]" |< 2V (u), 2 >0,

| Cr(u,x)Ro[Cy(u,x)Ro[Cy (e, x) V' (u)]] |< 3V (u), ¢3 > 0,

C3: funkcje rozktadu G,(t),t > 0, x € X, spetniajg warunek Cramera jednostaj-

nie wedtug x € X : sup [ e"G,(t)dt < H < +o0, h > 0, i zachodzq oszacowania
x€X 0

0<m<g(x) <m< oo,

Wtedy dla wszystkich € < &y, gdzie & wystarczajgco maty, rozwigzanie ewolucyyj-
nego réwnania (2.40), dla wszystkich warunkéw poczqtkowych | u®(0) |< u*, gdzie
u* jest dostatecznie mate, jest asymptotycznie stabilny z prawdopodobieristwem 1

P{lim | (1) [= 0} = 1.

Niech zbiér pétgrup C? (x), t > 0,x € X, bedzie generowany przez uktad (2.41)
i okreSlony generatorem

CE(x)p(u) = C*(u,x) 9’ (u), (2.48)

gdzie
CE(u,x) = € 'Cy (u,x) + Co(u,x).

Rozwazmy takze operator C¢(x), ktéry ma postaé
C:(x) := eC?(x) = C; (x) + €Cp(x), (2.49)
i ktérego sktadniki sa okre§lone wzorami

Ci(x)o(u) := Ci(u,x)9'(u),  Co(x)@(u) = Co(u,x) ¢’ (u).
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Lemat 2.7. Operator kompensujacy (2.9) dla RPOM (2.6) na funkcjach testowych
¢(u,x) wyglada nastepujaco

oo

LEo(u,x) = € q(x) [./G (ds) /P X, dy)@(u,y) = @(u,x)].  (2.50)
0

Dowod. Z tego, ze

oo

EQ(uf.2f) = EC5 (1)p(u.) = [ Go(ds)Cex,(2) [ Plr.dy)o(u.y)
0 X

i(2.9), mamy (2.50). ]

Lemat 2.8. Operator kompensujacy (2.50) na funkcjach testowych ¢ (u, ) € C?(R?),

posiada reprezentacje asymptotyczne

Le(p(uvx) - 8_2Q(p(u,x) + 8_19()8(x)(p(u7x) -

= £72Q0(u,x) + &7 Qi ()@ (u,x) + 6 (x)p(u, x) =

=& 2Q@(u,x) + &' Qi (1)@ (u,x) + Qo (x) @ (u,x) + €65 (x)p(u,x),  (2.51)
gdzie operator Q jest zdefiniowany w (1.1), operatory Q, (x) i Q,(x) wyznaczane
sg zaleznoSciami

Q (x)(p(u,x) =C (x)P(p(u,x),
Q2 (%)@ (u,x) = [ Co(x) + 2 (x) CT(x) [P, x),

82(x)
28(x)’
a pozostate sktadniki reprezentacji (2.51) maja postaci

o (x) =

65 (x) 9 (u,x) = q(x)Ce (x) G (x) Po(u,x), (2.52)

0f (1)@ (u,x) = ¢(x)[CZ(x)G3(x) + Co(x)] Pe(u,x), (2.53)

05 ()9 (u.x) = g([CE0) G5+ "2 S Ppur). 259

Tutaj operatory G¢ (x), k = 1,3 sa wyznaczane przez rekurencje

/kdsC)
0
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gdzie E)(Cl)(s) = G,(s) , i C5(x) = Co(x)[2C; (x) + €Cp(x)].
Dowdéd. Najpierw skorzystajmy z oczywistej reprezentacji
Lf =&e2Q+e 2L (x), (2.55)
gdzie
Li(x) := q(x)[Ge(x) — )P, (2.56)
i po prawej stronie (2.56)
Ge(x) = /Gx(ds) 2, (%). (2.57)
0
Nastepnie, catkujac przez czesci i korzystajac z réwnania dla pétgrupy
dC%, (x) = €2CF (x)C%, (x)ds,
oraz bioragc pod uwage warunek C3, otrzymujemy reprezentacje
Ge(x) — I =& C5(x)GE (x), (2.58)
gdzie
/ (5)dsC% (x (2.59)
0
Podobnie z (2.59) mamy
T(x) = g(x)I +£°C* () G5 (x), (2.60)
gdzie
GE(x) = / G2 (5)dsCE, (x), 2.61)
0
atakze z (2.61)
s = 291 1 220 (065 ). 2.62)
gdzie
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X

GV (s) = / G (s)ds.

Laczac (2.59), (2.61) i (2.62), mamy
Ge(x) — I = £2g(x)CE (x) + £* g2 (x)[CE (x)]* + £°[C (x)]*GE (x). (2.63)
Teraz, bioragc pod uwage (2.48) i (2.49), w koncu z (2.63), otrzymujemy
Ge(x) —1 = eg(x)Cy (x) + €*[g(x)Co(x) + g2(x)C3 (x)] + €365 (x), (2.64)
gdzie sktadnik resztowy ma reprezentacje
65 (x) = £2(x) (2C1 (x) Co(x) + €CG(x)) + C3(x)G5 (). (2.65)

Laczac (2.56), (2.57), (2.64) i (2.65), otrzymujemy wszystkie trzy asymptotyczne
reprezentacje (2.51). O

Dowdd twierdzenia 2.2 opiera si¢ na zastosowaniu rozwigzania problemu oso-
bliwych zaburzen (patrz 1.2.1) dla operatora kompensujacego podanego w ostatniej
reprezentacji (2.51) lematu 2.8.

Przedstawmy zaburzona funkcje Lapunowa jako

VE(u,x) = V(1) + &Vy (u,x) + €2Vs(u, x), (2.66)

gdzie V (u) jest funkcja Lapunowa dla dyfuzji granicznej (2.42).

Lemat 2.9. Na zaburzonej funkcji Lapunowa (2.66) operatorem kompensujacym
jest (2.50), co umozliwia nastepujaca reprezentacje

LEVE(u,x) = LV (u) + €6} (x)V (u).

Tutaj L jest generatorem dyfuzji granicznej (2.42), a operator resztowy 6; (x)
jest okreslony réwnoscia

Of (x)V (u) = 05 (x)V (1) + 65 (x)PV; (1, x) + 65 (x)PVa (u, x). (2.67)
Zaburzenia funkcji Lapunowa maja postaé
Vi (u,x) = R()Q] (x)V(u), (2.68)

Va(u,x) = RoL(x)V (), (2.69)
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gdzie
L(x):=L(x)—L (2.70)

L(x) := Qa(x) + Qy (x)PRoQ (x).
Dowéd. Rozwazmy operator obciety do (2.51), a mianowicie
Li=e7Q+e'Q(x) +Qy(x).
Dla operatora L{ na funkcjach (2.66) dostajemy rozktad
L§VE(u,x) =

=& 2QV (u) + &7 [QV; (u,x) + Qy (x)V ()] +
+[QVa (1, x) + Qy () Vi (u,x) + Qa(x)V ()] + €6 (x)V ().

Rozwigzanie problemu zaburzeri osobliwych dla takiego rozktadu daje reprezen-
tacje (2.68), (2.69) zaburzeni funkcji Lapunowa (2.66), a takze operator graniczny
L, ktory jest obliczany wediug wzoru

LIl = HQ2 (X)H + HQl (X)ROQ] (.X)H
Oznaczmy kazda z reprezentacji (2.51) przez
L, =eQ+e'65(x),
L{)=eQ+e'Q(x) + 6 (x),
LY =&72Q -+ Qi (%) + Qo(x) +£65 (x).
Wtedy LF na zaburzonej funkcji Lapunowa V¢ (u,x) ma rozwiniecie
LéVE(u,x) = £2LfO)V2(u,x) +&eL{ Vi (u,x) + Ly V (u).

Poniewaz
&Lip)Va(u,x) = QVa(u,x) + €65 (x) V2 (1,x),

ELfl)Vl (uvx) = 8_]QV1 (uvx) +Q1(X)V1 (M,X) + Sele(x)vl (u,x),

LE)V (1) = €2QV (1) + €' Q) (¥)V (1) + Qa()V () + €65 (1)V (1),

to
LEVE(u,x) =
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= £72QV (u) + &7 [QV1 (,0) + Qi (1)V ()] +
+QV2 (4, x) + Qi (1)Vi (u,x) + Qo (x)V ()] + €6 (x)V (u),
gdzie operator resztowy 6f (x) ma reprezentacje (2.67). O

Whiosek 2.6. Operator graniczny okreslajacy Sredniag dyfuzji (2.42) wyraza si¢
réwnoscig (2.46)

1

Lo(u) = C(u)9'(u) + 5Sp[Bu)¢" (u)],

gdzie C(u) i B(u) sa obliczane odpowiednio za pomocg wzoréw (2.47) i (2.44).

Biorgc pod uwage reprezentacje (2.68), (2.69) funkcji zaburzajacych Vi (u,x),
k = 1,2 i wyrazenie (2.67) dla operatora resztowego 6; (x), mamy nastgpujaca
reprezentacje operatora resztowego na funkcjach Lapunowa V (u)

O (X)V () = [65 (x) + 6f (x)PRoQ1 (x) + 65 (x)PROL(x)]V (u).

Uwzgledniajac wyrazenia (2.52)—(2.54) dla operatoréw resztowych 6F (x), k =
0,1,2, i reprezentacji (2.70) operatora Z(x), wnioskujemy, Ze w operatorze reszto-
wym 6 (x) wykorzystuje sie operatory rézniczkowania wzgledem zmiennej u € R
co najwyzej trzeciego rzedu. Ponadto z warunkéw twierdzenia wynika, Ze operatory
G (x),k=1,2,3, i potencjat Ry sa ograniczone w przestrzeni funkcji V (u) € C3(RY).
Ma wigc miejsce nastepujacy wniosek.

Whiosek 2.7. Przy zalozeniach z twierdzenia 2.2 prawdziwe jest nastepujace osza-
cowanie
0L (X)V (u)] < eV (u).

Korzystajac z warunku C1 twierdzenia i asymptotycznej reprezentacji z lematu
2.8, sformutujemy nastg¢pujacy wniosek.

Whiosek 2.8. Przy zatozeniach C1-C3 z twierdzenia 2.2 dla wszystkich € < &,
gdzie g jest wystarczajaco male (& < ¢/cr) otrzymujemy kluczowg nier6wnosc¢

LEVE(u,x) < —cV(u),c > 0. (2.71)

Dowdéd twierdzenia 2.2.
Zakoniczenie dowodu twierdzenia 2.2 realizowane jest zgodnie ze schematem do-
wodu twierdzenia 2.1. Reprezentacje (2.68), (2.69) funkcji perturbacyjnych Vi (u,x),
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k =1,2 i warunek C2 twierdzenia daja po obustronnym oszacowaniu zaburzonej
funkcji Lapunowa V¢ (u,x) nastgpujacy ciagg nier6wnosci

0<(1—€c)V(u) <VE(u,x) < (1+e€c)V(u). (2.72)

Wrtasno§¢ martyngatowa procesu ¢ (¢) := VE(uf (1%(¢)), x(¢t/€%)) (1.1.3), 78(¢t) =
75(1)’ oraz kluczowa nier6wno$¢ (2.71) charakteryzuja ten proces 1% (¢) jako super-
martyngat calkowy. Zatem istnieje nieujemna granica v¢ z prawdopodobieristwem 1

P{lim VE (uf (15 (1)), x(t /€%)) =¥} = 1.

t—yo0

Jednoczes$nie zmienna losowa v¢ ma skonczong warto$é oczekiwang
EVE(uf(t5(2)),x(t/€%)) < VE(u,x) < (14&c)V (u).
Biorac pod uwage dodatkowa wlasno$¢ funkcji Lapunowa
V(1) = oo,u — oo, (2.73)

wnioskujemy, ze P{v® < oo} = 1. Znowu kluczowa nieréwnosé (2.71) i oszacowanie
(2.72) daja
P{limV (u®(7%(t)) =0} =1,

f—yoo
tj.
P{lim u®(7,) =0} = 1.

n—soo

Wreszcie dodatnio$¢ funkcji Lapunowa V (u) >0, dla u # 0, wlasno$¢ (2.73)
i regularno$¢ procesu pétmarkowowskiego x(¢),7 > 0, prowadzg do tezy twierdzenia.

3. PAS w przestrzeni potmarkowowskiej

3.1. PAS w schemacie uSredniania

Ciggly PAS w Srodowisku pétmarkowowskim w schemacie usredniania jest okre-
Slony réwnaniem ewolucji losowej

du®(t) = a(t)C(u®(t),x(t/€))dt,u®(0) = u. 3.1

Funkcja regresji C(u,x) = (Ci(u,x),k = 1,d) jest funkcjg wektorowg spetniajacg
warunki istnienia rozwigzania globalnego uktadéw towarzyszacych

duy(t)/dt = C(uy(t),x),x € X.
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Zbieznos$¢ PAS (3.1) rozpatrywana jest w warunkach wykladniczej stabilnoSci
uktadu usrednionego

du(t)dt =C(u(t)),C(u) = /ﬂ(dx)C(u,x),u(O) = u, (3.2)
X

ktéry ma doktadnie jeden punkt réwnowagi ug : C(up) = 0. Bez zmniejszenia ogdl-
nosci rozwazan zaktadamy dalej, ze up = 0. Tutaj w(B), B € X, jest rozkladem sta-
cjonarnym jednostajnie ergodycznym towarzyszacego procesu Markowa xo (), > 0,
zadanego przez generator

Qo(v) = g(x) [ Plx.dy)[p(s) 9l
X

w mierzalnej przestrzeni fazowej (X, X).

Twierdzenie 3.1. Niech dana bedzie funkcja Lapunowa V (u),u € R¢, zapewniajgca
wyktadniczq stabilnos¢ uktadu usrednionego

Cl: C(u)V'(u) < —coV(u),c > 0.

Ponadto, niech dla C(u,x) := C(u,x) — C(u) spetnione bedg dodatkowe warunki

C2: | RoC(u,x)V'(u) < c1(1+V(u)),

C3: [C(u,x)Ro[C(u, x)V' ()] < c2(1+V (w)),

C4: | Clu, ) [Cluuy ) [Clut, )V ()] 1< e3(1 4+ V ().

Niech dystrybuanty G,(t),x € X, spetniajq warunek Cramera jednostajnie na
xeX N

C5: sup [ "G, (t)dt <H < o0,h > 0.

x€X 0
Dodatkowo niech funkcja normalizujgca a(t) bedzie monotonicznie malejgca,

ograniczona i spetniajqca warunki

C6: [a(t)dt = oo, [a*(t)dt < oo,
0 0

[a(t) —a(t + &s5)] < esa®(t),V(t,s) > 0.

Wtedy dla kazdego dodatniego € < &), gdzie €& jest wystarczajqco maty, PAS
(3.1) zbiega dla t — o z prawdopodobieristwem 1 do punktu rownowagi uktadu
usrednionego (3.2)

P{}Lngoue(t) =0}=1.

Dowéd. Rozwazmy rodzing niejednorodnych pétgrup Ci(x),0 <7 <s, x € X, wy-
generowanych przez PAS

duy(t) = a(t)Clux(t),x), x € X.
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Oznacza to, ze funkcje testowe @ (u) € B(R?) przyjmuja postaé
Ci(x)p(u) = @(ux(s)),ux(r) = u. (3.3)
Operator generujacy potgrupy (3.3) jest okreslony za pomocg wzoréw
C,(x)9(u) = a(t)C(x)p(u), C(x)@(u) := C(u,x) 9’ (u).

Definicja 3.1. Operator kompensujacy RPOM uktadu (3.1) jest dany zaleznoScia
LEg(u, 1) =& g(0)[ [ Gu(ds)Chase®) [ Px.dy)pluyit +e5)
0

—@(u,x,1)]. (€X))

Uwaga 3.1. Operator kompensujacy jest rowniez definiowany przez warunkowg
warto$¢ oczekiwang

1
Lf(p(u,x,t) =€ C](X)E[(P(uﬁ+1,)€§+1,f,f+1) - (P(u7x7t> ‘ uﬁ - uvxi =X, th = t]'

Lemat 3.1. Operator kompensujacy (3.4) na funkcjach ¢ (u,x) € C*(R?) dopuszcza
reprezentacje asymptotyczne

L7 @(u,x) = €' Q(u,x) +q(x)C: (x) 6f (1,x)P(u,x) (3.5)

LEo(u,x) = £ ' Qo (u,x) + C: (x)P (1, x) + £q(x)C? (x) 65 (t,x)P@(u,x). (3.6)

Tutaj

0% (1, x) — / $)CL, oo (1)1 (1, €5)ds = m(x)[ + €C, (1) 65(1,x),  (3.7)
0
62 (1, x) / ) (5)by (1, £5) + Gul(s)ba(t, £5)]C , o (x)ds (3.8)
0

bi(t,es) :=a(t+e€s)/a(t) <1,
by(t,€s) := [a(t +&s) —a(t)]/a®(t) = bi(t,&s)[1/a(t) — 1 /a(t + €5))].
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Jak zawsze
= [Pdy)o0)
b'¢

Dowad. Po pierwsze z (3.4) mamy oczywista zalezno$¢

LEo(u,x) = £ 'Qo(u,x) + & 'q(x)[GE (x) — I|Po(u,x), 3.9
gdzie

GE(x) = / Gilds)C, o (). (3.10)
0

Teraz, korzystajac z réwnosci dla pétgrupy C(x)
dsC;He (x) = €Cyse(x) C§+ss (x)ds
i wzoru na catkowanie przez czesci dla (3.10), mamy

G:(x) —I = €a(t)C(x)6 (t,x), (3.11)

08 (t,x) = / $)C', o (X)b1 (1, €5)ds. (3.12)
0

Zatem 65 (t,x) jest obliczane wedlug pierwszej reprezentacji w (3.7). Przeprowa-
dzajac podobne rozwazania dla (3.12), mamy

Of (1,x) = g(x)I +€C;(x)05 (t,x), (3.13)

gdzie 65 (¢,x) oblicza si¢ ze wzoru (3.8).
Podstawienia (3.11)—(3.13) do (3.9) daja asymptotyczne reprezentacje (3.5)
i (3.6). O

Funkcja zaburzenia V) (u,x) jest wyznaczana poprzez rozwigzanie pojedynczego
problemu zaburzen.

Lemat 3.2. Operator kompensujgcy (3.4) na zaburzonej funkcji Lapunowa przyj-
muje postaé
LEVE (u,x,t) = a(t)C(u)V'(u) + €6 (1)V (u), (3.14)

a funkcja zaburzenia V; (u,x) ma reprezentacje

Vi (u,x) :60(147)6)‘//(”)7 (3.15)
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gdzie B
Co(u,x) :=Ro[C(u,x) — C(u)].

W tym przypadku operator resztowy 65 (¢) w (3.14) wyznacza zaleznos¢

6 (1) = a*(1)q(x)C(x)[C(x)65 (1,%) + Co(x) 6f (1,%)], (3.16)
gdzie ~ N
Co(x)V (u) := Co(u,x)V'(u).

Dowad. Reprezentacja (3.14) jest bezposrednim wnioskiem z rozwigzania pojedyn-
czego problemu zaburzen, a reprezentacje asymptotyczne (3.5) i (3.6) daja rozktad

LiVE(u,x,t) = LE[V (u) + €a(t)Vi (u,x)] =

— [e7'Q+a(t)C(x)P+ ea>(1)g(x)C(x) 65 (1, X)PIV (u) +
+a(t)[e”'Q+a(r)q(x)C(x)6f (1,x)PeVi (u,x) =

=71QV(1) +[QVi (u,x) + CV (w)]+
+-ea’ (1) [q(x)C*(x) 6% (t,x)PV (u) + q(x)C(x) 0F (t,x)PVy (u,x)]. (3.17)
Woéwczas rozwigzanie pojedynczego problemu zaburzeri definiuje V; (u,x,t) w po-

staci (3.15) z réwnania

QVi (u,x) + C(x)V (u) = C(u)V' (u).
Podstawiajac (3.15) do sktadnika resztowego rozwiniecia (3.1), otrzymujemy
reprezentacje operatora resztowego 6§ (¢) w postaci (3.16). O

RPOM (3.4) generuje funkcje testowe ¢@(u,x,t),u € R,x € X,t > 0 oraz mar-
tyngat z parametrem dyskretnym

[.L,erl = (P(”i+17xﬁ+lvrrf+l) — @(uo,x0,T0) — € Z 9k+1L%f(p(ul§7xl§7 Tlf) (3.18)

wzgledem o-algebry

Fpe = o{ug,x;,7,0<s < 1, },n > 0.

§I7VS Y Vs n
WprowadZmy skrécone oznaczenia

€

@ = @(up,x,,5,),n > 0.
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Nastepnie z (3.18) mamy
M1 — My = Ppyt — @ — €61 L@y (3.19)

Zgodnie z definicjg operatora kompensujgcego i z uwzglednieniem E[6, |
ng] = g(xf) =1/q(x%), obliczamy warto$¢ oczekiwang z (3.19)

Elpty1 = M| Fy] = E@ry = a1 F 1 = E[@ry1 — 9 |[F] = 0.
WprowadzZmy proces z czasem cigglym
wi(t) ;== uf(1%(r)), xF:=x(t/e),t>0. (3.20)
Zgodnie z definicja procesu punktowego 7¢(z) := ng(t), VE(t) = v(et), mamy

) = uf = uf(1£),n > 0. (3.21)
O
Dlatego proces w®(t) jest dyskretnym wtozeniem w PAS (3.1).

Lemat 3.3. Proces (3.21) jest wyznaczany przez martyngalowg wlasno$¢ procesu
(1)
E (1) = VE(WE (1) 2%, 75 (1)) — / L&, VE (W ()55, 7 (5) )ds.
0

Dowdd. Uzyjmy réwnosci pé(tf) = uf,n > 0, gdzie uf zdefiniowano w (3.18).
Dla s > t mamy

Eu®(s) —uo(t) | Fre()) = E| sz) Vi —VE — €01l () W VE] | Fre)) =
Ve(s)—1

=E[ ), [ — | ) =0.
k=0

Nastepnie ustalamy kluczowg nieréwnos¢.

Lemat 3.4. Operator kompensujacy dla zaburzonej funkcji Lapunowa zgodnie
z warunkami twierdzenia 3.1 mozna oszacowaé w nastepujacy sposob

LiVE(u,x,t) < —8a(t)V(u),8 > 0. (3.22)
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Dowod. Najpierw szacujemy wplyw operatoréw resztowych (3.7)—(3.8) na funkcje
Lapunowa V (u), korzystajac z estymacji dla potgrup
t+es

[ a(v)

CE V() [<ce ! N GV |,

i warunkow Cramera C5. O]

Biorac pod uwage monotoniczno$¢ funkcji normalizujacej a(t) i jej ograniczenie
a(t) < a, a takze reprezentacj¢ (3.7) dla operatora resztowego 65 (¢,x), ustalamy
oszacowanie

| OF (1,%)V (u) [< ¢V (u). (3.23)

Podobne oszacownie zachodzi dla drugiego operatora resztowego (3.8)

| 05 (1, )V (1) |< 2V (w). (3.24)

W tym przypadku stosowany jest dodatkowy warunek C3. Giéwny warunek C1
twierdzenia 3.1 pozwala nam zakonczy¢ szacowanie (3.22) dla kazdego € < &, jesli
€p, jest wystarczajaco mate. Mianowicie ¢ — gaco > 8,&) < (¢ — 8) /acy.

Reprezentacja (3.15) funkcji zaburzenia V; (u,x) i warunek C2 twierdzenia 3.1
dajg oszacowania

0< (1—ea(t)c)V(u) <VE(u,x,t) < (1+€a(t)c)V(u).

Kluczowa nieréwno$¢ (3.22) i oszacowania (3.23)—(3.24) umozliwiaja uzupet-
nienie dowodu twierdzenia 3.1, wykorzystujac wyniki Nevelsona-Hasminsky’ego
i twierdzenie 1.7 [33].

Wiasnos¢ martyngatowa procesu VE(u®(7%(t)),x%, 7%(¢)) i kluczowa nieréwnosé
(3.22) pozwalaja scharakteryzowac ten proces jako supermartyngal catkowy. Zatem
istnieje skoficzona granica z prawdopodobieristwem jeden

P{tlim VEWE(t5(t)), x5, 1) =vE} = 1.

—»00

Jednoczesnie zmienna losowa v¢ ma skoriczong warto$¢ oczekiwang
EVE(W®(75(1)), x5, 0)VE(u,x,0) < (1 +€a(t)c)V(u) < cV(u).

Biorac pod uwage dodatkowg wlasnos$¢ funkcji Lapunowa

V(u) = oo, [luf|= oo,
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wnioskujemy, Ze
P{1® <oo} =1.

Ponownie kluczowa nieréwnoscig jest (3.22) i oszacowania (3.23)—(3.24)

Zatem rozwazana calka jest zbiezna z prawdopodobieristwem 1.

oo

P{ / a(s)V (uf (18(s))ds < o0} = 1.

0

Ponadto, zgodnie z warunkami twierdzenia 3.1

P{limV (uf(z5(1)) = 0} = 1,

t—roo

to znaczy
P{lim u*(z,) = 0} = 1. (3.25)

Wreszcie, dodatnio§é funkcji Lapunowa V (u),u # 0, wlasnosé (3.25) i regularno$é
procesu pétmarkowowskiego x(¢),7 > 0, daja tez¢ twierdzenia 3.1.
Dla PAS (3.26) z 6(u) # 0

du® (1) = a(t)[C(u®(t),x(t/€)dt + o (u® (1))dw(1)],u®(0) = u (3.26)

zachodzi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.2. Niech bedq spetnione warunki C1-C3 oraz C5 i C6 twierdzenia
3.1, a takze dodatkowy warunek

C4' 2| 62 (u)Ro[C(u,x)V'(u)]" |< ca[1+V ().

Nastepnie dla kazdego dodatniego € < &), &) jest wystarczajgco maty, PAS (3.26)
zbiega dla t — oo 7 prawdopodobieristwem 1 do punktu rownowagi uktadu usrednio-
nego (3.2)

P{limu®(r) =0} = 1.

t—o0

Dowdd. Dowdd twierdzenia 3.2 przeprowadza si¢ jak poprzednio, uwzgledniajgc
niezerowe zaburzenie w (3.26). ]
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3.2. PAS w schemacie aproksymacji dyfuzjnej

Ciagly PAS z przetaczeniami pétmarkowowskimi w schemacie aproksymacji dyfuz;ji
jest okreSlony réwnaniem ewolucji

duf(t) = a(t)C¥ (uf (), x(t/€%))dt,ut (0) = u, (3.27)
gdzie
C*(u,x) = C(u,x) + & 'Co(u,x).

Funkcja regresji C(u,x) = (Ci(u,x),k = 1,d), u € R?, x € X i jego zaburzenie
Co(u,x) = (Cox(u,x),k = 1,d), u € R?, x € X, spelniaja warunki istnienia rozwig-
zania globalnego systeméw towarzyszacych (patrz 1.2.3)

duy(t) = C& (uy(t),x)dt,x € X.

Przyjmujemy dodatkowe zatozenia:
P1: Funkcja osobliwa perturbacyjna Co(u,x), u € R?, x € X, spelnia warunek
réownowagi

/n(dx)Co(u,x) =0. (3.28)
X

P2: Zbiezno$¢ PAS (3.27) rozpatrywana jest w warunkach wyktadniczej stabil-
nos$ci usrednionego uktadu dynamicznego

du(t)/dt =C(u(t)),C(u) := /ﬂ(dx)C(u,x),u(O) =u, (3.29)

X

ktéry ma doktadnie jeden punkt réwnowagi ug = 0. Jednocze$nie wykorzystywane
sg warunki zbieznoSci rozwigzania réwnania ewolucji

du(t) = [C(us(1),x(t/€%)) + £ Co(uf (1), x(t/€*))]dt, (3.30)

do rozwiazania stochastycznego réwnania rézniczkowego
duo(t) = C(uo(t))dt +dL (1),

4L (1) = bluo())di + 5 SpB{uo (1))

Tutaj zdefiniowany jest proces dyfuzji { (), ¢ > 0, funkcja przesunigcia

b(u) = bo(u) + by (u), (3.31)
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gdzie

bo(u) = / 7(dx)Co i, X)RoCl (,x), by (1) := / 72(dx) 1 (x)Co (1, ) Cly (14, %),
X X

dCo(u,x) ‘ ICk (u,x)
/ . — r —_ ‘. e
Colu,x) = —on {CO (u,x) : o skyr=1,d ¢,
z macierzg dyfuzji
B(u) = Bo(u) + By (u), (3.32)
Bo(u) = 2/ 7t(dx)Co(u,x)RoCo(u,x), By (u) := /7‘[ (dx)u (x)CJ (1, x)Co(u, x)
X

H(x) = (82(x) —28°(%))/(8(x)),

gdzie g, (x) okresla drugi moment zmiennej losowej okreslajacej czas trwania w sta-

niex e X
2 (x) = / d::/‘i e /G

Parametr u(x) okre§la odchylenie od rozktadu wyktadniczego, gdyz pu(x) = 0
dla G (1) =1—e 99 t >0,

Procedura usredniania (3.29) jest definiowana przez zaburzenie dyfuzyjne z nie-
zerowym przesunigciem (3.31). Jesli jednak Co(u,x) = Cp(x), tj. nie zalezy od u, to
oczywiscie b(u) = 0.

Twierdzenie 3.3. Niech funkcja Lapunowa V(u),u € R?, zapewnia wyktadniczq
stabilnos¢ uktadu usrednionego (3.29)

Cl: C(u)V'(u) < —coV (u),co > 0.
Niech spetnione bedq rowniez dodatkowe warunki

C2: | Co(u,x)Ro[Co(u, x)V'(u)] |< c1(14+V (u)),
C3: | Ci(u,x)Ro[C(u,x)V' ()] |< c2(1 +V (), i =0,1,

C4: | Ci(u,x)Ro[Co(u,x)Ro[Co(u, x)V'(u)]]" |< e3(1+V(u)), i=0,1,
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gdzie N
C(u,x) := C(u,x) —C(u),Ci (u,x) := C(u,x).

Dodatkowo niech funkcja rozktadu Gy(t),x € X, spetnia warunek Cramera jed-
nostajnie dla x € X

C5: sup [ "G, (t)dt <H < oo,h > 0.
x€X 0

Wreszcie niech funkcja normalizujgca a(t) bedzie monotonicznie malejgca, ogra-
niczona i spetniajgca warunki

oo oo

C6: [a(t)dt = oo, [ a®(t)dt < oo,
0 0

a(t +€%s)/a(t) < 1,
)t -+ €%5)/a(r) |< A < e,

|a) (t+ &%) /a (1) |[< A < o0, V1,5 > 0.

Nastepnie dla kazdego dodatniego € < €y, gdzie € jest wystarczajgco maty, PAS
(3.27) dgzy z prawdopodobieristwem 1 do doktadnie jednego punktu rownowagi
usrednionej ewolucji (3.29)

P{limu®(1) =0} = 1.

[—o0
Rozwazmy rozszerzony proces odzyskiwania Markowa (RPOM)
ut = uf (%), x8 = x(7°), 7€ = €%1,,n > 0. (3.33)

n
Tutaj 7, := Y, O, n > 0, 79 = 0 oznaczajg momenty odnowy procesu pétmarko-
k=1

wowskiego.
Rozwazmy takze klasg niejednorodnych pétgrup C{ (x), ¢ > 0,5 > 0, x € X,
ktora jest generowana przez towarzyszaca PAS

duy(t)/dt = a(t)C® (uy(1),x),x € X, u.(to) = u, (3.34)
to znaczy na funkcjach testowych @(u) € C'(R?) mamy

Cr () @(u) = @ux(t +5)),ux(t) = u.
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Tutaj uzywamy skréconego zapisu rozwigzania uktadu (3.34)
ue(t+s) == uc(t+s3u),u(t;u) = u.
Operator generujacy C¢(x) pélgrup Cf7(x) jest wyznaczany przez formuty
Ci (x)o(u) = a(t)C*(x)p(u),

gdzie
C*(x)@(u) :=C* (u,x)9' (u)

oraz

¢'(u) = {9 @(u)/dux,k =1,d},
lub w formie operatora
CE(x)9(u) = C(x)p(u) + &~ Co(x) @ (u), (3.35)

gdzie
C(x)@(u) := C(u,x)¢' (), Co(x) 9 (u) := Co(u,x) 9" (u).
Wiadomo, Ze operator kompensujacy RPOM (3.33) jest okreslony przez relacje

LEQ(ux.1) = & 2q(0)] [ Gulds)CY (1) [ Plxsdy)pluyis +€%) -
0

X
—@(u,x,1)]. (3.36)

Lemat 3.5. Operator kompensujacy (3.36) na funkcjach testowych @(u,-) € C?(R¢)
ma reprezentacje

LE@(u,x) = £ 2Q(u,x) +a(t)CE (x) G (x)Qu (1, x). (3.37)

Operator Gf’o(x), x € X, przyjmuje postac
/ z+32 x)ai(t,€2%s)ds,x € X, (3.38)
0

ai(t,€%s) ;= a(t + &%) Ja(t),

a operator Q) jest zdefiniowany przez operator P.



Ciaggla PAS w Srodowisku pétmarkowowskim 159

Dowdd. Najpierw wybieramy w (3.36) generator Q, uzywajac sktadnika +¢(u,y)
w calce wewnetrznej

LEg(u.x) = £ 2g(x) [ Plrdy)[p(uy) — 9ux))+

X

te2q(x / G(ds)[C! o (x) — 1P (u,). (3.39)

Pierwszy czton w (3.39) daje generator Q, a z drugiego cztonu przez catkowanie
przez czg¢sci, biorgc pod uwage réwnanie pétgrupy w postaci

Cts-:sz (x) = 82Ct+s2 (x )Cf_igz (x)ds,

mamy operator Gf’o(x) w postaci (3.38). O

Lemat 3.6. Operator kompensujacy (3.36) na funkcjach testowych @(u, -) € C*(R¢)
ma asymptotyczne reprezentacje

L @(u,x) = € 2Qo(u,x) + € 'a(t)Co(x)Pe(u, x)+

+a(t)[C(x) +a(t) 2 (x) C3 (x) P (1, x) + 6§ (x,)P(u, x), (3.40)
gdzie
Ha2(x) = g2(x)/(28(x)),
05 (x.1) = 020 LI Colo) + Colo) G+
+e[C2(x) +alt) gjx) Co)[Ce(0)GEH (1) +€GER (W]l (341)
Ponadto
C:(x) := €C¥(x) = eC(x) + Cp(x), (3.42)
GE2( / D 5)CE L (ar (1, €%5) 2 (1, %) +
0

+a3(t,€%5)CE (x)]ds,x € X, (3.43)

r(1,8%) = (1 + £%5) (),
GE2(x / D 5)C L, (V)[as(r,€%) + @ (1, €2)CE (W)]ds,  (344)

0
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a’(t+ &%)

a3(t,82s) = T(t)’

GV () = / G (s)ds.
t
Zauwazmy, ze zgodnie z warunkiem C6 twierdzenia i reprezentacji (3.41)—(3.44)
operator resztowy 6F (x,) w (3.41) jest nieistotny w przypadku funkcji testowych
¢(u) € CHR)
1|65 (x,0)@(u)|| — 0,€ = 0.

Dowad. Calkujac przez czesci z (3.38), otrzymujemy

G2 () = ()1 + €2l (), (43)
gdzie

Gl () =6 () + G () (340

oraz o
GP' (x) = Cs(x)/éj(f) (s) f+€2s(x)a%(t,82s)ds, (3.47)

0
G () = [ (5)CE. o (Wt 35)ds (3.48)

f . x 1+€2s 2\ ’ '
0

Podobnie, catkujac przez czesci z (3.47), otrzymujemy
Gi' (x) = (2(0)/2)C° (x) + £%a(1)C* (1) G (x), (3.49)

gdzie G5*! (x) oblicza si¢ ze wzoru (3.43).
Dla (3.48) calkowanie przez cze¢sci daje

d'(t)
a*(1)
gdzie GE*(x) oblicza sig ze wzoru (3.44).

Uzywajac reprezentacji (3.49) i (3.50) w (3.46), a nastepnie w (3.45) i biorac
pod uwage definicje operatora C¢(x) (3.35), z (3.37) mamy (3.40).

Gi 2 (x) = (82(0)/2) 5 51+ €2a(1)GF (), (3:50)

O

Kluczowym punktem dowodu twierdzenia 3.3 jest rozwigzanie problemu zabu-
rzenia osobliwego dla obcietego operatora kompensujacego z (3.40), mianowicie
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dla operatora
L =¢e2Q +& 'a(t)Co(x) P+a(t)[C(x) + alt) ua (x)C5(x))P, (3.51)
na zaburzonej funkcji Lapunowa
VE(u,x) =V (u) +ea(t)Vy (u,x) + €2a(t)Va(u, x). (3.52)

Lemat 3.7. Operator kompensujacy L, na zaburzonej funkcji Lapunowa V' (u, x),
przy V(u) € C*(R?), ma reprezentacig

LEVE (u,x) = LoV (1) + €68 (1)V (), (3.53)

gdzie
L,V (u) = a(t)CV (u) +a*(t)LoV (u), (3.54)

CV(u) = C(u)V'(u),

LoV (u) = b(u)V'(u) + %Sp[B(u)V”(u)], (3.55)

gdzie b(u) oraz B(u) obliczamy przez (3.31) i (3.32).
Operator resztowy 6 (¢)V (1) spetnia warunek |6 (t)V (u)| < Ce.

Dowod. Zgodnie z lematem 2.3 rozwigzanie problemu zaburzenia osobliwego dla
operatora (3.51) na funkcjach (3.52) prowadzi do rozwini¢cia

LEVE (u,x) = [e20+
+ela(t)Co(x) P+a(r)[C(x) +a(t) o (x) C5(x) POV (u)]
[V (u) + ea(t)Vy (u,x) + €%a(t)Va(u,x)] =
=720V (u) + & a(1) [QVi (u,x) + Co(x)V (u)]+
+a(t)QVa(u,x) +a* (1)Co(x)PVi (u,x) +a(t)C(x)PV () +
a* (1) o (x) C5(x)PV (u) + 6 (1)V (u), (3.56)

ze skfadnikiem resztowym majacym postaé

)
)

08 (1)V (u) = a* (1) [[eC(x) + Co(x)|PVa (u,x) + C(x)PVy (u, x)]+

a® () 2 (x)C3(x)P[Vy (u, x) + €Va (u,x)]. (3.57)
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Zatem z (3.56) mamy uktad réwnar

QV(u) =0. (3.58)
QVi(u,x)+Co(x)V(u) =0, (3.59)

a(t)QVa(u,x) + a*(1)Co(x)PV; (, x) + a(t)C (x)PV (u)+
+a* (1) 2 (x)C3(x)PV (u) = L,V (u). (3.60)

Réwnanie (3.58) jest prawdziwe, poniewaz V (1) nie zalezy od x € X. Warunek
réwnowagi (3.28) zapewnia rozwigzywalno$¢ réwnania (3.59), ktérego rozwigzanie
mozna podaé w formie

Vi(u,x) = RoCo(x)V (u). (3.61)

Podstawianie (3.61) do (3.60) daje
OVy(u,x) + L, (x)V (u) = L,V (u),
gdzie
L;(x) = a(t)C(x) + a®(t)Lo(x) (3.62)

Lo(x) := Co(x)PRoCo(x) + 2 (x)C5(x). (3.63)
Przy obliczaniu pierwszego sktadnika w (3.63) skorzystamy z rozktadu
PRy =Ro+g(x)[IT—1].
Otrzymujemy
Lo(x) = Co(x)RoCo(x) — g(x)Cy(x) + o (x)C3(x) =

= Co(x)RoCo(x) + p(x)C3(x). (3.64)

W ten sposéb otrzymujemy L, w (3.53), korzystajac z postaci L, = I1L,(x)I1. Zatem
uzywamy (3.64) w (3.62) i z tego ostatniego mamy

L; = a(t)TIC (x)TT1 + a® (t)T1Lo (x)I1. (3.65)

Pierwszy wyraz w (3.65) daje pierwszy wyraz w (3.54). Obliczenie drugiego wyrazu
w (3.65) prowadzi do drugiego wyrazu w (3.54).
Wreszcie z (3.57), (3.61) i z faktu, ze

Va(u,x) = Ro[L;(x) — L]V (u), (3.66)
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otrzymujemy ograniczenie skfadnika resztowego 6 ()V (u) dla V (u) € C*(R?).
O

Lemat 3.8. Rozwigzanie problemu zaburzenia osobliwego dla operatora (3.40) na
funkcjach testowych (3.52) z V(1) € C*(R?) ma reprezentacje

L{VE(u,x) =L,V (u) + eH} (x,1)V (u), (3.67)

gdzie
HE (x, 1)V () = (67 (x,1) + 65 ()]V (u)+

+€06f (x,1)[V1 (u,x) + €V (u,x)]. (3.68)

Tutaj 6; (x,7) i 65(¢) maja odpowiednio reprezentacje (3.41) i (3.57), a Vi (u,x)
i Vo (u,x) reprezentacje (3.61) i (3.66).

Dowdd. Na podstawie (3.40) i (3.51), dla operatora L{ mamy
L =L+ €6f (x,1).

Zatem, biorgc pod uwage (3.53) dla operatora kompensujgcego Ly, mamy repre-
zentacje (3.67). ]

Dla zakonczenia dowodu twierdzenia 3.3 zauwazmy, ze z warunkéw C2—-C6
twierdzenia i reprezentacji (3.55) otrzymujemy oszacowanie

LoV (u)] < e(1+V () (3.69)
i z reprezentacji (3.68) oszacowanie
|HY (x,6)V (u)| < c(14+V(u)). (3.70)

Korzystajac z warunku C1 twierdzenia, oszacowania (3.69), (3.70) i z reprezen-
tacji (3.67), otrzymujemy oszacowanie dla operatora kompensujacego

L{VE(u,x) < —da(t)V(u). (3.71)

Kluczowa nieréwnos¢ (3.71) i szacunki (3.69)—(3.70) pozwalajg uzupetni¢ do-
wod twierdzenia 3.3, korzystajac z wynikow twierdzenia Nevelsona-Hasminskiego [33].
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Model Bianconi-Barabasiego w ujeciu teoretycznym

Streszczenie

Rozdzial dotyczy problematyki analizy matematycznej sieci zlozonych utworzonych na
podstawie modelu Bianconi—Barabdsiego. Zawarte s3 w nim informacje dotyczace dynamiki
stopni weztéw w sieciach opartych na modelach Barabdsiego—Albert i Bianconi-Barabdsiego
oraz wplywu rozkladu stopni wierzchotkéw oraz parametréw réznorodnosci adaptacyjnej na
cechy charakteryzujace sie¢.

Stowa kluczowe: modele sieci ztoZonych, dynamika stopni weztow, réznorodnosc adaptacyjna

Abstract

The chapter deals with the problem of mathematical analysis of complex networks formed
on the basis of the Bianconi—Barabdsi model. It includes information on the dynamics of
node degrees in networks based on the Barabdsi-Albert and Bianconi—Barab4si models, as
well as the influence of the distribution of vertex degrees and adaptive diversity parameters
on the characteristics of the network.

Keywords: complex network model, degree dynamics, fitness model

Wstep

Nauka o sieciach zlozonych powstata, aby znale7¢ odpowiedZ na pytanie, w jaki
sposob dzialajg sieci rzeczywiste. Jej poczatki siegajg 1959 r., kiedy to dwéch
wegierskich matematykow — P. Erdds oraz A. Rényi — w artykule [8] opubliko-
wato model, ktéry mial odwzorowywaé mechanizm tworzenia si¢ sieci. Zakladali
oni, Ze pomigdzy ustalong z gory liczba elementéw nalezy utworzy¢ potaczenia,
a najlepszym sposobem na osiagniecie celu jest zrobienie tego w spos6b losowy.
Zamiast rozpatrywania jednego uktadu skupili si¢ oni na zbiorze sieci o zadanej
liczbie wierzchotkéw, ktdre réznily si¢ wystgpowaniem krawedzi. W ten sposéb
powstata koncepcja graféw losowych, a do powstajacej analizy sieci po raz pierwszy
wykorzystany zostal rachunek prawdopodobienistwa, co pozwolito na uwzglednienie
w badaniach przypadkowosci [9].

Kiedy w drugiej potowie XX wieku pojawit si¢ internet, przed badaczami poja-
wita si¢ mozliwos¢ nie tylko zbierania i analizowania, ale réwniez wymieniania si¢
duzg iloscig danych dotyczacych sieci wystepujacych w rzeczywistoSci. Wowczas
wegierscy fizycy A.L. Barabdsi i R. Albert dokonali ciekawego odkrycia. Przyjrzeli
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2 Kolo Naukowe . Kwaternion”, Politechnika Lubelska
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si¢ oni kilku sieciom rzeczywistym i zauwazyli, ze w sieciach tych wystgpuja ,,huby”,
tj. wezly o znacznie wigkszej liczbie potaczen niz pozostate, co nie pokrywalo si¢
ze znanym dotad modelem grafu losowego. W wyniku tych obserwacji w 1999 r.
w artykule [4] opublikowano koncepcje sieci bezskalowych. Pojawit si¢ tam réwniez
model Barabasiego—Albert, w ktérym uwzglednione zostaly mechanizmy ewolucji
sieci niebrane wczesniej pod uwage w koncepcji ErdGsa i Rényiego.

Jednakze w miare uptywu czasu zaczeto zauwazaé niedoskonato$ci zaproponowa-
nego rozwigzania. Model Barabdsiego—Albert zaktada, ze bardziej prawdopodobne
jest przytaczanie si¢ nowych weztéw do tych juz posiadajacych wiele potaczen —
innymi stfowy, nowe elementy dotaczajace do struktury nie majg szans w poréwnaniu
ze swoimi starszymi odpowiednikami. Ttumaczyto to, w jaki sposéb popularnosé
zyskaly wyszukiwarki internetowe Alta Vista oraz Inktomi, ktére w sieci www
pojawily sie odpowiednio w 1995 r. oraz 1996 r., oraz dlaczego udato im si¢ zdo-
minowa¢ konkurencje. Jednak kiedy w 1998 r. do sieci dofaczona zostala kolejna
wyszukiwarka, nie tylko w stosunkowo krétkim czasie doréwnata popularnoscia
swoim odpowiednikom, ale dzigki niezwykle szybkiemu zdobywaniu nowych pota-
czen juz w 2000 r. stata si¢ najwickszym ,,hubem” sieci www [2]. Strong¢ t¢ znamy
do dzi$ pod nazwg Google. Wobec takich obserwacji kontynuowano badania nad
wlasnos$ciami sieci rzeczywistych, aby méc ulepszy¢ model Barabédsiego—Albert, az
w 2001 r. wloska matematyczka G. Bianconi i A.L. Barabdsi opublikowali artykut [5]
wprowadzajacy do nauki o sieciach ztozonych model Bianconi—Barabdasiego.

Dzigki zastosowanej przez nich modyfikacji, w nowym modelu prawdopodo-
bieristwo przytaczenia do wezla z sieci kolejnego wierzchotka nie zalezy juz tylko
od tego, jak wiele potaczen posiada dany wezet, ale tez od tego, jaka jest jego
jako$¢ z punktu widzenia catej sieci. Innymi stowy w modelu uwzgledniony zostat
dodatkowo parametr reprezentujacy osobliwg wlasno$¢ kazdego z wierzchotkow,
ktdra sprawia, ze jest on w stanie tworzy¢ nowe potaczenia. Doskonatym przyktadem
jest tu kontynuacja historii zwigzanej z najwiekszym ,,hubem" sieci www. Ot6z
6 lat po wprowadzeniu Google i 4 lata po uzyskaniu przez t¢ wyszukiwarke tytutu
najwiekszego ,,hubu”, tj. w 2004 r., do sieci zostata dofaczona strona internetowa
firmy Facebook. W tym czasie istniato juz ponad 50 mln stron internetowych. Mimo
to w 2011 r. wlasnie ten portal spotecznos$ciowy zostat uznany za wezet o najwickszej
liczbie potaczefi [2]. Warto zauwazyc, ze w sieci w tym czasie znajdowalo si¢ juz
ok. 346 mln stron [15]. Okazuje si¢ zatem, ze nie czas obecnosci weztéw w sieci
decydowat o ostatecznie odniesionym sukcesie. Kluczem stal si¢ satysfakcjonujacy
i uzalezniajacy charakter ustug, jakie oferowat Facebook. Pomimo pojawienia si¢
w sieci pdZniej od pozostalych, byt on ,,lepiej dopasowany” do potrzeb uzytkownika,
dzieki czemu zyskat Swiatowg popularnos¢ i stat sie sztandarowym przyktadem
zjawiska fit-get-richer.
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1. Bezskalowos$¢

Jednym z wazniejszych poje¢ wykorzystywanym do okre§lania charakterystycznych
cech rozwazanej sieci jest rozklad stopni wierzchotkéw. Informuje on o prawdopo-
dobieristwie, z jakim losowo wybrany z sieci wierzcholek bedzie miat stopien k.

Definicja 1.1. [13] Rozktadem stopni wierzchotkéw nazywamy rozkiad prawdopo-
dobieristwa dany wzorem
{i:ieV ANkj=k}|

N 9

Pk =

gdzie |[{i: i € V Nk; = k}| oznacza liczbg wierzcholkéw grafu, ktérych stopien jest
réowny k.

Poniewaz P (k) jest prawdopodobieristwem, oznacza to, ze

kmwc

Y Pk)=1, (1.1)
k=0

gdzie k,,,, 0znacza najwickszy stopiel wierzchotka uzyskiwany w sieci.
Sredni stopieft wierzchotka mozemy wowczas okresli¢ jako warto$¢ oczekiwang
dana wzorem

kleX

(ky =Y k-P(k). (1.2)
k=0

Pod koniec XX wieku Barabasi i Albert odkryli, ze w sieciach rzeczywistych
wystepuje potegowy rozktad stopni wierzchotkéw, ktéry mozna zapisaé jako

C

P = 1

(1.3)
gdzie C oznacza pewng stala, a o« > 0 to wyktadnik charakterystyczny rozkfadu.
Sie¢ utworzong w taki spos6b cechuje wystepowanie zjawiska bezskalowosci, w kt6-
rym zauwazalny jest brak powtarzalno$ci, a takze duza zmienno$¢ otrzymywanych
wynikéw [9].

Przyjmijmy, ze rozpatrujemy zmienna losowa X. Jezeli przyjmowane przez nig
wartoSci nalezg do zbioru przeliczalnego, nazywamy ja zmienng dyskretna. Jesli
natomiast wartosci te beda nalezaty do zbioru nieprzeliczalnego — X bedzie zmienng
ciagla. Zat6zmy, ze prawdopodobiefistwo wystapienia danej wartoSci zmiennej
losowej w rozktadzie potggowym jest dane przez

P(x) =P[X =x]=Cx"“. (1.4)
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Warunek unormowania méwi o tym, ze suma prawdopodobiefistw realizacji zmien-
nej losowej jest rowna 1.

W przypadku dyskretnej zmiennej losowej potegowy rozktad prawdopodobiefi-
stwa mozna zapisac jako

x*(x

C(aaxmin) ’

w ktérym % jest statg C wyznaczong z dyskretnego warunku unormowania,
okreslonego dla wykiadnlka a > 1 nastepujaco

Px) = (1.5)

oo

i P(x)=C- i X *=C- Y (n+Xpin) “=C-{(Qxpin) =1, (1.6

X=Xmin X=Xmin n=0

gdzie x,,;, to najmniejsza warto$¢ przyjmowana przez zmienng X , natomiast & (&, Xin )
jest funkcja zeta Hurwitza.
W przypadku ciggtej zmiennej losowej prawdopodobieristwo P(x) jest wyrazone

WZorem —a
P(x):a_1-< X > , (1.7)

Xmin Xmin

gdzie posta¢ C dla wyktadnika o > 1 wynika z warunku unormowania o naste¢pujacej
postaci

—a+1 1 L. L) —a
/P dx-C/ “Ugx=C :C-le. (1.8)
a+1 o—1

Xmin Xmin

Warunek unormowania nie bedzie spetniony, gdy wykladnik o < 1. Ze wzgledu
na trudno$ci obliczeniowe wystepujace w przypadku sumowania funkcji potego-
wych, czesto stosuje si¢ przyblizenie oparte na zastgpieniu sumy catkowaniem. Na
podstawie reguly sumacyjnej Poissona postaci

oo

3 x) — x)dx - [ x) cos(2nmx)dx 1.9
Y0 [ Feix= go/ 73) (1.9

0

uzyskujemy oszacowanie bledu wykonanego przyblizenia.
Warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej X o rozktadzie potegowym danym wzo-
rem (1.7) wynosi

oo

(x) = /xP(x)dx:C~ /x_a+1dx. (1.10)

Xmin Xmin

sz 2

Gdy o > 2, warto$¢ §rednia (1.10) rozkladéw prawdopodobieristwa o charakterze
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potegowym jest skoficzona. Korzystajac z C otrzymanego w (1.8), mozna ja zapisa¢
jako

X2 " %2 q—1 x % g1
<x> =C- [ :| —C. min =" min — Xomin- (1.11)
—a+2], —o+2 x0T a—-2 o-2

Gdy wyktadnik charakterystyczny o < 2, warto$¢ oczekiwana jest nieskoriczona.
Z kolei kiedy o > 3, catka okreslona dla drugiego momentu jest zbiezna i wyrazona
wzorem

(x?) = /sz(x)dx =C- [ x " x=

Xmin Xmin

a—-1 ,
oc—3.x

(1.12)

min-

Natomiast, gdy parametr o < 3, calka ta jest rozbiezna, przez co zaréwno wariancja
02 dana wzorem (x?) — (x)2, jak tez odchylenie standardowe & = /(x2) — (x)2 sa
nieskoriczone. W takiej sytuacji, nawet jezeli wartoS$¢ Srednia jest dobrze okreslona,
wnioskowanie na jej podstawie zostaje obarczone ogromnym biedem, poniewaz
posiada nieskoriczong niepewnos$¢ oszacowania. Po uogélnieniu okazuje sie, ze
momenty (x") rozkladéw potegowych sg rozbiezne, gdy spetniajg zaleznosé o <
m—+1.

Podsumowujac, gdy w rozktadach potegowych wyktadnik charakterystyczny
wynosi & < 2, bezskalowo$¢ objawia si¢ w niemozliwej do policzenia warto$ci
$redniej (x). Gdy a < 3, zjawisko to jest zauwazalne w nieskoriczonej niepewnosci
pomiarowej 6. Natomiast gdy o przyjmuje wicksze wartosci, niemierzalno$¢ moze
dotyczy¢ niemozliwosci okreslenia btedu niepewnosci. Z tego powodu ukfady takie
nazywamy niemierzalnymi lub tez bezskalowymi (ang. scale-free). Bezskalowos¢
wystepuje tylko wtedy, gdy uktad podlega prawom potegowym, dlatego tez pojecie
rozktadéw bezskalowych wykorzystywane jest do okreslania rozktadéw prawdopo-
dobieristwa o charakterze potegowym.

W uktadach rzeczywistych bezskalowos¢ jest zauwazalna poprzez wystepo-
wanie zdarzen ekstremalnych wéréd tych majacych mate oraz §rednie rozmiary.
Przyktadowo, obok ludzi o przecietnych dochodach, istniejg osoby o zarobkach
poréwnywalnych z dochodami panstw. Wykres rozktadu potggowego ilustruje wspo-
mniang zalezno$¢. Wykresy te po przedstawieniu w skali podwdjnie logarytmicznej
przyjmujg forme linii prostej. Mozemy powiedzie¢, ze w sieciach charakteryzo-
wanych przez potegowy rozktad stopni wierzchotkéw zauwazalny jest tzw. efekt
sieci bezskalowej. Oznacza to, ze wystepuje w nich wiele wierzchotkéw o matej
liczbie potaczen, a zarazem niewiele ,,hubow”, tj. weztéw o bardzo duzym stopniu.
Podczas analizy sieci rzeczywistych korzysta si¢ z przedstawiania rozkfadu stopni
wezlow w postaci wykresu w skali podwdjnie logarytmicznej, by lepiej uwidoczni¢
ich potggowy charakter.
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Rozklad potegowy Rozklad potggowy w skali log-log

log(y)

X log(x)

Rysunek 1. Wykres przedstawiajacy ksztatt rozkladu potegowego w skali tradycyjnej oraz
podwdjnie logarytmicznej
Zrédlo: Opracowanie wlasne

2. Model Barabasiego—Albert

Model Barabasiego—Albert (BA) stanowi podstawe modelu Bianconi—Barabdsiego
(BB), bedacego tematem pracy. Procedury konstrukcyjne obu modeli sg do siebie
bardzo podobne, a rozumowanie przeprowadzane w metodzie czasu cigglego mo-
delu BA, dzicki wystepujacej analogii, wykorzystywane jest podczas okreSlenia
dynamiki stopni w modelu BB. Z tego wzgledu model Barabdsiego—Albert zostat
szczegbtowo opisany w pracy. Aby pelniej zrozumie¢ mechanizmy wystepujace
w tym podstawowym modelu zwigzanym z sieciami ewoluujacymi, warto najpierw
zapoznad si¢ z gléwnymi cechami tej klasy modeli.

Ztozone systemy rzeczywiste charakteryzujg si¢ tym, ze ewoluuja w miare upty-
wu czasu. Oznacza to, ze stale zmieniaja swoja strukture poprzez dodawanie nowych
weztoéw i potaczen lub usuwanie ich. Zmiany zachodzace na poziomie pojedynczych
weztéw moga wydawac sie mato znaczace, jednak wplywaja na topologie catego
ukfadu. Dlatego tez poznanie dynamiki przemian wystepujacych w sieci jest tak
wazne [5].

W dziedzinie nauki o sieciach ztozonych wystepuja trzy klasy modeli: modele
statyczne (ang. static models), generatywne (ang. generative models) i modele sieci
ewoluujacych (ang. evolving network models) [2]. Przyktadem modelu statycznego
jest model Erd&sa-Rényiego, w ktérym pomigdzy stata liczbg wierzchotkéw w spo-
s6b losowy tworzone sg potaczenia, a otrzymanie kazdego z mozliwych graféw
jest rownie prawdopodobne [8]. W modelu tym zaktada si¢, Zze kazdy wierzchotek
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Taczony jest z podobng liczba innych wierzchotkéw oraz nie wystepuja w nim wezty
o stopniu znaczaco odbiegajacym od §redniego stopnia wierzchotkéw [9]. Korzy-
stajac z niego, mozna sprawdzi¢, czy dang cech¢ sieci ztoZonej jesteSmy w stanie
wyjasni¢ za pomocg czysto losowego przylaczania si¢ weziéw. Z kolei modele

Barabdsiego—Albert i Bianconi—Barabasiego naleza do modeli sieci ewoluujacych.

Klase t¢ charakteryzuje zmieniajgca sie w czasie topologia oraz prawdopodobieri-

stwo P(k) zalezne od proceséw przyczyniajacych si¢ do wzrostu sieci. Dlatego tez,

jesli chcemy poznad nie tylko role sieci w ksztaltowaniu si¢ danych zjawisk, ale
tez samo Zrédlo powstania danej cechy wystepujacej w sieci, nalezy przyjrzec si¢

modelom uwzgledniajacym te procesy [2].

Albert-Laszl6 Barabdsi oraz Réka Albert w swoim artykule [4] z 1999 1. stwier-
dzili, iz do otrzymania potggowego rozktadu stopni wierzchotkéw potrzeba dziatania
dwéch mechanizmow, jakimi sa:

— wzrost sieci (ang. growth) — tzn. nieustanne poszerzanie si¢ sieci poprzez doda-
wanie nowych weztow,

— liniowa reguta preferencyjnego dotaczania wierzchotkéw (ang. linear preferen-
tial attachment) — tj. zasada, w mysl ktorej wezty obecne w sieci przylaczaja
nowe wierzchoiki z prawdopodobieristwem liniowo proporcjonalnym do swojego
stopnia, a liczba powstajagcych wéwczas krawedzi ro$nie proporcjonalnie do
liczby weztow.

Takie podejscie zaktada, ze nowe wierzchotki z wiekszym prawdopodobieristwem
beda przylaczane do weziéw ze stosunkowo duzym stopniem, a wiec do ,,hubow”.
Obrazuje to nast¢pujaca sytuacja. Gdy nowa osoba dotacza do danej grupy, z wigk-
szym prawdopodobiefistwem nawigze znajomos$¢ z kims rozpoznawalnym, tzn. oso-
ba posiadajaca wielu znajomych, niz z osobg trzymajaca si¢ na uboczu. Model ten
tlumaczy tez zjawisko ,,przewagi pierwszego gracza” (ang. first-mover advantage),
a wiec sytuacje, gdy o sukcesie wezta w sieci decyduje to, jak wcze$nie si¢ w niej
pojawil [3]. Reguta preferencyjnego dotaczania wierzchotkéw pozwala réwniez na
zobrazowanie zjawiska ,,bogacenia si¢ najbogatszych” (ang. rich-get-richer), gdzie
wierzchotki o stopniach wigkszych niz stopnie pozostalych weztéw majg wigksze
szanse na nawigzanie nowego potaczenia. Wspomniang regute mozemy zaobserwo-
wacé w sieciach rzeczywistych, takich jak np. internet oraz sie¢ cytowan [9], gdzie
do routeréw z przytaczonymi wieloma urzadzeniami czeSciej dotaczane sg kolejne
urzadzenia, a popularne prace zyskuja jeszcze wigksza popularnosé.

2.1. Procedura konstrukcyjna

Proces konstrukcji sieci Barabadsiego—Albert sktada si¢ z nastepujacych po sobie
etapow:

— W chwili fy = 0 sie jest grafem petnym o ny > 1 wierzchotkach.
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— W kroku czasowym ¢t = 1 do sieci wiagczony zostaje jeden wierzchotek o indeksie
n=mng-t.

— Dodany wezet aczy sie z m < ng juz istniejacymi w sieci weztami zgodnie
z liniowa regula preferencyjnego dofaczania wierzchotkéw. Oznacza to, ze
w chwili # nowy wierzchotek zostanie przylaczony do i-tego wierzchotka z sieci
z prawdopodobienstwem

kis ki
ki) = 5 = 55 @.1)
Y ki
j=1

gdzie
— ki;—1 — stopien i-tego wierzchotka nalezacego do sieci w chwili ¢ — 1 po-
przedzajacej dodanie nowego wezla,
— E,_; —liczba wszystkich krawedzi w sieci w chwili r — 1.
— Proces jest powtarzany dla kolejnych krokéw czasowych ¢ = 2,3, ..., a zakon-
czony moze zosta¢ w dowolnej chwili .
Nowy wierzchotek musi dotaczy¢ sie do juz istniejacych (nie moze zostaé wierz-
chotkiem izolowanym lub przylaczy¢ sie do weztéw spoza sieci), stad suma praw-
dopodobiefistw, ze w chwili ¢ zostanie on przytaczony do weztéw z sieci, wynosi 1

Y M(kig—1) = 1. (2.2)

W przypadku bardzo duzych sieci, gdzie t > 1, stosowane sa przyblizenia liczby
krawedzi |E;| i liczby wierzchotkéw N; w sieci w chwili ¢, pomijajace wystepujace
poczatkowo w grafie potaczenia

\E,| = mt + <’;)> ~mt, 2.3)

N, =t+ng~t. (2.4)

Za kazdym razem, gdy dodawany jest do sieci nowy wierzchotek, tworzonych jest m
nowych potaczen, co w grafie nieskierowanym powoduje zwigkszenie sumy stopni
wierzchotkéw o 2m. Przemnozenie tego efektu z przyblizonym rozmiarem sieci 2.4
dlat > 1 sprawia, ze sume stopni wierzchotkw mozna wéwczas zapisac jako
N
Y kis =2|E| ~2mz. (2.5)
i=1

=
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Pozwala to na zapisanie reguly preferencyjnego przylaczania wierzchotkéw przy
dodawaniu nowego wezta w chwili # 4+ 1 w nastgpujacy sposéb

kip ki

N T omt
Z kj,t
j=1

H(ki,t) = (2.6)

Symulacje przeprowadzone przez Barabasiego i Albert w 1999 r. wskazuja na to,
ze zjawisko bezskalowosci, oméwione w poprzednim podrozdziale, moze pojawié
sie w uktadzie tylko wtedy, gdy I1(k) jest wprost proporcjonalne do k%, gdzie o = 1
— innymi stowy tylko wtedy, gdy regula preferencyjnego przylaczania wierzchotkéw
jest liniowa [4].

2.2. Metoda czasu cigglego

Podrozdzial zostal opracowany na podstawie pozycji [3,9] literatury. Metoda czasu
ciaglego (ang. continuum theory) wykorzystywana jest w modelach Barabésiego—Al-
bert oraz Bianconi—Barabasiego do uzyskania uSrednionego rozktadu stopni wierz-
chotkéw. Ze wzgledu na analogie wystepujace pomi¢dzy oboma modelami, zostato
tu opisane rozumowanie przeprowadzane podczas rozpatrywania modelu BA. W roz-
wazanej metodzie zaklada sie, ze czas ¢ oraz stopnie weziéw k;(t) zmieniajg si¢
ciagle, tzn. nie ulegajg zmianom skokowym. Prawdopodobienstwo IT(k;) dotaczenia
nowego wierzchotka do i-tego wezla sieci moze by¢ interpretowane jako tempo zmia-
ny stopnia k;(¢) w czasie [1]. Przez to, ze wartosci stopni wezléw ulegajg zmianom
o drobne ulamki, w metodzie tej nie méwimy o prawdziwych wartosciach stopni,
a zamiast tego postugujemy si¢ Srednimi stopniami wierzchotkdéw, zmieniajacymi
sie w czasie.

Przez krok czasowy bedziemy rozumieli Az. Szybkos¢, z jaka zmianie bedzie
ulegat Sredni stopien i-tego wezta, okre§lamy jako % ~ %. Zmiana ta jest uza-
lezniona od tego, jak wiele potaczeni bedzie tworzonych z weztem i-tym. Warto
zaznaczyC, ze w tej metodzie uwzgledniono, iz mozliwe jest powstanie wigcej niz
jednego potaczenia do danego wezla, gdy liczba powstajacych w kazdym kroku cza-
sowym krawedzi m jest wieksza od 1, czyli s dopuszczalne krawedzie wielokrotne.
W dalszym rozumowaniu wykorzystywany jest rozktad dwumianowy

plk,n) = (Z) (1= p)* @7
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o prawdopodobieristwach: sukcesu p, porazki (1 — p) oraz o k sukcesach i n—k
porazkach wsréd n préb. Jego warto$¢ oczekiwana wyrazana jest wzorem

= Y k- plk.n) = np. (2.8)
k=0

Korzystajac z rozktadu dwumianowego, okres§lamy, ze prawdopodobienstwo uzyska-
nia przez i-ty wierzchotek liczby krawedzi réwnej [ sposrdéd m tworzonych potaczent
wynosi

pitn) = ('} Gk 1 - 1), 29)
gdzie I1(k;) oznacza prawdopodobienistwo sukcesu, tj. polaczenia krawedzi ze wspo-
mnianym weztem, a jednoczes$nie jest opisang w (2.1) regulg preferencyjnego do-
Taczania wierzchotkéw. Zmiane Sredniego stopnia i-tego wierzchotka w czasie
mozemy zapisa¢ jako §rednig warto$¢ liczby przytaczonych krawedzi [ sposréd
wszystkich tworzonych potaczen m. Korzystajac z przyblizenia (2.6) dla modelu
BA, otrzymujemy

ak k; ki ko1 Kk
lelm (ki) =m-— ”m'zmt_Z_ET (2.10)
Y kj

Rozwigzujemy zatem réwnanie rézniczkowe I rzgdu o zmiennych rozdzielonych
z (2.10), pamietajac, ze stopieri wierzcholka jest funkcjg czasu k; = k;(t). Dla uogél-
nienia zapisu obecny w (2.10) utamek % oznaczymy za pomocg symbolu 3.

8k

B-
B-

/k—idki:[i/;dt, (2.11)
In|k;| = Bn|t|+C, k; >0, 1> 0,

ki = exp(Int? +C),

ki:tB-D, D =",

Sredni stopieri wezta i w chwili jego dotaczenia do sieci #; jest réwny liczbie potaczen,
ktére wtedy utworzyt, stad okreslamy warunek poczatkowy k;(#;) = m. Po jego
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uwzglednieniu otrzymujemy stata D.

ki = lﬁ -D, k,‘(l,') =m,
_ B

m=t-D, (2.12)
m
D=—.

B

I

Podstawiajac obliczong statag D do otrzymanego w (2.11) rozwigzania ogdlnego,
otrzymujemy rozwigzanie szczeg6lne — informacje o tym, jak mozna okresli¢ Sredni
stopien i-tego wezla w zaleznoSci od innych zmiennych. Jest to

N
ki(t):m-< ) : (2.13)

4

gdzie B jest dynamicznym wyktadnikiem (ang. dynamic exponent) czasowej ewolu-
cji wezla. Na poczatku przyjeliSmy, ze B = % zatem dla modelu BA mozemy uzy¢

zapisu
t
ki(t) :m-\/:. (2.14)
i

W metodzie czasu cigglego wykorzystywana jest aproksymacja ciagta (ang. continu-
um approximation). Aby na jej podstawie wyznaczy¢ przyblizony wzor zaleznoSci
wystepujacej w rozktadzie stopni wierzchotkéw, obliczany jest skumulowany roz-
kiad (ang. cumulative distribution function) P (k)

~
=
I
sy
=
N

k) =1-Pki(t) > k), (2.15)

ktéry zawiera informacje o tym, z jakim prawdopodobieristwem Sredni stopieri
losowo wybranego z sieci wezla bedzie mniejszy badz réwny k. Formalnie uzywane
jest pojecie dystrybuanty, natomiast w naukach empirycznych dla podkreSlenia, ze
zmienna losowa jest dyskretna, stosowane jest pojecie rozktadu skumulowanego.
Najpierw wyznaczamy liczbe wezléw, ktérych Sredni stopien k;(¢) > k. Korzystajac

z (2.13), mozemy zapisaé
B
t
(1) =5
li (2.16)

1P > iP

(%

=3 3

wobec czego otrzymujemy

1
)ﬁ > (2.17)
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Zatem, aby Sredni stopien i-tego wierzcholka k;(z) byl wiekszy od k, czas jego

1
dotaczenia do sieci ¢; musi by¢ mniejszy niz ¢ - (%) F. W procedurze konstrukcyjnej
modelu BA zaktada sie, ze do sieci dotaczane jest po jednym wezle w rownych
odstepach czasu, dlatego tez weziéw spetniajacych podana nieréwno$¢ bedzie tyle,
ile ich mozliwych czaséw ¢; dofaczenia do uktadu. Z tego powodu Barabdsi w swojej
1
ksiagzce [3] wskazuje, ze mozna przyjac, iz t (%) P oznacza liczbe weziéw o Srednim
stopniu wigkszym niz k. Wéwczas, biorac pod uwage przyblizenie (2.4) liczby
wezléw sieci przez t+ w granicy duzych N, skumulowany rozklad mozna zapisa¢
jako

(2.18)

Pochodna z uzyskanego wyrazenia (2.18) pozwala na uzyskanie uSrednionego
rozktadu stopni wierzchotkéw P(k)

Py =200 i (é) K= ; - k’"ﬁ AT

gdzie B jest wykladnikiem dynamicznym ewolucji wezla w czasie, natomiast

1
o=-+1 (2.20)

B
jest wyktadnikiem charakterystycznym potegowego rozktadu stopni wierzchotkéw
(ang. connectivity exponent). Dla modelu BA wyktadnik 8 = % stad otrzymujemy

oP°(k) 2m?
Py =200 _ 2 2.21)

Do uzyskania doktadnego rozktadu P(k) wykorzystywana jest Scista metoda
réwnania master. W wyniku jej zastosowania uzyskuje si¢ precyzyjng informacje
o rozktadzie stopni weztéw, ktérg sformutowano nastgpujaco: w sieci BA, gdzie m
oznacza liczbe polaczen tworzonych w kazdym kroku czasowym, prawdopodobien-
stwo tego, ze dany wezel bedzie posiadal stopieft k > m wynosi

2m(m+1)

o -3
Kk k42 < (2.22)

P(k) =
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2.3. Wybrane wlasnoSci

W sieci utworzonej na podstawie modelu Barabasiego—Albert:
— ¢$redni stopieft wierzchotka (warto$¢ oczekiwana krotno$ci wezta) wynosi

o - k
(k) = k;mk -P(k) =2m(m+1) k;ﬂ AEDIEN 2m, (2.23)

— S$rednica sieci przy wystarczajaco duzej liczbie weziéw N oraz m > 1 dofacza-
nych w kazdym kroku krawedziach jest réwna

In(N)

d(N) = In(in(V))’ (2.24)

— Srednia dlugos$¢ §ciezki jest wyrazona wzorem

In(N)—In(% —1—7)
<p(N,m,’)/)> = ln(ln(N))—i—lfl(% T 1’5)> (2.25)

gdzie Yy~ 0,5772 oznacza stala Eulera.

Model BA wykorzystywany jest do opisu potggowego rozkladu stopni wierzchot-
kéw w sieciach ewoluujacych. Stanowi on model minimalny, dlatego tylko czes¢
wlasnosci wystepujacych w rzeczywistoSci zostaje przez niego przedstawiona. Przy-
ktadowo wyktadnik charakterystyczny « opisujacy P(k) o< k=% w sieciach rzeczy-
wistych najczesciej przyjmuje wartosci z przedziatu (2,3), podczas gdy w modelu
BA o =3 [9]. Kolejng z wystepujacych niedoskonatosci jest przyjecie zatozenia, ze
wszystkie wezly wlaczane do sieci posiadaja takie same wlasciwosci, co powoduje,
ze prawdopodobiernistwo przytaczenia nowego wezta do wierzchotkéw o tym samym
stopniu nie jest réznicowane pod katem ich odmiennosci. Procedura konstrukcyjna
modelu BA uwazana jest za stosunkowo prostg, co pozwala na rozszerzanie jej
o kolejne reguly i wprowadzanie modyfikacji. Jednym z przyktadéw jej ulepszenia
jest model Bianconi—Barabdsiego, oméwiony szerzej w dalszej czesci pracy.

3. Model Bianconi-Barabasiego

W modelu BA §redni stopieri wierzchotka sieci k;() zalezy wprost proporcjonalnie
od pierwiastka czasu ¢ jego obecnosci w uktadzie zgodnie z zaleznoS$cig (2.13).
Oznacza to, ze weztom, ktdre dotaczono do sieci najwczesniej, zostanie przypo-
rzagdkowanych najwiecej potaczen. Wynika z tego, ze stopien wierzchotkéw przyta-
czonych do sieci p6Zniej nigdy nie przewyzszy stopnia weztéw najstarszych. W ten
sposéb o sukcesie danego elementu decyduje jedynie jego czas pojawienia sie
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w uktadzie. Kt6ci si¢ to z dokonanymi przez Bianconi i Barabdsiego obserwacjami
sieci wystepujacymi w rzeczywistosci. Istniejg bowiem nastolatkowie posiadaja-
cy o wiele wiecej znajomych niz osoby starsze. Zdarzaja si¢ tez sytuacje, gdy
nowe firmy i strony internetowe szybko zyskuja popularno$¢, podczas gdy inne,
wystepujace dlugo w danym Srodowisku ostatecznie nie wybijaja si¢ ponad kon-
kurencje. Przykladem jest wspomniany juz wczesniej sukces platformy Facebook,
ktéra zostata dodana do sieci stosunkowo niedawno, co nie przeszkodzito jednak
w zrzeszeniu przez nig znacznie wigkszej liczby uzytkownikéw niz powstate przed
nig serwisy spotecznosciowe. W ten sposéb zauwazono, iz cechy danego elementu
uktadu sa rowniez wazne i moga przyczynic¢ si¢ do jego rozwoju. Rozwazana kon-
cepcje zawiera model Bianconi—-Barabdsiego. Stanowi on udoskonalenie modelu
Barabdsiego—Albert. Uwzgledniona w nim zostata tzw. réznorodno$¢ adaptacyjna
(ang. fitness) wierzchotkéw, bedaca jakoscia kazdego wezta z punktu widzenia sieci.
Pozwala ona na skalowanie stopnia wezta, do ktérego jest przyporzadkowana, dzigki
czemu umozliwia dokladniejsze opisanie ewolucji uktadéw rzeczywistych [6].

Ze wzgledu na to, ze model BB stanowi modyfikacje modelu BA, on réwniez jest
oparty na dwoch mechanizmach, jakimi sg wzrost sieci oraz reguta preferencyjnego
przylaczania wierzchotkéw.

Wzrost sieci wigze sie z dodawaniem do grafu w kazdym kroku czasowym
nowego wierzchotka, ktéry tworzy m polaczen z weztami obecnymi w sieci zgodnie
z procedurg konstrukcyjng modelu BA, opisang w podrozdziale 2.1. Modyfikacje
stanowi fakt, ze kazdemu wierzchotkowi w momencie dolaczania do sieci przypi-
sywany jest na stale parametr réznorodnosci adaptacyjnej 1 (w skrécie nazywany
parametrem adaptacyjnym). Jest on utozsamiany ze specjalnymi wlasciwos$ciami
wezla, ktére wplywaja na tworzenie pomigdzy nim a innymi weztami nowych pota-
czen. Parametr ten jest zmienng losowa otrzymang z wybranego rozktadu gestosci
prawdopodobieristwa p (7).

W modelu BB regula preferencyjnego przytaczania wierzchotkéw, znana z mode-
lu BA, réwniez wzbogacona jest o parametr réznorodnosci adaptacyjnej 1. Woéwczas
prawdopodobienstwo dotaczenia nowego wierzchotka do i-tego wezta sieci w chwili
t + 1 wyrazone jest wzorem

ki -m:
M(kipom) = G.1)
jgl kji-mj
gdzie
— ki, to stopien i-tego wierzchotka w chwili # przed dodaniem nowego wezta do
sieci,

— 7, oznacza niezmienny w czasie parametr adaptacyjny i-tego weztla,
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— N, jest liczbg wszystkich wierzchotkéw w sieci przed dodaniem nowego wezta.
Zmienng k;; méwigca o stopniu danego wierzchotka mozemy interpretowac ja-
ko jego widoczno$¢ w sieci w chwili . Im widoczniejszy wezet, tym wicksze
prawdopodobieristwo zdobycia przez niego nowych krawedzi. Wplyw parametru
adaptacyjnego m); najlepiej zauwazalny jest w sytuacji, gdy w sieci posiadamy
dwa wierzchotki o tym samym stopniu. Wéwczas bardziej prawdopodobne jest, ze
nowy wezel przytaczy sie do tego z nich, ktéry posiada wicksza warto$¢ parametru
r6znorodnosci adaptacyjnej 1.

3.1. Dynamika stopni

Podrozdziat zostat opracowany na podstawie pozycji [2, 5] literatury. Aby dowie-
dzie€ si¢, w jaki sposéb zmianom podlegaja stopnie wierzchotkéw sieci, musimy
pozna¢ dynamike ich ewolucji. W tym celu wykorzystujemy opisang poprzednio
metode czasu ciaglego (ang. continuum theory). Najpierw zapisujemy, w jaki sposob
Sredni stopien ;(¢) i-tego wierzchotka zmienia si¢ w czasie na podobiefistwo wzoru
wystepujacego w (2.10), a nastepnie, korzystajac ze wzoru reguly preferencyjnego
dotaczania wierzchotkéw w modelu BB (3.1), otrzymujemy

aa];" — m Tk, ) = m Nk""" . (3.2)
_Z] kinj
j=

Warto zauwazy¢, ze jezeli wszystkie parametry réznorodnoSci adaptacyjnej 1 sa
rowne 1, wéwczas regula (3.2) upraszcza si¢ do formy (2.10) znanej z dynamiki
stopni modelu BA. Taki rozktad mozemy zapisac jako

p(n)=38(n—1), (3.3)

gdzie funkcja 6 oznacza delt¢ Diraca, a wigc funkcje, o ktérej nieformalnie mozemy
powiedzied, ze przyjmuje warto$¢ jedynie w zerze — stagd 1 moze by¢ réwna tylko 1.

Przez analogie do (2.13) zaktadamy, ze zmiana Sredniego stopnia i-tego wierz-
chotka w czasie w modelu BB réwniez podlega prawu potggowemu, jednak w tym
przypadku zalezy tez od parametru jego réznorodno$ci adaptacyjnej n;. Wobec tego
przyjmujemy, ze w modelu bedzie zachodzi¢ wielokrotne skalowanie (ang. multisca-
ling). Innymi stowy, uznajemy, ze dynamiczny wyktadnik B zwigzany z ewolucja
i-tego wezla w czasie bedzie zalezat od konkretnej wartoSci parametru adaptacyjne-
go 1n; nadanej temu weztowi, co zapisujemy jako B (n;). Wéwczas wzor na Sredni
stopien i-tego wezta w zaleznoSci od czasu ¢ i czasu t; dolgczenia tego wezta do
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sieci bedzie wyrazal si¢ wzorem

ki(tativni) =m: <t> . (34)

Wykorzystujac (3.4) w réwnaniu rézniczkowym (3.2), uzyskujemy postaé dyna-
micznego wyktadnika, ktérg mozna zapisa¢ w postaci nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 3.1. W modelu BB dynamiczny wyktadnik B(n;) ewolucji j-tego wezta
w czasie zaleZy wprost proporcjonalnie od parametru roznorodnosci adaptacyjnej
wezta ;i jest okreslony wzorem

Bn) =L, (35)
gdzie stata C zostata okreslona poprzez
i 1
C= / Ujp(nj)mdﬂj- (3.6)

Dowdd. [5] Chcac dowiedzie¢ sig, jak wyglada posta¢ 3(n;), bedziemy musieli
przeprowadzi¢ nastgpujace rozwazania.

W rozpatrywanym modelu przyjmujemy zalozenie, ze stopieli wierzchotka ro$nie
w czasie, stad B(1;) nie moze by¢ réwny 0, bo wowczas k;(z,;,1;), zgodnie z (3.4),
byloby state (k; = m). Parametr 3(n;) nie moze tez by¢ mniejszy od 0, poniewaz
woéwczas stopieni j-tego wierzchotka malatby wraz z uptywem czasu ¢, co kidci si¢
z zatozeniami modelu BB o wzroScie sieci. Stopien wierzchotka k; nie moze rosnac
szybciej niz czas ¢, tzn. B(1;) nie moze by¢ wigksza od 1, poniewaz gdyby tak
bylo, liczba krawedzi j-tego wierzchotka sieci mogtaby by¢ wieksza niz wszystkie
krawedzie obecne w sieci — co jest niemozliwe. Przyjecie parametru §(n;) = 1
oznaczaloby, ze pierwszy wezet sieci przejmowatby w kazdym kroku wszystkie m
nowo tworzone pofaczenia, podczas gdy pozostate wezly sieci rowniez zyskiwatyby
krawedzie — co zndw uznawane jest za sytuacje niemozliwg. Stad uznajemy, ze
dynamiczny wyktadnik jest ograniczony za pomoca nieréwnosci

0<Bm,)<1. 3.7)

Réwnanie rézniczkowe (3.2) zawiera odwrotno$¢ sumy stopni wierzchotkéw
wazong wartoSciami parametrow adaptacyjnych. Dowiedzenie si¢, jaka inng postac
moze przyjaé to wyrazenie, pozwoli na uproszczenie obliczen. Aby tego dokonad,
Bianconi i Barabdsi proponuja wykorzystanie Sredniej sumy iloczynéw stopnia



Model Bianconi—-Barabdsiego w ujeciu teoretycznym 183

N .
wierzchotka oraz jego réznorodnosci adaptacyjnej ( Y. k;n;) [S]. Srednig t¢ chcemy
j=1
okresli¢ dla wszystkich mozliwych realizacji parametru réznorodnos$ci adaptacyj-
nej 1;, przyjmujacego wartosci ciagte.

Warto$¢ oczekiwang ciagglej zmiennej losowej mozemy zapisac jako
(x) = /x-f(x)dx. (3.8)

Parametr 7); jest zmienng losowa, natomiast p(1;) jest jego gestoscia rozkiadu,
dlatego

(n;) = / n;-p(n;)dn. (3.9)

Warto$¢ oczekiwana sumy zmiennych losowych to suma wartosci oczekiwanych tych
zmiennych. Stopieri wierzchotka nie jest zmienng losowa, dlatego mozna zapisac
go poza wartoScig oczekiwang. W zwigzku z tym, gdyby tylko k; nie zalezato od
n;, otrzymalibySmy, ze

(L kjmj) =Y ki(nj) =Y k; / nj-p(n;)dn;. (3.10)
J J ] s

Ze wzgledu jednak na to, ze stopieri k; = k;(t,1;,1m;) zalezy od parametru adapta-
cyjnego, kazdy z wierzchotk6w dotacza w innym czasie 1 <1; <t i korzystamy
z zalozenia o ciggto$ci czasu z metody czasu ciagtego — sum¢ po indeksach wierz-
chotkéw j mozemy zapisa¢ w postaci catki po czasie dotaczenia wierzchotka ¢;

(Y km;y) = /nj'p(nj)/kj(mj,nj)dtjdm- (.11
j 7 1

Korzystajac z (3.4), catke zalezng od ¢; mozemy zapisac jako

t t ) ;
¢ B(n;) B
/kj(t;tj?nj)dtj :/m <t> dtj :mtﬁ(n/)/tj nj dtj
1 1 J f

(3.12)
~Bmp+1 ]’ _ .
T I M R et L LU bl S UL

I=Bm)| 1-B(m;) 1-B(ny)
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Poniewaz 3(1;) jest uflamkiem nalezacym do przedziatu (0, 1) i zaktadamy, ze pro-
ces dolaczania nowych weztéw do sieci jest nieskoficzony (tj. t — oo), przyjmowane
jest, ze tP() moze by¢ wartoscig zaniedbywalna w poréwnaniu do ¢ w granicy
dazacej do nieskoriczonosci [5]. Aby mdéc to zapisaé, przyjmujemy, ze

8:1—rr}?ax[3(nj) (3.13)

gdzie maxy; §(n;) oznacza najwigkszy wyktadnik dynamiczny € (0,1), dlatego
réwniez € € (0,1). Wéwczas uzyskujemy najmniejsze mozliwe € bedace utamkiem.
Z tego powodu ¢ ¢ = (%)E bedzie najwigksza z mozliwych do otrzymania wartoSci
¢t~ (=B(m;)). Dlatego tez zapisujemy, Zze gérna granica asymptotyczna wyrazenia
t~(1=B()) bedzie wynosi¢ O(r~¢), a wiec wartosci tego wyraZenia nie beda rosty
szybciej niz M -t~ ¢, gdzie M jest pewna statg. Wobec tego, uwzgledniajac (3.11)
i (3.12), mozemy zapisaé, ze gdy t — oo, warto§¢ oczekiwana sumy z mianownika
(3.2) bedzie okreslona jako

(L kjmj) = /m-p(m)dnj-mt-ll__%%j)) =
:/nj-p(nj)-l_l_){mj)dnj-mt-a—oaE)):c;ntu—o@f))—wmt,
B (3.14)
gdzie
C= /nj'p(nf)'l—[;(nj)dnj' (3.15)

Wéweczas, korzystajac z przyblizenia (3.14), réwnanie rézniczkowe zmiany Srednie-
go stopnia j-tego wierzcholka w czasie mozemy zapisa¢ w postaci znanej z (3.2)
w nastepujacy sposob

8kj(t,tj,nj) ~

ki(t,tj,mi)-m;  ny ki(t,t))
: =i 1
ot Cmt C t (3.16)

Rozwiazanie szczegdlne tego typu réwnania rézniczkowego, ktére zostalo uzy-
skane dzieki (2.11) i (2.12), bedzie postaci (2.13). Do otrzymania takiej postaci
dazymy, jezeli tylko przyjmiemy, ze % jest wyktadnikiem 3. Zapisujemy zatem
ostatecznie, ze

Bny) =2 (3.17)
O
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Podstawiajac wzor (3.5) do (3.6), otrzymujemy

7 1
C= /lep(rlj)ﬁdnj- (3.18)
o C

Nastepnie, dzielgc stronami przez C, uzyskujemy

' 1
l—émp(m)m_@)dm- (3.19)

Przeksztatcajac prawa strong powyzszej rownosci i uwzgledniajac, ze parametr
réznorodnosci adaptacyjnej 1; moze osigga¢ wartosci od 0 do 1,4, (0znaczajgcego
maksymalng warto$¢ tego parametru w sieci) w nastepujacy sposob

nmm nmax nmar
/nJP n;)) )dnj /P n)) L.( /P 771 dT[],
nj
(3.20)
otrzymujemy ostatecznie
nma,\' 1
[ P e—an;=1. (321)
0 n

Jezeli mianownik wyrazenia znajdujacego si¢ w catce (3.21) dla pewnej wartosci
n; wynositby 0, woéwczas warto$¢ funkcji podcatkowej w tym punkcie bytaby
nieskoficzona, co oznacza, ze calke t¢ moglibySmy nazwac osobliwa. Jednak ze
wzgledu na to, ze nieréwnos$¢ B(n;) < 1 jest spetniona dla kazdego 1;, zgodnie
z (3.7), dla kazdego j zachodzi nier6wnos§¢

nj
<1, 3.22
C (3.22)
wobec czego C bedzie wicksze rowniez od najwickszej wartosci parametru 1) w ukta-
dzie
Nimax < C. (3.23)

Z tego wzglqdu nigdy nie osiagnie wartosci 1, a wiec catka z réwnania (3.21)
J

w swoich granicach catkowania nie bedzie osobliwa.
Z drugiej strony sume iloczynéw stopni wierzchotkéw i parametréw ich rézno-
rodnoSci adaptacyjnej w sieci mozemy oszacowac z gory, korzystajac z oszacowania
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sumy stopni wierzchotkéw z (2.5)
N N
Y kN < Nmax Y kj = Ninax - 2. (3.24)
j=1 j=1

Wstawiajac w miejsce sumy jej warto$¢ oczekiwang oszacowang w (3.14), otrzymu-
jemy, ze

Cmt(1—0(t7%)) ~ Cmt < Ny - 2t (3.25)
z czego uzyskujemy

C < 2- Nmax- (326)

F.aczac nieréwnosci (3.23) i (3.26), otrzymujemy przyblizone granice, w ktérych
powinna znajdowac si¢ stata C

Nmax < C < 2. Nmax- (327)

Zalezno$¢ pomiedzy parametrem réznorodno$ci adaptacyjnej wezta a tempem
wzrostu stopnia wierzchotka dana jest wzorem (3.4). Po obustronnym zlogarytmo-
waniu réwnania otrzymujemy, ze

In(k(r,1:,m;)) = In (m (2>ﬁ(m)> ,

(3.28)
In(k(t,15,17)) = In(P@)) 41 | 7~ )|
(B0

1

ln(k(tvtiﬂ 771)) = ﬁ(’”lz) 'ln(t) +Bi,

m

gdzie B; =In W) jest parametrem niezaleznym od czasu ¢.
T

1
Innym sposobem zapisania powyzszej rownosci jest

P B(ni)
In(k(t,t;,m;)) =In | m- (t> ,
' (3.29)

t
In(k(t,2;,m;)) = In(m) + B(n;) - In <t) .
4
Wowczas jezeli znamy stopien k(z,t;,1;) i-tego wierzchotka w chwili 7, chwilg
jego dotaczenia do sieci #; oraz rozpatrywany czas ¢, jesteSmy w stanie oszacowac
parametry m i B(1;). Dokonujemy tego na podstawie dopasowania funkcji liniowej
do wykresu zaleznosci logarytmu stopnia wierzchotka In(k(z,#;,7;)) od logarytmu
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wzglednego czasu In (%) W tak uzyskanym wzorze funkcji o formie y = ax+b

otrzymana stata b odpowiada In(m), natomiast a jest nachyleniem wykresu 3 (1;).

Oznacza to, ze jezeli jesteSmy w stanie przeSledzi¢ ewolucje stopni w czasie
dla wystarczajaco duzej liczby weztéw, bedziemy tez w stanie okresli¢ rozktad
dynamicznego wyktadnika f(n). Wyktadnik ten jest z kolei wprost proporcjonal-
ny do parametru 1] zgodnie z zaleznoscia (3.5), dlatego tez rozktad B (n) bedzie
odpowiadat rozktadowi p(n). W ten sposéb, badajagc wzrost sieci, mozna uzyskaé
informacje na temat parametréw adaptacyjnych [2].

Aby pozna¢ zmiang i-tego stopnia w czasie, przyjmujemy oznaczenia f,c; —
czas rozpoczecia obserwacji, fx,,c — czas zakonczenia obserwacji oraz tpoc; < tronc
i wyznaczamy

k - kinocz = ln(k(tkonc’tiv nl)) - ln(k(tpocmti, nz)) =

I tkone

= B(M:) - n(txone) + Bi — B(Mi) -n(tpoz) — Bi = B(M:) - In (fk

pocz

) (3.30)

Woéweczas otrzymujemy, ze zmiana stopnia wierzchotka w czasie

Ak o ki»lkonc - kivt/mcz — ﬁ(n) . ln (tkonc - tpOCZ) (3 31)

At Tkone — tpocz Tkone — 1 pocz

zalezy liniowo od dynamicznego wykladnika f(7;). Oznacza to, ze parametr f3(1;)
wplywa na nachylenie wykresu funkcji zmiany stopnia wezta w czasie, co mozna
zaobserwowac na rysunku 2.

Wzgledna réznica stopni dwéch wierzchotkdw i, j moze by¢ zapisana jako

B(n)) Bm)
k(t,tj,m;) —k(t,1:,m;) m'(ﬁ) _m'<f7) PP

k(t,1i,m;i B(m) B) _g(n:
(7:i, i) m(;) £ 1B m)
1
B(m:) - ni\ C
BB L U ()
A (M :
J J
3.32)

Gdy dwa wierzchotki — i oraz j — zostajg dofaczone do sieci w tym samym kroku
czasowym f; = t;, ale posiadaja inne parametry adaptacyjne 7n; # 1;, wzgledna réz-
nica ich stopni w granicach duzych czaséw t — o jest uznawana za proporcjonalng
do czasu z wykladnikiem potggowym uwzgledniajgcym réznice w ich parametrach
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adaptacyjnych [2]

1
i c .
k(t,tj,n;) —k(t,t,m:) i [ 8 n B nj i
IR B shy T -t 4
v =t || 1=t ;T —lect e . (333)
k(tvthni) tij
2Zmiana stopni wybranych wierzchotkow w sieci Wzgledna zmiana stopni wybranych wierzchotkow w sieci

5000

2000

= wierzcholek 1, eta=0.819107
= wierzcholek 76, eta=2

404446
B wierzcholek 1, eta=0.819107 = wierzcholek 712 (hub), eta=4.603922
= wierzcholek 76, eta=2 404446

= wierzcholek 712 (hub), eta=4.603922

4000

1500

2000 3000
Kk_i
1000

1000
500
I

T T T T T T T T T T
0 2000 4000 6000 8000 10000 0 50 100 150 200

1 i

Rysunek 2. Wykres zmiany oraz wzglednej zmiany stopni wierzchotkéw o parametrach
adaptacyjnych 1; = 0.819107, 176 = 2.404446, 171, = 4.603922 wystepujacych w sieci BB
o parametrach N = 10000, num_seed= 3, multiple_node= 1,m= 3, mode_f = "power_law",
s=10
Zrédto: Opracowanie wlasne

Srednia liczba potaczefi uzyskiwanych przez wierzchotek jest proporcjonalna
do stosunku obecnego czasu istnienia sieci do czasu dotaczenia wezta % Dzieje
si¢ tak zar6wno w modelu BA (réwnanie (2.13)), jak tez w modelu BB (zalezno$§¢
(3.4)). Z tego powodu w przypadku gdy dwa wezty — i oraz j — posiadajg taki sam
parametr réznorodnosci adaptacyjnej 1; = 1;, ale dotaczyly do sieci w réznych
momentach czasowych t; < t;, modele te zaktadaja, ze szybciej bedzie rdst stopieri
tego wierzchotka, ktéry wezesniej dotaczyt do sieci, poniewaz wéwczas tL, > %

Zat6zmy, ze dwa wierzcholki sieci posiadajg rézne czasy dotgczenia t; < t; oraz
rézne parametry adaptacyjne 1; < 1;. Aby dowiedzie¢ si¢, od ktérego momentu
czasowego stopieni lepiej ,,dopasowanego” wezta dolaczonego pdzniej do sieci
k(t,tj,m;) bedzie wigkszy niz stopieri wezta dtuzej wystepujacego w sieci o mniej-
szym parametrze adaptacyjnym k(z,t;,7;), przeksztalcamy utworzong nieréwnos¢é
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k(t,ti,mi) < k(t,1;,m;)),

(I>B(m) <,>B(m)
m-| — <m-|— ,
t; I

B By

P < 7’

tiﬁ(ﬂf) tf(nj)
t_l3(77;)

(BB (3.34)

B(n;
tj
0 ; n; tim
! < nj

g

1
tni ni—1n;
l

t> tn" .
J

Przyktadowo, jezeli czas dotaczenia wierzchotka j bytby o rzad wielkoSci wigkszy
od czasu przylaczenia wezta i, tzn. t; = 10 -1;, natomiast parametr adaptacyjny wezla
J bytby dwukrotnie wigkszy od tego wystepujgcego dla wierzchotka i, tj. n; = 21,
woéwczas, podstawiajac dane do zaleznosci uzyskanej w (3.34), otrzymalibySmy, ze

1
C
) 7C>07 T]i—nj<07

L T 1!
t> ((10@)2’7) = (105) 2 = 100¢,. (3.35)

Oznacza to, ze aby j-ty wierzchotek osiagnat stopiefi wiekszy niz i-ty, czas ewolucji
sieci musi by¢ o dwa rzedy wielkoSci wigkszy niz czas przylaczenia do sieci i-tego
wezla. Tlumaczy to, dlaczego podczas obserwacji sieci zauwazy¢ mozna, ze wezly
o stosunkowo duzej wartoSci parametru 1) nie zawsze osiagaja stopnie wicksze
od tych uzyskiwanych przez wierzchotki o mniejszych wartosciach parametrow
adaptacyjnych.

Gdybysmy natomiast przyjeli, ze B(n;) < B(n;), a parametr m jest estymowany
dla kazdego z wierzchotkow, przez co we wzorze wystepujg parametry m;,m; > 0,
wowczas analogicznie Sredni stopiefi wezla j-tego bedzie wickszy od Sredniego
stopnia wezta i-tego od momentu czasowego ¢ spetniajacego nieréwnos¢
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k(t, 1, (M) < k(t,17, B(n;)),

£\ B0 £\ B
m; - ; < mj . ? 5
! ] (3.36)

1
. B(m;j)—B(n;)
Ly i

IR W icn
J

3.2. Rozklad stopni wierzcholkow

W modelu Bianconi-Barabdsiego rozktad stopni wierzchotkéw (ang. connectivity
distribution, degree distribution) P(k), okreSlajacy prawdopodobienstwo, z jakim
losowo wybrany z sieci wierzchotek bedzie miat stopieni k, zalezy m.in. od gestosci
rozktadu parametru réznorodnosci adaptacyjnej p (1). Do okreslania rozktadu stopni
wezlow sieci utworzonej przy pomocy modelu BB bedzie nam stuzylo nastepujace
spostrzezenie.

Niech m bedzie liczbg krawedzi tworzonych z nowym weztem sieci w kazdym
kroku czasowym, C oznacza stala dang wzorem (3.6), a 1,,,, Symbolizuje najwick-
szg warto$¢ parametru adaptacyjnego w uktadzie. Rozktad stopni wierzchotkéw
w modelu Bianconi—Barabdsiego zalezy od rozktadu prawdopodobieristwa p (1)
parametréw réznorodnodci adaptacyjnej 1, a jego przyblizona postaé, otrzymang
przy pomocy metody czasu ciggltego mozna zapisac jako [2]

P(k) =< C 7””("") (%) s (3.37)
0

Ui

Dowdd. [2] Do uzyskania przyblizonego wzoru na rozktad stopni wierzchotkéw
P(k) w modelu BB mozemy skorzysta¢ z opisanej w podrozdziale 2.2 metody czasu
cigglego oraz z dynamiki stopni weziéw przedstawionej w podrozdziale 3.1.

Z uzyskanego w (2.19) wyniku wiemy, ze jezeli dynamiczny wyktadnik B jest
staly (tzn. jednakowy dla wszystkich wierzchotkéw w sieci), woéwczas mamy do
czynienia z potegowym rozktadem stopni weztéw o wyktadniku charakterystycznym
a= % + 1, ktérego skumulowany rozktad stopni wierzchotkéw P¢ (k) wyprowadza-
lisSmy w (2.18). W modelu BB 3 zalezy od zmiennej losowej 77, dlatego aby okresli¢
skumulowany rozktad prawdopodobieristwa P (k) w modelu BB na podobieristwo
(2.15), bedziemy chcieli obliczy¢

Pc(k> = P(k,‘([,l‘i,’r],’) < k) =1 —P(ki(l,t,‘,ni) > k) (3.38)
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Aby otrzymaé P(k;(t,t;,m;) > k), okreslamy prawdopodobiefistwo tego, ze losowo
wybrany z sieci wierzchotek bedzie posiadat Sredni stopiert wickszy od wybranego
stopnia k. Podstawiajac B = B(1;) = & z zaleznosci (3.5) do (2.17), otrzymujemy

et ()T < (M) (.39

W procedurze konstrukcyjnej w kazdym kroku czasowym do sieci dodawany jest
jeden wierzchotek, stad liczba wezléw o Srednim stopniu k;(t,¢;,7;) wickszym
niz k bedzie liczba wierzchotkéw o momencie #; dotaczenia do sieci. Warto$¢
7n; jest przyporzadkowywana kazdemu weztowi podczas jego wlaczania do sieci
z prawdopodobieristwem okre§lonym gestoscig p(1);). Ze wzgledu na to, ze parametr
ten jest ciggta zmienng losowa, we wzorze na liczbg wierzchotkow o k;(¢,t;,m;) > k
uwzgledniamy prawdopodobieristwo p(7;) z jakim i-ty wierzchotek przyjmuje
parametr réznorodnosci 7); [2]. Dlatego tez liczbe wierzchotkéw o Srednim stopniu
ki(t,t;,m;) > k mozemy okre§li¢ jako sume¢ po zmieniajagcym si¢ parametrze 1),
z uwzglednieniem prawdopodobienstwa p(1;), a ze wzgledu na ciggtos¢ zmiennej
losowej 1; zapisaé ja jako catke

Nmax

/ (%) " p(m)d (3.40)

0

Woéwczas, analogicznie jak w (2.18), wyprowadzamy wzdr na asymptotyczne przy-
blizenie P (k) w granicach duzych ¢ dgzacych do nieskoriczonosci, przez co liczba
no wierzchotkéw grafu poczatkowego jest uznawana za zaniedbywalng

P(k) = P(ki(t, 11, 1) < k) = 1= P(ki(t,8,m:) > k) =

Nimax Nmax C

ft (Z ) -p(n;)dn; E)ft~(%)”7-p(n,~>dm
N t+no (3.41)
Nmax
ft (%) -p(n;)dn; —
~1- ; =1- / <%)m‘l)(rli)dﬂi-
0

Ostatecznie po wyprowadzeniu pochodnej, aby dowiedzie€ si¢ jak przebiega zmiana
rozktadu skumulowanego w stopniach, otrzymujemy rozkiad stopni wierzchotkéw
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w modelu BB
anl(lX
B dP°(k) B 0 m ,% B
P(k) = % —arl!l™ 0/ <?) -p(ni)dn; | =
r'ma,\‘ Q

0
nmax nmar
= — /mﬂﬁ(—ﬁ)k_fi n:)dn; = /m"z.—_- B +1) -p(ni)dn; =
nmlb\ n)}'MLX C
p(n .”””‘ .oc./f’(’”li).mm“.
= / M gnt! i< ARl <k) i

(3.42)
gdzie
— P(k) — prawdopodobieristwo, ze wylosowany z sieci wezel bedzie stopnia k,

Nmax — NAjwigksza warto§¢ parametru réznorodnosci adaptacyjnej  w sieci,

— m — liczba krawedzi przytaczanych w kazdym kroku czasowym,

— C - stata okre§lona za pomocg wzoru (3.6), o wartosci z zakresu (3.27):
Nmax < C< 2nmax,

— 7; — ciaggla zmienna losowa bedaca parametrem réznorodnosci adaptacyjnej
i-tego wierzchotka,

— p(n;) — rozktad (gestos¢) prawdopodobieristwa parametru réznorodnosci
adaptacyjnej 7; i-tego wezla (ze wzgledu na to, ze wszystkie wierzchotki w sieci
otrzymujg parametr 1 z tego samego rozktadu, mozna réwniez zapisaé p(n)).

O

Z obecnoSci parametru réznorodnoSci adaptacyjnej 1) kazdego z weztéw i ich
rozktadu p (1) we wzorach na rozktad stopni wierzchotkéw (3.37) oraz dynamicz-
nego wyktadnika (3.5) wynika, ze jako$¢ kazdego z weziéw wplywa na strukture
i dynamike tworzacej si¢ sieci.

Wedtug ksiazki [12], ze wzgledu na mapowanie dokonane pomi¢dzy modelem
BB a gazem Bosego, w uktadzie takim wystgpowacé moga dwa zjawiska zdetermi-
nowane przez rozktad parametru réznorodnosci adaptacyjnej p(n). Pierwsze z nich
dotyczy sytuacji, w ktérej liczba krawedzi zdobywanych przez i-ty wierzchotek r6zni
si¢ w zaleznoSci od przyjetego parametru adaptacyjnego 1;, ale zaden z weziow
nie osiaga liczbg uzyskanych potaczeri ekstremalnej przewagi nad pozostalymi.
W przypadku sieci o ogromnych rozmiarach stosunek stopnia danego wierzchotka
do wszystkich krawedzi wystepujacych w sieci dazy wéwczas do zera. Uznawane
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jest, ze stan taki dotyczy sieci o potegowych rozktadach stopni wierzchotkéw P(k),
a wiec sieci bezskalowych. Drugie zjawisko obrazuje sytuacje, w ktorej jeden
najbardziej ,,dopasowany” do sieci wierzchotek zdobywa wigkszo§¢ potaczen, tj.
skoriczony utamek wszystkich krawedzi w sieci, i utrzymuje zdobyta przewage
stopnia nawet wéwczas, gdy sie¢ rozrasta si¢ do ogromnych rozmiaréw. Zjawisko
takie nazywane jest stanem kondensacji Bosego—FEinsteina i nawigzuje do groma-
dzenia si¢ elektronéw na najnizszej powloce elektronowej w gazie Bosego, gdy gaz
ten schtadzany jest do temperatury bliskiej zera absolutnego. Uklad przypomina
wspomniany kondensat Bosego—Einsteina wéwczas, gdy jest zdominowany przez
jeden wystepujacy ,.hub”. Sie¢ taka nie jest wéwczas uznawana za bezskalowa.

W artykule [6] autorzy: C. Borgs, C. Daskalakis, J. Chayes i S. Roch wskazuja,
ze w zaleznoSci od przyjetego rozktadu parametru réznorodnos$ci adaptacyjnej
rozpatrywany uktad moze osiggna¢ jeden z trzech stanéw, jakimi sg:

— stan przewagi pierwszego gracza (ang. first-mover-advantage),
— stan ,,wzbogacania si¢ najlepiej dopasowanego gracza” (ang. fit-get-richer),
— stan ,,oplacalnej inwestycji” (ang. innovation-pays-off ) znany jako stan konden-
sacji Bosego—Einsteina (ang. Bose-Einstein condensation).
Stan przewagi pierwszego gracza wystepuje, gdy rozklad p(n) jest rozktadem
jednostajnym. Zjawisko to zwigzane jest z potggowym (bezskalowym) charakterem
rozktadu stopni wierzchotkéw i nawigzuje do ewolucji sieci opisanej za pomoca
klasycznej reguly preferencyjnego przytaczania weztéw (2.6). W tym stanie ,,huba-
mi” zostajg wezty, ktére pojawily sie w sieci jako pierwsze. Stan ,,wzbogacania si¢
najlepiej dopasowanego gracza” opisuje zjawisko przylaczania przez wierzchotki
o najwigkszych parametrach adaptacyjnych n najwigkszej liczby krawedzi w miare
uptywu czasu. Wezly takie zostajg ,.,hubami” dzigki wystepowaniu zmodyfikowanej
reguly preferencyjnego dotgczania wierzchotkéw (3.1), uwzgledniajacej skalowanie
stopnia wezla przez jego parametr adaptacyjny. Stan ,,optacalnej inwestycji”, znany
tez jako kondensacja Bosego—Einsteina, nawigzuje natomiast do sytuacji, w ktorej
stata liczba potaczen z sieci przetacza si¢ do wezta o wickszym parametrze adap-
tacyjnym. Na zjawisko to wplywa rozktad parametréw adaptacyjnych p(n). Nie
wystepuje ono w fazie ,,wzbogacania si¢ najlepiej dopasowanego gracza” ani nie
zalezy od wielkoSci sieci.

Warto zauwazyé, ze jezeli p (1) posiada ograniczong dziedzing (ang. finite doma-
in, finite support), wéwczas rozklad stopni wierzchotkéw P(k) bedzie potegowy [7].
Z tego powodu w sieciach modelu BB o takich rozktadach bedziemy mieli do
czynienia ze zjawiskiem bezskalowosci opisanym szerzej w podrozdziale 1. Jednym
z rozktadéw o ograniczonej dziedzinie jest rozktad p(7), opisany za pomocg wzoru
(3.3), w ktérym wszystkie warto§ci parametru adaptacyjnego 11 wynosza 1. Jest to
najprostsza forma rozktadu p(n) zaktadajaca, ze jakosé weztéw z punktu widzenia
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sieci nie rézni si¢ migdzy sobg. Wstawiajac 1; = 1 do (3.21), uzyskujemy

Nmax

1
/p(nj)adm:l,

2 (3.43)
/p(nj)dm=C—1,

0

a uwzgledniajac, ze catka z gestoSci rozktadu prawdopodobieristwa po calej prze-
strzeni wynosi 1, otrzymujemy, ze C = 2. Podstawiajac okreslone w ten sposob 1
i C do wzoru (3.5), uzyskujemy, ze dynamiczny wyktadnik B(n;) = % dla kazdego
J- Oznacza to, ze B przyjmuje statg wartos¢, a wowczas zgodnie ze wzorem (2.20)
charakterystyczny wyktadnik rozktadu potegowego bedzie wynosit o = 3, stad
rozktad stopni wierzchotkéw

P(k) o< k™. (3.44)

Powoduje to, ze model Bianconi—Barab4siego staje si¢ modelem Barabdsiego—Albert.
Warto zauwazy¢, ze C oraz ¢ osiggaja w tym przypadku najwicksze mozliwe warto$-
ci uzyskiwane dla sieci bezskalowych [5] (w sieciach rzeczywistych & najczesciej
nalezy do zakresu (2,3), co zostalo podane w podrozdziale 2.3). Uzyskany w ten
spos6b rozktad stopni wierzchotkéw, widoczny na rysunku 3, podlega prawom
potegowym, dlatego jego ksztalt jest zblizony do ksztaltu rozkladu potggowego
z rysunku 1. W prawym dolnym rogu wykresu widoczne sa punkty odbiegajace od
linii aproksymujacych rozktad. Ich obecno$¢ wskazuje na wystepowanie w sieci
niewielu wierzcholkéw o stosunkowo duzym stopniu.

Nalezy jednak nadmieni¢, ze przedstawiajac wykresy rozkladu stopni weziéw
w skali podwdjnie logarytmicznej, zdarza si¢, ze rozktady niepodlegajace prawom
potegowym réwniez sg prezentowane jak prostoliniowe zaleznosci. Nie oznacza to
jednak, ze faktycznie bedzie wystepowaé w nich bezskalowos¢, poniewaz z nig mamy
do czynienia jedynie w rozktadach potegowych. Najczesciej tego typu pomyltki w in-
terpretacjach zdarzajg si¢ w przypadku rozktadéw log-normalnych (ang. log-normal
distribution) — odznaczajacych si¢ prawostronng asymetrig oraz, w przeciwienistwie
do rozkfadu potggowego, mozliwoscia wystgpowania maksymalnej wartosci funkcji
gestoSci — a takze rozktadéw potegowych z wyktadniczym obcieciem (ang. power
law with an exponential cutoff’) [9]. Ostatnie z nich charakteryzowane sg przez za-
chowywanie cech funkcji potg¢gowej w przypadku matych wartosci argumentéw oraz
ptynne przechodzenie w funkcje gestosSci prawdopodobiefistwa malejaca wyktadni-
czo, tj. szybciej od funkcji potggowej, gdy argumenty osiggaja duze wartosci [11].
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Rozklad stopni wierzcholkow modelu BA

w |
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o |

e Plk)

= dane wzorem 2m&m+1g(k(k+1){k+2))

< = dane wzorem 2m"2/k" .
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Rozktad stopni wierzcholkéw modelu BA w skali podwojnie logarytmicznej
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Rysunek 3. Wykresy przedstawiajace rozklad stopni wierzchotkéw, uzyskany na podstawie
symulacji sieci modelu BA o N = 1000 wezléw, gdy graf poczatkowy skladat si¢ z num_seed=3
wierzchotkéw, w kazdym kroku czasowym dodawany byl multiple_node= 1 wierzchotek i
m= 1 krawedZ, a wykladnik charakterystyczny =1 zapewnil liniowa regule preferencyjnego
dolaczania wierzchotkow
Zrédlo: Opracowanie wiasne
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Innym przyktadem p (1) o ograniczonej dziedzinie jest rozktad jednostajny na
przedziale [a,b]. Funkcja gestosci rozktadu jednostajnego dana jest wzorem

_ 1
b—d’

p(n) (3.45)
gdzie a i b to odpowiednio poczatek i koniec przedziatu. Jest to jeden z najprostszych
rozktadéw wykorzystywanych do modelowania zachowania sieci, w ktorej wezly
réznig sie¢ miedzy soba jakoScia. Aby obliczy¢ statg C, ktéra dla tego rozktadu
oznaczymy jako C, do calki z zaleznosci (3.21) podstawiamy gestos¢ prawdopodo-
biefistwa (3.45) i otrzymujemy

1 1 ~
1 1 1 n; 1 C+n;—C
t/ r=——dn; = f =——dn; = 1/ = dn;=
J b—a ngj_l b—a J C—n; b—a ) C—n;
1 1 1 ~
= b 5/ = dnj+/11] dT[j =
—a o ¢y o N
1 ~
1 ~ ~ ! nj
= C‘[—lnlc—ml}o—/: dnj | =
0 J
1 ~ ~ ~
:b_a-L{yamc—1p4mcD—1}:
1 -~ |Cc-1 1 ~ 1
= —C-In|—|—1] = —C-Infl1—=|—1
b—a< "NTe ) b—a< e )’

(3.46)
gdzie, wedtug wspomnianej zaleznosci, uzyskany wynik ma by¢ réwny 1. Stad

1 - 1
Clnjl—=|—-1])=1
b—a< "TTe >
1 —a)+1
S PR D Gl (3.47)
C —C
1 ( ba+1)
1—7\,:eXp —_— ] .
C C

Z powyzszego rOwnania numerycznie wyznaczy¢ mozna warto$¢ C. Dla p(n),
bedacego rozktadem jednostajnym na przedziale [0, 1], stala ta wynosi 1.255.
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W efekcie, na podstawie wzoru (3.37) i przy uwzglednieniu gestosci (3.45),
uzyskujemy zalezno$¢, jaka charakteryzuje sie rozktad stopni wierzchotkéw

Nmax Nmax

=

e+

~ L1 ! c Fantt
Wt [ () b—ao/ Sk G4

Gdy rozktad p(n) w sieci BB jest jednostajny na przedziale [0,1], uznawane jest,
ze rozktad stopni wierzchotkéw (3.48) mozna przyblizy¢ poprzez

1
H@N/ggﬁ- (3.49)

0
Ze wzgledu na to, ze w rzeczywistych uktadach nie spodziewamy si¢ wystepowa-
nia idealnego rozktadu potegowego, aby méc lepiej dopasowaé wykres do wzoru,
wprowadzana jest logarytmiczna korekta. W literaturze spotyka si¢ stwierdzenie, ze
gdy p(n) = const, wéwczas rozktad stopni wierzchotkéw mozna aproksymowaé

uogodlnionym rozktadem potegowym posiadajacym logarytmiczng korekte

(3.50)

0 wyznaczonej stalej c réwnej 1.255. Sieci generowane za pomocg takiego modelu
wykazuja wlasnosci dysasortatywne (ang. disassortative), co oznacza, ze w ich
strukturze wezty o duzym stopniu z najwickszym prawdopodobienistwem beda
Taczyly sie z wezlami posiadajacymi niewielki stopieni, a wezty o matym stopniu
z najwigkszym prawdopodobienistwem beda tworzyly krawedzie z wierzchotkami
o duzych stopniach. Zjawisko to jest dostrzegalne w uktadach rzeczywistych takich
jak rynki finansowe oraz internet [9].

W wigkszosci rozktadow p (1) rozktad stopni wierzchotkéw P(k) wcigz posiada
cechy charakterystyczne dla rozktadéw sieci bezskalowych, mimo Ze nie jest ide-
alnym rozktadem potegowym [14]. Dopiero w przypadku dobrania odpowiedniej
funkcji gestosci p(n) moze dojsé w P(k) oraz dynamicznym wyktadniku (1) do
faktycznego zaniku potggowego charakteru rozktadéw na rzecz zaleznosci opartych
na np. ,,rozciagnietej” funkcji wyktadniczej (opisanej za pomocg wzoru (3.52)) oraz
ztozonej kombinacji logarytméw i prawa potegowego, jak dzieje si¢ to w przypadku
p(n) bedacego funkcja wyktadniczg [5].

Gdy rozktad p(n) posiada dziedzing nieograniczong (ang. infinite domain, infini-
te support), wowczas nie istnieje 1,4y, dla ktérego prawdopodobieristwo wystgpienia
N > MNmaxe Wynosiloby 0. W takich ukladach istnieje skoriczone



198 I. Gorgol, F. Smarzewska

prawdopodobienistwo, ze uzyskamy dowolng 11 > 0, poniewaz 1,4, = 0. Z te-

go powodu calka znana ze wzoru (3.21) jest osobliwa, gdy n = C, dlatego do

przeprowadzania obliczefi ja uwzgledniajacych wykorzystywane sg numeryczne

symulacje. Dla przypadku p(n) = e~ na ich podstawie otrzymano wniosek, ze

Sredni czas t potrzebny na pojawienie si¢ w sieci wezta o bardzo duzej wartosci n
1

jest poréwnywalny z o) = e", stad przyjmuje sie, ze Ny ~ In(2). Dlatego tez

ij nj= ij(f,tjmj) Mj < nmax‘ij(tatﬁnj) ~1In(t) Y kj(t,1;,1m;)).
J J J

J

Przy uwzglednieniu zatozenia, ze (1) < 1, czyli tego, ze Sredni stopien k;(z,;,1;)
nie ro$nie szybciej niz czas ¢ otrzymujemy

ij(l‘,l‘j,nj) “Nj < ln(t) -Dt,

J
gdzie D jest pewng stalg. Wedlug artykutu [5] autorstwa Bianconi i Barabdsiego,
jesli przyjmiemy, ze gdy t — oo

Ykj(t,t;,m;)-n;
/ — Dm

Dln(r)t

oraz wykorzystamy wzor (3.2), gdzie stopieni poczatkowy wezta k;(1;) zastapi liczbe
tworzonych potaczen m, to otrzymamy

D
ni
() =40 (17" G:51)
Za pomoca symulacji numerycznych zbadane zostato, ze w takim przypadku rozktad
P(k) przyjmuje forme funkcji ,,rozciggnictej wyktadniczo” (ang. stretched exponen-
tial) [5]. Funkcja ta znana jest réwniez jako ,.komplementarna” do dystrybuanty F (x)
rozkladu Weibulla (ang. complementary cumulative distribution function (CCDF)
of Weibull distribution), a jej wzor og6lny ma postaé

x\¢
¢(x):1—F<X>:{eXp<_(l) ) x>0 7 (3.52)
0, x<0

gdzie £ > 0 jest parametrem ksztattu, a A > 0 parametrem skali. Klasyczny rozcig-
gniety zanik wyktadniczy (ang. classical stretched exponential decay) jest obserwo-
wany, gdy & € (0,1) [10].
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Zatem gdy p(m) ma nieograniczong dziedzing, wéwczas wezly posiadajgce
najwicksza warto$¢ parametru réznorodnosci adaptacyjnej 11 zdobeda bardzo duza —
w poréwnaniu do pozostalych weziéw — liczbe polaczen, co w konsekwencji obra-
zuje zjawisko znane pod nazwa ,,zwyciezca bierze wszystko” (ang. winner-takes-all
phenomenon) [7]. Rozktady gamma, log-normalny i potegowy sg rozktadami o nie-
ograniczonej dziedzinie, dlatego moze by¢ w nich zauwazalny efekt gromadzenia
wiekszoSci potaczen przez jeden badz kilka wierzchotkow.
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