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Teoria grup. Od twierdzenia Lagrange’a

do algorytmu Schreiera-Simsa

Streszczenie

Teoria grup jest dziedzina matematyki majaca szerokie zastosowania w in-
nych naukach jak np. w fizyce, chemii, biologii czy kryptografii. Jest tez
interesujaca sama w sobie i stanowi obszar badan matematykéw i algorytmi-
kow. Szereg probleméw dotyczacych teorii grup skoriczonych to zagadnienia
czysto algorytmiczne. Problemy te towarzyszyly teorii grup od samych jej
poczatkow siegajacych XVIII wieku, patrz [6, 8, 12, 18].

Celem tej monografii jest wprowadzenie do jednego z takich zagadnien,
jakim jest obliczenie rzedu grupy permutacji okre$lonej przez skoticzony
uktad generatoréw. W latach 70. XX wieku matematyk Charles Sims stwo-
rzyt podstawy metody, ktora nazywana jest obecnie algorytmem Schreiera-
Simsa i stuzy do rozwiazania tego zagadnienia. Algorytm ten oparty jest na
twierdzeniu innego matematyka Otto Schreiera z jego pracy z 1927 roku,
patrz np. [2, 15, 16].

W ostatnich dziesiecioleciach algorytm ten zostal wlaczony do standar-
dowych bibliotek réznych §rodowisk obliczeniowych i programistycznych ta-
kich jak Mathematica. Poniewaz grupy permutacji sa czescia ogdélnej teorii
grup, to w kilku pierwszych rozdzialach zostaty przedstawione gtéwne poje-
cia i twierdzenia w niej wystepujace. Niektére z nich oméwione sa, szczegod-
towo np. grupy reszt modulo. Osobny rozdzial poswiecony jest tez samym
grupom symetrycznym. Algorytm Schreiera-Simsa przedstawiony jest w roz-
dziale ostatnim.

Stowa kluczowe: teoria grup, grupy permutacji, algorytm Schreiera-Simsa



Theory of groups. From Lagrange’s theorem

to the Schreier-Sims algorithm

Abstract

Group theory is a branch of mathematics that has many applications in e.g.
physics, chemistry, biology or cryptography. It is also an interesting research
area for both mathematicians and computer scientists. For instance, com-
putational group theory is a subfield of algebra dealing with analysis and
implementation of algorithms about groups. It is an interdisciplinary area
between mathematics and computer science. Algorithmic questions perme-
ated group theory from its origins in the 18th century, see [6, 8, 12, 18|.

The aim of this book is to introduce a reader to one of such problems.
This problem is to find the order of a permutation group given by a set of
its generators. In the 1970s Charles Sims created the foundations for what
is today called the Schreier-Sims algorithm. It is based on Otto Schreier’s
theorem from his 1927 paper. This algorithm is mostly used to calculate
the order of a permutation group but the membership problem can be also
solved by this method. So you can answer the question whether a particular
permutation belongs to the group.

In recent decades the algorithm has been implemented in many software
systems like SAGE or Mathematica, see also |2, 15, 16].

Since the field of permutation groups is part of general group theory
a number of topics are covered in the first three chapters. These include
algebraic product of subgroups, Lagrange’s theorem, the construction of a
quotient group, direct and semidirect products of groups. One chapter is
devoted to permutations and one is about group actions on a set.
The Schreier-Sims algorithm is discussed in the last chapter.
Keywords: group theory, permutation groups, the Schreier-Sims algorithm



Wstep

Monografia ta ma nastepujacy uktad.

W rozdziale 1 przedstawione sa podstawowe pojecia zwiazane z teorig
grup. Sa to m.in. definicja grupy, podgrupy, rzedu elementu i iloczynu al-
gebraicznego podgrup. Ponadto zdefiniowane sg grupy reszt modulo: addy-
tywnej Z, 1 multiplikatywnej Z,,. Omoéwione s tez grupy przeksztalcen figur
ptaskich i wielo$cianéw foremnych.

Rozdzial 2 dotyczy homomorfizmu grup i jego wlasnosci. Wprowadzo-
na jest réwniez relacja sprzezenia oraz poje¢ z nia zwiazanych takich jak
podgrupa niezmiennicza, centrum i komutant grupy.

W rozdziale 3 udowodnione jest twierdzenia Lagrange’a i podana jest
konstrukcja grupy ilorazowej. Zdefiniowany jest tez iloczyn prosty i potprosty
grup. Pojecia te zilustrowane sa przyktadami.

Rozdzial 4 poswiecony jest grupom permutacji, nazywanych tez grupami
symetrycznymi. Gléwnymi zagadnieniami sa tutaj: rozktad na cykle, parzy-
sto$¢ i nieparzysto$é permutacji oraz grupa alternujaca. Wyprowadzone sa
tez wzory na ilo§¢ permutacji z ustalong liczbg punktow statych. Centralne
twierdzenia graniczne méwi, ze graniczny rozktad permutacji ze wzgledu na
liczbe zawartych w niej inwersji jest rozktadem normalnym.

W rozdziale 5 definiujemy dzialanie grupy na zbiorze, orbite i stabili-
zator. Ponadto dzialanie przechodnie, k-przechodnie, bloki oraz grupy pry-
mitywne. Udowodnione jest tez twierdzenie Cauchy’ego, ktore stwierdza, ze
jesli p jest liczba pierwsza dzielacg rzad grupy, to grupa ta zawiera podgrupe
rzedu p.

W rozdziale 6 przedstawiony jest algorytm Schreier-Simsa. Za pomaca
tego algorytmu mozna obliczy¢ rzad grupy zadanej przez skoniczony uktad
generatoréw oraz rozwigzaé problem ,cztonkostwa”, czyli tego, czy dana per-
mutacja do takiej grupy nalezy.



1. Grupy I

1.1 Grupy i podgrupy

Zaczniemy od wprowadzenia oznaczen, pojeé¢ oraz kilku podstawowych fak-
tow uzywanych w niniejszej monografii. I tak zbiér liczb naturalnych ozna-
czamy przez N, a zbioér liczb catkowitych przez Z. Zatem

N=1{1,23,..}

oraz
Z={.,-2,-1,0,1,2,.. .}

Zbior liczb wymiernych, czyli liczb postaci 7, gdzie m € Z i n € N, ozna-

czany jest przez Q, a rzeczywistych przez R. Zbior liczb zespolonych to C,
czyli
C={x+iy:z,ye R},

gdzie i = v/—1. Pierwiastkiem n-tego stopnia z liczby zespolonej z nazywa
sie liczbe zespolona w, dla ktorej w™ = z. Kazda rézna od zera liczba zespo-
lona posiada doktadnie n pierwiastkéw stopnia n. Pierwiastki te zapisuje sie
zwykle w postaci

Vz = {wo,w1,...,wp_1},

gdzie
Wy = ”/|Z|(COSG‘F+]€7T_|_Z'Sing+%kﬂ-)7 ]{;:071,...,77/—]..

W powyzszym wzorze |z| = /22 + y?, natomiast 6 € [0,27) oznacza ar-
gument liczby z. Ponadto W jest arytmetycznym pierwiastkiem rzeczy-
wistym stopnia n. Wzory te wykorzystamy w przyktadzie 1.4. Dowodzimy
tam, ze zbiér pierwiastkow n-tego stopnia z jedynki tworzy grupe cykliczna
rzedu n.

Mnozenie liczb ma bardzo dobre wtasnosci z punktu widzenia tej mono-
grafii, tzn. jest przemienne i taczne, ale ma jeden minus. Tym minusem jest
fakt, ze zero nie jest odwracalne i w zwiazku z tym potrzebujemy nastepu-
jaych oznaczen

Podobnie okreslamy

Q+={q€Q:¢>0}, Ryi={geR:qg>0}.
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Niech X i Y beda dowolnymi zbiorami. Odwzorowaniem, przeksztalceniem
lub funkcjg f : X — Y nazywamy przyporzadkowanie kazdemu z € X
jedynego elementu y € Y. Piszemy wtedy y = f(x) i mowimy, ze y jest
obrazem x przez f. Jesli kazdy element y € Y jest obrazem co najmniej
jednego z € X, to f nazywamy odwzorowaniem X na Y lub surjekcja.
Jesli dla x; # zo spelniony jest warunek f(z1) # f(x2), to o f mowimy, ze
jest injekcja lub odwzorowaniem réznowartosciowym.

Odwzorowanie f nazywamy wzajemnie jednoznacznym albo bijek-
cja, jesli kazdy y € Y jest obrazem dokladnie jednego = € X. Bijekcja
jest wiec surjekcja i injekcja. Przeksztalcenie f~! : Y — X dane wzorem
f~1(y) = x nazywamy odwzorowaniem odwrotnym do f. Nie dla wszyst-
kich f takie przeksztalcenie istnieje. Te, dla ktorych istnieje nazywamy od-
wracalnymi. Zbior wszystkich funkeji z X do Y oznaczamy przez YX.

Niech f : X - Y ig:Y — Z beds funkcjami. Zlozeniem lub su-
perpozycja f i g nazywamy odwzorowanie f o g : X — Z zdefiniowane
wzorem

(feg)(x) = g(f(z)). (1.1)
Jesli dziedzing g jest podzbior Dy, C Y, czyli g : Dy — Z, to zlozenie fog
ma sens dla tych z, dla ktorych f(x) € D,.

Uzywa sie rozniej terminologii. W tej monografi odwzorowanie, prze-
ksztalceniem i funkcja sg synonimami. O funkcjach méwi sie zwykle, gdy
mamy do czynienia ze zbiorami liczbowymi, ale i to nie jest regula.

Iloczynem kartezjanskim zbioréw X,Y nazywamy zbidr oznaczany
przez X x Y i okreslony nastepujaco

XxY=A{(z,y):xe X,y Y}

Jest to wiec zbior par, w ktérych kolejno$é elementéw jest istotna. Oznacza
to, ze (x1,y1) = (x2,y2) wtedy 1 tylko wtedy, gdy 1 = x2 i y1 = ya. Jesli X,
Y sa skoniczone, to | X x Y| = |X|-]Y]. Symbol | X | oznacza liczbe elementow
X, ponadto X? = X x X. Podobnie definiuje sie X1 x X5 X ... x X,,.

Relacja R nazywamy dowolny podzbior iloczynu kartezjanskiego X x Y.
Zatem R C X xY ijesli (z,y) € R, to piszemy rownowaznie xRy i méwimy,
ze x jest w relacji z y. Gdy X =Y, to R nazywana jest relacja w zbiorze X.
W tym przypadku R C X2,

O relacji R C X? moéwimy, ze jest relacjg réownowaznosci, jesli spelnia
nastepujace trzy warunki

(i) jest zwrotna, czyli Rz, dla kazdego = € X,

(ii) jest symetryczna, czyli xRy = yRz,
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(iii) jest przechodnia, czyli zRy A yRz = xRz.

Klasag ré6wnowaznoéci lub klasg abstrakcji elementu x € X nazywamy
zbiér tych elementow, z ktérymi x jest w relacji, tzn.

[z] :={y € X : zRy}.

Zbior wszystkich klas abstrakeji oznaczamy przez [X]. Zasada abstrakcji
moéwi, ze dla dwie klasy abstrakcji sa albo réwne albo nie maja elementéow
wspoOlnych, czyli

[£1] = [z2] lub  [z1] N [xe] = 0,

dla dowolnych x1,z2 € X. Oznacza to, ze X mozna zapisaé¢ jako sume
wszystkich klas réownowaznosci

X=Jlz

zeX

Rozpatrzmy przyktad. Niech X bedzie zbiorem wszystkich ludzi na Ziemi.
Zdefiniujmy R; nastepujaco: Osoba 1 jest w relacji z Osoba 2, jesli oboje
urodzili sie w tym samym miesigcu. Zatem np. Osoba 1 urodzona 9 stycznia
1940 roku jest w relacji z Osobg 2 urodzona 25 stycznia 1988 roku. Widac,
ze relacja ta jest relacja rownowaznodci i dzieli wszystkich ludzi na 12 klas
abstrakcji. Klasy te to osoby urodzone w styczniu, w lutym i tak az do
grudnia.

Dzialaniem lub operacja binarng w zbiorze X nazywamy dowolne
odwzorowanie z X x X w X. Dzialania oznacza sie przewaznie symbolami
typu o, ¢, &, ® i ogbdlnie mozna je okresli¢ na dwa sposoby. Pierwszy sposoéb
to podanie wzoru, np. a o b = ab+ 1 dla a,b € R. Drugi sposéb dotyczy
sytuacji, gdy X jest zbiorem skoriczonym. Wtedy tez mozna podaé wzor,
ale gdy X ma niewiele elementow, to dziatanie mozna okresli¢ za pomoca
tabeli. W przypadku grup tabele takie nazywane sg tablicami Cayleya.
Nazwa ta pochodzi od A. Cayleya, ktory wprowadzil je w 1854 roku.

Jedli X ma n elementéw, to liczba wszystkich mozliwych dzialari na X,
czyli funkcji z X x X w X wynosi n"2, tzn.

XX = > 2.

Wynika to z faktu, ze kazdej parze elementéw z X mozna przyporzadkowaé
dowolny element tego zbioru. Zatem dla n = 2 istnieje 2* = 16 dzialan, dla
n = 3 mamy 3 = 19683, a dla n = 4 istnieje 4294967296 operacji binarnych.
W tabeli 1.1 podane zostaly trzy takie dziatania dla n = 3.
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Tabela 1.1 Trzy sposrdd 19 683 mozliwych do okreslenia operacji dwuargumento-
wych w zbiorze {a, b, c}. Dzialanie w $rodkowej tabeli nie jest laczne.

ola b ¢ o‘ab c ola b c
ala a a ala a b ala b ¢
bla a a blb ¢ a b|lb ¢ a
cla a a clb ¢ c cle a b

Na przyklad, przyporzadkowanie wektorom @, @ z przestrzeni R? ich
iloczynu wektorowego i X ¥ jest dziataniem w zbiorze wektoréw, splot jest
dziataniem w zbiorze funkcji, a iloczyn macierzy jest dzialaniem w zbiorze
macierzy. Sg to dziatania binarne. Natomiast iloczyn mieszany wektoréw nie
jest dziataniem binarnym, poniewaz potrzebne sg trzy wektory. Podobnie
obliczanie pochodnej lub catki nie jest dzialaniem binarnym. Potrzebna jest
tutaj tylko jedna funkcja. Silnia, ktora za chwile zdefiniujemy, tez dziataniem
binarnym nie jest. Jest to dzialanie unarne lub jednoargumentowe.

Zatem silnia zdefiniowana jest nastepujaco

nl=n-(n—1)-...-2-1, neN,

oraz przyjmujemy, ze 0! = 1. Podstawowa wtasnos¢, to n! = (n—1)!-n. Silnia
rosnie dos¢ szybko. Dobrym przyblizeniem dla duzych n jest przyblizenie
Stirlinga

n! ~ v2rne "n",
z ktorego wynika, ze silnia jest w nieskoriczonosci istotnie stabsza od n”,
czyli n!/n™ dazy do zera, gdy n — 4o00. Silnia ma pewna ciekawa wlasnosé.
Jesli n > 2, to w ponizszym ciagu

nl+2,n+3,n+4,....,n+n

wszystkie liczby sa zlozone. Pierwsza liczba dzieli sie przez 2, druga przez
3, a ostatnia przez n. Ciag ten sktada sie z n — 1 liczb. Zawsze wiec istnieje
dowolnie dlugi (ale skonczony) ciag kolejnych liczb naturalnych ztozonych.

Grupa nazywamy pare (G,o), gdzie G jest niepustym zbiorem, nato-
miast o : G X G — G jest dziataniem spelniajacym trzy warunki

(i) dzialanie jest laczne, tzn. dla wszystkich a, b, ¢ € G zachodzi r6wnosé

(aob)oc=ao(boc), (1.2)
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(ii) w zbiorze G istnieje element neutralny e tego dziatania, czyli dla
kazdego ¢ mamy
aoce=eoa=a,

(iii) dla kazdego a € G istnieje element odwrotny a~!, dla ktérego

acal=aloa=e.

Sposrod dziatan podanych w tabeli 1.1 srodkowe nie jest laczne. Mamy
na przyktad (aob)oc = b, natomiast ao (boc) = a. Pozostale dwa dziatania
spelniaja warunek (1.2)

Z warunku (ii) wynika, ze w grupie istnieje dokladnie jeden element
neutralny. Gdyby istnial drugi ¢/, to musiataby zachodzi¢ réwnosé

Z (iii) wynika natomiast, ze a~! wyznaczony jest jednoznacznie. Zal6zmy
przeciwnie, ze istnieja co najmniej dwa elementy odwrotne do a. Oznaczmy
dwa z nich przez al_l, ay ! Woéwcezas mieliby$my

1

—1_ 1 _ (-1
ay - =eoay = (aj

1 1 1

ca)oay' =aj'o(acay') =ajtoe=ay.

Poniewaz operacja o jest binarna, to w jednym kroku mozemy pomnozyé
tylko dwa sasiednie elementy. Jesli mamy np. iloczyn a o bo co d, to mozna
obliczy¢ go na kilka sposobow. Warunek (1.2) zapewnia jednak, ze wynik
ten nie zalezy od kolejnoéci ,wymnazania”’. Mianowicie, dla tych czterech
elementéw mamy

(aob)ocod=ao(boc)od=aobo(cod).
Pokazemy, ze jest to prawda w ogdlnym przypadku.

Twierdzenie 1.1 Jesli dziatanie o jest tqczne, to iloczyn ay oas o ... 0 ap
nie zalezy od kolejnosci mnozenia elementow.

Dowo6d. Aby udowodnié, ze koricowy wynik nie zalezy od kolejnosci ,wy-
mnazania”’ elementéw najlepiej jest okreslié ten iloczyn rekurencyjnie. Dla

k > 2 zdefiniujmy
k

k-1
Hai = (H a,;)oak. (1.3)
i=1

=1

Zatem aj o ag o ag := (aj © ag) o az oraz np.

ajoazoazoay:= ((a;0az)oas)oay.
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Udowodnimy indukcyjnie, z dla dowolnych k, ! € N zachodzi ré6wnosé

k+1

k
H Hak‘ﬂ = Hai. (1.4)
1=1 =1

Dowdéd indukeyjny przeprowadzimy wzgledem [. Zaktadajac, ze powyzszy
wzOr jest prawdziwy pokazemy, ze prawdziwy jest tez dla [ 4+ 1. Korzystajac
z definicji rekurencyjnej i tacznosci mamy

k I+1
(H a;) o (H ak+] H a;) H ak+] ) © R4l
i=1 j=1 Jj=1
k+l1
H a; © H ak’—i—j O Qg+i+1 = H az O Qf+1+1
Jj=

Na podstawie (1.3) ostatni iloczyn wynosi [[* ! a; i tym samym wzor (1.4)

zostal udowodniony. Z (1.4) wynika nastepnie, ze gdziekolwiek w iloczynie
aj o...oa, wstawimy nawiasy, to wynik bedzie zawsze taki sam. [

Dodajmy, ze o ile iloczyn nie zalezy od kolejno$ci mnozenia, to czesto
zalezy od kolejnosci elementéw, tzn. ogblnie a o b # b o a.
Dla a € G okreglamy a” := e i dowolng potege naturalna

a” :=agoao...oaq, n>1.
—_———

n—razy
7 twierdzenia 1.1 otrzymujemy wzory

m n m-+n (am)n — amn
)

a’oa =a , m,n > 1.

Dziatania m + n i mn, to zwykle dodawanie i mnozenie w zbiorze liczb
naturalnych. Potegi ujemne definiujemy nastepujaco

a "= (a"H", n>1.
7 definicji tej i twierdzenia 1.1 wynika ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 1.2 Dla dowolnych m,n € Z prawdziwe sq¢ wzory

a™oag® = am-i—n, aoaq” =a" o am, (am)n = g™, (1.5)
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7 powyzszych réownosci wynika na przyktad, ze (a=!)" = (a”)~!. Mianowicie,
z ostatniego wzoru w (1.5) mamy (a™)~! " natomiast a~" z definicji
réwna sie (a~1)".

Grupe, w ktorej liczba elementéw jest skoriczona nazywamy grupa skon-
czong. Wowczas liczbe jej elementéw nazywamy rzedem grupy i oznaczamy
przez |G|. W przeciwnym razie piszemy |G| = co. Istnieja grupy o skoriczonej
jak i nieskoniczonej liczbie elementow.

W grupach zachodzi prawo skracania, tzn. mozna ,dzieli¢” obie strony
przez dowolny element i wynika to z faktu, ze kazdy element jest odwracalny.
Innymi stowy, rownosé a = b jest réwnowazna réwnosci a o ¢ = b o ¢, gdzie ¢
jest dowolne. Oto twierdzenie.

= a

Twierdzenie 1.3 Niech (G,0) bedzie grupg. Wowczas dla dowolnych ele-
mentow a,b,c € G spetnione sqg warunki

(i) (acb=aoc)=b=c¢, (boa=coa)=b=c,
(ii) (et =a, (aob) ' =b"loa"l.
Dowod. Déwod pierwszej implikacji w (1). Jesliaob=aoc, to
b=(atoa)ob=alo(aob)=a"lto(aoc)=c

Podobnie jest z druga implikacja. Jesli bo a = c o a, to mamy

b:bo(aoa_l):(boa)oa_lz(coa)oa_lzc.

Przechodzimy do dowodu (ii). Poniewaz a~! o a = e oraz

ato(@a ) =e,
to zgodnie z definicja elementu odwrotnego (a~1)~! = a. Ponadto
(aob)o(btoa)y=ao(bob Hoat=aoca™t =e,
zatem (aob)" ! =b"loag™l. O

Jesli b = ¢, to oczywiscie a o b = a o ¢ i jak juz powiedzieliémy, z powyz-
szego twierdzenia wynika, ze w dowolnej grupie zachodzi réwnowaznosé

aob=aoc & b=c.

Rozwazmy réwnanie a® = a. Mnozac ta réwnosé stronami przez a~' do-

stajemy a = e. Z drugiej strony e? = e, wiec jedynym elementem grupy
spetiajacym warunek a? = a jest element neutralny.
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Zaltozmy teraz, ze aob = e. Wtedy b = a~! i mnozac obie strony tej

roéwnosci prawostronnie przez a otrzymamy boa = e. I odwrotnie, z réwnosci
boa = e dostaniemy a o b = e. Innymi stowy

aob=e <& boa=e. (1.6)

Rozumujac podobnie, otrzymamy

Roéwnanie a?> = e moze mie¢ w grupie wiele rozwiazan, np. w grupie (R*,-)

mamy (—1)? = (1)2 = 1. Natomiast w grupie z przyktadu 1.2, gdzie dziata-
niem jest roznica symetryczna, kazdy element ma ta wtasnosé. W grupie tej
kazdy element jest wiec odwrotny do siebie samego.

Udowodnimy teraz, ze dla kazdego n > 2 i dowolnych aq,...,a, € G
zachodzi wzor

(a1as...an—1an) ' =ayta . caztalt (1.7)

Korzystamy z indukcji. Dla n = 2 wzér jest prawdziwy na podstawie twier-
dzenia 1.3. Zalozmy teraz, ze (1.7) zachodzi dla ustalonego n > 3. Pokazemy,
ze jest on prawdziwy takze dla n + 1. Mamy kolejno
(ai.. .ananﬂ)_l =[(a; ... an)an+1]_1 = a;}rl(al .. an)_l
-1 -1 —1
=a, 104, ...a .
Ostatecznie wzor (1.7) jest prawdziwy dla kazdej liczby naturalnej n > 2.

Dziatanie o nazywamy dzialaniem przemiennym, jesli spelniony jest
warunek

aob=boa, dlawszystkich a,b€ G.

Grupe (G, o) nazywamy przemienng lub abelowa, jesli dziatanie o jest
przemienne. W takiej grupie mamy oczywiscie (a o b)™! = a7 o b~! oraz
og0lnie

1 -1 -1 1 -1
(a1az...an—10n)"" =07 a5 ...Q, 4G, ,

przy czym w tym iloczynie mozna zmienia¢ kolejnosé elementéw w dowolny
spso6b. Dziatania w grupach przemiennych oznacza sie w literaturze zwykle
przez +, natomiast elementy odwrotne nazywa sie¢ przeciwnymi.
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Poniewaz dodawanie i mnozenie liczb rzeczywistych i zespolonych jest
laczne i przemienne, to (C,+), (R, +), (Q,+), (Z,+) sa grupami przemien-
nymi, w ktorych element odwrotny do a to —a nazywany w tym przypadku
przeciwnym. Elementem neutralnym w tych grupach jest oczywiscie zero.
Podobnie (C*,-), (R*,-), (Q*,-), (R4,-), (Q4,-) sa przemienne z elementem
neutralnym 1 i odwrotnym do a réwnym 1/a.

Dla a,b € R zdefiniujmy a o b = ab + a + b. Tak okreslone dzialanie jest
taczne. Za jednej strony mamy

(aob)oc=(ab+a+bc+ab+a+b+c

oraz
ao(boc)=albc+b+c)+a+bc+b+ec,

i obie te wartodci sg rowne. Elementem neutralnym tego dziatania jest zero,
tzn. a o 0 = a, natomiast odwrotny obliczamy z réwnania ab+ a + b = 0.
Wynika stad, ze b = —a/(a+1), zatem —1 nie jest odwracalny. W rezultacie
R\{—1} jest grupa przemienna. Rozpatrzymy teraz dwa bardziej zlozone

przyklady.
Przykltad 1.1 W zbiorze R* definiujemy dziatanie
ab, a>0
= ’ 1.
acb {a/b, a < 0. (18)
Pokazemy, ze (R*, o) jest grupa nieprzemienng. Zauwazmy najpierw, ze ele-
mentem neutralnym tego dzialania jest e = 1, natomiast a~' dane jest
wzorem
-1 _ { 1/&, a>0
a =
a, a < 0.

Udowodnimy !aczno$¢. Formalnie musimy pokazaé, ze spelniony jest wa-
runek (1.2) w o$miu przypadkach, poniewaz dzialanie to zalezy od znaku
pierwszej liczby. Rozbijemy to na dwa podprzypadki. Jesli a > 0, to z jednej
strony

(aob)oc=(ab)oc— abe, ab>0 [ abc, b>0
N | (ab)/e, ab< O | (ab)/c, b<O,

i z drugiej mamy

abe, b>0
ao(boc):a(bOC):{ (ab)/c, b<O.
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Jedli a < 0, to

(aob)oc:(a/b)Oc:{ (ac)/b, a/b>0 :{ (ac)/b, b<0

a/(bc), a/b<0 a/(bc), b>0
o B [ a/(be), b>0
ao(boc)=a/(boc) = { (ac) /b, b<0.

Tym samym warunek (1.2) jest speliony i rozwazany zbior jest grupa. Za-
uwazmy na koniec, ze R jest podgrupa abelows tej grupy. U

Przyktad 1.2 Niech X bedzie dowolnym zbiorem, skoriczonym lub nieskori-
czonym. Réznica symetryczna zbioréw zdefiniowana jest nastepujaco

AAB:=(A\B)U(B\A), ABCX.

Bezposrednio z definicji wynikaja wzory
AND=A, ANA=0), AAB=BAA. (1.9)

Udowodnimy, ze réznica symetryczna jest dziataniem tacznym, tzn. dla do-
wolnych A, B,C C X zachodzi rownosé

(AAB)AC =AA(BAO). (1.10)

Odnotujmy, ze zwykta roznica nie jest taczna, mamy bowiem (A\A)\A = 0,
natomiast A\(A\A) = A. W kwestii oznaczen, dopelnienie zbioru A oznacza-

AB AABAC
'
D &

Rys. 1.1 Roéznica symetryczna zbiorow.

my przez A°, tzn. A° := X\ A. Mamy wiec AUA® = X, ANA° =10, (A°)*=A
oraz A\B = AN B¢. Prawa de Morgana moéwia, ze (A U B)¢ = A°nN B¢,
(AN B)¢ = A°U B¢. Prawa rozdzielnosci to AN (BUC) = (ANB)U(ANC),
AU (BNC)=(AUB)N(AUC). Przechodzimy do dowodu (1.10).
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W pierwszym kroku zauwazmy, ze
AAB=(ANB)U(BNA°) =(AUB)N(A°N B°),

gdzie ostatnia réwno$é wynika z praw rozdzielnosci. Nastepnie z praw de
Morgana mamy (A A B)¢ = (AU B) N (AU B°) i po dalszych przeksztal-
ceniach otrzymamy

(AAB)AC=(AUBUC)N (AU B UC")
N(A°UBUCYN(A°UB°UC).

Poniewaz suma i iloczyn zbioréw sa dzialaniami lacznymi, zatem

(BUCUA)N(B°UC*UA)N(BUC®UA®)N(B°UCUA®)
= (BAC)AA=AN(BAC).

Powyzsza rownosé koniczy dowod (1.10). Tym samym pokazalismy, ze (2%, A)
jest grupa przemienna, gdzie 2% jest rodzing wszystkich podzbioréw zbioru
X. Elementem neutralnym w tej grupie jest zbioér pusty a zbiorem odwrot-
nym do A jest A. [

Jesli | X| = n, to rodzina 2% sktada sie z 2" podzbioréow, wliczajac w to
zbior pusty i X. Wynika to na przyklad ze wzoru Y ;_; (}) = 2". Symbol
Newtona (Z) zdefiniowany jest jako ﬁlk)' i liczba ta jest liczba podzbioréw
k-elementowych X. Wtasnosé (nzl) = (3) + (") zapewnia, ze (}) jest
liczba naturalna dla dowolnego n > k.

Jesli X = {a,b}, to grupa (2%, A) nazywana jest grupa czwérkowa
Kleina i ma postaé

2% = {0, {a}, {b}, {a,b}}. (1.11)

Grupe ta oznacza sie zwykle przez Vj. Istnieje wiele grup, ktorych tabela
dziatania wyglada podobnie do tabeli 1.2. Wszystkie te grupy sa izomor-
ficzne. Intuicyjnie oznacza to, ze ich elementy zachowuja sie ,tak samo”.
Izomorfizm grup zostanie zdefiniowany w rozdziale 2.

Jesli grupa jest skoniczona, to podnoszac ustalony element do kolejnych
poteg w konicu dostaniemy element neutralny. W przeciwnym razie zbior G
bytby nieskoniczony. W grupie o nieskoriczonej liczbie elementéw moze tez
tak by¢, ale nie zawsze. Definiujemy wiec rzad elementu nastepujaco

rz(a) := min{n > 1:a" = e}. (1.12)
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Tabela 1.2 Tabela Cayleya grupy czworkowej 21a:0},

A 0 {a} {0} {ab}
0 U (I U ()
{a} | {a} 0 AHad} {b}
{oy | {0} {abp 0 {a}
{a,b} | {a,0}  {b}  H{a} O

Jesli nie ma takiego n, ze a™ = e, to piszemy rz(a) = co. Zauwazmy, ze jesli
dla pewnego m zachodzi réwnos¢ a™ = e, to mozemy tylko wywnioskowacé,
ze rz(a) < m. Rzad e rowna si¢ oczywiscie 1.

Twierdzenie 1.4 Dla dowolnych a,b € G zachodzq réwnosci
rz(a) = rz(a™Y), rz(ab) = rz(ba). (1.13)

Dowoéd. Zaczniemy od dowodu pierwszego wzoru. Przyjmijmy na razie, ze
rz(a) = ny < 0o. Wowcezas (a=H)™ = (a™)"t =e! =eistad

rz(a™') < ny =rz(a).
Niech 7z(a™!) = ny. Woéwczas mamy
a" = (a2 =[(a)") T =,

czyli rz(a) < rz(a™!) i ostatecznie rz(a) = rz(a™t).

Niech teraz rz(a) = co. Pokazemy, ze wtedy réowniez rz(a=!) = oo.
Aby to wykazaé¢ zalézmy przeciwnie, ze 7z(a™!) = n3 < co. W takim razie
a®(a )™ = e, stad a™ = e i w rezultacie rz(a) < oo. Innymi stowy,
sytuacja, w ktorej rz(a) = co i rz(a™!) < oo jest niemozliwa.

Przechodzimy do dowodu drugiego wzoru. Niech rz(ab) = n < co. Wtedy
z réwnosci (ab)" !t = b~ 1a!, ktéra wynika z (ab)” = e, mamy

(ba)" = b(ab)" La=bb"la"ta =e,

zatem rz(ba) < rz(ab). Wynika stad, ze rowniez rz(ab) < rz(ba). To koriczy
dowod drugiej rownosci w (1.13) dla skoniczonych rzedow. Jesli rz(ab) = oo,
to podobnie jak wcze$niej wnioskujemy, ze rz(ba) = co. O

Przyktad 1.3 Dla grupy z przyktadu 1.1, w ktérej jedynka jest elementem
neutralnym mamy
9 { a’, a>0

a“=aoa=
1, a<0.
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Wynika stad, ze
0o, a>0,a#1,
rz(a) =< 1, a=1,
2, a<0.
W szczegolnosci rz(—2) = rz(—3) = 2, ale rz(2/3) = oco. Taka sytuacja nie
moze sie zdarzyé w grupach abelowych, patrz twierdzenie 1.5. [J

Twierdzenie 1.5 Jesli G jest grupg przemienng to
(@ob)* =a"ob", Vn>1 (1.14)
W rezultacie, jesli rz(a) < oo i rz(b) < 0o, to rz(aob) < co.

Dowéd. Dla n = 1 wzor ten jest tozsamodcia. Zatézmy teraz, ze powyzszy
wzOr jest prawdziwy dla pewnego n > 2. W takim razie mamy

(aob)"™ ™ =(aob)"o(aob)=a"ob"caob
:a"oaobnob:anJrloanrl,
a to dowodzi prawdziwosci (1.14) dla kazdego n € N.
Niech teraz rz(a) = ny, rz(b) = ng. Wtedy

(@ob)™" = ¢g™M" o ™M™ =e,
Oznacza to, ze rz(aob) < ning. O

Niepusty podzbior H C G nazywamy podgrupa grupy (G, o), jesli para
(H,o) tworzy grupe. Oznacza to, ze H jest ,zamkniety” w tym sensie, ze
dziatanie nie wyprowadza elementéw poza ten zbiér. Innyi stowy, jesli a i b
nalezg do H, to rowniez aob € H i a~' € H. Lacznos¢ w H jest spetniona,
gdyz spelniona jest w calej grupie. Na przyktad

Hy = (G,0), Hy= ({e},0)

sa zawsze podgrupami i nazywane sie podgrupami niewtasciwymi. Wszyst-
kie inne to podgrupy wtlasciwe. Dana grupa moze nie zawiera¢ zadnej
podgrupy wtlasciwej. Z drugiej strony, jesli liczba elementéw w grupie skori-
czonej spetnia pewne warunki, to podgrupy wlasciwe zawsze istnieja, méwi o
tym np. twierdzenie Cachy’ego. Z kolei w kazdej grupie nieskoniczonej istnieje
nieskoniczenie wiele podgrup wtasciwych, patrz przyktad 1.5.

Twierdzenie 1.6 Niech (G, o) bedzie grupg. Niepusty podzbior H C G jest
podgrupg grupy G wtedy i tylko wtedy, gdy spetniony jest warunek

a,be H = aob ' c H. (1.15)
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Dowod. Jesli H jest podgrupa grupy G, to warunek (1.15) jest spelniony
na podstawie definicji. Udowodnimy teraz, ze zachodzi implikacja w druga
strone, tzn. ze jesli podzbior H spelia warunek (1.15), to jest podgrupa.

Niech a € H. Woéwcezas aoa™ ! = e, zatem e € H. Poniewaz eoa™ = a1,
wiec a~! € H. Wynika stad, ze jedli a,b € H, to

aob=ao(b ) leH

Zatem H jest ,zamkniety” ze wzgledu na dziatanie o, mnozgc dowolne jego
elementy nie wyjdziemy poza H. Oznacza to, ze H jest podgrupa. [

Twierdzenie 1.7 Jesli H jest niepustq rodzing podgrup grupy G, to iloczyn
Nuey H jest takze podgrupg grupy G.

Dowéd. Po pierwsze tatwo widaé, ze e € (\ycqy H, poniewaz element neu-
tralny nalezy do kazdej podgrupy. Nastepnie, jesli a,b € (o H, to znowu
a,b € H, dla kazdego H z rodziny H. Stad na podstawie twierdzenia 1.6 ma-
my aob ! € H, dla kazdego H € H. Zatem ao b~ € (4 H 1 przeciecie
to jest podgrupa. [J

Twierdzenie 1.7 pozwala na zdefiniowanie najmniejszej grupy zawierajg-
cej dany zbior elementow. Niech A bedzie podzbiorem grupy G. Najmniejsza
podgrupe grupy G zawierajaca zbiér A nazywamy podgrupa generowang
przez A i oznaczamy przez (A). Zatem

(4):= () H,

HeH 4

gdzie H 4 jest rodzing podgrup G zawierajacych A. Rodzina ta, niezaleznie
od zbioru A, zawiera zawsze przynajmniej jeden element, poniewaz G € H 4.
W najlepszym przypadku otrzymamy wiec (A) = G. Jesli podzbior A jest
juz podgrupa, to oczywiscie (A) = A. Jesli A = {ay,...,a,}, to uzywamy
oznaczenia (A) = (a1,...,an).

Grupe G nazywamy grupa cykliczna, jesli jest generowana przez jeden
element, tzn. G = (a). Innymi stowy, w grupie cyklicznej wystepuja potegi
tylko jednego elementu. Zbiér elementéw takiej grupy moze byé co najwyzej
przeliczalny. Mozna wiec napisaé

G={a)={a" :n e}

Element a nazywa sie wtedy generatorem grupy cyklicznej. Z twierdzenia
1.2 wynika, ze kazda grupa cykliczna jest przemienna. Mozliwe sa tutaj dwa
przypadki: skoriczony i nieskoriczony.
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Jesli wszystkie potegi sa rozne, to |G| = co. Przyktadem takiej grupy jest
np. zbior poteg dwojki {2" : n € Z} z mnozeniem jako dziataniem grupowym
lub tez zbioér liczb catkowitych z dodawaniem.

Druga mozliwo$é jest taka, ze pewne dwie potegi sa rowne, czyli a* = a
dla pewnych k > 1. Wowczas afa™! = e i stad otrzymujemy, ze a*~! = e
oraz k — [ > 0. Pokazemy, ze wtedy G = {e,a,d?,...,a" '}, gdzie

l

n=min{m > 1:a™ = e}.

Przede wszystkim zauwazmy, ze wszystkie elementy w G sa rézne. W prze-
ciwnym razie, gdyby ' = o't dla ky > Iy wraz z k1,01 € {0,1,...,n — 1},
to wowczas a1 = e, przy czym ki — 1 < n i mieliby$my sprzecznosé.
Nastepnie, jesli m jest dowolng liczba catkowita, to m = qn 4+ r, gdzie ¢ € Z
oraz r € {0,1,...,n — 1}. Stad mamy

a™ = a?"" = (a")%" =ea" =a" €G.

Grupe cykliczng rzedu n oznacza sie zwykle przez C, i ma ona zawsze postaé

Cn={e,a,a?, ...,a" 1}

Dziatanie w niej okreslone jest nastepujaco
k 1 ak+l, k + l < n,

a oa :{ ak+l—n, k+lzn.

Przyktad 1.4 (a) Niech G = C* oraz H bedzie podzbiorem skladajacym
sie liczb lezacych na okregu o promieniu 1, tzn.

H={zecC" :|z| =1}.
Modut liczby z = x + iy dany jest wzorem
|2 = Va? + o2,
Jesli |z1] = 11 |22] = 1, to z wlasnosci modutu otrzymujemy
2122 = 21| - |z2| = 1, |2t = || =1

Zatem H jest podgrupa G. Dodajmy, ze H jest zbiorem nieprzeliczalnym.
(b) Dla kazdego n > 2 zbior pierwiastkow zespolonych z 1, czyli zbior

V1={1,20,28,....207"}, (1.16)



24 Rozdziat 1. Grupy I

gdzie zg = cos(2m/n)+isin(27/n), jest grupa cykliczna rzedu n. Korzystajac
z wzoru de Moivre’a 2§ = cos(2km/n) +isin(2kn /n). Na przyklad dla n = 2
in =4 mamy wiec

V1={1,-1}, V1={1,i,—1,—i}.

Jesli |z| # 1, to zbior pierwiastkow stopnia n z z nie tworzy grupy. Miano-
wicie, jesli w} = z 1 wy = 2, to (wiwa)™ # z. Wynika to z tego, ze w tym
przypadku |wq|® = |z| i |we|™ = |z|, natomiast |wiws|® = |z|?. O

Rys. 1.2 Zbiér punktow lezacych na okregu jednostkowym jest podgrupa C*.

Przyklad 1.5 (a) Niezaleznie od tego czy G jest grupa cykliczna, zbior
wszystkich poteg ustalonego elementu jest podgrupa G. W tym przypadku
H ={a":n € Z} iz twierdzenia 1.2 mamy a™ o a™ = ™", dla dowolnych
m,n € Z. Innymi stowy, nie wyjdziemy poza zbiér H i jak zauwazyliSémy
wczesniej jest on co najwyzej przeliczalny.

(b) Pokazemy, ze kazda grupa nieskoniczona ma podgrupy wtasciwe. Niech
wiec |G| = co. Mozliwe sa dwa przypadki. W pierwszym przypadku istnieje
element a € G, dla ktorego rz(a) = co. Wowczas na przyktad podgrupa

(@®={...,a % a2 ed%a* ..}

jest wlasciwa, poniewaz nie zawiera elementu a. Gdyby zachodzita rownosé
a®™ = a, dla pewnego n > 2, to oznaczaloby to, Ze rzad a jest skonczony
wbrew zaltozeniu.

Drugi przypadek jest taki, ze G jest torsyjna, czyli rzad kazdego elementu
jest skoniczony. Bierzemy wtedy dowolny a, dla ktorego rz(a) > 1. Podgrupa

(a) jest skoriczona i dlatego jest wlasciwa. OJ

Niech A i B sg niepustymi podzbiorami grupy G. Iloczynem algebra-
icznym lub iloczynem kompleksowym A i B nazywamy zbior

AB :={ab:a € A,bec B}. (1.17)
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Mnozenie algebraiczne jest taczne i wynika z tacznosci dziatania grupowego.
Zatem (AB)C = A(BC), dla dowolnych A, B,C C G. W grupach abelowych
jest ponadto dziataniem przemiennym. Jesli jeden ze zbioréw jest jednoele-
mentowy, to zamiast {a}A piszemy aA. Zauwazmy, ze eA = Ae, zatem zbior
{e} jest elementem neutralnym tego dziatania. Jesli przyjmiemy, ze

A ={a"t:a e A},
to ogolnie AA™! # {e}. Wynika stad, ze rodzina wszystkich podzbioréw
grupy G z dziataniem okreslonym przez (1.17) nie jest grupa. Mamy jednak
nastepujaca wlasnosé
AG=GA=G, YACG. (1.18)
Jeslia € Aig e G, to oczywiscie ag € G. Zatem AG C G. Z drugiej strony

g=ala"lg) € AG = GCAG.

Ostatecznie AG = G. Podobnie dowodzi si¢ rownosci GA = G. Zauwazmy,
ze jesli H jest podgrupa grupy G, to

H?=HH = H.

W twierdzeniu 1.7 udowodnilismy, ze zwykly iloczyn podgrup jest takze
podgrupa. Nie jest to ogdlnie prawdg dla iloczynu algebraicznego.

Twierdzenie 1.8 Jesli Hy i Hy sq podgrupami grupy G, to iloczyn algebra-
iczny H1Ho jest podgrupg grupy G wtedy i tylko wtedy, gdy

HyH, = HyH;. (1.19)

Dowéd. Dowod implikacji =. Zaktadamy wiec, ze Hy, Ho i H1Ho sa pod-
grupami. Wezmy dowolny h € HoH;. Wéwcezas h = hohy, dla pewnych
ho € Ho, hy € Hy. Poniewaz Hy H» jest podgrupa, to mamy

h = hahi = (hy'hy')™' € H1H,.

Zatem HoH; C HyH,. Niech teraz h' € HiHs. Wtedy h' = hshy, dla
pewnych hs € Hy, hy € Hy. Podobnie jak wczesniej

(W)™ = (hahs) ™t = h'hs! € HoH;y.

Stad HyHy C HoH; i w rezultacie mamy (1.19).
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Dowd6d implikacji <. Zaktadamy, ze Hi, Hy sa podgrupami i zachodzi
(1.19). Pokazemy, ze wtedy HiHj jest tez podgrupa. Z tacznosci i zatozen
otrzymujemy

(H1Hs)* = Hy(HyH1)Hy = Hy(H H2)Hy = H{HS = H Ho.
Wynika stad, ze jesli h, h' € HyHs, to rowniez hh' € HyH,. Ponadto
h™! = (hha) ™' = hy'h{t € HyHy = HiHy,
gdzie hy € Hi, ho € Hy. 7 twierdzenia 1.6 wynika wiec, ze HyHy jest

podgrupa grupy G. O

Niezaleznie od tego czy HiHs jest podgrupa, jesli tylko Hy i Ho sg pod-
grupami skoriczonymi pewnej grupy, to prawdziwy jest wzoér

|Hy| - |Ho|

H{H. —_
| ! 2’ ’I‘Ilﬁl‘.’2|7

(1.20)

ktory udowodnimy w rozdziale 3, patrz twierdzenie 3.6. Teraz sprawdzimy
powyzsza tozsamodé na przyktadzie pierwiastkéw zespolonych z jedynki.

Przyktad 1.6 Dla dowolnych n,m > 2 prawda jest oczywiscie
Vi-¥1= %1 V1,

gdzie {/1 dany przez (1.16) traktujemy jak zbior. Z twierdzenia 1.8 wynika,
ze /1- {/1 jest podgrupa C*. Liczbe elementéw tej podgrupy mozna obliczy¢
wykorzystujac wzor (1.20). Dla n = 2 1 m = 3 mamy

VT={1,-1}, V1={1,-1 433 -1 L3}

W tym przypadku v/1 N /1 = {1}, wiec ¥/1 - v/1 sktada sie z szesciu ele-
mentéw i sg to pierwiastki stopnia 6 z jedynki

STV = (1,5 + i, =L 4 85 1, -1 -3 135y = 1,
Dla v1 = {1,i,—1,—i} mamy v/1 N +v/1 = {—1,1}, zatem grupa v/1-v/1

sktada sie z 12 elementow
VIVI={1, %3 4 Li b4 L34 Ly 3By 8 4 1 g

D)
ﬁ_l'_l_ﬁ'_'l_i'j_l' _
2 2% 73 25753 2 b7 gl = V1.

Tym razem sg to pierwiastki stopnia 12 z jedynki. [J
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Grupe, w ktorej rzad kazdego elementu jest skoriczony nazywa si¢ grupa

torsyjna. W rozdziale 3 pokazemy, ze kazda grupa skoniczona jest torsyjna.
Bedzie to wniosek z twierdzenia Lagrange’a. Teraz podamy dwa przyktady
nieskoniczonych grup torsyjnych.
Przykltad 1.7 (a) Jesli X jest zbiorem nieskoriczonym, to zbiér potegowy
2X jest tez nieskoriczony i (2%, /A) jest grupa przemienna, patrz przyklad
1.2. W tym przypadku rz(A) = 2, dla kazdego A C 2% niebedacego zbiorem
pustym.

(b) Wiemy juz, ze zbior pierwiastkow zespolonych stopnia n z jedynki jest
grupg oraz, ze /1- X/1 rowniez jest grupa. Zbiér wszystkich pierwiastkow
z jedynki

G:D %:G{zec:zn:u
n=1 n=1

takze jest grupa, ktorej wszystkie elementy znajduja sie na okregu jednost-
kowym o $rodku w punkie (0,0). Jesli bowiem z1,22 € G, to 2" = 1,
zy? = 1, dla pewnych ni,ny € N. Wynika stad, ze (z122)™ = 1, gdzie
n3y = NWW(ny,ns). Innymi stowy, rzad kazdego elementu jest skonczony.
Jest to wiec grupa torsyjna. Dodajmy, ze G jest zbiorem przeliczalnym. [J

Podgrupa wtasciwa H nazywana jest podgrupa maksymalng grupy
G, jesli z faktu, ze H zawiera sie w innej podgrupie H' wynika, ze H' = G.
W jezyku matematyki musi zachodzi¢ implikacja

HcH cG = H=H.

Rozwazmy przyklad. Zbior liczb parzystych 27 jest podgrupa wlasciwa Z.
Jesli 2Z € H i H # 27, to do H musi nalezeé¢ przynajmniej jedna liczba
nieparzysta, powiedzmy 11. Ale wtedy 11 — 10 = 1 € H i stad H = Z,
poniewaz (1,27Z) = Z. Zatem 27 jest podgrupa maksymalna Z. Mozna tatwo
pokazad, ze jesli p jest liczba pierwsza, to pZ tez jest maksymalna. Natomiast
47, czyli zbioér wielokrotnosci 4 podgrupa maksymalng w Z nie jest, poniewaz
47, C 27 i oczywiscie 47 # 27.

1.2 Grupy reszt Z, i Z,

Niech z € R. Symbol |z] oznacza podloge lub calosé z x, czyli najwieksza
liczbe catkowita nieprzekraczajaca x. Formalna definicja wyglada tak

|z] ;== max{n € Z:n < z}.
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Na przyktad
|54 =5, |-12|=-2, |-3]=-3.

Funkcja sufit, oznaczana przez [z], dana jest przez
[] :=min{n € Z:n > z}.
Jest to zatem najmniejsza liczba catkowita nie wieksza od x. Oto przyklady
[5.4] =6, [-1.2]=-1, [-3]=-3.
Dla tych funkcji prawdziwe sg nieréwnosci
r—1<|z|<uz, r<fz]<z+1, z eR.

Algorytm dzielenia w zbiorze liczb catkowitych zamieszczamy w ponizszym
twierdzeniu. Dowod oraz wiecej informacji mozna znalez¢ np. w [12].

Twierdzenie 1.9 Niech p bedzie liczbg naturalng wiekszq od 1. Wowczas
dowolng liczbe n € 7. mozna przedstawié¢ jednoznacznie w postaci

n=p-q+r, (1.21)

gdzie g € Z orazr € {0,1,...,p— 1}.

Liczbe g we wzorze (1.21) nazywa sie ilorazem, natomiast r reszta z dzielenia
n przez p. Liczby te mozna zapisaé za pomoca podtogi i sufitu. Mianowicie,
dla ustalonego p > 2 definiujemy funkcje divp : Z — Z wzorem

ndivp = L%J : (1.22)

Funkcja ta nazywana jest dzieleniem catkowitym. Oznaczmy

Z,={0,1,...,p—1}.

Reszta modulo p nazywamy funkcj¢ modp : Z — Z, okreslong wzorem

n mod p := (% — ndivp) p.
Wzor (1.21) mozna wiec zapisa¢ w postaci

n = (ndivp)p + n mod p. (1.23)
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Ponizej dwa przyktady
A1div7 =[] =5, —41div7=|=1]|=-6.

Relacja kongruencji lub przystawania modulo p w zbiorze liczb catko-
witych okreslona jest nastepujaco. Liczby n i m sa w relacji, jesli daja takie
same reszty z dzielenia przez p. Woéwczas ich réznica podzielna jest przez p.
Zatem

m=n(modp) & m-—-n=k-p,

dla pewnego k € Z. Relacja ta jest relacja rownowaznodci i dzieli zbiér Z na
p — 1 klas abstrakcji. Sa to liczby dajace reszte 1 z dzielenia przez p, liczby
dajace reszte 2, az do liczb dajacych reszte p — 1.

Z (1.23) wynika rownos¢ (ndivp) - p = n — (n mod p), zatem

nmod p = n(modp), VneLZ. (1.24)

Dla a,b € Z;, zdefiniujmy

a+pb:= (a+b) mod p, a#*pb:= (a-b)mod p. (1.25)

Elementem neutralnym 4+, jest 0, tzn. a +, 0 = a. Ponadto a+, (p—a) =0,
dla kazdego a € Z,. Elementem neutralnym mnozZenia x, jest natomiast 1,
czyli a x, 1 = a, gdzie a € Z,. Wlasnosci kongruencji z nastepujacego twier-
dzenia wykorzystamy do wykazania, ze tak okreslone dziatania sa taczne.
Twierdzenie 1.10 Zatozmy, ze a,b,c,d € Z 1 p > 2. Wowczas

(i) jesli a = b (modp), ¢ = d (modp), to

a+c=b+d(modp), a-c=b-d(modp),

(ii) a mod p+ b mod p = a + b(modp),

)
(iii) (a mod p) - (b mod p) = a-b(modp),
(iv) (a+b) mod p = (a mod p) +, (b mod p),
)

(v) (a-b) mod p = (a mod p) %, (b mod p).
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Dowod. Dowdd (i). Z zalozenia mamy
a—b=Fkp, c—d=kop,
dla pewnych ki, ko € Z. Dodajac réwnoéci stronami otrzymujemy
(a+c)—(b+d)= (k1 + ka2)p

i stad wynika pierwsza tozsamosé. Nastepnie mnozac stronami réwnania
mamy

ac — bd = (bkg + k1d + ki1kap)p.
co dowodzi drugiej tozsamosci. Dowdd (ii) i (iii). Z (1.24) mamy
a mod p = a(modp), bmodp=>b(modp).

Zatem (ii) i (iii) wynika z punktu (i).
Dowdd (iv). Z definicji

(a mod p) +, (b mod p) = (a mod p+ a mod p) mod p.
Wtasnosé (ii) oznacza, ze
(a mod p+ a mod p) mod p = (a+b) mod p

i to dowodzi (iv).
Dowod (v). Z definicji

(a mod p) *, (b mod p) = [(a mod p) - (b mod p)](modp).
Wtasnosé (iii) rownowazna jest
[(@ mod p) - (b mod p)](modp) = (a - b)(modp)
i to konezy dowod (v). O
Dodawanie modulo p okreslone przez (1.25) mozna réwnowaznie zdefi-
niowa¢ w nastepujacy sposoéb
stv={ a1y airsy

Jestesmy gotowi do udowodnienia, ze +, i x, sg dzialaniami przemiennymi
i lacznymi, ale zanim sformutujemy twierdzenie rozwazmy przyktad. Niech
p=28iweimy a =3,b=0,c=7. Wowczas

(3+86)+37=1+457=0.

7 drugiej strony
345 (6+57) =3+55=0.
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Twierdzenie 1.11 Dla dowolnych a, b, c € Z, zachodzq rownosci
(i) a+pb=b+pa, ax,b=">bx,aq,
(i) (a4+pb)+pc=a+p (b+pc), (axpb)x,c=ax*, (bx*pc).

Dowdéd. Dowdd (i) wynika z definicji (1.25) oraz faktu, ze zwykte dodawa-
nie i mnozenie jest przemienne. Przechodzimy do dowodu (ii). Z oczywistej
rownosci

[(a+b)+ c]mod p=[a+ (b+ c)] mod p

oraz z punktu (iv) twierdzenia 1.10 otrzymujemy

[(a + b) 4 ¢] mod p = [(a + b) mod p| +, (¢ mod p)
= [(amod p) 4, (bmod p)] +p (cmod p)
= (a+pb) +pc.

Podobnie mamy

[a+ (b+ ¢)] mod p = (a mod p) +, [(b+ ¢) mod p)]
= (a mod p) + [(b mod p) +, (¢ mod p)]
=a+p(b+p0).

Tym samym lacznosci dodawania modulo p zostala wykazana. Podobnie
dowodzi si¢ tacznodci *,. [

Z twierdzenia 1.10 i 1.11 wynika, ze zbiér Z, wraz z dzialaniem -+, okre-
slonym przez (1.25) jest grupa przemienna. Oznacza si¢ ja przez (Zp,+p),
jednak sam zbior Z, cze¢sto jest utozsamiany z samg grupg. W tabeli 1.3
podano tablice dziatania w Zg.

Tabela 1.3 Tablica Cayleya grupy cyklicznej Zg.

160 1 2 3 4 5
00 1 2 3 4 5
1|1 2 3 45 0
212 3 4 5 0 1
313450 1 2
414 501 2 3
5150 1 2 3 4

Przechodzimy teraz do drugiego dzialania w (1.25). W og6lnym przypad-
ku zbioér Z, wraz z x, nie jest grupg. Mogg istnie¢ elementy nieodwracalne.
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Rozwazmy np. Z¢ = {0, 1,2,3,4,5}. Ponizsze rownanie
2a = 1(mod6)

nie ma rozwigzania w zbiorze liczb catkowitych, zatem a = 2 nie ma elementu
odwrotnego. Réwnanie to rownowazne jest bowiem

20—1=6k < 2a—6k=1,

gdzie k € Z. Brak rozwiazania wynika z tego, ze roznica liczb parzystych
nie moze by¢ nieparzysta. Podobnie nie sa odwracalne 3 i 4. Poza jedynka
odwracalna jest tez piatka, ktora jest odwrotna do samej siebie, tzn.

5-5 = 1(mod6).

OdpowiedZ na pytanie, ktore elementy sa odwracalne, a ktore nie zawarta
jest w ponizszym twierdzeniu. Dowo6d tego twierdzenia, oparty na algorytmie
Euklidesa, mozna znalez¢ np. w [12].

Twierdzenie 1.12 Niech a,b,d bedq ustalonymi, niezerowyms liczbami cat-
kowitymi. Wowczas réwnanie

ar +by=d (1.26)

o nitewiadomych x,y ma rozwigzanie w liczbach catkowitych wtedy 1 tylko
wtedy, gdy NW D(a,b) dzieli d.

W szczegolnym przypadku, jesli NWD(a,b) = 1, to rownanie (1.26) ma
rozwiazanie dla kazdego d € Z. Twierdzenie to pozwala wybraé te elementy
z Ly, ktore beda odwracalne. Mianowicie, oznaczmy

Z::={1<k<p:NWD(k,p) = 1}.

Jest to zbior liczb wzglednie pierwszych z p. Jedli p jest liczba pierwsza, to
oczywiscie |Zy| = p — 1. Zauwazmy tez, ze w zbiorze {1,2...,p"} istnieje
p™~ ! liczb, ktore nie s wzglednie pierwsze z p™. Sa to p, 2p, 3p i tak az do
pv . p=p" Zatem dlan > 1 mamy |Zyn| = p" —p" L.

Na przyktad Zg = {1,5}, Z§ = {1,3,5,7}, Z§ = {1,2,4,5,7,8} oraz

s =1{1,3,5,7,9,11,13,15}.

Ponizsze twierdzenie orzeka, ze zbior Z, wraz z *, jest grupa przemienna.
Elementem neutralnym tej grupy jest 1 i podobnie jak z (Zy,,+,) grupe
(Zy,, *p) czesto utozsamia sig z samym zbiorem Z.
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Twierdzenie 1.13 Niech p > 2. Wdéwczas
(i) jesli a,b € Zy, to a*, b € Zy,

(ii) jesli a € Zy, to a~!' =z mod p, gdzie = jest rozwigzaniem réwnania

ar +py = 1. (1.27)

Dowod. Dowdd (i). Mamy udowodni¢ implikacje
NWD(a,p) =1, NWD(b,p)=1 = NWD(ax*,b,p)=1.

Przede wszystkim zauwazmy, Ze ax, b to reszta z dzielenia ab przez p. Zatem
dla pewnego q € Z mamy réwnosé

ab=q-p+ax*,b.

Zalézmy, ze ax,b i p nie sa wzglednie pierwsze. Istnieje wtedy liczba pierwsza
p1 > 2, ktora dzieli obie te liczby. Wynika stad, ze p; dzieli iloczyn ab.
Jesli py dzieli a, to NWD(a,p) > 1, poniewaz a i p maja wspolny dzielnik
p1 > 2. W drugim przypadku, jesli p; dzieli b, to podobnie NWD(b, p) > 1.
7 otrzymanej sprzecznosci wynika wiec teza.

Dowdd (ii). Istnienie rozwiazania rownania (1.27) wynika z twierdzenia
1.12. Jest to szczegdlny przypadek rownania (1.26). Mamy pokazaé, ze

a*p (r mod p) =1,

lub réwnowaznie, ze
a(x mod p) = qip + 1. (1.28)

dla pewnego q1 € Z. Zauwazmy, ze
r=¢q-p+xmodp, gdzie ¢ € Z.
Wstawiajac z do rownania (1.27) otrzymujemy
a(ga -p+x mod p) +py =1

lub réwnowaznie
a(z mod p) = —(ag2 + y)p + 1.
Zatem g1 = —(aq2 +y). To koriczy dowod (1.28). O

Chociaz Z,, jest przemienna, to w ogélnym przypadku nie jest grupa
cykliczng. Na przyktad Z§ = {1,3,5,7} nie jest cykliczna, poniewaz rzad
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Tabela 1.4 Tablice Cayleya grupy cyklicznej Z7, i niecyklicznej Zg.

g |1 3 5 7 x0|1 3 7 9
11 3 5 7 1113 79
3131 175 3139 1 7
515 7 1 3 77T 193
7|7 5 3 1 9 19 7 3 1

kazdego elementu poza jedynka wynosi 2. Jest to grupa izomorficzna z gru-
pa czworkowa (2{‘”’}, ), patrz tabela 1.2. Natomiast Z7, = {1,3,7,9} jest
grupa cykliczna. Jej generatorem jest np. 3. Tablice Cayleya tych grup znaj-
duja sie w tabeli 1.4.

Przyklad 1.8 Rozwazmy grupe Zjs,. Poniewaz NW D(25,432) = 1, wiec
25 € Zjg,. Znajdziemy element do niego odwrotny. W tym celu nalezy zna-
lez¢ rozwiazanie rownania

252 = 1(mod432).
Rownanie to réwnowazne jest rownaniu
951 — 432k =1, gdzie k € Z. (1.29)
Aby rozwiazaé¢ (1.29) stosujemy najpierw algorytm Euklidesa do 432 i 25:
432 =17-25+7

26=3-7+4
7=1-443
4=1-3+1
3=3-1

Wstawiajac kolejno reszty do rownari od pierwszego do ostatniego otrzyma-
my rownos¢

12125 —-7-432=1.

Mamy wiec rozwiazanie (1.29). Zauwazmy jednak, ze z tego rozwiazania
mozna utworzy¢ nieskoniczenie wiele innych rozwigzan w nastepujacy sposéb

25 (121 +432m) — 432 (T+25m) =1, m € Z.

Stad = 121 4 432m jest ogdlnym rozwiazaniem rownania (1.29). W koricu
z twierdzenia 1.13 mamy

2571 = 121 mod 432 = 121.
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Poniewaz 25 - 121 = 3025 oraz 3025 = 7 - 432 + 1, wiec istotnie liczba ta
przystaje do 1 modulo 432. [

1.3 Grupy przeksztalcen

Pokazemy, ze sktadanie przeksztalcen jest dziataniem tgcznym. Niech beda
dane odwzorowania

f:X—=Y g:Y—>Z h:Z—>W
Na podstawie (1.1) mamy
fog: X —Z (fog)oh: X —>W

((fog)eh)(z) =h((fg)(®)) =h(g(f(z)))
Podobnie
goh:Y =W, fo(goh): X —->W

(folgoh))(z)=(goh)(f(x)) =h(g(f(x)))
Zatem istotnie (fog)oh = fo(goh).
Niech X bedzie ustalonym zbiorem. Odwzorowanie tozsamosciowe tego
zbioru na siebie oznaczamy przez I, tzn.

I(z) =2z, zelX.

Niech G bedzie zbiorem sktadajacym sie z przeksztalcen zbioru X w siebie,
czyli dla kazdego f € G mamy f : X — X. Moéwimy, ze G jest grupa
przeksztalcen, jesli spelnione sg nastepujace warunki

(i) I €g,
(i) jesli f,g € G, to fogeg,
(iii) jesli f€ G, to f~1 €.

Dzialaniem grupowym jest tutaj sktadanie przeksztatcen.
Grupa symetryczng lub grupa permutacji zbioru X nazywamy zbior
wszystkich bijekcji X w siebie i oznaczamy Sym(X).

Sym(X) = zbior wszystkich bijekeji f : X — X.
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Jesli | X| = n, to |Sym(X)| = n! i grupe ta oznacza sie zwykle przez S,.
Grupom permutacji poswiecony jest rozdzial 4.

Badanie grup przeksztalcenn w ogblnym przypadku nie jest zbyt intere-
sujace, poniewaz zbiory te sa zbyt duze. Zwykle naktada si¢ pewne warunki,
ktore przeksztalcenia te musza spelniaé¢. Na szczegblng uwage zastuguja izo-
metrie, a wsréd izometrii obroty. Zaczniemy od definicji izometrii w R™.

Izometrig nazywamy odwzorowanie f : R™ — R"” speliajace warunek

|f(z) — f(y)| = |x —y|, dla wszystkich z,y € R" (1.30)

gdzie |x — y| jest odlegloscia euklidesowa miedzy punktami z,y, tzn.

n

o —yl* = (@i —yi)*.

i=1

Z (1.30) wynika, ze izometrie sa roznowartosciowe i ciaglte. Ponadto zlozenie
izometrii tez jest izometria i wynika to z réwnosci

9(f (@) = g(f )] = |f(z) = Fy)] = |z = yl.

Izometria nie musi by¢ przeksztalceniem liniowym, ale jest przeksztatceniem
afinicznym, tzn. spelnia réwnosé

flax +by) = af(z) +bf(y),

dla wszystkich x,y € R™ i dowolnych a, b € R, patrz [14]. Ponizsze twierdze-
nie to twierdzenie 4.2 z [14]

Twierdzenie 1.14 Kazda izometria f : R™ — R" jest ztozeniem co najwy-
zej n + 1 symetrii ptaszczyznowych.

Symetria ptaszczyznowa, o ktérej mowa w tym twierdzeniu, oznacza sy-
metrie wzgledem hiperptaszczyzny w przestrzeni R™. Hiperptaszczyzna jest
to zbior punktow R™ speliajacych réownanie (v, x) = a, gdzie v jest niezero-
wym wektorem tej przestrzeni, natomiast a jest ustalona liczba rzeczywista.
Wymiar tego zbioru wynosi n — 1. Hiperplaszczyzna w R? jest linia prosta,
a w R3 zwykla plaszczyzna dwuwymiarowa.

Zatem kazda izometria w R? jest zlozeniem co najwyzej trzech syme-
trii osiowych, czyli symetrii wzgledem prostych. Natomiast izometria w R3
jest ztozeniem co najwyzej czterech symetrii ptaszczyznowych. Z powyzszego
twierdzenia wynika tez, ze kazda izometria jest surjekcja, czyli f(R™) = R™.
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W rezultacie f~! jest rowniez izometria i zbiér wszystkich izometrii prze-
strzeni R™ tworzy grupe przeksztalcen.

Izometria wlasna wielokata lub pewnej figury ptaskiej nazywamy taka
izometrie plaszczyzny R?, ktora przeprowadza ta figure na siebie. Na przy-
ktad, jesli w wyciete z kartonu koto whijemy w jego $rodek cyrkiel i nastepnie
bedziemy obracaé, to po obrocie koto zawsze przejdzie na siebie. Jesli zrobi-
my to samo z kartonowym kwadratem, to tylko niektére obroty spowoduja,
ze kwadrat przejdzie na siebie. Kazda figura ma wiec swoja wtasna grupe
izometrii. Intuicja podpowiada, ze im figura jest bardziej symetryczna, tym
jej grupa izometrii jest wicksza.

Grupe izometrii wlasnych n-kata foremnego na ptaszczyznie nazywamy
grupa dihedralng i oznaczamy przez D,

D,, = grupa izometrii wtasnych n-kata foremnego.

Mozna udowodnié, patrz np. 6], ze D,, jest grupa nieprzemienna rzedu 2n.
Grupa ta sktada sie obrotu wokot srodka wielokata o 27w /n radianéw i jego
poteg oraz n symetrii osiowych. Wliczajac przeksztalcenie tozsamosciowe,
czyli pelny obroét, otrzymujemy

|Dp| =2n, n>3.

Ponizej omoéwimy grupe izometrii trojkata réwnobocznego i kwadratu. Dzia-
tanie tych grup zaznaczone zostanie na wierzchotkach wielokatow.
Przyktad 1.9 Dla trojkata réwnobocznego mamy

D3 - {I7 07 027 L17 L27L3}7

gdzie O jest obrotem o 120 stopni wokot srodka tréjkata, natomiast Ly, Lo, L
sa symetriami wzgledem symetralnych bokéw trojkata, patrz rysunek 1.3.
Obrét O wybrany zostal w kierunku zgodnym z ruchem wskazowek zegara.
Jest to grupa izomorficzna z Ss3, czyli grupa wszystkich permutacji zbioru
trzyelementowego. Trojkat jest jedynym wielokatem o tej wlasnosci. Row-
nos¢ 2n = n! spetniona jest tylko dla n = 3. Wtasciwe podgrupy D3 to pod-
grupa obrotéw {I,0,0?} oraz trzy podgrupy rzedu dwa: {I, L1}, {I, Lo},
{I, Ls}. Zgodnie z twierdzeniem 1.14 obroty mozna zapisa¢ jako iloczyn sy-
metrii osiowych. Mamy wiec np.

O=LLs, O?=LLo.

Tabela dzialania tej grupy dana jest w zadaniu 1.9. [
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Ly /( 2& Lo i( )i Ls 7g )\

Rys. 1.3 Grupa izometrii wlasnych trojkata rownobocznego.

Przyktad 1.10 Grupa izometrii wlasnych kwadratu sktada sie z 8 prze-
ksztalcen
-D4 - {I7 O) 027 035 L17 L27 L37 L4}7

gdzie O jest obrotem o 90 stopnia wokoét srodka kwadratu, natomiast L,
Lo, L3, L4 sa symetriami osiowymi, patrz rysunek 1.4. Tylko obroty sa do
zrealizowania w rzeczywistodci. Pozostalych symetrii nie da sie wykonaé bez
wychodzenia poza pltaszczyzne. W grupie symetrii kwadratu istniej pie¢ pod-

I O 02 03
"l

Rys. 1.4 Grupa izometrii wlasnych kwadratu.

S

E—
]
E—

e
®
e
®
&)

©
@

Ly

'ZIZ

&

E—
P
B«

e
®
e

grup 1zedu 2 i sa to {I,0?%}, {I,L1}, {I, Lo}, {I, L3} oraz {I,L4}. Cechay
charakterystyczng tej grupy jest to, ze obrot O? jest przemienny z kazdym
elementem tej grupy, tzn.

X0?=0%X, VXe€D,.

Istnieja tez trzy podgrupy rzedu 4. Mamy tutaj grupe obrotow {I,0, 0% O3}
oraz {I, Ly, Ly, 0%}, {I, L3, L4, O*}, izomorficzne z grupa czwoérkowa. Tabela
Cayleya tej grupy dana jest w zadaniu 1.10. [J
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Tabela 1.5 Rzedy grup obrotéw i grup symetrii wielo$cianéw foremnych.

Wielo$cian Grupa obrotow Grupa symetrii
Czworoscian 12 (= Ay) 24 (= Sy)

Szescian 24 (= Sy) 48 (=2 Sy X Zs)
O$mioscian 24 (= Sy) 48 (= Sy x Zs)
Dwunastoscian 60 (= As) 120 (= As X Za)
Dwudziestoscian 60 (= As) 120 (=2 As X Zo)

W przestrzeni R3 istnieje 5 wieloicianéw foremnych. Sa to: czworoscian,
szeScian, oSmioscian, dwunastoscian i dwudziesto$cian. Dla wieloScianéw ta-
kich zachodzi wzor Eulera

W+S=K+S5,

gdzie W jest liczbg wierzchotkéw, S jest liczba $cian, a K jest liczba, krawe-
dzi wielo$cianu. W tabeli 1.5 podane sa rzedy grup obrotéw i grup symetrii
tych wielocian6w. W nawiasie jest tez informacja o tym z jakimi grupami
sa one izomorficzne. Przyktadowo grupa obrotow dwudziestoscianu sktada
sie z 60 obrotéw i jest izomorficzna z grupa permutacji parzystych zbioru
piecioelementowego. Podobnie grupa wszystkich symetrii szescianu jest izo-
morficzna z grupa Sy X Za, czyli z iloczynem prostym Sy i Zs. lloczyn prosty
grup zostanie zdefiniowany w rozdziale 3. Obliczenie rzedéw grup z tabeli
1.5 mozna znalez¢ np. w [6].

Grupe obrotéw okresla sie tez czasem jako grupe obrotéw wlasciwceyh,
czyli takich, ktore sa mozliwe do zrealizowania w przestrzeni tréjwymiaro-
wej. Natomiast grupe symetrii danej bryly okredla sie jako grupe obrotow
niewltasciwych. Grupa symetrii danej bryty skitada sie wiec ze ,zwyktych”
obrotéw oraz wszystkich mozliwych symetrii ptaszczyznowych.

Omoéwimy tutaj grupe obrotéow czworoscianu. Podobnie jak w przypadku
wielokatow plaskich w R? zaznaczymy dziatanie tej grupy wierzchotkach
czworoScianu.

Przyktad 1.11 Grupa obrotéw czworoscianu foremnego, ktéra oznaczymy
jako Ay, sktada sie z 12 obrotéow

A4 = {I7 Olv O%v 027 O%? 037 Og: 047 Oza 057 067 O?}

Znaczenie symbolu A4 wyjasni si¢ w rozdziale 4. Tak oznacza sie grupe per-
mutacji parzystych zbioru czteroelementowego. Grupa obrotéw czworoscianu
jest po prostu izomorficzna z A4 i wida¢ to na jego wierzchotkach.
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Do tej grupy naleza: obroty Op, Oz, O3, O4, wokél osi zawierajacych
wysokosci czworo$cianu oraz ich potegi. Ponadto mamy 3 obroty Os, Og,
O7 wokot osi przechodzacych przez $rodki przeciwlegtych krawedzi, patrz
rysunek 1.5.

(4)

(4)

0?2 \
A
(4)

@

O% 03 O% 04

2 2 2) (2)
c‘@ 0‘9 0.‘9 0‘9

Rys. 1.5 Grupa obrotéw wlasciwych czworoscianu foremnego.

Istnieja 3 podgrupy rzedu dwa i sa to {I,05}, {I,Os}, {I,O7}. Ponadto
mamy 4 podgrupy rzedu 3: {I,01,0%}, {I, 02,03}, {I,03,02%}, {I,04,03}.
Istnieje tez podgrupa rzedu 4 izomorficzna z grupa czworkowa { I, Os, Og, O7}.

1.4 Zadania
Zadanie 1.1 Niech G = [0,1). Wykaza¢, ze zbior ten z dziataniem

aob:=a+b—|a+b].

jest grupa przemienna. [
Zadanie 1.2 Zdefiniujmy dziatanie

aob:=avVb+1+bvVa2+1, a,beR.

Udowodnié, ze (R, o) jest grupg przemienng. [J
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Zadanie 1.3 Niech
Q*[V2] := {a +bV2:a,b € Q}\{0}.
Pokazaé, ze (Q*[v/2],-) jest grupa. O
Zadanie 1.4 Oznaczmy
Q*[V2] := {a+bV2 + cV4: a,b,c € Q}\{0}.
Pokazaé, ze (Q*[v/2],-) jest grupa. O

Zadanie 1.5 W przyktadzie 1.5 wykazane zostalo, ze grupa nieskoriczona
zawiera co najmniej jedna podgrupe witasciwg. Udowodnié, ze grupa nie-
skoriczona ma nieskoriczenie wiele podgrup. [J

Zadanie 1.6 Niech (G,o0) bedzie grupa i zalozmy, ze ¢ : G — G’ jest
bijekcja. Okreslmy dzialanie w G’ nastepujaco

dobi=p(pt(d)op t(¥)), o,V ecd.

Pokaza¢, ze (G',¢) jest grupa z elementem neutralnym rownym e’ = ¢(e).
Element odwrotny do a’ oblicza sie ze wzoru

(@)™ =w((¢™ (d) ™),

gdzie =1 oznacza funkcje odwrotna do ¢, natomiast (o~ 1(a’))™! jest ele-
mentem odwrotnym do ¢~!(a’) w grupie (G, o). O

1

Zadanie 1.7 Pokazac¢, ze przedziat (0,1) wraz z dzialaniem danym wzorem

B ab
2ab—a—b+1’
jest grupa przemienna. [

aob a,be (0,1)

Zadanie 1.8 W zbiorze liczb naturalnych N okreslmy dziatanie

n+m+1 ,n,m € 2N — 1,

n—m-+42 ,ne2N—-1,me2N,n>m—3,
—n+m—-1 ,ne2N—-1,ne2N,n<m—3,
n+m—2 ,n,m € 2N,

—n+m+2 ,ne2Nme2N-1,n<m+ 3,
n—m-—1 ,nE€2N,mMme2N—-1,n>m+ 3,

nom =

gdzie 2N = {2,4,6,...}, 2N — 1 = {1,3,5,...}. Udowodni¢, ze (N, o) jest
grupa przemienng z elementem neutralnym réwnym 2. Element przeciwny
donton+3.0
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Zadanie 1.9 Wykazaé, ze tablica Cayleya grupy izometrii trojkata rowno-
bocznego D3 ma postaé

o | I O 0O L Ly Ls
I | I O O Ly Ly Lj
O| 0O 0* I Ly Ly I
O 0*> I O Ls L Ly
Ly | Ly Ly Ly I 0* O
Ly | Ly L1 L3y O I O?
Ly | Ly Ly L; O O I

Zadanie 1.10 Wykazaé, ze tablica Cayleya grupy izometrii kwadratu Dy
ma postac

I O 0* 0 L Ly Ly I4
I | I O 0% O3 L Ly Ly L4
O 0?2 0 I Lz Ly Ly I
o*| 0> 03 I O Ly Li Ly L3
o*|l0> I O O0* Ly L3 Ly Ly
Li| Ly L Ly Ly I 0O* 0 O
Ly | Ly L3y Ly Ly O* I O O3
Ly | Ls L1 Ly Ly O O3 I O?
Ly | Ly Ly Ly Li O3 O O* I




2. Grupy II

2.1 Homomorfizm i izomorfizm grup

Przechodzimy do waznego pojecia homomorfizmu grup. Pozwala ono badaé¢
zwiazki pomiedzy ré6znymi grupami oraz patrzeé¢ na nie z tego samego punktu
widzenia. Innymi stowy, mozemy stwierdzi¢ czy dwie grupy maja podobne
wlasnosci czy tez nie. Niech wiec dane beda dwie grupy: (G, o) oraz (Ga, ).
Niech ponadto e; oznacza element neutralny (G1, a ey element neutralny
grupy Ga. Odwzorowanie ¢ : G; — G2 nazywamy homomorfizmem grupy
G1 w grupe Ga, jesli zachodzi réwnosé

plaob) =p(a)opd), VYa,beqG. (2.1)

Z definicji tej wynika, ze ¢(e1) = ey. Jesli podstawimy a = b = e; do (2.1),
to dostaniemy réwnos$é ¢(e;) = @?(e1). Poniewaz jedynym rozwigzaniem
réwnania a? = a w dowolnej grupie jest jej element neutralny, to p(e1) = es.
Nastepnie, z réwnosci

ez = p(e1) = plaa™") = p(a)p(a™)

otrzymujemy

ola™') = (p(a)™!, VaeG. (2.2)
Twierdzenie 2.1 Jesli ¢ jest homomorfizmem, to
(i) dla n > 2 i dowolnych ay,...,a, € G1 zachodzi réwnosé
plaraz ... an) = plar)p(as) .. plan). (2.3)

(ii) dla kazdego n € Z mamy
p(a”) = (p(a))". (2.4)

Dowod. Dowdd (i). Korzystamy z indukeji. Dla n = 2 réownosé jest spelniona
poniewaz ¢ jest homomorfizmem. Zal6zmy, ze rownosé (2.3) jest prawdziwa
dla pewnego n > 3. Wowcezas mamy

(2.1) (2.3)
plar...anans1) = @(a1...an)o(ans1) = @(a1)...o(an)e(ani1).

43
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Zatem wzor (2.3) jest tez prawdziwy dla n + 1.

Dowod (ii). Jesli n > 0, to (2.4) wynika z (2.3). W tym celu wystarczy
przyja¢ a1 = ... = a, = a. Aby otrzymaé¢ réwnos$é dla ujemnych poteg
zauwazmy, ze

Powyzsza réownosé konczy dowod (2.4). O

Moéwimy, ze grupa Ga jest obrazem homomorficznym grupy G, jesli
istnieje homomorfizm z G na Go, tzn. ¢(G1) = G2. Homomorfizm spelnia-
jacy ten warunek nazywany jest epimorfizmem. Homomorfizm réznowar-
tosciowy nazywany jest monomorfizmem. Homomorfizm grupy w siebie
to endomorfizm, patrz rysunek 2.1.

Twierdzenie 2.2 Niech Hy bedzie podgrupg grupy Gi, a Ho podgrupg Gs.
Jesli ¢ : Gy — Go jest homomorfizmem, to

(i) ¢(H1) jest podgrupa G2,
(ii) =1 (Hs) jest podgrupqg G1.

Dowéd. Dowod (i). Zalozmy, ze a,b € ¢(Hy). Wowczas dla pewnych ele-
mentow aj, by € H; mamy a = ¢(ay) i b = ¢(by) Poniewaz H; jest podgrupa
grupy G, to iloczyn a1by nalezy do H; i stad ¢(aib1) € p(H;). Nastepnie

p(arb1) = ¢(a1)p(b1) = ab,
co dowodzi, ze ab € ¢(Hy). Ponadto afl € Hi i w rezultacie
o' = (p(ar) ™ = (o) € p(Hy).
W koricu p(e1) = ez € p(Hy).
Dowdd (ii). Niech a,b € ¢~ 1(Hs). Wowczas a = ¢ (az), b = ¢ 1(b2)
dla pewnych as, b € Ho. Z roéwnosci
p(ab) = p(a)p(b) = azbs
wynika, ze ab = ¢~ 1(azby) € o~ (Hs), gdyz asby € Hs. Podobnie mamy
pla™) = (p(a) " =ay' € Hy

istad ' = ¢ Yay ") € ¢~ (Ha). Oczywiscie e; = o~ (eg). O
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Z twierdzenia 2.2 wynika, ze obraz ¢(G1) jest podgrupa grupy Ga. Co
wiecej, obraz homomorficzny grupy przemiennej jest grupa przemienna. Jesli
bowiem ab = ba, to zgodnie z (2.1) mamy

p(a)p(b) = p(ab) = p(ba) = p(b)p(a).

Moze sie jednak zdarzyé, ze obraz grupy nieprzemiennej jest grupa prze-
mienna. Wynika to z faktu, ze homomorfizm nie musi byé¢ przeksztatceniem
roznowarto$ciowym. Rozwazmy na przyktad

ew={ L 020 25)

Powyzsze odwzorowanie jest homomorfizmem pomiedzy grupa nieprzemien-
na (R*, o) z przykladu 1.1, a grupa przemienna ({—1,1},).

Twierdzenie 2.3 Jesli o1 jest homomorfizmem grupy G1 w grupe Ga @ @2
jest homomorfizmem Go w grupe Gs, to ztozenie p10pg jest homomorfizmem
pomiedzy G1 1 Gs.

Dowod. Z zalozenia ¢1(ab) = ¢1(a)pi(b) dla wszystkich a,b € G oraz
pa(ed) = pa(c)pa(d) dla dowolnych ¢, d € Go. Zatem

(10 p2)(ab) = pa(p1(ab)) = p2(p1(a))p2(p1(b))
= (1 0 p2)(a)(ip1 0 2)(b)

dla dowolnych a,b € G;. Oznacza to, ze 1 o @9 spelnia warunek (2.1). O

Twierdzenie 2.4 Niech G bedzie dowolng grupg. Wtedy dla kazdego usta-
lonego g € G odwzorowania

pla) =ag, Pla)=ga, a€G (2.6)
sq bijekcjami.

Dowéd. Poniewaz réwnania ag = bg, ga = gb sa réwnowazne réwnosci
a = b, wiec oba przeksztatcenia sg réznowartosciowe. Aby wykazaé, ze sa
to surjekcje wezmy dowolny ¢ € G. Z réwnan ag = ¢, ga = ¢ otrzymujemy
a=cg lia=gle O

Homomorfizm ¢ : G; — Go, ktéry jest odwzorowaniem wzajemnie jed-

noznacznym nazywamy izomorfizmem grupy G na grupe Go. Izomorfizm
grupy G na siebie nazywamy automorfizmem. Zauwazmy, ze chociaz ¢
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Homomorfizm
© : Gl — G2
p(ab) = p(a)p(b)

l

Izomorfizm
©, bijekcja

Rys. 2.1 Homomorfizm i jego rézne rodzaje.

i ¢ w twierdzeniu 2.4 sa bijekcjami, to nie sa one w ogdlnym przypadku
automorfizmami. Mamy bowiem ¢(ab) = abg, natomiast p(a)p(b) = agbg.
Podobnie ¢ (ab) = gab i (a)(b) = gagb.

Jesli Gy 1 G sa izomorficzne, to piszemy G =2 G». Na przyktad grupy
(R,+) i (Ry, ) sa izomorficzne poniewaz p(z) = e jest izomorfizmem. Dla
dowolnych z1, x5 € R mamy bowiem

(1 + 22) = 172 = 1™ = p(11)p(12).
Mozna tez wzia¢ zamiast ¢ dowolng funkcje wykladnicza a”®, przy czym
a > 01ia # 1. Wowczas gp_l(x) = log, = jest izomorfizmem pomiedzy
(R-‘r? ) a (Ra +)

Jesli ¢ jest homomorfizmem i rz(a) < oo, to rowniez rz(p(a)) < co. Jest
to wniosek z (2.4). Dokladniej, jesli a™ = e; dla pewnego n > 2, to

n.

p(a") = p(e1) = e2 = (v(a))

Z rownosci tej wynika, ze rz(¢(a)) < n. Zatem dla dowolnego homomorfizmu
zachodzi nieréwnosé

rz(p(a)) < rz(a). (2.7)

Homomorfizm nie zwieksza wiec rzedu elementow grupy.

Twierdzenie 2.5 Jesli ¢ : G1 — Ga jest izomorfizmem, to

rz(p(a)) =rz(a), VaceG. (2.8)

Dowéd. Z (2.7) wiadomo, ze rz(¢(a)) < rz(a). Udowodnimy nier6wnosé
przeciwng. Poniewaz ¢~! jest izomorfizmem G5 na G1, to z nieréwnosci
(2.7) mamy rz(¢ (a)) < rz(a) i stad

rz(a) = r2(p 7 (0(a)) < r2(p(a)).
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Ostatecznie rz(a) = rz(p(a)). O

Twierdzenie 2.6 Dla dowolnego ustalonego g € G przeksztatcenie ¢g :
G — G okreslone wzorem

pgla) = gag™, a€G, (2.9)

jest izomorfizmem.

Dowod. Jesli G jest grupa przemienng, to

pg(a) =gag™" = g9 'a=a,

wiec jest to przeksztalcenie tozsamosciowe. W ogdlnym przypadku mamy

pglab) = g(ab)g™" = (gag™")(gbg™!) = qla)py(b),
wigc pozostaje sprawdzi¢, ze ¢g4 jest bijekcja. Rownosé gag—' = gbg™! row-
nowazna jest rownosci a = b, zatem ¢, jest roznowartosciowe. Niech b bedzie
dowolnym elementem G. Z réwnania b = gag~' dostajemy a = ¢~ 'bg. Zatem
©4(g71bg) = b, co oznacza, ze @, jest surjekcja. O

Whioskiem z powyzszego twierdzenia jest fakt, ze dla dowolnych a,g € G
prawdziwa jest réwnos$é

rz(a) = rz(gag™?). (2.10)

Izomorfizm okreslony przez (2.9) nazywa sie automorfizmem wewnetrz-
nym. Pozostale automorfizmy to automorfizmy zewnetrzne. Zbior wszyst-
kich automorfizméw grupy G nazywamy grupa automorfizméw G i ozna-
czamy przez Aut(G).

Przyktlad 2.1 Poniewaz w grupie kazdemu elementowi odpowiada doktadnie
jeden element odwrotny, to mozemy okresli¢ bijekcje ¢ : G — G wzorem

la)=a', acq. (2.11)
W ogolnym przypadku nie jest to jednak izomorfizm. Z jednej strony ¢(ab) =

(ab)™! = b~1a~! natomiast ¢(a)p(b) = a~'b~!. W grupie abelowej jest to
oczywiscie izomorfizm. Ponadto ¢~ 1(a) = a=! i oraz p(p(a)) = a. O
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Homomorfizm nie musi by¢ monomorfizmem, czyli odwzorowaniem roz-
nowartosciowym. Stopieri jego nieréznowarto$ciowosci moze byé rézny. Roz-
wazmy na przyktad

1, a>0
ol@) =sgni@)={ by 470

Jest to homomorfizm grupy (R*, -) w grupe dwuelementowa {—1, 1} z mnoze-
niem, przy czym ¢~ 1({1}) = R". Jest on wigc bardzo nieréznowartosciowy.
Dobrym miernikiem tego jest pojecie jadra.

Jadrem homomorfizmu ¢ dziatajacego z G1 w G nazywamy przeciwo-
braz elementu neutralnego z Go i oznaczamy przez Ker(yp). Zatem

Ker(p) := ¢ Yez) = {a € Gy : p(a) = e}

7 twierdzenia 2.2 wynika, ze jadro ¢ jest podgrupa grupy Gip. Im mniejsze
jadro tym homomorfizm jest bardziej réznowartosciowy.

Twierdzenie 2.7 Homomorfizm ¢ : G1 — Go jest réznowartosciowy wtedy
i tylko wtedy, gdy Ker(yp) = {e1}.

Dowod. Jesli ¢ jest injekcja, to rownanie p(a) = e spelnia tylko e;. Za-
tozmy teraz, ze Ker(p) = {e1} i p(a) = ¢(b). Mnozac obie strony ostatniej
réwnosci przez (p(b)) ™! otrzymamy

p(a)(p(b)) ™ = p(ab™") = es.

Wynika stad, ze ab~! = e; i w konsekwencji a = b. O

2.2 Sprzezenie, komutant, centrum

Niech a, b beda ustalonymi elementami grupy G. Méwimy, ze a i b sa sprze-
zone, jesli b = cac !, dla pewnego ¢ € G. Jedli a i b s sprzezone, to piszemy
rowniez a ~ b. Definicja ta w jezyku matematyki wyglada tak

a~b < JceG, b=cac . (2.12)

Twierdzenie 2.8 Relacja okreslona przez (2.12) jest relacjq réwnowaznosci
w grupie G.
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Dowdéd. Zauwazmy, ze a = eae” ', zatem jest to relacja zwrotna. Nastepnie,
réwnosé b = cac™! jest réwnowazna réwnosci be = ca, a ta z kolei a = ¢~ 'be.
Innymi stowy

b=cact = a=clbe=ctb(c ).
Relacja ta jest wiec symetryczna. Pozostalo wykazaé¢ przechodniosé. Mamy
pokazaé, ze zachodzi implikacja (aRb A bRc) = aRc. Jesli wiec b = gag™!
oraz ¢ = hbh™!, to mamy

¢ = h(gag~)h™" = (hg)a(hg)™",
zatem a ~ c i stad ~ jest relacja rownowaznosci na G. [J

Klasy abstrakcji, na ktore relacja ta dzieli zbiér G nazywamy klasami
elementéw sprzezonych albo klasami sprzezonos$ci. W grupach prze-
miennych réwnosé b = cac™! rownowazna jest réwnosci b = a. Zatem w tym
przypadku klasy abstrakcji sa jednoelementowe, tzn. [a] = a, dla kazdego a
i mamy trywialng rownosé¢ G = (J,cqia}-

W ogélnym przypadku mamy natomiast

ab ~ ba. (2.13)

Wynika to z réwnosci ba = b(ab)b~!. Podobnie mamy

abc ~ cab ~ bca. (2.14)

Istotnie, mamy bowiem
cba = c(abe)e™t,  bea = be(abe)(be) L.

Wtasnosci (2.13) i (2.14) prawdziwe sa tez dla iloczynu wiekszej liczby
elementéw, tzn. przestawiajac cyklicznie porzadek elementéw w iloczynie
ai1as . ..a, otrzymujemy elementy sprzezone

a1ag ...0qp ~ Apa1a9 ...0pn—1 ~ Ap—_1anpAa1 ...Ap_2 ~ ...
W ten sposéb mozna skonstruowaé¢ maksymalnie n — 1 elementéw sprzezo-
nych z ajy ...ay,, jesli bede one oczywiscie rozne. Z (2.10) wiemy, ze rzedy

elementéw sprzezonych sa réwne, zatem

rz(alag c. an) = Tz(ana1a2 . an—l) = .-
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Twierdzenie 2.9 Niech G bedzie grupg oraz ai,as,...,a, jej elementams.
Jesli aras ... an =€, to kazdy z ilczynow

aszas .. .apa, asay .. .anpa10a2, PN anpa1ag ...4Ap—1
jest tez rowny e, gdzie e jest elementem neutralnym G.

Dowoéd. Rownosé ab = e rownowazna jest réwnosci ba = e, patrz (1.6).
Zatem
ai(az...ap) =e <  (ag...ap—1an)a; = e.

Postepujac podobnie, czyli przestawiajac cyklicznie elementy, otrzymamy
wszystkie wymienione iloczyny. [

Przyktad 2.2 Rozwazmy grupe z przyktadu 1.1. Jest to grupa nieprzemien-
na, w ktorej elementem neutralnym jest 1. Wyznaczymy jej klasy sprzezo-
nosci. Jesli a > 0, to ze wzoru (1.8) otrzymujemy

cogoct — ca-%, c>0  f[a ¢c>0
1 <0, L c<o.

c 1
a a’

W tym przypadku a jest w relacji z samym soba i z elementem do siebie
odwrotnym, czyli z 1/a. Dla a < 0 mamy natomiast

1 ca-c, ¢>0 ca, ¢>0
- 2
-, €<0, o, <.

(4
a

Stad a jest w relacji z dowolnym elementem postaci c?a, dla kazdego ¢ > 0.
Oznacza to, ze dowolne dwie liczby ujemne sg ze soba w relacji i w rezultacie
zbior liczb ujemnych tworzy jedna klase. Zatem

al a
mz{{W’ o

(—00,0), a<O.

Oczywiscie [1] = {1}. Podsumowujac, podzial R* na klasy sprzezonosci wy-
glada tak

R* = (—00,0) U U{a,%}. 0
a>0

Przyktad 2.3 (a) Klasy sprzezonosci w grupie izometrii trojkata rownobocz-
nego Ds sa nastepujace: {I}, {O, 0%}, {L1, Ly, L3}. Wynika to na przyktad
z ponizszych rownosci

0? = LiOL{, L3=0L07', Ly=0*L,07%
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Jedna z tych sytuacji przedstawiona jest na rysunku 2.2. Natomiast obrét
O i symetria Lj nie sa sprzezone. Aby O i Lj byly sprzezone musi istnie¢
X € Dj3, dla ktérego OX = X L. Z tabeli w zadaniu 1.9 widaé¢, ze taki X
nie istnieje.

Ls O Ly o1
= X X
Rys. 2.2 L; i L3 naleza do tej samej klasy sprzezonosci.

(b) Istnieje pie¢ klas rownowaznosci w grupie Dy izometrii kwadratu:
{1}, {0,03}, {0?%}, {L1, Lo}, {L3, L4}. Istotnie, mamy réwnosci

03 = L,0Ly', Ly=0L,07', L3=0L,07"

Zauwazmy, ze O? nie jest sprzezony ani z Lz ani z L. Podobnie jak wczegniej
warunek O? = XLz X! jest rownowazny O?X = X L3. Z tabeli dzialania
w tej grupie w zadaniu 1.10 wynika, ze takiego X nie ma. [J

Relacja sprzezenia, okreslona przez (2.12) przenosi sie na podzbiory/pod-
grupy grupy G. A wiec podzbiory /podgrupy H; i Hs grupy G sa sprzezone,
jesli istnieje ¢ takie, ze Ho = gH1g~". Jezykiem matematyki

H ~Hy, & dgeqaq, ngnggfl.

Jest to relacja rownowaznosci, ktora tym razem okreslona jest na rodzinie
wszystkich podzbioréw/podgrup G. Ponadto, jesli Hy, Hs sa sprzezone, to
sg rownoliczne, tzn. |H| = [gHg™!|.

Twierdzenie 2.10 Niech H bedzie podgrupg grupy G. Witedy dla kazdego
ustalonego g podzbior H' okreslony przez

H' =gHg':={ghg ' :hec H}

jest podgrupg grupy G izomorficzng z H.

Dowéd. Niech a,b € H'. Wowcezas a = ghig™', b = ghag™! dla pewnych
hi,hs € H. Poniewaz H jest podgrupa G, to hlhgl € H. Stad mamy

ab~t = (ghig™)(gheg™ ) = g(lhyMg~' € H.
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Z twierdzenia 1.6 wynika, ze H' jest podgrupa grupy G, a z twierdzenia 2.6,
ze pg(h) = ghg™! jest izomorfizmem H na H'. O

Dzielnikiem normalnym, podgrupa normalng lub niezmiennicza
nazywamy podgrupe H, ktora spelnia warunek

H=gHg™ ', VgeqG (2.15)

7 powyzszego warunku wynika, ze dla kazdego g € G i dowolnego h € H
istnieje h’ € H spelniajace
h=gh'g !

Z réownosci tej wynika, ze h/ = g~ 'hg i wobec tego g~'hg € H. Poniewaz g
jest dowolne, wiec z (2.15) wynika, ze

ghg € H, Yg,heG. (2.16)

Z twierdzenia 2.6 wiadomo tez, ze odwzorowanie @g4(h) = ghg™!, przy usta-

lonym g, jest bijekcja z H na ¢4(H ). Zatem warunek (2.15) jest rownowazny
warunkowi (2.16). Zmieniajac h, przy ustalonym g ,wypelimy” cata pod-
grupe H.

Powyzsze dwa warunki definiujace podgrupe niezmiennicza zamienimy
na jeszcze jeden rownowazny kazdemu z nich. W tym celu zdefiniujmy zbiory

gH ={gh:he H}, Hg={hg:he H},

ktore nazywane sa odpowiednio warstwa lewostronng i warstwa prawo-
stronng elementu g € G wzgledem podgrupy H.

Twierdzenie 2.11 Warunek (2.15) réwnowazny jest warunkowi

gH=Hg, Vged@q. (2.17)

Dowod. Powyzszy warunek oznacza, ze dla dowolnego g € GG i dowolnego
h € H istnieje h' € H speiajace

gh="Hhg.

Zatem h' = ghg~! i wobec tego ghg™! € H. Oznacza to, za zachodzi warunek

(2.16), ktory rownowazny jest warunkowi (2.15). O
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Twierdzenie 2.12 Niech ¢ : G1 — Gy bedzie homomorfizmem. Wiwczas
Ker(p) jest podgrupg niezmienniczq grupy Gi.

Dowod. W mysl definicji (2.15) mamy udowodnié, ze dla kazdego g € Gy
zachodzi rownosé
gH = Hg, H := Ker(p). (2.18)

Aby to udowodnié pokazemy, ze gH C Hg oraz Hg C gH.

Zaczniemy od dowodu inkluzji gH C Hg. Niech h nalezy do H. Wowczas
gh = (ghg™')g i wystarczy pokaza¢, ze ghg™' € H, tzn. p(ghg™!) = es. Ciag
rownosci

plghg™) = w(g)e(h)p(g™") = w(h) = e2

wlasnie tego dowodzi. Teraz uzasadniamy zawieranie Hg C gH. Zauwaz-
my, ze hg = g(g~'hg) i wystarczy pokazaé, ze g~ 'hg € H. Mamy jednak
©(g7thg) = ¢(h) = e2. Dowod (2.18) i calego twierdzenia jest wiec zakori-
czony. [

Niech a,b € G. Komutatorem « i b nazywamy element okreslony wzo-
rem

[a,b] := aba"'b"! = ab(ba) ™. (2.19)

Czasem komutator definiuje sie tez tak
[a, D], := a b~ ab.
Zwiazek pomiedzy tymi definicjami jest nastepujacy
[a,b, =[a 071, [a,b] =[a 1,07 ..

Zauwazmy, ze |a,a] = e oraz [a,e] = [e,a] = e, dla kazdego a € G.
Moéwimy, ze a i b komutuja, jesli ab = ba. Poniewaz réwnos$é ab = ba
jest rownowazna réownosci aba~'b~! = e, wiec

[a,b) =e¢ < ab=ba. (2.20)

Wynika stad w szczegdlnosei, ze [a,a™!] = e. W rozdziale tym wprowadzimy
pomocnicze oznaczenie
ab = bab~ L.

Wynika stad, ze (a™!)? = (a®)~! i ponadto zachodza tozsamosci

(ab)® = ab®, (ab)¢ = a®. (2.21)
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Dla dowodu sprawdzamy
(ab)® = c(ab)c™t = (cac V) (cbe™t) = a“be,

oraz

(@) = c(a®) et = (eb)a(ch) ™t = a.

Twierdzenie 2.13 Dla dowolnych a,b,c € G mamy

(i) ab=[a,b]ba

(i) [a,b]7" = [b,q]
(iif) [[a, b], [b;al] = e
(iv) [a, 0] = [a b°]
(v) [a,be] = [a,b][a, c]’
(vi) [ab, ] = [b,¢]*[a, c].

Dowdéd. Dowdd (i) wynika bezposrednio z definicji komutatora. Dowod (ii)
[a,b] 7! = (aba b 1)L = bab~ta! = [b, a].
Punkt (iii) wynika z (ii). Dowod (iv)

[a¢,b°] = (cac™ ) (cbe™ M (ca™ e (b e = caba o e
= cla, bl = [a, b]°.

Dowod (v)

[a,bc] = abca et = aba" b baca e 1bE

= [a, b]bla, b~ = [a, b][a, ¢]°.
Dowod (vi)

lab, ¢] = abeb ta" et = a(beb e )a aca T e

=[b,ca,c. O

Niech a1, b1, az, bs beda ustalonymi elementami pewnej grupy G. Chcemy
odpowiedzie¢ na pytanie, kiedy istnieja ¢, d € G spelniajace réwnosé

la1, b1][az, bo] = [c,d].
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Innymi stowy, kiedy iloczyn komutatoréw jest tez komutatorem. Po rozpisa-
niu obu stron mamy

albl(blal)_lagbg(bwg)_l = cde L.
Przyjmujac ¢ = a1by i d = (b1a1)~! otrzymujemy
aoby = (albl)*l, (bgag)*1 = bia;.
Wstawiajac az = (a1b1) 1y 1 do drugiego rownania dostajemy warunek
ba(arby )byt = bray.
Warunek ten jest spetniony dla by = by. Wowezas ap = (byaiby) ™!,
Twierdzenie 2.14 Dla dowolnych a,b € G zachodzi réwnosé
[a, b][(bab) ™, b] = [ab, (ba)~"].
Dowéd. Rozpisujemy lewa strone
aba" b7 (bab) 1b(bab)b™! = aba"1b %0 tba
1 prawg strone
ab(ba)~t(ab) " (ba) = aba" b 2a " tba. O

Tloczyn komutatoréw nie musi byé komutatorem, ale mamy za to rownosé

(a1, b1][az, bo])® = [af, bF][as, bS] (2.22)
Dowdod jest nastepujacy

([al, bl] [(LQ, bz])c = c[al, bl] [CLQ, 52]6_1 = c[al, bl]c_lc[ag, 52]0_1

= [a1, b1]laz, b] = [af, bY][a3, b5,

gdzie ostatnia réwnos¢ wynika z twierdzenia 2.13. Powyzszy wzoér uogdlnia
sie do wiekszej ilosci sktadnikéw

(H[ai,bi]> :H[ag, . (2.23)

i=1
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Niech A, B beda podzbiorami grupy G. Komutantem wzajemnym A i B
nazywamy podgrupe okreslona nastepujaco

[A, B] := ([a,b] : a € A,b € B).
Komutantem grupy G nazywamy podgrupe [G, G]. Zatem
G,G] = {[a,b] : a,b € G).

Jest to wiec podgrupa generowana przez wszystkie komutatory. Poniewaz
w grupie abelowej [a,b] = {e} dla wszystkich a,b, wiec w tym przypadku
(G, G] ={e}. Jesli |G, G| = {e}, to oznacza, ze kazdy komutator jest rowny
e. Z (2.20) wynika wiec, ze G jest przemienna.

Twierdzenie 2.15 [G, G] jest podgrupg niezmienniczq grupy G.

Dowéd. Oznaczmy H = [G,G]. Pokazemy, ze zachodzi warunek (2.16).
Kazdy element H moze by¢ przedstawiony w postaci

h= H[ai, bi], dla pewnych a;,b; €G.
i=1

Z wlasnosci (2.23) wynika, ze
n

h? = ghg™! = H[ag v!] € H.

R
=1

Dowéd jest wiec zakonczony. [

Niech A bedzie podzbiorem grupy GG. Centralizatorem zbioru A nazy-
wamy zbior

Cq(A)={9g€G:ag=ga,Vac A}

Podzbior ten jest zawsze niepusty, poniewaz e € C(A). Pokazemy, ze Cg(A)
jest podgrupa G. Niech g, h € Cg(A). Wowczas

ag = ga, ah=ha, VacA.

7 pierwszej rownosci wynika, ze ¢g”'a = ag™', co oznacza, ze g~ € Ca(A).

Nastepnie mnozac pierwsza z réwnosci prawostronnie przez h i druga lewo-
stronnie przez g otrzymujemy

agh = gah, gah = gha.
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Wynika stad, ze agh = gha, dla kazdego a € Cg(A) a wiec gh € Cg(A).
Centrum grupy to centralizator catego G oznaczany przez Z(G)

Z(G)={9€G:ag9g=ga, VaeG}

Wiemy juz, ze Z(G) jest podgrupa, a jesli odatkowo G jest przemienna, to
oczywiscie Z(G) = G.

Twierdzenie 2.16 Z(G) jest podgrupg przemienng i kazda podgrupa Z(G)
jest podgrupg niezmienniczq grupy G.

Dowéd. Niech g, h € Z(G). Wtedy ag = ga, dla kazdego a € G. Tym razem
mozemy wstawi¢ h zamiast a i stad hg = gh. Zatem Z(G) jest przemienna.

Niech H bedzie podgrupa Z(G). Mamy pokazac, ze gH = Hg, dla kaz-
dego g € G. Warstwa gH sktada sie elementow gh, gdzie h € H. Ale h
jest przemienny z kazdym elementem grupy, zatem gh = hg i w rezultacie
gH = Hg. To konczy dowdd. [

Przyktlad 2.4 Rozwazmy grupe z przyktadu 1.1. Jest to grupa nieprzemien-
na i po obliczeniach dostaniemy

1, a>0,b>0,
a?, a>0,b<0,
/b2, a<0,b>0,
a?/b?, a<0,b<0.

[a,b] =

Zatem [a,b] > 0, dla wszystkich a,b € R* i stad latwo wyznaczy¢ komutant

R*, R = (0, +0) = R
Natomiast centrum tej grupy to Z(R*) = {1}. Wynikaja stad ponizsze wzory

(0,+00), a>0,a#1,
Cr+(a) = R*, a=1,
{1,a}, a<0.

Przyklad 2.5 Zalézmy, ze w pewnej grupie istnieje tylko jeden element,
niech to bedzie a, ktérego rzad wynosi 2. Pokazemy, ze jest on przemienny
z kazdym elementem tej grupy, a wiec nalezy on do jej centrum Z(G).

Poniewaz rzedy elementéw sprzezonych sa rowne, patrz np. (2.10), wiec
(bab=1)? = e, dla kazdego b € G. Z zalozenia jedynym nietrywialnym roz-
wigzaniem rownania x? = e jest a. Zatem bab~! = a i stad ab = ba. Oznacza
to, ze a nalezy do centrum tej grupy. U
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2.3 Zadania

Zadanie 2.1 Wykazaé, ze jesli b = cac™!, to b" = cac¢™ !, dlan € Z. O
Zadanie 2.2 Udowodnié¢ réwnosci
(i) [a, b7 ="t a1,
(ii) [a=,0] = [b,a]*",
(it)) [a=',071 ] =["",a* . O
Zadanie 2.3 Wykazaé, ze
(i) [Ds, Ds] ={1,0,0%},
(ii) [D4, D4] = {1,0%}. O

Przed nastepnym zadaniem pewna definicja. Komutatory wyzszego rzedu
definiujemy rekurencyjnie

[a1,...,an] :==[la1,...,an-1],an], n>3.
Analogicznie
[a1,...,an]s == [la1, - an-1]s,an]s, n>3.
Dla n = 3 i przyjmujac a, b, ¢ zamiast a1, ag, as otrzymujemy wzor
[a,b,c] = [[a,b], ] = [a,b]c[b, a]c™* = [a, b][b, a]°.

Wynik stad, ze
[a,b,c]™' = [a, b]°[b, a],

zatem [a, b, c]~! nie musi byé¢ komutatorem trzeciego rzedu. Ponadto

[a,b, )« = [[a,b]s, cx = [[a 1,07 e =Y a7t 7Y

Zadanie 2.4 Udowodnié¢ nastepujaca tozsamosé Halla
b~ La,c’lct, b,a]lat, e, b =e.
Jesli przyjmiemy a® = b~ab, to powyzsza réwnosé ma postac

[avbilac]g[ba Cilaa]i[cv Gfil?b]i =e. [



3. Grupy III

3.1 Twierdzenie Lagrange’a

Udowodnimy tutaj twierdzenie Lagrange’a, ktére moéwi, ze w przypadku
grupy skoriczonej liczba jej elementow jest wielokrotnoscia rzedu dowolnej
jej podgrupy. Twierdzenie to w najbardziej ogblnej formie zostato udowod-
nione w 1861 roku przez Jordana. Szczegélne przypadki zostaly wykazane
wezesniej, w tym przez Lagrange’a w 1771 roku, patrz [18].

Niech H bedzie podgrupa grupy G. Przypomnijmy, ze zbiory

aH={ah:he H}, Ha={ha:he H}

nazywamy warstwa lewostronna i warstwa prawostronna elementu a wzgle-
dem H. Sa to szczegolne przypadki iloczynu algebraicznego (1.17), gdzie
A={a}iB=H.Ponadto a € aH ia € Ha poniewaz e € H. Udowodnimy
rownowaznosé

bcaH <+ a'beH. (3.1)

Jesli b € aH, to b = ah dla pewnego h € H. Zatem a~'b = h, a wicc
a~'b e H. Jesli a='b € H, to a~'b = I/ dla pewnego h' € H. Wynika stad,
ze b= ah’, zatem b € aH. Podobnie dowodzi sie

bc Hao <+ ba'eH. (3.2)

W grupach przemiennych zachodzi oczywiscie réwnos¢ aH = Ha, dla kaz-
dego a € G. Jesli wiec b € aH, to takze b € Ha. Na powyzsze dwa warunki
mozna tez spojrzeé¢ z innej strony. W pierwszym przypadku a i b naleza do
tej samej warstwy lewostronnej, a w drugim do tej samej warstwy prawo-
stronnej. Zatem (3.1) mozna zapisa¢ w postaci relacji: bRa, jesli a='b € H.
Podobnie z (3.2): bRa, jesli ba=! € H. Tak okrelone relacje sa relacjami
rownowaznosci i dziela G na roztaczne podzbiory.

Twierdzenie 3.1 Niech H bedzie podgrupg grupy G. Wowczas dla dowol-
nych elementow a,b tej grupy mamy

(i) aH = bH lub aH NbH =0,

(i) Ha = Hb lub Han Hb = ().

59
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Dowoéd. Przeprowadzimy dowdd dla warstw lewostronnych. Zalézmy, ze
aH NbH # (). Istnieje wtedy ¢ € aH N bH ,zatem

c=ahy, c = bhs,

dla pewnych hy,hy € H. Wynika stad, ze a = b(hohy'). Niech d € aH.
Woéwczas d = ah dla pewnego h € H oraz

d = (b(hahi*))h = b(hohi*h) € bH.

Oznacza to, ze aH C bH. Podobnie dowodzi sie inkluzji bH C aH. Zatem
jesli przeciecie aH i bH jest niepuste, to aH = bH. [

7 powyzszego twierdzenia wynika, ze kazdy element grupy nalezy do
jednej warstwy lewostronnej i do jednej warstwy prawostronnej wzgledem
podgrupy H. Mamy bowiem a € aH i a € Ha. Zatem

aH=bH < a 'be H

oraz
Ha=Hb < ba~ '€ H.

Twierdzenie 3.2 Niech H bedzie podgrupg grupy G. Wiwczas

(i) Kazde dwie warstwy lewostronne wzgledem H sq réwnoliczne.
(ii) Kazde dwie warstwy prawostronne wzgledem H sq réwnoliczne.

(iii) Kazda warstwa lewostronna jest rownoliczna z kazdg warstwg prawo-
sronng wzgledem H.

Dowod. Dowdd (i). Niech a,b beda ustalone. Zdefiniujmy ¢ : aH — bH
nastepujaco
o(ah) =bh, he H.

Odwzorowanie ¢ jest roznowarto$ciowe, poniewaz rownosé bhy = bho réw-
nowazna jest rownosci hy = hg. Ponadto ¢ jest surjekcja, czyli p(aH) = bH.
Dla kazdego h € H istnieje bowiem h’' € H spelniajace ah’ = bh. Mianowicie
h' = a~'bh. Zatem ¢ jest bijekcja pomiedzy aH i bH, stad warstwy te sa
rownoliczne.

Dowod (ii). Podobnie jak w (i) odwzorowanie p(ha) = hb jest bijekcja
pomiedzy Ha i Hb.

Dowod (iii). Zauwazmy, ze eH = H i H = He. Z (i) wynika, ze kazda
warstwa lewostronna jest rownoliczna z H a z (ii) wynika, ze kazda warstwa
prawostronna jest rownoliczna z H. Stad wynika juz teza (iii). O
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Twierdzenie 3.3 Niech H bedzie podgrupg grupy G. Wiéwczas dla kazdego
elementu a tej grupy zachodzg réwnosci

(i) (aH)™'=Ha™!,
(ii) (Ha)"'=a"'H.

Dowo6d. Udowodnimy (i). Jesli b € aH, to b = ahy dla pewnego h; € H.

Stad mamy
I hl_lcfl € Ha™ %

Oznacza to, ze (aH)™' C Ha~'. Nastepnie, jedli ¢ € Ha™', to ¢ = haa™!
dla pewnego ho € H. Wynika stad, ze
c=(ahy )™t € (aH)™.

Zatem Ha™!' C (aH)™!i w rezultacie (aH)™! = Ha™!. O

7 ostatniego twierdzenia wynika, ze zbiér warstw lewostronnych wzgle-
dem H jest réownoliczny ze zbiorem warstw prawostronnych wzgledem tej
podgrupy. Warstwie aH mozemy przyporzadkowaé¢ warstwe Ha ™!

aH — Ha™ .

Jest to odwzorowanie réznowartosciowe i kazda warstwa prawostronna jest
obrazem pewnej warstwy lewostronne;j.

Niech G bedzie grupa skoriczong oraz H jej podgrupa. Indeksem pod-
grupy H w grupie G nazywamy liczbe warstw lewostronnych grupy G
wzgledem H i oznaczamy przez |G : H|, tzn.

|G : H| = liczba warstw lewostronnych wzgledem H.

Zauwazmy, ze w grupie skoniczonej liczba warstw prawostronnych jest réwna
liczbie warstw lewostronnych. Oto twierdzenie Lagrange’a.

Twierdzenie 3.4 Niech G bedzie grupg skoriczong oraz H jej podgrupg.
Wowczas zachodzi wzor

G| = |H||G : H]. (3.3)

Dowd6d. Przyjmijmy |G| = n, gdzie n > 2. Zalozmy, ze liczba warstw lewo-
stronnych wzgledem H wynosi r, 1 < r < n, tzn.

G=aHUaHU...UaH
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dla pewnych ay,...,a, € H. Z twierdzenia 3.2 wynika, ze
la;H| =|H|, 1=1,2,...,r.

Zatem |G| = r|H|, co dowodzi (3.3). O

Kilka wnioskéw z powyzszego twierdzenia. Jak juz zauwazylismy, jesli
rz(a) = m, to elementy a,a?,...,a™ !
tralnym tworza podgrupe danej grupy. Jest to podgrupa cykliczna rzedu m.
Jesli wiec |G| < oo, to rzad kazdego a € G dzieli |G|.

Udowodnimy teraz implikacje

sg rozne i wraz z elementem neu-

IGl=n = VaeG, a"=ec (3.4)

Innymi stowy, kazda grupa skoriczona jest torsyjna. Zatozmy, ze rz(a) = m.
W takim razie m dzieli n, czyli n = gm, dla pewnego ¢ € N. Woéwczas mamy
a™ = (a™)9 = e i to koniczy dowod (3.4).

Kolejny wniosek jest taki, ze jesli |G| = n jest liczba pierwsza, to G jest
grupa cykliczna, czyli G = (a), dla pewnego a € G. W tym celu wystarczy
wzigé dowolny element a # e. Wowcezas rzad a musi byé réwny n, czyli
G = (a). W przeciwnym razie rzad a dzielilby n wbrew zatozeniu.

Ostatni wniosek zapiszemy w postaci twierdzenia.

Twierdzenie 3.5 Niech G bedzie grupg skoriczong, ktdra nie zawiera zZadnej
podgrupy wtasciwej. Wtedy jej rzad |G| jest liczbg pierwszq.

Dowéd. Niech |G| = n i zalézmy, ze n > 2. Poniewaz G nie zawiera podgrup
wlasciwych, wiec G = (a), dla pewnego a # e. W przeciwnym razie grupa (a)
bytaby wtasciwa. Zalézmy teraz, ze n nie jest liczbg pierwsza, czyli n = qgm,
gdzie ¢ > 1 i m < n. Wowczas (a?)™ = e, co oznacza, ze rz(a?) < n
i podgrupa generowana przez a? bylaby wtasciwa. Stad n musi by¢ liczba
pierwsza. [

Twierdzenie 3.6 Jesli Hy ¢ Hy sq podgrupami skoriczonymi grupy G, to

|Hy| - |Ho|

H Hy| = ———.
| ! 2’ ’HlmH2|

(3.5)
Dowéd. Niech Hs = Hy N Ho. Wtedy Hs jest podgrupa Hi i Hy. W szcze-
gbénosci Hy mozna przedstawié w postaci roztacznych warstw wzgledem Hs,
czyli

Hy = H3g1 U H3ga U ... U H3gy,
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gdzie g; € Ho, dla ¢ = 1,...,r. Zatem H;Hs mozna zapisa¢ jako sume
zbiorow HyHsgi, ..., H1Hsg,. Poniewaz Hs jest rowniez podgrupa Hi, to
H{Hs = H; istad

H\Hy, =HigtUHigoU...UH;g,.

Pokazemy, ze zbiory po prawej stronie tej réwnosci sa roztaczne. Zatézmy
przeciwnie, ze H1g; N H1g; # 0, dla ¢ # j. Wowczas hg; = h'g;, dla pewnych
h,h' € Hy. Zatem gigj_1 = h~ W € H; i w rezultacie gigj_1 € HiNHy = Hs.
Z (3.2) wynika, ze g; € Hzg; lub rownowaznie Hzg; = Hsgj. W ten sposob

otrzymalismy sprzeczno$¢, poniewaz warstwy Hsgi, ..., Hsg, sa z zalozenia
roztaczne. Wynika stad, ze zbiory Higi, ..., H1g, tez sa roztaczne.
Nastepnie zauwazmy, ze |Hig;| = |Hy|, dla ¢ = 1,...,r. W takim razie

|H1Hsy| = r|Hy|, gdzie r jest liczba warstw prawostronnych wzgledem Hs.
Z twierdzenia 3.4 wynika, ze liczba ta jest rowna |Hz|/|Hs|. Dowdd wzoru
(3.5) jest wiec zakoriczony. [J

3.2 Grupy ilorazowe

Przypomnijmy, patrz definicja (2.15), ze podgrupa H jest dzielnikiem nor-
malnym grupy G, jesli spetnia jeden z ponizszych réwnowaznych warunkow
(i) H=gHg !, dla kazdego g € G,
(ii) gH = Hg, dla kazdego g € Gi h € H,
(iii) ghg~! € H, dla wszystkich g € G, h € H.

Poniewaz g jest dowolne, to podstawiajac ¢!

kolejne réwnowazne warunki

w miejsce g otrzymamy dwa

(iv) H =g 'Hg, dla kazdego g € G,
(v) g 'hg € H, dla wszystkich g € G, h € H.

Odnotujmy, ze kazda podgrupa grupy przemiennej jest jej podgrupa nie-
zmiennicza oraz, ze istnieja grupy, ktore takich podgrup nie maja.

Okazuje sie, ze zbiér warstw grupy wzgledem jej dzielnika normalnego
jest tez grupa z odpowiednio okreslonym dziataniem. Mianowicie, niech H
bedzie dzielnikiem normalnym G. Zdefiniujmy

aH obH := (ab)H, a,beqG. (3.6)
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Pokazemy, ze dzialanie to nie zalezy od wyboru reprezentantéw warstw, tzn.
(a € aHAV €bH) = (d't/)H = (ab)H.

Niech @’ = ahy, b/ = bho, gdzie hi,hy € H. Poniewaz H jest dzielnikiem
normalnym oraz hib € Hb, to hib € bH. Stad hib = bhs dla pewnego
hs € H. Wynika stad dalej, ze

a't! = a(h1b)hy = (ab)(hshs) € (ab)H.
Zatem (a'b')H = (ab)H.
Twierdzenie 3.7 Niech H bedzie dzielnikiem normalnym grupy G. Wow-

czas zbior warstw lewostronnych wzgledem H z dziataniem okreslonym wzo-
rem (3.6) jest grupg.

Dowo6d. Zgodnie z definicja mamy
(aH obH) o cH = (ab)H o cH = (ab)cH.
Podobnie
aH o (bH ocH) = aH o (bc)H = a(bc)H.
Rownosé (aH obH)ocH = aH o (bH ocH ) wynika wiec z tacznosci dziatania
w grupie G. Podgrupa H jest elementem neutralnym tego dziatania
HoaH =eHoaH = (ea)H = aH.
Warstwa odwrotna do aH jest warstwa a1 H
aHoao 'H=(aa YWH=eH=H. 0O

Zbiér warstw wzgledem podgrupy normalnej H z dziataniem okreslonym
wzorem (3.6) nazywamy grupa ilorazowa grupy G wzgledem H i oznacza-
my przez G/H

G/H = grupa ilorazowa.

Jesli G jest skoniczona, to z twierdzenia Lagrange’a mamy

G|
G/H| = -
|H|
W tym przypadku naturalne przyporzadkowanie elementowi jego warstwy
nazywane jest homomorfizmem kanonicznym. Dokladniej, odwzorowa-
nie ¢ : G — G/H okreslone wzorem ¢(a) = aH jest rzeczywiscie homomor-
fizmem

p(laob) = (aob)H =aH obH = p(a) o p(b).
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Poniewaz jest to odwzorowanie ,na”, to jest tez nazywane epimorfizmem
kanonicznym, patrz rysunek 2.1.

Na przyklad, poniewaz grupa (Zi2, +12) jest przemienna, wiec podgrupa
H =1{0,3,6,9} jest jej dzielnikiem normalnym, tzn. aH = Ha, dla kazdego
a € Zq2. 7 twierdzenia Lagrange’a wynika, ze mamy 3 warstwy lewostronne
i 3 prawostronne

G/H = {{0,3,6,9},{1,4,7,10},{2,5,8,11}} = Zs.

Przyktad 3.1 Niech H bedzie podgrupa grupy G taka, ze
|G : H| =2. (3.7)

Pokazemy, ze H jest podgrupa normalna. Z (3.7) wynika, ze istnieja dwie
warstwy lewostronne i dwie prawostronne. Sa to H i G\H. Dla a € H mamy

aH =H = Ha.
Jesli natomiast a € G\H, to
aH = G\H = Ha,
poniewaz a nie moze naleze¢ do dwoéch warstw jednoczednie. [

Tabela 3.1 Tablica Cayleya grupy ilorazowej G/H izomorficznej z Zs.

o | B GQ\H +2]0 1
H | H GH 00 1
G\H | G\H H 11 0

Przyktad 3.2 Rozpatrzmy dwie podgrupy grupy dihedralnej D3
H, ={I,0,0%*}, Hy={I,L}.
Podgrupa H; ma indeks 2, wiec jest dzielnikiem normalnym i
G/Hy = {{I,0,0%},{L1, Lo, L3}} = Zs.

Podgrupa Hs nie jest podgrupa niezmiennicza, mamy np. OHy = {O, Lo}
oraz HoO = {0, L3}, zatem OHsy # H20. Niezaleznie od tego, zaréwno zbior
warstw prawostronnych jak i lewostronnych wzgledem Hs tworzy podzial G,
patrz tabela 3.2. [J
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Tabela 3.2 Warstw wzgledem Hs, ktéra nie jest dzielnikiem normalnym Dj.

a aHy Hsa

I | {I,Ly} | {I,L1}
O | {0,Ls} | {O,Ls}
0? | {02, L3} | {0?% Ly}
L4 {I, L1} {I,L1}
Ly | {O, Ly} | {02 Ly}
Lz | {0%, L3} | {O, L3}

Grupa, ktoéra nie ma wlasciwych podgrup normalnych nazywana jest
grupa prosta. Najprostsze przykltady grup prostych sa takie, dla ktorych
|G| = p, gdzie p jest liczba pierwsza. Grupy takie nie maja zadnych podgrup
wlasciwych, wiec tym bardziej nie maja podgrup normalnych.

Niech A bedzie podzbiorem G. Normalizatorem A nazywamy zbior

Ne(A) ={g € G:gA= Ag}.

Podobnie jak w przypadku centralizatora, podzbior ten jest zawsze niepusty,
poniewaz e € Ng(A). Pokazemy, ze jest podgrupa G.

Jedli gA = Ag, to g7'A = Ag~' istad g7' € Ng(A). Jedli dodatkowo
hA = Ah, to z rownosci hgA = hAg otrzymujemy hgA = Ahg, zatem
hg € Ng(A). To pokazuje, ze normalizator jest podgrupa.

Jesli H jest podgrupa, to H C Ng(H) poniewaz hH = Hh, dla kazdego
h € H. W najlepszym wiec razie Ng(H) = G, a w najgorszym Ng(H) = H.

Twierdzenie 3.8 Niech G bedzie grupg. Wiowczas
(i) Jesli H jest podgrupa, to H jest podgrupg normalng w Ng(H)

(i) Jesli A jest podzbiorem G, to liczba zbioréw z nim sprzezonych réwna
jest G : Ng(A).

Dowéd. Dowdd (i). Mamy pokazaé, ze gH = Hg, dla kazdego g € Ng(H).
Ale g nalezy do Ng(H) wtasnie wtedy, gdy spelnia ta rownosé.

Dowod (ii). Jesli a, b naleza do tej samej warstwy to Ng(A)a = Ng(A)b.
Stad istnieje h € Ng(A), dla ktérego b = ah. Zatem h = a~'b i wstawiajac
do réwnoéci hA = Ah otrzymamy a 'bA = Aa~'b. Z tej réwnosci wynika
bAb~! = aAa™!, a to oznacza, ze te zbiory sa rowne. Wszystkie elementy
warstwy utworza ten sam zbiér sprzezony z A.
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Podobnie, jesli aAa™! = bAb~!, to Aa='b = a~'bA. Wynika stad, ze
a"lb € Ng(A), a to z (3.1) réwnowazne jest b € aNg(A) i w rezultacie a
i b sa w jednej warstwie. Podsumowujac, kazdej warstwie odpowiada inny
zbioér sprzezony z A. Zatem liczba réznych zbioréw sprzezonych z A réwna
jest liczbie warstw lewostronnych, czyli indeksowi Ng(A). O

Twierdzenie 3.9 Niech H bedzie dzielnikiem normalnym grupy G. Wow-
czas

(i) Grupa G/[G,G] jest przemienna,
(ii) Jesli G/H jest abelowa, to |G,G] C H.

Dowod. Dowdd (i). Oznaczmy G’ = [G,G|. Elementami grupy G/G’ sa
warstwy. Z twierdzenia 3.3 mamy (aG’)~! = G’a~'. Poniewaz G jest réwniez
podgrupa normalng, to G'a™! = a~'G’. Komutator [a, b] nalezy do G, zatem
dla dowolnych a,b € G zachodzi réwnosé

(G, bG'] = (aG)(bG") (aG)HBG) ™ = (aba b 1)G’
= [a,b)G' = G".

Wynika stad (aG")(bG") = (bG")(aG") 1 G/G’ jest abelowa.
Dowdd (ii). Niech G/H bedzie grupa przemienna. Oznacza to, ze

(aH)(bH) = (bH)(aH), dla dowolnych a,b € G.

Wynika stad dalej, ze (ab)H = (ba)H. Mnozac obie strony ostatniej rownosci
przez (a~'b~')H otrzymujemy
(ab)(a™ ™Y H = [a,b]H = (ba)(a" b~ )H = H.

Rownosé [a,b|H = H oznacza, ze [a,b] € H. Podgrupa H zawiera wszystkie
komutatory, wiec takze [G, G]. O

Oto ciekawa wlasnosé centrum: jesli G' nie jest abelowa, to grupa ilora-
zowa G/Z(G) nie jest cykliczna. Popatrzmy na twierdzenie.
Twierdzenie 3.10 Jezeli H jest podgrupg Z(G) i grupa ilorazowa G /H jest
cykliczna, to G jest grupg przemienng.
Dowéd. Niech g € G bedzie taki, ze

G/H ={...,(gH)™* (¢H)~" H,(gH)", (¢H),...}
={...,¢ ?H,g"'H, H,gH, ¢*H,...}.
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Wowczas a = g™ hy, b = g"2ho dla pewnych ni,ny € Ni hy, ho € H. Stad

ab = g" h1g™he = g™ g"?hiho
=g"g" hohy = g™ hog" hy = ba.

Poniewaz a i b sa dowolne, wiec rownosé ab = ba zachodzi dla wszystkich
elementéw grupy G. Oznacza to, ze G jest grupa przemienng. [

Niech ¢ : G — H bedzie homomorfizmem i niech K = Ker(p). Jak za-
uwazyliSmy wczesniej, patrz twierdzenie 2.12, K jest dzielnikiem normalnym
grupy G, zatem odzworowanie £ : G — G/K okreslone wzorem

k(a) =aK, a€G (3.8)

jest homomorfizmeme ,na”; czyli epimorfizmem. Jadrem & jest K, ponie-
waz jest to warstwa neutralna w grupie ilorazowej G/K. Ponizsze twierdze-
nie mowi o zwiazku pomiedzy G/K, a obrazem G przez ¢ i nazywane jest
pierwszym twierdzeniem o izomorfizmie.

Twierdzenie 3.11 Niech ¢ bedzie homomorfizmem grupy G w grupe H.
Wowczas istnieje izomorfizm ¢* : G/Ker(p) — ¢(G) spetniajocy ¢ = ko*,
gdzie K dane jest wzorem (3.8).

Dowod. Zatézmy najpierw, ze h = ¢(a) i niech K = Ker(p). Wtedy
p(ak) = p(a)p(k) = h, ke K.

Zatem wszystkie elementy warstwy aK przejda na h. Jesli ponadto ¢(b) = h,
to

e(a™'b) = p(a (b)) =h'h = ey,

gdzie e jest elementem neutralnym H. Ale to oznacza, ze a~'b € K i stad
b € aK. Innymi stowy, pokazaliémy, ze odwzorowanie ¢* : G/K — ¢(G)
dane wzorem
90*(@-’() =(a), a€Q@q,

jest dobrze okreslone, tzn. warto$¢ ¢* na warstwie nie zalezy od jej repre-
zentanta. Jesli aK = bK, to b~'a € K i stad ¢*(aK) = ¢*(bK). Podobnie
dowodzi sie, jesli p(a) = ¢(b), to aK = bK. Zatem ¢* jest bijekcja pomie-
dzy grupa G/K a ¢(G). Pozostaje pokazaé, ze ¢* jest homomorfizmem. Dla
a,b € G mamy

¢ ((aK)(bK)) = " ((ab) K) = p(ab) = p(a)p(b)
¢ (k)" (bK).
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Stad ¢* jest izomorfizmem i ponadto

(re*)(a) = ¢"(r(a)) = ¢*(aK) = ¢(a). T

p, homomorfizm

©*, izomorfizm

K, epimorfizm

Rys. 3.1 Ilustracja twierdzenia 3.11.

3.3 Iloczyn prosty i poélprosty grup

Niech (G1,0) i (Gg2,9) beda dowolnymi grupami. Iloczynem prostym G,
i G2 nazywamy zbiér G1 X G4 wraz z dziataniem okreslonym wzorem

(a1,a2) ® (b1, b2) := (a1 0 by, a2 ¢ ba), (3.9)

gdzie a = (a1,a2),b = (b1,b2) € G1 x Ga. Za chwile udowodnimy, ze to
dziatanie jest dzialaniem grupowym, natomiast czesto zamiast (G X G2, ®)
pisze sie po prostu Gi X Ga. Zauwazmy, ze jedynka tego dziatania jest
1G1><G2 = (1G15 1G2)7 tzn.

(alv CLQ) & (1G1a ]-GQ) - (al o 1G1,CL2 <o 1G2) - ((11,(12),
gdzie 1g, to element neutralny Gy, a 1g, jest elementem neutralnym Gs.

Twierdzenie 3.12 Niech G1, Gy bedg grupami. Wiowczas

(i) Iloczyn prosty jest grupq.
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(ii) Grupa G1 x Gg jest przemienna wtedy i tylko wtedy, gdy przemienna
sq G1 1 Gg,

(iii) Grupy G1 x G2 i G X G sq izomorficzne.

Dowod. Dowdd (i). Laczno$é ® wynika z tacznosei dziatan w poszcezegolnych
grupach. Mianowicie, dla a, b, c € G; X G2 mamy

(a®b) ®c= (arb,asbs) ® (c1,c2) = ((a1b1)c1, (agb2)ca)
= (a1(bicr), az(baca)) = (a1, a2) ® (bici, baca)
= (a1,a2) ® [(b1,b2) ® (c1,c2)] = a® (b® c).

W powyzszym zapisie pominiete zostaly oczywiscie o i ¢. Jedynka tej grupy
jest 1g,xa, = (1gy, 1g,), natomiast element odwrotny do a = (aj, az) dany

jest wzorem a~! = (a;!,ay'). Dowod (i) wynika z faktu, Ze r6wnosé

(a1b1, azbs) = (bray, baaz)

rownowazna jest rownosciom a1b; = brai i asbe = boas.
Dowod (iii). Odwzorowanie

¢((a1,a2)) = (az,a1).

jest izomorfizmem miedzy G1 X G2 a Go X G1. Z jednej strony jest to bijekcja,
z drugiej strony mamy

QO(CL X b) = gp((albl, a2b2)) = (agbg, albl)

oraz

p(a) @ p(b) = (az, a1) @ (b2, b1) = (agba, arby).
Zatem ¢(a ®b) = ¢(a) ® p(b), dla wszystkich a,b € G; x Go. O

Jesli G1, G4 sa skoniczone, to |Gy x Ga| = |G1|-|G2|. Nietrudno pokazaé,
ze jesli Hy jest podgrupa G i He podgrupa G, to H; x Hs jest podgrupa
G1 X (. Twierdzenie odwrotne nie jest jednak prawdziwe, tzn. jesli H jest
podgrupa G1 X Go, to wcale nie musi byé¢ podgrupa postaci Hy x Ho, gdzie
H,, Hs sa odpowiednio podgrupami G1, Gs.

Grupa H = G x {e2} jest izomorficzna z G i jest podgrupa niezmien-
nicza G x G2. Mamy bowiem

aH = {(a1h1,a2h2) : h € H} = {(a1h1,a2) : h € H}
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oraz

Ha = {(hlal,hQGQ) che H} = {(hlal,ag) che H}

Rowno$é aH = Ha wynika z faktu, ze h; € G1. Podobnie dowodzi sie, ze
{e1} x G2 jest tez podgrupa niezmiennicza.
Przyktad 3.3 (a) Rozpatrzmy Zg x Zy. W tym przypadku

Zs x Zo = {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}.

Grupa ta sktada sie z 4 elementéw i jest izomorficzna z grupa czworkowa Vy.
Izomorfizm ¢ : Zy X Zo — V4 wyglada nastepujaco

30((0> O)) =1, 90((07 1)) =a, 30((1>O)) =b, QD((L 1)) = ab.

Przyktad ten pokazuje, ze iloczyn prosty grup cyklicznych nie musi by¢ grupa
cykliczna, tzn. Zo X Zso jest izomorficzna z niecykliczng grupa Vj.

Tabela 3.3 Iloczyn prosty Zs X Zso jest grupa izomorficzna z V.

) ‘(070) (071> (170) (171)
(0,0) | (0,0) (0,1) (1,0) (1,1)
(0,1) | (0,1) (0,0) (1,1) (1,0)
Lo) | (L) (L) (0.0) (0,1)
(1,1) | (1,1) (1,0) (0,1) (0,0)

(b) Niech (R*, o) bedzie grupa z przykladu 1.1. Dziatanie w R* x R*
wyglada nastepujaco

aibi,agbe), a1 >0,az >0,
albl,ag/bg), al > 0,(12 < 0,
al/bl,azbg), a; < 0,az >0,
al/bl,ag/bg), ay <0,a2<0.

(
(al, CLQ) (@] (bb b2) = E
(

Podzbior R* x R* sktadajacy sie z I i III ¢wiartki jest jej podgrupa nieprze-
mienng, np.

(=2,-2) 0 (=1, -1) = (2,2), (=1,—1)0(=2,—~2) = (1/2,1/2).0

lloczyn prosty jest jednym z narzedzi do tworzenia nowych grupy z juz
istniejacych. Pozwala tez na konstrukcje réznych (tzn. nieizomorficznych)
grup o tych samych rzedach. Jesli np. n = 24, to mozemy utworzy¢ kilka
grup o tym rzedzie jako iloczyn prosty grup rzedu 1212, 614, 31 8 itd.
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Iloczynem prostym grup G1, G, ..., G, nazywamy pare (G, ®), gdzie
G=G1 xGyx...xG, oraz

a®b:= (albl,agbg, . ,anbn),

dla a = (a1,...,an),b = (b1,...,b,). Podobnie jak w twierdzeniu 3.12 do-
wodzi sie, ze tak okreslona para jest grupa. Jej elementem neutralnym jest
l¢ = (1gyy---» 1a,), a odwrotny do a to (a,l_l, coant).

Zmieniajac dowolnie kolejno$¢ w iloczynie kartezjaniskim Gy X ... x Gy,
otrzymamy w kazdym przypadku grupe izomorficzna z (G, ®). Na przykltad
dla n = 3 wszystkie grupy

G1XG2XG3, G1XG3XG2, GQXGleg,
GgXG1XG2, GgXGgXGl, GgXGQXGl

sg izomorficzne.
Zaltozmy teraz, ze Hy i Hs sa podgrupami normalnymi grupy G takimi,
ze Hy N Hy = {e}. Udowodnimy, ze wtedy

ab = ba, dla wszystkich a € Hy,b € Hs. (3.10)

Wynika stad, ze HiHo = HoH; i z twierdzenia 1.8 otrzymujemy, ze HjHo
jest podgupa G. Przechodzimy do dowodu ... Poniewaz Hi jest normalna,
to bab~! € H; lub réwnowaznie ba~'b~' € H;. Z normalnosci Hy wynika,
ze aba~! € Hy. W takim razie

[a,b] = aba™'b! = a(ba™'b7') = (aba"H)b! € Hy N Hy.

€H, €Hso

Jesli wiec HiNHy = {e}, to [a, b] = e, a to jest rownowazne temu, ze ab = ba,
patrz (2.20). Zatem HyHs jest podgrupa.
Co wiecej, jesli a1by = aobs, dla a1,a0 € Hy i by,bo € Hy, to podobnie

a;lal = bgbl_l € Hi N Hs.
S~ =

€H, €Hs

Z réwnan a;lal =e, b2_1b1 = e otrzymujemy a1 = as, by = bo.

Twierdzenie 3.13 Jesli Hy i« Hy sqg podgrupami normalnymi grupy G taki-
mi, ze Hy N Hy = {e} oraz G = H1Ho, to G jest izomorficzna z Hy x Ho.
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Dowéd. Z dotychcezasowych rozwazan wynika, ze kazdy g € G zapisuje sie
jednoznacznie w postaci ab, gdzie a € Hy i b € Hy. Zatem odwzorowanie
©(g) = (a,b) jest bijekcja z G na Hy x Hy. Pozostaje sprawdzi¢, ze jest to
izomorfizm. Z réwnosci (a,b) = (e, e) wynika, ze a = e 1 b = e, zatem jadro
¢ rowne jest {e}. Nastepnie, z przemiennosci mamy

©(9192) = plarbrazbs) = p(arazbibz) = (araz, bib2)
oraz

e(g1)p(g92) = (a1,b1)(az,b2) = (araz, biba).

Dowod jest wiec zakoticzony. [

W przyktadzie 3.3 mieliSmy do czynienia z sytuacjg opisang w powyz-
szym twierdzeniu. Podgrupy H; = {e,a} i Hy = {e, b} sa dzielnikami nor-
malnymi Vy = {e,a,b,ab}, Hy N Hy = {e} i HiHy = V4. Ponadto sa one
izomorficzne z Zs, wiec Vy = Zo X Zo.

Grupa Zj2 jest przemienna, a wiec H; = {0,3,6,9} i Hy = {0,4,8} sa
jej dzielnikami normalnymi, Hy N Hy = {0} oraz

HiHy ={0,4,8,3,7,11,6,10,2,9,1,5} = Z15.

Zatem Zio jest izomorficzna z Hq X Ho, a poniewaz Hy = Z4 i Ho = Zg3, to
Zao = Z3 X Zy4. Izomorfizm ten dany jest wzorem

p(a) = (amod 3,a mod 4), a € Zis.

W przypadku, gdy rzedy grup nie majg wspoélnego dzielnika poza jedynka
zachodzi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.14 Grupa Z,, X Z, jest cykliczna wtedy i tylko wtedy, gdy
NWD(m,n) = 1.

Dowdd. Zatozmy, ze NW D(m,n) = 1. Pokazemy, ze wtedy Z, X Z jest
grupa cykliczna. Zgodnie z (3.9) mamy

(a1,a2) ® (b1, b2) = (a1 +m b1, a2 +n b2).
Niech rzad elementu (1,1) wynosi p. Wtedy (1,1)? = (0,0) i stad
(p (modm), p (modn)) = (0,0).

Wynika stad, ze p jest podzielne przez m i przez n. Poniewaz m i n nie maja
wspolnych dzielnikéw, wiec p = mn. Stad mamy

rz((1,1)) = mn = |Zy, X Zy|
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a wiec Zy, X Zy, jest cykliczna oraz (1,1) jest jej generatorem.
Implikacja w druga strone wyglada tak

Ly X L, cykliczona = NWD(m,n) = 1.
Jest ona réwnowazna nastepujacej implikacji
~NWD(m,n)=1 =~ Zy X Z, cykliczna.

Niech wigc NWD(m,n) = d > 1. Oznaczmy m; = m/d, n; = n/d. Wtedy
dla dowolnego (a,b) € Zy, X Z, mamy réwnosc

midny - (a,b) = (%dnla(modm),mld%b(modn))
= (mnja(modm), minb(modn)) = (0,0).

Wynika stad, ze rz((a,b)) < midny. Zatem grupa ta nie zawiera elementu
rzedu mn, a wiec nie jest cykliczna. [J

Niech (Gy,0) i (Gg,¢) beda grupami i zalézmy, ze ¢ : Gy — Aut(Gy)
jest homomorfizmem. Oznacza to, ze kazdemu a € G2 przyporzadkowany
jest automorfizm ¢, grupy G oraz

Vach = Yay, dla wszystkich a,b € Go.

Dziataniem w grupie Aut(G1) jest sktadanie przeksztalcen, ktore teraz zde-
finiujmy w nastepujacy sposéb

Pacb(9) = (vap)(9) = va(r(9)), Vg€ Gi. (3.11)
Niezaleznie od tego, przy ustalonym a € Gy zachodzi réwnosé
©a(gh) = pa(g) o pa(h), dla dowolnych g, h € G.

Tloczynem poétprostym Gp i G nazywamy zbior G1 x Go wraz z dziala-
niem okreslonym wzorem

((Ll,ag) & (bl, bg) = (al (¢] (paQ(bl), ag ¢ bg), (3.12)

gdzie a = (a1,a2),b = (b1,b2) € G1 x Ga. Pokazemy, ze jest to dzialanie
grupowe. Zaczniemy od tacznosci. Dla a,b,c € G1 X G2 z jednej strony
mamy

(a ® b) ®c= (al()@az (b1)7 a2b2) ®c= (al@az (bl)(tpasz (Cl)a a2b202)
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i z drugiej

a® (b®c)=a® (bipp,(c1),b2c2) = (a1Pa, (b1p, (1)), azbaca)
= (@1Pay (b1)Pas (91, (c1)), azbaco)

Na podstawie (3.11) oba powyzsze iloczyny sa rowne. Element neutralny to
e = (e1,ez2) a odwrotny do a dany jest wzorem

(a1,a2) ™" = (p, -1 (a7 ) ay ™).
Sprawdzamy

a®a™ = (a1,a2) ® (p,-1(a71),03") = (a19ay (9,1 (a7 1)), 0203 ")

—1
2
= (alal_l,aga;l) = (e1, e2).

lNloczyn poétprosty G1 i Go oznacza sie zwykle przez G x Gy. Poniewaz zalezy
on od ¢, to czasem uzywa si¢ tez G X, G2 1 méwi sig, ze jest to iloczyn
zewnetrzny. Wynika to stad, ze mnozymy dwie nie zwiazane ze sobg grupy.
Szczegbdlnym przypadkiem iloczynu potprostego jest zwykty iloczyn prosty.
Wystarczy w tym celu przyjac za ¢q(g) = g, dla kazdego a € Gs.

Rozwazmy teraz jedna grupe G i jej dwie podgrupy H; i Hy. Zalézmy
tez, ze spelnione sg warunki

(i) G = H1H>.
(11) HiNHy = {6}
(iii) H; jest podgrupa normalng G.
W takiej sytuacji G nazywana jest iloczynem poélprostym Hp przez Hs.
Niekiedy mowi sig, ze jest to iloczyn wewnetrzny. Gdyby Hs bylta tez pod-
grupa normalna, to G bylaby izomorficzna z H x Ho, méwi o tym twierdzenie
3.13. Tym razem opuszcza sie wiec zalozenie o normalnosci Ha.

Rownowaznosé powyzszych dwoch definicji iloczynu polprostego wyja-
$nia nastepujace twierdzenie, patrz np. [8].

Twierdzenie 3.15 Jesli G jest iloczynem pdtprostym swoich podrgup Hiq
przez Ha, to istnieje homomorfizm ¢ : Hy — Aut(H,) taki, ze G jest izo-
morficzna z Hy X, Ho.

W przykladzie 1.9 opisana zostala grupa izometrii wlasnych trojkata
réwnobocznego Ds. Niech

Hl = {170702} = Z37 H2 = {I, Ll} = ZQ.
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Podgrupa Hi jest dzielnikiem normalnym D3, a Hs nie jest, patrz przykiad
3.2. Ponadto Hy N Hy = {I} oraz

H\Hy = {I,Ly,0, Ly,0% L3} = Ds.

Zatem D3 =2 Hy x Hy lub réwnowaznie D3 =2 Zs X Zo. Natomiast Zs X Zo
jest izomorficzna z Zg.

Przyktad 3.4 (a) Rozwazmy Zg i (R,+) i niech ¢ : Zg — Aut(R) bedzie
dane przez odwzorowania: ¢o(g) = g, ¢1(9) = —g. Mozna je zapisa¢ jednym
wzorem ¢,(g) = (—1)%g, gdzie a € Zg i g € R. Zatem

(a1,a2) ® (b1,b2) = (a1 + (—1)*%by, (ag + b2) mod 2),

gdzie a,b € R X Zs. Zauwazmy, ze R X Zsa nie jest grupa przemienng, mamy
np. (1,0) ® (0,1) = (1,1), (0,1) ® (1,0) = (—1,1).

(b) Niech G; = (R4,+), G2 = ({—1,1},-) oraz ¢.(g) = g%, dla a € Gy,
g € Gy. Nietrudno sprawdzi¢, ze jest to homomorfizm z Go w grupe Aut(G1).
Stad dla a,b € G1 x G2 mamy

bl bg) ag = 1
a1,a2) @ (b1,b2) = (a1b§2, asby) = (a1b1, o),

( 1 2) ( ! 2) ( 171 2 2) { (al/bl,—bg), a2:—1.
Podobnie jak w (a) jest to grupa nieprzemienna, np.

2,1)®(1,-1)=(2,-1) £ (1,-1) ® (2,1) = (1/2,-1). O

Przyktad 3.5 Niech A4 bedzie grupg obrotéw czworoscianu foremnego omo-
wiong w przyktadzie 1.11 i rozwazmy

-Hl :{1705706707}7 HQZ{-LOMO%}'
Pierwsza podgrupa, izomorficzna z grupa Vjy, jest dzielnikiem normalnym
Ay, obliczone warstwy znajduja sie w tabeli 3.4. Druga grupa, izomorficzna
z Zs3 nie jest podgrupa niezmiennicza, mamy np.

O3Hy = {03,0%,07} # Hy03 = {03,0%,05}.

Zatem Ag =2 V4 x Zg3. O
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Tabela 3.4 Warstwy wzgledem Hi, ktora jest dzielnikiem normalnym Ay.

a aH; Hia
I,0s5,06,07 {1,0s5,06,07} {1,0s5,06,07}
01,02,03,04 | {01,02,03,04} | {O1,02,03,04}
O%,OQ,O{OE {02,02,02702} {O%,O2,02,Oz}

3.4 Zadania

Zadanie 3.1 Niech (G, o) bedzie grupa, a H jej podgrupa o indeksie 2.
Definiujemy nowe dzialanie

aob— aob, ac H
"l aob™l, a¢H.

Udowodnié, ze (G, o) jest grupa wtedy i tylko wtedy, gdy (G, o) jest prze-
mienna. Nastepnie pokazaé, ze jesli (G, ©) jest grupa, to jest ona przemienna
wtedy i tylko wtedy, gdy a? = e, dla kazdego a € H i a®> = d, dla a € G\H,
gdzie d jest pewnym elementem G. [J

Zadanie 3.2 Wykazaé, ze iloczyn prosty Vy z Ze, czyli
Vi X Zo = {(e,0), (e, 1), (a,0),(a,1),(b,0),(b,1), (ad,0), (ab, 1)}
jest grupa izomorficzng z grupa

2(00) = {0, {a}, {0} {c}. {a. b}, {a,c}, {b, ¢}, {a,b,c}},

w ktorej dzialaniem jest réznica symetryczna, patrz przykltad 1.2. Obie te
grupy sg tez izomorficzne z Zo X Zg X Zgo. [J

Zadanie 3.3 Wykazaé, ze Zo X Z4 nie jest izomorficzna z grupa z poprzed-
niego zadania. [

Zadanie 3.4 Niech D4 bedzie grupa izometrii kwadratu z przyktadu 1.10
oraz Hy = {I,0,0% 03}, Hy = {I, L1} jej podgrupami. Sprawdzi¢, ze spel-
nione sg zalozenia twierdzenia 3.15, zatem D, = H; x Hs.



4. Permutacje

4.1 Grupy permutacji

W rozdziale tym zajmiemy sie grupami permutacji. Jak wykazaliémy wcze-
$niej, zbiér wszystkich bijekcji danego zbioru wraz ze sktadaniem przeksztal-
cen tworzy grupe nazywana tez grupa symetryczna. O ile nie bedzie powie-
dziane inaczej, zakladamy, ze

X={1,2,....,n}, n>1,

i zamiast Sym(X) piszemy S,,. Poniewaz kazda permutacje mozna utozsamic
z ciggiem n-elementowym, w ktorym wszystkie elementy sa rézne i kolejnosé
jest istotna, wiec |Sy,| = n! Elementy S,, bedziemy oznaczali matymi greckimi
literami jak np. «, 8,v, 7, 0. Zatem

a: X —->X, i—a@), i=1,...,n

Dla «, 8 € S, zlozenie wyznaczamy ze wzoru

(aoB)(i) = (aB)(i) = Bla(i), i=1,...,n. (4.1)
Jednym ze sposobdéw zapisu permutacji jest nastepujaca postaé funkcyjna
[ 1 2 n ] 3= [ 1 2 n ]

a(l) a() ... a(m) )’ B(1) B2) ... Bln) )

Elementy w pierwszym wierszu to argumenty, a w drugim wartosci. Na po-
czatku wykorzystamy te forme zapisu, potem przejdziemy na wygodniejszy

zapis cyklowy. Zwroémy uwage na to, ze argumenty nie musza by¢ zapisane
w porzadku rosnacym. Mozna je przestawiaé, ale razem z odpowiadajacymi

o=

im wartoSciami.
Rownowazna forma zapisu ztozenia (4.1) wyglada wiec tak

1 2 n
o= [ﬁ(a(l)) Bla(2) ... B(a(n))]'

Permutacje odwrotng obliczamy tak, jak wyznacza si¢ funkcje odwrotna,
czyli zamieniami wartosci funkcji z jej argumentami. Zatem

o [a(11) a(22) - a(n) ] |

78
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Elementy w gornym wierszu, bedace teraz argumentami, porzadkuje sie zwy-
kle rosnaco razem z odpowiadajacymi im wartosciami z dolnego wiersza.
Ponizej przyktad iloczynu permutacji z grupy Sg

Sprawdzamy: «(1) = 3, f(3) = 1, stad (af)(1) = 1. Podobnie «(2) = 1,
B(1) =5, stad (af)(1) =5, itd. Permutacje odwrotne to

. (3125 46) (123

“ T1l1 23456 231

o[58 46) (123456
“ (1 2 3 5 6] 134251 6)])"

Ustalmy a € S,,. Element i € X jest punktem stalym «, jesli a(i) = i.
Zbioér punktéw stalych permutacji o oznaczamy przez Fixz(a), tzn.

O~
= Ot
[orENe
N——

oraz

NS

Fiz(a) = {ie X : a(i) =i}.

Zbior ten moze by¢ pusty i mamy trywialne oszacowanie 0 < |Fiz(a)| < n.
Zauwazmy jednak, ze permutacja nie moze mie¢ doktadnie n — 1 punktow
stalych. Pozostaly element musiatby pozostaé¢ na swoim miejscu i mielibySmy
n punktow statych. Innymi stowy, |Fiz(a)| = n lub |Fiz(a)| <n — 2.

Nosnikiem permutacji nazywamy zbiér wszystkich punktow X, ktore
nie sg jej punktami stalymi. Nosnik o oznaczamy przez Act(«). Zatem

Act(a) == {i € X : a(i) #i}.
Dla dowolnego n > 1 zachodzi wiec réwnosé
|Fiz(a)| + |Act(a)| = n.
Wynika stad na przyklad to, ze |Act(a)| = 0 lub |Act(a)| > 2, poniewaz
niemozliwa jest sytuacja, w ktorej |Fiz(a)| =n — 1.
Niech i € Act(a) oraz j = «(i). Z zalozenia j # i, zatem «(j) # j.

Zachodzi wiec implikacja

i€ Actla) = a(i) € Act(a). (4.2)
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Permutacje o, 5 € S, nazywamy permutacjami niezaleznymi lub rozlacz-
nymi, jedli spelniony jest warunek

Act(a) N Act(B) = 0.

Ponizej przyktad takich permutacji, gdzie dodatkowo zaznaczono ich nosniki.
Mamy tutaj Act(a) ={1,2,4}, Act(p) = {3,5,6}, zatem warunek

Twierdzenie 4.1 Jesli a, 8 € Sy, sq niezalezne, to aff = Pa.

Dowédd. Oznaczmy A = Act(a), B = Act(8). Wowezas AN B = () oraz
X=AUBU(X\ (AUDB)).
Jesli i € A, to z (4.2) mamy a(i) € A. Z zalozenia i, (i) ¢ B. Zatem
(aB)(i) = Bla(i)) = afi).

Z drugiej strony (Ba)(i) = a(B(i)) = «(i) poniewaz i ¢ Act(3).
Jeslii € B, to (i) € Bistad i,3(i) ¢ A. Zatem

(aB)(i) = B(ali)) = B(i).

Ponadto (8a)(3) = a(8(1)) = (7).
Jeslii € X\ (AU B), to a(i) =i oraz B(i) = i. Stad mamy

(@B)(i) = i = (Ba)(i).
Dowoéd twierdzenia jest wiec zakoriczony. UJ

Roztaczno$é nosnikéw nie jest jednak warunkiem koniecznym do tego,
by permutacje byly przemienne. Mamy np.

1234} (1 234)_ (1234
3 41 2 1 432) |3 214

a 8 ap=pa
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Nosniki tych permutacji to Act(a) ={1,2,3,4}, Act(B8) = {2,4}.

Permutacja o € S, nazywana jest permutacja cykliczng rzedu k,
cyklem k-wyrazowym lub k-cyklem, jesli |Act(a)| = k i mozna ja zapisacé
w nastepujacy cykliczny sposéb

aiy) =19, alie) =13, ..., alig—1) =1k, «a(ix) =10
oraz a(i) =i dlai ¢ {i1,i2,...,i}. Cykl k-wyrazowy zapisujemy w postaci
a = (i1,09, ... ,ip).

Punktéw stalych permutacji, czyli 1-cykli zwykle sie nie zapisuje. Zauwazmy,
ze permutacja odwrotna do k-cyklu jest tez k-cyklem oraz

a_l = (i17ik7 s 7i2>'
Na przyktad, permutacja
1 2 3 4 5

jest 4-cyklem. Zatem (1,2,3,4)"! = (1,4,3,2). Cykle (1,2,3,4), (2,3,4,1),
(3,4,1,2), (4,1,2,3) przedstawiaja ta sama permutacje i w zwiazku z tym
sg rowne, tzn.

(1,2,3,4) = (2,3,4,1) = (3,4,1,2) = (4,1,2,3).

Podobnie jest z dowolnym k-cyklem, tzn. cykliczne przesuniecie elementow
w prawg lub lewg strone nie zmienia tej permutacji. Zatem

(i1>i27---7ik) = (i27i37"'7ik7i1) = ...

Transpozycja lub 2-cyklem nazywamy cykl dwuwyrazowy. W tym przy-
padku o = (i, ). Zauwazmy, ze (i,7)> = I i stad (i,7)~! = (i,4). Ponadto
(i,7) = (4,1). Transpozycja jest wiec permutacja, ktora zamienia ze soba dwa
elementy, a pozostate zostawia na swoich miejscach. Oto przyktad transpo-
zycji

1 2 3 45
(1333 3)-0eame-eo.
Zgodnie z definicja permutacji roztacznych, cykle (i, ..., i) 1 (j1,-..,J1) sa

roztaczne, jesli
{in, - yir} O {1,y = 0.
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7Z teorii liczb wiadomo, ze kazda liczbe catkowita mozna roztozyé na iloczyn
liczb pierwszych, np. 12 = 22 - 3. Podobnie jest z permutacjami. Nie kazda
permutacja jest oczywiscie permutacja cykliczng, ale mozna ja zawsze roz-
tozy¢ na iloczyn roztacznych sktadowych. Sktadowe te bedg elementarnymi
cyklami, z ktorych sklada sie permutacja.

Twierdzenie 4.2 Kazda permutacja o € Sy, jest cyklem lub mozna jq przed-
stawié jako iloczyn roztgcznych cykli.

Dowoéd. Dowdd indukeyjny wzgledem n. Dla n = 1 istnieje tylko jedna per-
mutacja i jest to 1-cykl, wiec twierdzenie jest prawdziwe. Zalézmy teraz, ze
twierdzenie jest prawdziwe dla kazdego k < n i zdefiniujemy ciag elementéw
X nastepujaco

’il = 1, ik = Oé(ikfl), k > 2.

Wynika stad w szczegolnosci, ze i, = o ~1(1). Poniewaz | X| = n, wiec jest
to cigg ograniczony. Niech

r=min{k > 2 : 4, = 1}.

Liczba ta jest skonczona, co wiecej r < n. Pokazemy, ze iy, # i; dla dowolnych
1<k <l<r. Wtym celu zauwazmy, ze réwnosé i = 4; rbwnowazna jest
rownosci of~1(1) = a!71(1), ktora z kolei réwnowazna jest 1 = o!=%(1).
Poniewaz [ — k < r — 2, wiec przeczyloby to definicji r.

Jedli r = n, to a jest n-cyklem. Jedli r < n, to a mozna zapisaé¢ jako
iloczyn r-cyklu (i1, .. .,4,) i pewnej permutacji 8 zbioru Y = X\ {i1, ..., i, }.
Poniewaz |Y| < n, wiec z zalozenia indukcyjnego wynika, ze /3 jest iloczynem
roztacznych cykli. Zatem i a mozna przedstawi¢ jako iloczyn roztacznych
cykli. O

Przyklad 4.1 (a) Rozwazmy permutacje
a_[123456789]_
3475 289 6 1
Bierzemy na zmiane argumenty i wartosci zaczynajac od 1
1-3=-7—=9—=1
czyli powstal 4-cykl (1,3,7,9). Nastepnie 2 — 4 — 5 — 2 czyli mamy 3-cykl

(2,4,5) oraz 6 — 8 — 6, czyli transpozycja (6,8). Zatem « zapisujemy jako
a=(1,3,7,9)(2,8,5)(4,6).
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Rys. 4.1 Kazda permutacje mozna zapisaé jako iloczyn roztacznych cykli.

(b) Permutacja
B =1(1,2)(1,4)(3,4,6)(1,5,3)(4,5)

jest iloczynem cykli, ale nie sa one roztaczne. Aby uzyskaé rozkltad na roz-
taczne cykle, nalezy kolejno wykonaé¢ mnozenia. Zatem

B =(1,2,4)(3,4,6)(1,5,3)(4,5) = (1,2,6,3,4)(1,5,3)(4,5)
=(1,2,6)(3,4,5)(4,5) = (1,2,6)(4,5).

Ostatecznie § = (1,2,6)(4,5). O

Transpozycje (i,j) nazywamy transpozycja elementéow sasiednich,
jesli j =i+ 1 lub réwnowaznie ¢ = j — 1. Wszystkich transpozycji w grupie
Sy jest (g), natomiast transpozycji elementéw sasiednich mamy n — 1 i sa
to permutacje

(1,2),(2,3),...,(n—1,n).

Zauwazmy, ze
n—1

[1Gi+1)=@0mnn-1,..,32).
=1

Twierdzenie 4.3 Prawdziwe s¢ nastepujgce stwierdzenia.
(i) Kazdg permutacje mozna zapisaé jako iloczyn transpozycii.

(ii) Kazda transpozycja jest iloczynem nieparzystej liczby transpozycji ele-
mentow sgsiednich.

Dowo6d. Dowdd (i) wynika z twierdzenia 4.2 oraz faktu, ze dowolny cykl
mozna przedstawi¢ jako iloczyn transpozycji. Mianowicie, dla k > 2 zachodzi
réownosé

(41,92, . i) = (i1,12)(i1,13) - .. (91, 0%—1) (i1, ig)- (4.3)

Po prawej stronie mamy k£ — 1 transpozycji.
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Dowod (ii). Jesli ¢ < j, to (4, /) mozna zapisa¢ w postaci
(i+1)(i+1,i+2)...G—1)G—27—1)...(i+1,i+2)(4,i+1).

W powyzszym iloczynie mamy 2(j — i) — 1 sktadnikow. Liczba ta jest zawsze
nieparzysta. [

7 powyzszego twierdzenia wynika, ze

Sp={(i,5) 14,5 €{1,2,...,n}}) (4.4)

oraz

Sp=1((1,2),(2,3),...,(n,n —1)). (4.5)

Mamy wiec np. (1,3) = (1,2)(2, 3)(1, 2), patrz rysunek 4.2. Podobnie trans-
pozycje (3,7) zapisujemy jako

(3,7) = (3,4)(4,5)(5,6)(6,7)(5,6)(4, 5)(3, 4).

Mamy wiec 2 - (7 — 3) — 1 = 7 transpozycji elementoéw sasiednich.

Rys. 4.2 Kazda transpozycje mozna zapisaé¢ jako iloczyn transpozycji elementow
sasiednich.

Ponizej jeszcze jedno twierdzenie o generowaniu grupy Sy,.
Twierdzenie 4.4 Dla n > 2 mamy
Sp=1((1,2),(1,3),...,(1,n)) (4.6)

Sp = ((1,2,3,...,n), (1,2)). (4.7)

Dowod. Dowod (4.6). Wystarczy pokazaé, ze dowolna transpozycje mozna
zapisaé jako iloczyn transpozycji postaci (1,4), dla i = 2,...,n. Dla dowol-
nych 4, j mamy réwnosé

(Zaj) = (17i)(17j)(17 Z)
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Z powyzszej rownosci i1 z (4.4) wynika (4.6).

Dowdd (4.7). Pokazemy, ze za pomoca n-cyklu (1,2,...,n) i transpozycji
(1,2) mozna zapisa¢ dowolng transpozycje elementéow sasiednich. Mianowi-
cie, elementy i oraz i+ 1 ,ustawiamy” najpierw na miejscach 11 2 za pomoca
n-cyklu. Nastepnie wykonujemy transpozycje (1,2). Transpozycja ta zamie-
ni ¢z i+ 1. Po tym ,wracamy" na elementy i oraz i + 1 przez permutacje
odwrotna do rozwazanego n-cyklu. W ten sposéb otrzymujemy transpozycje
(7,7 + 1). Podsumowujac

1,1+ 1) = ,,...,nil -(L1,2) - ,,...,n;,
i+ 1 1,2 Hho(1,2) - (1,2 -1

dlai=2,3,...,n— 1. Na podstawie (4.5) dowod jest zakonczony. O

0).96@6@@@

Rys. 4.3 Kazda permutacje z grupy S, mozna zapisa¢ jako kombinacje n-cyklu
(1,2,...,n) i transpozycji (1,2).

Zgodnie z definicja (1.12), rzad permutacji o € S,, okreslony jest przez
rz(a) = min{k > 1: o = I}.
Z twierdzenia 1.4 wynika, ze rz(a) = rz(a™ 1) i rz(aB) = rz(Ba), dla dowol-
nych «, 8 € S,,. Aby obliczy¢ rzad danej permutacji, nalezy najpierw zapisaé¢

ja w postaci iloczynu rozlacznych cykli. Dla k-cyklu mamy bowiem

TZ((il,iQ, ey Zk)) = k.

Nastepnie, jesli o = [[" a;, gdzie a1, g, ..., ay, sa niezaleznymi cyklami
o dtugosci odpowiednio Iy, ..., L, to

rz(a) = NWW(ly,la, ..., Ly), (4.8)
gdzie NWW (ly, ..., l,,) oznacza najmniejsza wspolna wielokrotnosé ly, . . ., Ly,.

W ogélnym przypadku wartoéé ta nie przekracza iloczynu iy . . . 1, i jest réow-
na [[:", l; wtedy i tylko wtedy, gdy NWD(l;,1;) = 1, dlai # j. Innymi stowy,
gdy kazde dwie z tych liczb sa wzglednie pierwsze.

Przyklad 4.2 (a) Niech a € Si5 bedzie nastepujaca permutacja

o = (1,3,4,10,14,15)(2,13,5,12)(6, 11)(7,8, 9).
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Na podstawie (4.8) mamy rz(a) = NWW(6,4,2,3) = 12.
(b) Jaki jest najwiekszy rzad permutacji z grupy S157 W tym celu trzeba
znalez¢ najwieksza wartos¢ NWW(ly,. .., 1) przy warunku

15=0L4++ ...+ Ly,

gdzie I; > 1 dlai=1,2,...,m. Problem ten mozna rozwiaza¢ eksperymen-
talnie. Permutacja, ktora sktada sie z jednego cyklu ma rzad co najwyzej
15. Jedli jest iloczynem dwodch roztacznych cykli, to najwiekszy rzad wynosi
NWW(8,7) = 56. Jesli z kolei @ = aryars, to maksymalny rzad uzyskamy
dlaly = 3,1ls =513 = 7. Rzad ten wynosi NWW(3,5,7) = 105 i jest to
najwiekszy rzad permutacji z Si5. Jedna z takich permutacji ma postaé

(1,2,3)(4,5,6,7,8)(9,10,11,12,13, 14, 15).
Zauwazmy, ze rzad permutacji
(1,2,3,4,5)(6,7,8,9,10)(11,12,13,14, 15)

wynosi 5. Tréjka liczb 5, 5, 5 maksymalizuje iloczyn l1lsl3 réwny w tym przy-
padku 125, nie maksymalizuje natomiast rzedu permutacji. [J

Funkcja, ktora kazdej liczbie naturalnej n przyporzadkowuje najwickszy
rzad permutacji z S, nazywa sie funkcja Landau i oznaczana jest zwykle
przez g(n). W przykladzie 4.2 pokazalismy, ze g(15) = 105. Rozktad na cykle
permutacji o najwiekszym rzedzie nie musi byé jednoznaczny. Na przyklad
g(11) = 30 i mozliwe dtugosci cykli to 5,6 lub 1,2, 3,5. W 1902 roku Edmund
Landau udowodnit, ze

In(g(n))

lim ——= =1
n—+oo  /nln(n)

Dla n = 100 iloraz pod granica wynosi okoto 0.89. Wiecej informacji na
temat tej funkcji mozna znalezé np. w [11]. W tabeli 4.1 podane sa jej
wartosci do n = 40.

Niech dana bedzie permutacja o € S),, gdzie n > 2

a_[l ZZjn]

afl) a2) ... a@@) ... a() ... an) )’
Elementy «(i), a(j) tworza inwersje, jesli i < j oraz a(i) > «(j). Liczbe
wszystkich inwersji w permutacji o oznaczamy przez Inw(a). Najmniejsza
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Tabela 4.1 Wartosci funkcja Landau do n = 40.

n | g [n] gin) [ n ] gin) [ n | g
1 1 11 30 21 420 31 4620
2 2 12 60 22 420 32 5460
3 3 13 60 23 840 33 5460
4 4 14 84 24 840 34 9240
5 6 15 105 25 1260 35 9240
6 6 16 140 26 1260 36 | 13860
7 12 17 210 27 1540 37 | 13860
8 15 18 210 28 2310 38 | 16380
9 20 19 420 29 2520 39 | 16380
10 30 20 420 30 4620 40 | 27720

mozliwa liczba inwersji wynosi zero. Jest tak dla permutacji tozsamoscio-
wej, tzn. Inw(I) = 0. Natomiast najwieksza liczba inwersji wynosi (g’) dla

permutacji
(1 2 3 ... n—1 n
T n -1 -2 ... 2 1)
W tym przypadku kazda para liczb tworzy inwersje, zatem

n(n—1 n
Inw(v)=(n—1)+(n—2)+...+1:(2): <2>
Zauwazmy, ze v = (1,n)(2,n—1)-. .. jest illoczynem roztacznych transpozycji.
W zaleznoéci od parzystosci n mamy

) (2m)(2,2m—1)...(m,m+1), n=2m,
T (L2m+1)(2,2m) .. (mym+2), n=2m+1.

W obu przypadkach wystepuje m transpozycji. Gdy n jest liczba nieparzysta,
to v ma jeden punkt staty. Rzad tej permutacji wynosi dwa, zatem v~ ! = ~.

Permutacje a € S,, nazywamy permutacja parzysta, jesli liczba inwers;ji
w niej wystepujaca jest parzysta. Permutacje nazywamy nieparzysta, jesli
Inw(a) jest nieparzysta. Znakiem permutacji nazywamy liczbe (—1)mw(e)

i oznaczamy przez Sgn(«). Zatem

_ (_1\nw(a) _ 1, « parzysta
Sgn(@) = (=1) {—1, « nieparzysta.
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Permutacja tozsamosciowa jest parzysta, poniewaz Inw(I) = 0. Pokazemy
teraz, ze pojedyncza transpozycja jest permutacja nieparzysta, czyli

Sgn((i,j)) = —1, dla dowolnych i # j. (4.9)

Permutacja (i, j) w zapisie funkcyjnym bez argumentéw ma postacé
,2,...e—=1,7,e4+1,...,5—1,4,57+1,....,n.

Element j tworzy tacznie j — ¢ inwersji. Ponadto elementy od ¢ +1 do j —1
tworza inwersje z ¢. Stad

Inw((i,5)) =G —1)+(—i-1)=2(—1) - L
Liczba ta jest zawsze nieparzysta i stad wynika (4.9). Okazuje sie tez, ze
pomnozenie dowolnej permutacji przez transpozycje zmienia jej parzystosé.
Twierdzenie 4.5 Dla dowolnego o € S,, i dowolnej transpozycji = (k,1)
mamy rownosé
Sgn(a)Sgn(ap) = Sgn(a)Sgn(pa) = —1. (4.10)

Dowod. Rozwazmy najpierw sytuacje, w ktorej 5 = (k, k + 1). Wowcezas
a(i) =k, a(j) = k + 1, dla pewnych 4, j. Stad mamy

5= 1 ...4éi... 7 ... n 1... kK k+1...n
YT la) k. k1. an) 1...k+1 k ...n

. 1 ... ¢ .7 ...0n
o lal) . k41 koan) )
Zatem (af8)(i) = k+ 1 oraz (af)(j) = k. Jesli w o pomiedzy k a k + 1 jest
x liczb mniejszych od k, to wtedy

Inw(apf) = Inw(a) —z+ (. + 1) = Inw(a) + 1

i stad
Sgn(a)Sgn(aB) = (=1)*m @+ = —1.

Dowodzi to réwnosci (4.10) w tym przypadku. Nastepnie, z twierdzenia 4.3
wynika, ze dowolna transpozycje (k,l) mozna zapisa¢ jako iloczyn niepa-
rzystej ilosci transpozycji elementow sasiednich. Zatem pomnozenie o przez
(k,1) zmieni ilos¢ inwersji w « o liczbe nieparzysta. To dowodzi pierwszej
czescl wzoru (4.10).
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Rozwazmy teraz iloczyn Sa. Dla 5 = (k, k + 1) mamy

s [ T ) ety et el )
e oty ]

Elementy a(k) i a(k+ 1) zostaly zamienione. Zatem Inw(fa) = Inw(a)+1
lub I'nw(fa) = Inw(a) — 1. W obu przypadkach Sgn(a)Sgn(fa) = —1.

Nastepnie, dowolna transpozycje (k, ) mozna zapisa¢ jako iloczyn niepa-
rzystej liczby transpozycji postaci (k, k + 1), wiec a 1 S maja zawsze inng
parzystosé. [

Twierdzenie 4.6 Iloczyn parzystej (nieparzystej) liczby transpozyciji jest per-
mutacjg parzystg (nieparzysta).

Dowéd. Dowdd indukcyjny wzgledem liczby transpozycji. Jesli & = 1, to

iloczyn sklada sie z jednej transpozycji, ktora jest permutacja nieparzysta,
patrz (4.9). Zalozmy teraz, ze twierdzenie jest prawdziwe dla k — 1, tzn.

o= (i1, 51)(i2,42) - - - (ik—1,ju—1) = Sgn(a) = (=1L
Z (4.10) mamy
Sgn(a - (ix, jr)) = (—1)Sgn(a) = (-1)*.

To koriczy dowod twierdzenia. [

7 powyzszego twierdzenia i z (4.3) wynika, ze

o ) 1, k=2m+1,
Sgn((i1,ig,...,1x)) = { m

-1, k=2m.

Zatem 3-cykl jest permutacjg parzysta, 4-cykl jest permutacja nieparzysta,
5-cykl jest parzysta itd.

Twierdzenie 4.7 Dla dowolnych «, 5 € S, zachodzi réwnosé

Sgn(a)Sgn(B) = Sgn(ap) (4.11)

zatem (o) = Sgn(a) jest homomorfizmem pomiedzy S, a ({—1,1},-).
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Dowod. Zatézmy najpierw, ze [ jest transpozycja. Wtedy z (4.10) mamy
Sgn(a)Sgn(apf) = —1. Poniewaz Sgn() = —1 oraz Sgn(a) = 1/Sgn(«a),
to Sgn(af) = Sgn(a)Sgn(B). Dowodzi to (4.11) w tym przypadku.

Zalozmy teraz, ze wzor (4.11) jest prawdziwy dla dowolnego « i dowolnej
permutacji 5 bedacej iloczynem co najwyzej [ — 1 transpozycji. Pokazemy,
ze jest on tez prawdziwy, jesli 3 jest iloczynem [ transpozycji.

Niech 8 = [T4_, (ir, jr). Wowczas

-1 -1
Sgn(aB) = Sgn(a | [ Gk, x) (i1, 1) = Sgn(a | [ (i, gx)) Sgn((ir, 1))
k=1 k=1
-1
= Sgn(e)Sgn([ [ (ir, j))Sgn((i1, j1)) = Sgn(@)Sgn(B).
k=1

Poniewaz kazdg permutacje mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu transpo-
zycji, wiec dowod twierdzenia jest zakonczony. UJ

Twierdzenie 4.7 stwierdza, ze iloczyn dwéch permutacji parzystych jest
permutacja parzystg. Podobnie iloczyn dwoch permutacji nieparzystych jest
permutacja parzysta. Natomiast iloczyn permutacji parzystej i nieparzystej
jest permutacja nieparzysta. Rownos¢ (4.11) przenosi sie na wicksza liczbe
permutacji, tzn. Hle Sgn(a;) = ,S'gn(]_[f”:1 «;), dla dowolnych aq, ..., a.
Wynika stad dalej, ze

Sgn(la, B]) = 1, (4.12)
dla dowolnych a, 8 € S,. Innymi stowy, komutator jest zawsze permutacja
parzysta. Poniewaz Sgn(a) = Sgn(a™1), wiec

Sgn(la, B]) = Sgn(a)Sgn(B8)Sgn(a”')Sgn(8~)
= (Sgn(a)Sgn(B))* = 1.
Przyklad 4.3 (a) Niech a = (1,2,3,4), 5 = (4,5) beda elementami Ss.
Wowczas
[a, 8] = (1,2,3,4)(4,5)(1,4,3,2)(4,5) = (3,4,5).
jest 3-cyklem, patrz rysunek 4.4.
(b) Dla o = (1,2,3,4,5) i 5 =(1,6,7,8,2) z grupy Sg mamy
[a, 8] = (1,2,3,4,5)(1,6,7,8,2)(1,5,4,3,2)(1,2,8,7,6)
= (1,5)(2,8).

Tym razem jest to podwdjna transpozycja. Jest to w pewnym sensie permu-
tacja troche ,stabsza” od 3-cyklu, patrz twierdzenie 5.6. [J
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(3) (3)

@@9‘9
DG D

Rys. 4.4 Komutator a i 8 jest w tym przypadku 3-cyklem.

Twierdzenie 4.8 Liczba permutacji parzystych w Sy, gdzie n > 2, réwna
jest liczbie permutacji nieparzystych i w zwigzku z tym wynosi n!/2.

Dowod. Zatdézmy, ze w grupie S,, mamy k permutacji nieparzystych. Jedna
z nich jest np. transpozycja (1,2). Zdefiniujmy ¢ nastepujaco

ola)=a-(1,2), acs,.

Poniewaz ¢ bijekcja, wiec p(Sy,) = Sp. Ale z (4.10) wynika, Ze ¢ zmienia
parzysto$é kazdej permutacji. W S,, mamy wiec jednoczesnie k oraz n! — k
permutacji nieparzystych. Jest to mozliwe tylko wtedy, gdy k = n! —k, czyli
dla k = n!/2. Dowodzi to, ze k = n!/2. O

7 twierdzenia 4.7 wynika, ze ¢~ 1(1), czyli zbiér permutacji parzystych
jest podgrupa normalng S,. Podgrupe ta nazywa sie grupa alternujaca
stopnia n i oznacza zwykle przez A,. Zatem

A,, = grupa permutacji parzystych X,

gdzie X = {1,2,...,n}. Jesli X jest innym zbiorem n-elementowym, to
grupe ta oznacza sie Alt(X). Z twierdzenia 4.8 wynika, ze |A,| = n!/2, dla
n > 2. Dla n =3 mamy A3 = {I,(1,2,3),(1,3,2)} oraz dlan =4

Ay = {Ia (17 2, 3)7 (17 3, 2)7 (17 2, 4)7 (L 4, 2)7 (27 3, 4)7 (27 4, 3)7
(1,2)(3,4),(1,3)(2,4), (1,4)(2,3)}.
Jest to grupa izomorficzna z grupa obrotéw czworoscianu foremnego opisana
w przyktadzie 1.11.

Transpozycje sa podstawowymi cegietkami, z ktérych zbudowane sg wszyst-
kie permutacje. Dla permutacji parzystych takimi cegietkami sa 3-cykle.

Twierdzenie 4.9 Grupa permutacji parzystych jest generowana przez wszyst-
kie 3-cykle, tzn.

An, = ({(i,7,k) 14,5,k € {1,2,...,n}}), n>3.
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Dowod. Kazdg permutacje z A,, mozna zapisa¢ w postaci illoczynu parzystej
liczby transpozycji. Transpozycje te mozna polaczy¢ w pary i wymnozyc¢.
Mozliwe wyniki dla kazdej pary sa nastepujace

;957
i, J)(i k) = (Z J k),
(l,])(k,l) = (Z Js )(k,i,l).

Wynika stad, ze kazdy element A, jest iloczynem 3-cykli. [J
Na przyktad, dla a = (1,2, 3,4,5) mamy

a = (1,2)(1,3)(1,4)(1,5) = (1,2,3)(1,4,5).

Sytuacje ta przedstawiono na rysunku 4.5.

ORSAY

Rys. 4.5 Kazda permutacje parzysta mozna zapisaé jako iloczyn 3-cykli.

Przykltad 4.4 Udowodnimy, ze jesli H jest podgrupa grupy S, i H nie
zawiera sie w A,, to doktadnie polowe elementow H stanowia permutacje
parzyste. Druga polowa to permutacje nieparzyste. Dowéd podobny jest do
dowodu twierdzenia 4.8.

Niech 8 € H bedzie jedng z permutacji nieparzystych. Z zalozenia ist-
nieje przynajmniej jedna taka permutacja. Wowczas

@(a):a‘ﬁ, aeH

jest bijekcja, ktora zmienia parzystosé kazdego elementu H. Jesli liczba per-
mutacji nieparzystych wynosi k, to k = |H| — k, tzn. k = |H|/2. O

Rozwazmy grupe Sg. Sposrod 720 elementoéw istnieje w niej 120 6-cykli,
czyli permutacji postaci (i1, 19, 13,14, 75, ). Wynika to z tego, ze przy usta-
lonym ¢; mozna zmienia¢ porzadek pozostalych elementéw na 5!=120 spo-
sobow. Jesli chodzi o 5-cykle, to jest ich (g) -4! = 144. Najpierw wybieramy
5 liczb z szedciu, nastepnie z tych pieciu tworzymy 5-cykle. Podobnie liczba
4-cykli wynosi (2) -3! = 90. Liczba permutacji postaci (i1, i2,3)(i4, i5) rOWna
jest 120 i wynika ze wzoru (g) (3)2!.
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Zliczymy jeszcze elementy typu (i1, 42,13)(i4, 15, i6). Poniewaz w obu cy-
klach mamy po 3 elementy, to przy wyborze tych elementéw do cykli per-
mutacje zostang policzone dwukrotnie. Kolejnos$é cykli roztacznych nie jest
istotna w zapisie permutacji. Zatem mamy (g) (2)2!2!/2! = 40 takich permu-
tacji.

O permutacjach «a, 8 € S5, méwimy, ze majg ten sam typ, jesli w roz-
ktadzie na iloczyn cykli roztgcznych maja jednakowsa ilosé cykli tej samej
dlugosci. Na przyktad permutacje (1,2)(3,4)(5,6) i (1,3)(2,4)(5,6) maja
ten sam typ, natomiast (1,2,3) i (1,2)(3,4) nie maja tego samego typu.

Na podstawie definicji (2.12) permutacje o i § sa sprzezone, jesli istnieje
trzecia permutacja v, dla ktorej 3 = yay~!. Twierdzenie 2.8 mowi, ze relacja
sprzezenia jest relacja rownowaznosci i w zwiazku z tym dzieli grupe 5, na
roztgczne klasy. Okazuje sie, ze permutacje naleza do tej samej klasy, jesli
maja ten sam typ. Dowodzimy tego w ponizszych twierdzeniach.

Zanim przejdziemy do twierdzen zauwazmy, ze jesli

B=may ' =ypay’,
to permutacja v, 172 jest przemienna z «, tzn.
-1 -1
a(yy v2) = (1 1) (4.13)
Z réwnodci tej wynika, ze vy, 1o nalezy do centralizatora «, czyli do zbioru

wszystkich permutacji, z ktérymi « jest przemienna.

Twierdzenie 4.10 Niech o € S, bedzie permutacjq, ktorej rozktad na ilo-
czyn roztgcznych cykli ma postaé

a=(o11...a15) (@21 ... 02Ky ) - . (Qm1 - - - Ay, )-
Wowczas dla dowolnej permutacyi B € S, mamy
Bap™ = (Bi1 - Bir)(Bar - - Baky) - (Bt - - - Bk
gdzie Bij = B~ ().
Dowdd. Zapiszmy 8 w postaci

/8: [611 Bllﬂ 621 62162 Bml Bmkm]

arp ... 01k Q21 ... OQky ... Ol ... Oipk,
Innymi stowy, B(8;;) = aij lub réwnowaznie 3~ '(a;;) = B;;. Nastepnie
zauwazmy, ze
-1 BijJrla j:1727"'7ki_17
« i) = .
fab™ (By) { Bi1, = ki

dla:=1,2,...,m. U
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Twierdzenie 4.11 Niech a, f € S, bedq dowolnymi permutacjami majgcy-
mi take sam typ rozktadu na iloczyn roztgcznych cykly, tzn.

o = (0411 .. .alkl)(agl .. .a2k2) e (aml .. .amkm).

B=(Bi1-- Bik)(B21---Boky) - - (Bmi - - - Bk )-

1

Wowczas B = yay™", gdzie

v = [611 Bllﬁ ﬁZl 62]{32 ﬁml Bmkm]

a11 ... Q1 Q21 ... Q2ky ... Quml ... Ok,
Permutacje o i B sqg wiec sprzezone.

Dowéd. Podobnie jak w dowodzie poprzedniego twierdzenia sprawdzamy

. Bijit, §=1,2,. . ki—1,
« i) = .
yay~(Biz) { B, G =k

dlai=1,2,...,m. W ogbdlnym przypadku v nie jest wynaczona jednoznacz-
nie. Wynika to z faktu, ze elementy wewnatrz danego cyklu w « lub 8 mozna
cyklicznie przestawiaé. [

Przyktad 4.5 Rozwazmy «, 8 € Sg
a=(1,4)(2,3,6)(5,8,7), B=1(2,5)(1,6,7)(3,4,8).
Oto przyktadowe v, dla ktérych 8 = yay~!

(

2516 7 3 4 8

n= 1 4 2 3 6 5 8 7 - (172)(57478777 6, 3),
2516 7 3 4 8

=4 123658 7) BHETE35D,
2516 7 3 4 8

4.2 Punkty stale permutacji

Zajmiemy sie tutaj wyprowadzeniem wzoréw na liczbe permutacji z dana
liczba punktow statych. W szczegdlnych przypadkach permutacje takie moz-
na wyznaczy¢ bezposrednio. Na przyktad istnieje 6 permutacji z Sy, ktore
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1 4 1 4 1 4

1 3 1 2 1 4

1 4 1 4 1 4

4 1 3 4 2 4
Mozna nastepnie wyprowadzi¢ wzory rekurencyjne. W tym problemie naj-
lepiej jest jednak wykorzystaé¢ zasade wlaczen i wytaczeri.

Jesli Ay, As sa roztacznymi zbiorami skonczonymi, to liczba elementow
w Aj U Ay rowna jest |Aq| + |Az2|. W ogdlnym przypadku mamy

maja doktadnie dwa punkty state. Sa to

NN NN
NN N
_ W W W
N W N

W W = W
W W N W

‘Al UA2| = ‘Aﬂ + ’AQ‘ - ‘Al N AQ‘

Powyzszy wzor wynika z faktu, ze jeslia € Ay 1a € Ag, to w sumie |A;|+]Asz|
zostanie on zliczony dwa razy.

Podstawiajac A1 U As w miejsce A1 i A3 w miejsce Ag otrzymujemy wzor
dla trzech zbioréw

‘Al U A, UA3‘ :‘Aﬂ + ’AQ‘ + ‘A3’ — |A1 ﬂAQ’ — ’Al ﬂA3’ — ’AQ ﬂAg’
—|—]A1OA20A3].

Postepujac podobnie dostajemy wzor dla dowolnych podzbiorow Aq, ..., A,
pewnego skonczonego zbioru X

n

Al =D (-1 s, (4.14)
=1

i=1

gdzie

si= Y 1[4l (4.15)

JCX,|J|=i jeJ

Sumowanie w s; odbywa sie po wszystkich podzbiorach i-elementowych X
zatem liczba sktadnikéw w tej sumie wynosi (’Z) Mamy wiec np.

S1 = ’A1| + |A2’ + ...+ ‘An’,
S = ’Al ﬂAQ‘ 4+ ...+ |An—1 ﬂAn‘

Wzor (4.14) mozna nastepnie udowodni¢ indukcyjnie, lub tez w nastepujacy
sposob. Zatozmy, ze a € |J;, A;. Zatem a nalezy do co najmniej jednego
ze zbiorow Ai,..., A,. Niech k bedzie liczbg zbioréw, do ktorych nalezy a.
Woéwecezas a zostanie zliczony k razy w sktadniku sy, (g) razy w so, (g) razy
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w s3 itd. Zatem po prawej stronie wzoru (4.14) element a zostanie policzony
doktadnie raz. Mianowicie

(1) )+ (5) = (i)

k .
=1- 0(-1)%(?) =1-(1+ (=) =1

1=

W dalszym ciagu bedziemy potrzebowali nastepujacego twierdzenia. Jest to
twierdzenia 10.2 z [4].

Twierdzenie 4.12 Niech A1,..., A, bedg podzbiorami skoriczonego zbioru
X. Wtedy liczba elementow X, ktore nalezqg do doktadanie m (1 < m < n)
sposrad tych zbioréw wynosi

nlin (m + Z) Sty (4.16)

gdzie si, ..., Sy dane sq wzorem (4.15).

Wracamy do grupy S,. Dlam =1,2,...,n oznaczmy
A ={a €S, ai)=1i}.

Do zbioru A; naleza wiec te permutacje, ktére zostawiaja ¢ na swoim miejscu.
Stad mamy |A;| = (n — 1)1, |A;;, N Aiy] = (n — 2)! i ogodlnie

|Ai1 ﬂAiQ ﬂ...ﬂAik’ = (n— k‘)',
gdzie {i1,...,i;} jest k-elementowym podzbiorem {1,...,n}. Zatem w na-
szej sytuacji
|
si:<7_l>(n—z‘)!:7", i=1,2,...,n. (4.17)
i i

Z (4.14) otrzymujemy wzor na liczbe permutacji, ktore maja co najmniej
jeden punkt staty

n

| U A | _ Z )z—l—l 7;" — R!Z(—l)ﬂ_l%.

=1 =1

Dlam =0,1,2,...,n oznaczmy

Sp(m) ={a € S, : |Fiz(a)| = m}.
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Stad liczba permutacji, ktére nie maja ani jednego punktu statego wynosi
n! —n!> " (=1)"1 /il lub réwnowaznie

15,(0)] = ! (1—1'+1'—...+(—1)n1>. (4.18)

n!

7 rozwiniecia Taylora e® dla x = 0 wynika, ze dla duzych n suma w nawiasie
jest w przyblizeniu réwna e~!. Dokladniej, mamy

n
1
lim 1501 _ lim (—1)'= = e !~ 0.367.
n—too  nl n—-o0 £ 7!
1=

Gdybyémy wybrali losowo jedna z permutacji zbioru n-elementowego, to
szansa, ze permutacja ta nie ma punktu statego wynosi w przyblizeniu 0.367.
Zatem szansa wybrania permutacji, ktéra ma przynajmniej jeden punkt sta-
ty wynosi okoto 0.623.

Twierdzenie 4.13 Niech n > 1. Wowczas
(—1)"=. (4.19)

Dowéd. Na podstawie (4.16) i (4.17) mamy
z:O (m+d)!  m! —

Oznacza to koniec dowodu. OJ

Poniewaz |Sp(n)] = 11 |Sy(n —1)] = 0, to wzory podobne do (4.18)
otrzymujemy dla m <n — 2. I tak np.

11 1
! 11 L, 1

Dla n = 3 istnieja dwie permutacje, ktére nie maja punktéw stalych i sa to
(1,2,3), (1,3,2), czyli permutacje

1 2 3 1 2 3
2 31 31 2)°
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Stad i z (4.18) otrzymujemy zaleznos¢ rekurencyjna
1Sn(0)] = n|Sp-1(0)| + (=1)", n>2,

gdzie |S1(0)| = 0. Natomiast z (4.19) otrzymujemy nastepujaca rekurencje
dla permutacji, ktére maja doktadnie m punktéw statych

n
n = ——|Pn— —1 s :1,2,..., .
[Sn(m)| = —|Sn-1(m —1)], m n

W tabeli 4.2 podane sg wartosci obliczone z tych rekurencji do n = 10.
Dla m > 1 mamy tez

li = i 1%( 1)"1—1 -1
1=
Zatem granicznym rozkladem |S,,(m)| jest rozktad Poissona. Przypomnijmy,
ze zmienna losowa X ma rozklad Poissona z parametrem A > 0, jesli

P(X =m)= e_)‘)\

m
2 m=0,1,2,...
m!

Wartosé oczekiwana takiej zmiennej wynosi A. Wariancja tez jest réwna A.
Jesli A\ jest liczbg catkowita, to istnieja dwie najbardziej prawdopodobne
wartosci 1 sa to A1 A — 1. Jesli A ¢ N, to moda tego rozkladu jest |A].

Tabela 4.2 Punkty stale grup permutacji od S3 do Sig.

m | S3(m) | Sa(m) | Ss(m) | S¢(m) | S7(m) | Ss(m) | Sio(m)
0 2 9 44 265 1854 | 14 833 | 1 334 961
1 3 8 45 264 1855 | 14 832 | 1 334 960
2 0 6 20 135 924 7420 667 485
3 1 0 10 40 315 2464 222 480
4 1 0 15 70 630 55 650
) 1 0 21 112 11 088
6 1 0 28 1890

7 1 0 240

8 1 45

9 0

10 1
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4.3 Centralne twierdzenie graniczne

Kazdej permutacji a € S,, mozna przyporzadkowaé liczbe inwersji w niej wy-
stepujacych. Jak juz zauwazyliSmy najmniejsza liczba inwersji wynosi zero,
a najwieksza n(n — 1)/2. W celu doktadniejszego zbadania tego, jak wygla-
da rozklad permutacji ze wzgledu na liczbe inwersji wprowadzimy pewne
zmienne losowe.

Zaczniemy od przestrzen probabilistycznej (2, F, P), ktora definiujemy
nastepujaco. Za () przyjmujemy Sy, F jest rodzinag wszystkich podzbiorow
), a miara P jest tutaj klasycznym prawdopodobieiistwem, czyli

1 .
P({a}) = E dla kazdego av € Sy,.
Miara ta rozszerza sie naturalnie na wszystkie podzbiory €.

Moéwimy, ze liczba k € {1,...,n} tworzy w danej permutacji r inwersj,
jesli poprzedza r liczb sposrod 1,2,...,k — 1. W ten sposob kazdej permu-
tacji mozna przyporzadkowaé liczbe inwersji utworzonych przez element k.
Zdefiniujmy wiec

Xk (a) = liczba inwersji utworzonych przez k w . (4.20)

Wartosé Xy, zalezy oczywiscie od . Zatem Xy, jest zmienna losowa okreslona
na S, o warto$ciach w zbiorze {0, 1, ..., k—1}. Laczna liczba inwersji w danej
permutacji jest takze zmienna losowa. Oznaczymy ja tym razem przez %, («)
zamiast Inw(«). Zatem zgodnie z definicja

Yrn=X1+Xo+ ...+ X,. (4.21)

Poniewaz jedynka jest najmniejsza, liczbg w zbiorze, wiec X = 0, niezaleznie
od permutacji. Na przyktad, dla permutacji

3,2,1,5,4,10,9,7,8,6

mamyXl:OaX2:1?X3:27X4:07X5:17X6:07X7:17X8:17
X9 =31 X9 =4. Zatem X1 = 13.

Twierdzenie 4.14 Zmienna losowa Xy ma rozktad jednostajny dyskretny
na zbiorze {0,1,...,k — 1}, czyli

P(Xp=r)=>, r=0,1,....k—1. (4.22)
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Dowoéd. Zliczymy te permutacje, w ktorych element k tworzy r inwersji.

Wybieramy najpierw r sposréd k—1 liczb na (k;l) sposobow. Oznaczmy

te liczby przez i1, ...,%,. Pozostale niewybrane to 4,11, ...,ix_1. Nastepnie
wybieramy k sposréd n miejsc, w ktorych ustawiamy liczby 1,2,...,k na-
stepujaco

Tpdlye -y b1y K ,01,02, ...,

Liczba takich wyboréw wynosi (Z) Liczby po lewej stronie k£ mozna przesta-
wia¢ na r! sposobow, natomiast elementy po prawej stronie k przestawiamy
na (k —r —1)! sposobow. Liczby k+ 1,k + 2,...,n ustawiamy na pozosta-
tych miejscach na (n — k)! sposobow. Zatem liczba wszystkich permutacji,
w ktorych k tworzy r inwersji wynosi

(k " 1) @ﬂ(k =T

Stad otrzymujemy

To koticzy dowod twierdzenia. [J

Z (4.22) otrzymujemy wzor na Srednia

k—1
By =Y r b=t LR DEZD _EL (4.23)

r=

Podobnie obliczamy drugi moment

1 (k—1DkQRk—1)  (k—1)(2k—1)
k- 6 -

Stad mamy wzér na wariancje

2
-1
K kE>1. (4.24)

DX(Xp) = B(XP) - FX(X)) =, k2

Rozwazmy n = 8 i zmienng Xg. Permutacje, w ktérych 8 tworzy 7 inwersji
maja postaé
8,1,2,3,4,5,6,7

Elementy, ktore znajduja sie po prawej stronie 6ésemki mozna przestawiaé
w dowolny sposob. Nie ma to wplywu na warto$é Xg. Innymi stowy, z in-
formacji, ze Xg = 7 nie jesteSmy w stanie wywnioskowaé¢ nic o wartosciach
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zmiennych X7,..., X7. Podobnie, permutacje, w ktérych 8 tworzy 5 inwersji
maja postac
6,7, 8,1,2,3,4,5

Po prawej stronie 6semki mamy teraz pie¢ liczb, a po lewej dwie. Elementy
te mozna znowu przestawia¢ dowolnie pod warunkiem, ze po prawej stronie
zawsze bedzie pieé¢, a po lewej dwa. Tak jak wezeéniej informacja, ze Xg =5
nie ma pltywu na wartosci X,..., X7. Wnioskujemy stad, ze Xi,... X7 sa
niezalezne od Xg. Jesli teraz ustalimy warto$é Xg i X7 to okaze sie, Ze nie ma
to wplywu na wartosci Xy, ..., Xg, a wiec te dwie grupy zmiennych losowych
sa niezalezne. Z rozumowania tego wynika, ze w ogdlnym przypadku

PXi1=r,Xeo=r9,....Xpy=1p) = %,
dla dowolnych dopuszczalnych ry,...,r,, czyli dla r, € {0,1,...,k — 1},
gdzie kK = 1,...,n. Zmienne losowe X3, Xs,...,X,, sa wiec niezalezne, ale
nie majg takich samych rozkladéw. Nie mozna wiec zastosowaé najbardziej
znanej wersji centralnego twierdzenia granicznego, w ktérym zaktada sie
rownosé rozktadéw. Twierdzenie, ktore jest odpowiednie w naszej sytuacji
wymaga spelnienia warunku Lindeberga (4.25). Nastepujace ogblne twier-
dzenie mozna znalezé np. w [3].

Twierdzenie 4.15 Niech X1, Xo, ... bedzie ciggiem niezaleénych zmiennych

losowych o skoriczonych srednich py, = (Xk) i wariancjach of = D*(X}).
Niech ¥p = X1+ ...+ Xy, M = > 5y [y So = D pe 10,% oraz dla € > 0
zdefiniujmy

U — X — iy | Xp — pg| < esp
k p—
0, |Xk—,uk| > ESp-

Jesli limy, oo 5, = +00 oraz dla kazdego € > 0 spelniony jest warunek

lim ZE U?) = (4.25)

n—-+oo sn 1

to dla kazdego x € R mamy

Y — 1 x
lim P (nmn < :U) = / efétht. O
n—-4o00 Sn V2T J o

W naszym przypadku, czyli dla zmiennych danych przez (4.20), na pod-
stawie (4.23) mamy

my, = E(X ZZ —1)=1in(n-1), n>1,
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oraz z (4.24) otrzymujemy
s2=D*,) =5 (k* —1) = L(2n® + 3n® — 5n).

Dla X} mamy ponadto oszacowanie
Xe—3(E-1) < J(k—1)<n

Poniewaz s, ~ C - n/?2, wiec dla dowolnego ¢ > 0 i dostatecznie duzego

n zachodzi nieréwnosé X, — %(k — 1) < esy,. Zatem Uy = X — g od

pewnego ko i zwiazku z tym warunek (4.25) jest spelniony. Zatem ¥,, ma

asymptotyczny rozktad normalny. Dla n = 10 mamy mig = 22.5, 3%0 =31.25

i zmienna losowa Y1¢ przyjmuje wartosci ze zbioru {0,1,...,45}.
Korzystajac z programu Mathematica i ponizszej funkcji

ResourceFunction ["PermutationCountByInversions "|[10]
otrzymamy liste z liczbg permutacji z dana liczba inwersji od 0 do 45

{1, 9, 44, 155, 440, 1068, 2298, 4489, 8095, 13 640, 21 670,
32 683, 47 043, 64 889, 86 054, 110 010, 135 853, 162 337,
187 959, 211 089, 230 131, 243 694, 250 749, 250 749,

243 694, 230 131, 211 089, 187 959, 162 337, 135 853,

110 010, 86 054, 64 889, 47 043, 32 683, 21 670, 13 640,
8095, 4489, 2298, 1068, 440, 155, 44, 9, 1}

Jesli liczby te podzielimy przez 10!, to otrzymamy rozklad prawdopodobieri-
stwa X19. Na rysunku 4.6 rozktad ten przedstawiony jest w postaci wykresu
kolumnowego.

008

0.06 —

0.04 —
il I
0.00 = _______—--.III III.--—_______

10 12 14 16 18 20 22 24 26 283 30 32 34 36 38 40 42 44

Rys. 4.6 Rozklad prawdopodobienistwa zmiennej losowej X1g.



5. Dzialanie grupy na zbiorze

5.1 Dzialanie, orbita, stabilizator

Niech X bedzie dowolnym, niepustym zbiorem a G pewna grupa. Dziala-
niem grupy G na zbiorze X nazywamy dowolny homomorfizm ¢ dziatajacy
z G w grupe Sym(X), czyli w zbior wszystkich bijekeji zbioru X. Mowimy
tez rownowaznie, ze G dziala na X. Permutacje X odpowiadajaca elemen-
towi g oznaczamy przez 4. Poniewaz ¢ jest homomorfizmem, wigc spetnione
sa warunki

(1) e =1, (2) Pgh = PgPh, (5'1)

dla wszystkich g, h € G. Tak jak w poprzednim rozdziale I oznacza permuta-
cje tozsamosciowa, tzn. I(z) = z, dla kazdego x € X. Jesli Ker(p) = {e}, to
moéwi sig, ze dziatanie ¢ jest wierne. Iloczyn ¢4, to ztozenie odwzorowan,
zatem w zgodnie z oznaczeniem (1.1) mamy

(bgen)(@) = @nlpg(2)), =€ X.

O dzialaniu grupy na zbiorze mozna tez mysleé¢ jako o funkcji dwoch zmien-
nych ¢ : G x X — X zdefiniowanej jako ¢(g, x) := ¢4(x). Funkcja ta speinia
warunki

@(6,:6) =7, Sb(ghvx) = c,b(h7g5(g,$)),
dla wszystkich i g,h € G i x € X. Na rysunku 5.1 przedstawiono powyzsze
definicje w sposob bardziej przemawiajacy do wyobrazni.

W wielu przypadkach dzialanie grupy powstaje w sposéb naturalny. Na
przyklad, grupa obrotéw czworoscianu foremnego, opisana w przyktadzie
1.11, dziata na wszystkie jego elementy, tzn. na wierzchotki, krawedzie i $cia-
ny. Na rysunku 1.5 zaznaczono dzialanie na wierzchotki, ale réwnie dobrze
mozna to zrobi¢ z krawedziami lub Scianami. W ten sposéb otrzymaliby$my
pewne podgrupy Sg i Sy. Bylyby one izomorficzne z A4. W kazdym z tych
trzech przypadkow dzialanie jest wierne, poniewaz tylko obrét identyczno-
Sciowy zostawia poszczegodlne elementy na swoich miejscach.

Podobnie, dowolng podgrupe S, mozna traktowaé¢ jak grupe dziatajaca
na zbiorze {1,...,n}. Dzialanie tej grupy polega na tym, ze punkty 1,...,n
sa przesuwane w inne miejsca. Homomorfizm, o ktérym mowa w (5.1) ma
posta¢ ¢, = g, gdzie g jest juz permutacjg z S,,.

Nic nie stoi na przeszkodzie, zeby przyja¢ X = G. Zdefiniujemy 3 natu-
ralne dziatania grupy na samej sobie. Sa to dziatania ogolne i dotycza kazdej
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Pgh = PgPh

xl/_\wg
b T2 °
\\_,.J

Pg Ph

Rys. 5.1 Dzialanie grupy G na zbiorze X.

grupy. Zanim to zrobimy, zauwazmy jeszcze, ze jesli G dziata na X i H jest
podgrupa G, to H dziata rowniez na X. Wynika to bezposrednio z (5.1).

Pierwsze dziatanie to dzialanie przez prawe przesuniecie, ktore defi-
niujemy wzorem

¢g(a) =ag, a€qG. (5.2)

Istotnie, pe = I, pgn(a) = a(gh) oraz

(¢gpn)(a) = on(pg(a)) = (ag)h = pgn(a).

Drugie dziatanie to zmodyfikowane lewe przesuniecie

Podobnie jak wezesniej, ge = I, pgn(a) = (gh)"'a oraz

(egion)(a) = onlg~'a) =h~ (g " a) = (gh)"'a = pgn(a).

Trzecie dzialanie to dziatanie przez sprzezenie, ktore definiujemy nastepu-

Jaco

og(a) =g tag, acG. (5.4)

Rownosé g lag = g~ 'bg rownowazna jest rownosci a = b, wiec g jest injek-
cja. Z rownania g lag = b wynika, ze a = gbg~!, wiec g jest takze surjekcja
i w rezultacie ¢, € Sym(G). Poniewaz @, = I, pgn(a) = (gh) ta(gh) oraz

(egen)(a) = K~ (g~ ag)h = (gh)~'a(gh) = @gn(a),

wiec warunki (5.1) sa spelnione.
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W twierdzeniu 2.6 pokazalidmy, ze odwzorowanie 1,(a) = gag™!, dla
ustalonego g, jest izomorfizmem grupy G w siebie. Jest to po prostu zmo-
dyfikowana wersja (5.4). Nie jest to jednak homomorfizm w sensie podanym
w (5.1). Z jednej strony mamy 44 (a) = gha(gh)™!, natomiast

(Ygtn)(a) = ¥n(tg(a)) = hga(hg)~".

Podobna sytuacja jest z lewym przesunieciem. Jesli 4(a) = ga, to nie jest
to homomorfizm w sensie (5.1). Stad ,modyfikacja” w (5.3). Ponizsze twier-
dzenie to twierdzenie Cayleya, ktore mowi, ze kazda skoniczona grupa ma
SWoja reprezentacje w pewnej grupie permutacji.

Twierdzenie 5.1 Jesli G = {qg1,...,gn} jest grupg skoriczong, to jest ona
izomorficzna z pewng podgrupg Sy,.

Dowdd. Kazdemu g € G przyporzadkujmy ¢, dane wzorem (5.2). Jest to
bijekcja, patrz twierdzenie 2.4, zatem ¢4, € Sym(G). Ponadto, odwzorowanie
g — ¢g jest homomorfizmem G w Sym(G).

Oznaczmy H = {p, : g € G}. Z twierdzenia (2.2) wynika, ze H jest
podgrupa Sym(G). Zatem g — ¢, jest izomorfizmem pomiedzy G a H.
Poniewaz miedzy zbiorem {gi,...,g,} 1 {1,...,n} istnieje bijekcja, wiec
Sym(G) = Sy, 1 to konczy dowod. O

Jesli G dziata na X, to kazdemu g € G przyporzadkowana jest permu-
tacja pg zbioru X, ktora bedziemy réwniez oznaczaé przez g(x).

Niech z € X i zalézmy, ze G = {g1,92,...,9n}. Orbita x nazywamy
zbior

G(z) := 2% = Orb(z) = {g1(2), g2(2), . . ., gn(2)}.

W tym przypadku |Orb(x)| < n, dla kazdego x € X. Zauwazmy tez, ze orbita
jest zawsze niepusta poniewaz x € Orb(z). Jesli ponadto X jest zbiorem
skoriczonym, to i liczba wszystkich orbit jest takze skoriczona.

Orbity sa w istocie klasami abstrakcji nastepujacej relacji réwnowaznosci
okreslonej na X

x1Rxy < x9=g(zr1), dlapewnegog e G.
W zwiazku z tym dwie orbity sg albo réwne albo roztaczne i zbiér ich wszyst-

kich stanowi podziat X. Jesli Oy, ..., Oy, sg tymi orbitami, to

X:U(Oi, oraz O;NO; =0, i#j.
i=1
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Powyzsze klasy nazywane sa tez orbitami dzialania G na X.

Przyktad 5.1 (a) Niech X = {z1,...,26} bedzie zbiorem wierzchotkow
szesciokata foremnego, patrz rysunek 5.2. Dziatanie G = {e, g, h, gh}, czyli
grupy czworkowej na X okreslamy nastepujaco: ¢ = I oraz

g = (z1,24)(T2,26), on = (x1,24)(x3,T5), Pgn = (T1,25)(T2, T4).

Poniewaz jadrem ¢ jest e, wiec jest to dziatanie wierne. Innymi stowy, grupe
G mozna traktowaé jak podgrupe Sg lub Sym(X). Istnieja 3 orbity tego
dziatania: {z1, x4}, {z2,z6}, {z3, x5}

(T9—3) s @@  @2—3) DT
S i Sl NS
NV,

(T6—Ts) (T6—Ts) (Z6)—Ts) (T6—Ts)

Rys. 5.2 Dziatanie grupy czwoérkowe;j

(b) Dla G i X z punktu (a) okreSlmy ¢ : Yo = I, ¥y = ¢, = (21,24)
oraz Vg = Py, = I. Odwzorowanie to takze jest homomorfizmem grupy
G w Sym(X), ale nie jest dzialaniem wiernym, poniewaz Ker(y) = {e, gh}.
W tym przypadku istnieje 5 orbit: {1, x4}, {2}, {zs}, {z5}, {z6}. O

Niech A bedzie ustalonym podzbiorem X. Stabilizatorem punkto-
wym A w grupie G nazywamy zbior tych elementéw G, ktore zostawiajg
wszystkie punkty w A na swoich miejscach. Zatem

Gay =19 € G: g(r) =z, dla wszystkich z € A}.

Stabilizatorem lacznym zbioru A w grupie G nazywamy zbiér tych ele-
mentow G, ktore nie wyprowadzaja punktow zbioru A z A, tzn.

Gray ={9€G:g(A) = A}

Latwo wida¢, ze G4y C Ga;. Jesli permutacja zostawia punkty na swoich
miejscach, to tym bardziej nigdzie ich nie ,wyprowadza”.

Dla A = {r} mamy oczywiscie G(,) = Gy, i w tym wypadku piszemy
G. Aby unikna¢ konfliktu oznaczen z cyklami, jesli A = {z1,...,2zx}, to
stabilizator punktowy tego zbioru oznaczamy przez G, .. s, -
Twierdzenie 5.2 G(4) @ Gyay sq podgrupami G oraz G4y jest podgrupq
normalng Gy .



Rozdzial 5. Dziatanie grupy na zbiorze 107

Dowod. Latwo wida¢, ze e € Gy i e € Gay. Inkluzja G4 C Gay
réwniez jest jasna. Zalézmy, ze g, h € G 4. Wowczas

g(A) = A, g (A) = A, h(A) = A, K1 (A) = A.
W rezultacie
(gh™")(A) = b1 (g(A)) = A,

tzn. gh™! € Giay. Z twierdzenia 1.6 wynika, ze ze rozwazany zbior jest
podgrupa. Podobnie jesli g(x) = z i h(x) = z, dla z € A, to réwniez
h=Y(g(x)) = x, stad G4 tez jest podgrupa.

Udowodnimy teraz, ze

9 Gy =Gy 9. VgeGuu.

W tym celu wystarczy pokazaé, ze ghg™' € G4, dla kazdego h € G(y4).
Jesli x € A, to mamy

(ghg™")(z) = g~ (h(9(2))) = g7 (9(x)) = =.
Zatem ghg~! € G(4) 1 dowdd twierdzenia jest zakoriczony. [

Ustalmy = € X. Z twierdzenia 5.2 wynika, ze stabilizator x, oznaczany
takze przez Stab(zx), czyli

Gy = Stab(z) ={g € G: g(x) =z}

jest podgrupa grupy G. Rozwazmy h ¢ G, i powiedzmy, ze h(x) = z7.
Wowczas warstwa prawostronna Gph sklada sie z elementéw postaci gh,
gdzie g € G,. Zauwazmy, ze wowczas (gh)(z) = h(g(z)) = x1, wiec

Gzh={ge€G:g(x) =21}

Zatem warstwa G h sklada sie z tych permutacji, ktére przesuwaja x na x.
Fakt ten wykorzystamy w algorytmie Schreiera-Simsa w nastepnym rozdzia-
le. Zalozmy, ze h'(x) = x1 1 b’ # h. Czy wtedy Gyh = G, h'? Tak i wynika
to z réwnowaznosci

g1(z) =g2(z) & Geg1 = Grgo. (5.5)

Dla dowodu zauwazmy, ze réwnos¢ g (x) = go(x) rownowazna jest rownosci
g5 (g1(2)) = =, tzn. g1g, " € Gy istad g1 € Grga. To dowodzi (5.5).
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Podobnie jest z warstwami lewostronnymi. Niech h(z1) = x 1 h ¢ G,.

Wtedy
hG, ={g € G:g(x1) =z},

czyli warstwa ta sktada sie z permutacji, ktore przesuwaja x; na x. Jesli
ponadto h/(z1) = z, to Gy, = hG,.

Teraz twierdzenie wiazace orbity ze stabilizatorami. Mamy tutaj pewna
ciekawg rzecz. Jedli dwa punkty leza na tej samej orbicie, to ich stabilizatory
sa sprzezone.

Twierdzenie 5.3 Niech G bedzie grupg dziatajgcq na X i niech | X| < oo.
Wowczas

(i) Jesli xo = g(x1), to Gy, = gGCbzg_l'

(ii) Dla kazdego v € X zachodzi wzdr

|G/G,| = |G : G| = |2Y]. (5.6)

(i) Jesli G jest skoriczona, to

G| = 2] - |Gal, Ve X. (5.7)

Dowdéd. Dowod (i). Zatozmy, ze xo = g(x1) 1 h € Gy,. Wtedy h(z2) = z2
i stad h(g(r1)) = g(x1). Zatem g=(h(g(z1))) = w1, czyli ghg™! € G,,.
Innymi stowy, gGz,g~ " C Gy .

Pokazemy teraz, ze Gz, C gGr,g '. Niech h € Gy, tzn. h(z1) = 1.
Poniewaz g~ !(z2) = z1, to

(97" hg)(x2) = g(h(g~ (x2))) = g(h(x1)) = g(z1) = zo.

Zatem h' := g71hg € G, i stad gh'g~! = h. Podsumowujac, h € Gy, .
Dowod (ii). Ustalmy = € X i zalozmy, ze Orb(x) = {x1,...,z}. Zdefi-
niujmy odwzorowanie ¢ : Orb(x) — G/G5 nastepujaco

o(zi) = Gpg, jeslig(x) = z;.

Z (5.5) wynika, ze ¢ jest dobrze okreslone i w zwiazku z tym jest bijekcja.
Zatem |G/G| =k i stad (5.6).

Dowdd (iii). Korzystamy z twierdznia Lagrange’a. Poniewaz G, jest pod-
grupa G, wiec |G| = |G/Gy| - |Gz| = |2€] - |Gz|. Tym samym dowod jest
zakoniczony. [
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Bezposrednim wnioskiem z twierdzenia 5.3 jest

Orb(zy) = Orb(z2) = |Gay| = |Gasl. (5.8)

Mianowicie, z rownosci |2 |- |Guy | = |25 |- |Gey| i 28| = |2§| wynika wlasnie
powyzsza implikacja.

Znane nam juz pojecia punktu stalego i noénika permutacji rozszerzamy
na zbiory permutacji. Niech H bedzie podzbiorem grupy G i niech G dziata
na X. Noénikiem H nazywamy zbior tych punktéw, ktore pod wplywem
H zostana przesuniete, czyli

Act(H) :={z € X : g(z) # x, dla co najmniej jednego g € H}.

Zbiorem punktow stalych H nazywamy zbior tych punktéow X, ktore
pod wplywem H nie zostang przesuniete, tzn.

Fiz(H) :={z € X : g(x) = z, dla kazdego g € H}.

Twierdzenie 5.4 Niech G bedzie grupg skoriczong dziatajecq na X i niech
| X| < oo0. Wtedy liczba orbit dziatania G wynosi

m = lél S |Piz(g). (5.9)
geG

Dowo6d. Niech Z bedzie podzbiorem G x X okreslonym przez

Z=A{(g,2) : g(x) = x}.

Nastepnie zauwazmy, ze

2] =) Fiz(g) = ) |Gal. (5.10)

geG zeX

Zalozmy, ze istnieje m orbit i niech {z1,...,2,,} bedzie zbiorem reprezen-
tantow tych orbit, tzn. z; € O;, dla ¢ = 1,...,m. Poniewaz |J;, O; = X,
wiec z (5.8) otrzymujemy

DIG =D (D 1Ga) =D [af| - |Gail = D 1G| = m|G].
zeX =1 z€0; =1 i=1

Podstawiajac do (5.10) mamy > . Fiz(g) = m|G|. O
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Prawa strona wzoru (5.9) to $rednia liczba punktow statych przypadaja-
ca na element grupy. Jesli istnieje tylko jedna orbita, to §rednia ta wynosi 1.
Zatozmy, ze | X | > 2. Wowczas |Fix(e)| = | X| > 1. Jesli srednia arytmetycz-
na nieujemnych liczb wynosi 11 jedna z tych liczb jest wicksza od 1, to wsréd
nich musi istnie¢ taka, ktora jest mniejsza niz 1. Zatem w przypadku jednej
orbity istnieje g € G, dla ktorego |Fiz(g)| = 0. Permutacja ta ,przesuwa”
wszystkie punkty X.
Przykltad 5.2 Niech X = {1,2,...,9} i G bedzie grupa cykliczna rzedu
dwanascie okreslona nastepujaco

G={a), a=(1,2,3,4)(506,7)(8,9). (5.11)

Jej dziatanie przedstawione jest na rysunku 5.3. Jest to ta sytuacja omawiana
wcezesniej, w ktorej permutacja dziata na ,swoje” punkty.

D @@ G (D— B

Rys. 5.3 Dzialanie grupy danej przez (5.11)

Zauwazmy, ze « jest permutacja parzysta. Wynika to z faktu, ze 4-cykl
i transpozycja sa nieparzyste oraz 3-cykl jest parzysty. Zatem wszystkie ele-
menty G sa permutacjami parzystymi. Jesli chodzi o orbity, to mamy tutaj
3 orbity dzialania: O; = {1,2,3,4}, Oy = {5,6,7}, O3 = {8,9}. Istotnie,
dla 71 = 1 mamy: 1 — 1(I), 1 — 2(a), 1 — 3(a?), 1 — 4(a?), zatem
1¢ = {1,2,3,4}. Latwo jest wyznaczy¢ stabilizatory. Permutacje, ktore zo-

stawiaja jedynke na miejscu to I,a? i o8, zatem

G1={I,a",a% ={I,(5,6,7),(5,7,6)}.

Ponadto G; = G2 = G3 = (G4. Podobnie obliczamy pozostale stabilizatory.
Wszystkie te informacje zostaly zebrane w tabeli 5.1. Na koniec odnotujmy,
ze kazdy stabilizator jest dzielnikiem normalnym grupy G, poniewaz jest ona
przemienna. [

Tabela 5.1 Orbity dzialania i stabilizatory grupy danej przez (5.11)

X,z Orbita, 2 | 2@ Stabilizator, G, |G|
1,2,3,4| {1,2,3,4} | 4 {I,a2,a*} 3
5,6,7 {5,6,7} 3 {I,a3,a% a% 4
8,9 {8,9} 2 | {I,a? a* ab % %} | 6
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Przyktad 5.3 Niech X = {1,2,3,4,5}. Elementy tego zbioru rozmieszcza-
my tak jak na rysunku 5.4, przy czym taki sposob ich rozmieszczenia nie
jest oczywiscie istotny. Zadanie nasze polega na wyznaczeniu rzedu grupy

G=(a), a=(1,23), B=(1,4,5). (5.12)

Zauwazmy na poczatek, ze o 1 8 sa parzyste, wiec (o, 5) C As. Rzad tej
grupy moze by¢ réwny co najwyzej 60. Pokazemy, ze za pomoca « i 8 mozna
otrzymaé¢ dowolny 3-cykl i w rezultacie kazda permutacje parzysta zbioru
piecioelementowego. Innymi stowy, udowodnimy, ze G = As.

Rys. 5.4 Generatory grupy (5.12)

Wszystkich 3-cykli jest 2 - (g) = 20, ale wystarczy pokaza¢ jak otrzymac
tylko dziesie¢ z nich. Zaczniemy od komutatora [3,a]. Kolejno obliczamy:
a t=(1,3,2), B~ = (1,5,4), Ba = (1,4,5,2,3), B~ la~! = (1,5,4,3,2).
Stad mamy

Y= [B’ a] = (1’ 4,5,2, 3) ' (15 5,4,3, 2) = (1, 3, 5)'
Za pomoca sprzezeri otrzymamy pozostale 3-cykle. Zatem aya~! = (2,5, 3),
a lya = (1,5,2), itd. Podsumowujac, wszystkie 3-cykle wyrazone sa za
pomoca a i

(1,2,3) = a (1,4,5) = f

(1,2,4) = [~ a ™Y (2,3,4) = f1ap
(1,2,5) = a Iy la (2,3,5) = Bap™t
(1,3,4)=p""7'8 (2,4,5) = (aB)y(af) ™
(1,3,5) = (3,4,5) = afa?

Poniewaz o? = a~!i 82 = 7!, to kazda z grup («, 5%), (a2, 32), (a2, B) jest
izomorficzna z As. Poza 3-cyklami w Aj jest w %(g) (g) = 15 podwdjnych
transpozycji oraz 4! = 24 cykle dlugosci 5. Doliczajac I mamy w sumie

20 + 15+ 24 + 1 = 60 permutacji. [
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5.2 Dzialanie przechodnie

Dziatanie grupy G na zbiorze X jest przechodnie lub tranzytywne, jesli
¢ = X, dla kazdego z € X. Innymi stowy, istnieje tylko jedna orbita.
Rownowaznie, dla punktow z1, zo istnieje g € G takie, ze g(z1) = 2.

Grupa dziatajaca przechodnio na X jest regularna, jesli G, = {e}, dla
kazdego x € X. Wprowadza sie czasem pojecie grupy semi-regularnej.
Spelnia ona tylko warunek, ze stabilizator kazdego x sktada sie z jedynki
bez zalozenia tranzytywnosci.

7 twierdzenia 5.3 wynika, ze jesli G jest skoriczona i dziala tranzytywnie
na X, to rodzina {G, : = € X} jest klasa sprzezonosci grupy G. Ponadto
| X| =|G/G.| 1 |G| =|X]|-|Gy|, dla kazdego = € X.

Niech k € N i niech X* oznacza iloczyn kartezjanski k kopii zbioru X.
Dzialanie G na X przenosi sie naturalnie na X*. Mianowicie, definiujemy

g(X) = (g(l‘l), s ’g(xk))v

gdzie x = (z1,...,2) € X*. Oznaczmy przez X®) podzbior X* sktadajacy
sie z tych ciagow, w ktorych nie ma powtorzen, tzn. jesli x € X*) | to zadne
dwa elementy sposréd x1, . . ., xy nie sg sobie réwne. Jesli X ma n elementow,
to | X¥ =nk i |X®| =nl/(n— k)

Jesli dziatanie G na X jest przechodnie, to mowimy, ze dziatanie G jest
k-przechodnie lub k-tranzytywne. Intuicyjne rozumienie tego jest takie,
ze kazdy ciag k réznych punktéw moze przejsé na kazdy inny ciag sktadajacy
si¢ z k punktow. Definicja ma wiec sens, jesli & < | X|. Nietrudno zauwazy¢,
ze grupa, ktora jest k-przechodnia jest tez I-przechodnia, jesli I < k.

Niech B bedzie podzbiorem X. Zdefiniujmy B9 := {g(x) : x € B}. Jest
to po prostu obraz B poprzez odwzorowanie g i moze by¢ tez oznaczany jako
g(B). Niech G bedzie grupa przechodnia na X.

Niepusty podzbiér B C X nazywamy blokiem wzgledem G lub krétko
blokiem, jesli dla kazdego g € GG zachodzi jedna z rownosci

BY=B lub B/NB=10.

Intuicyjne rozumienie tego warunku jest takie, ze elementy B zawsze ,po-
drozuja razem” w tym sensie, ze albo razem zostaja w B albo razem z niego
wychodzg.

Zauwazmy, ze zarowno X jak i kazdy zbior jednoelementowy {x} jest
blokiem. Bloki te nazywane sa blokami trywialnymi. O pozostatych blokach
moéwi sie, ze sa nietrywialne. Blokiem minimalnym nazywamy blok o
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Rys. 5.5 Nietrywialne bloki grupy cyklicznej ((1,2,3,4)).

najmniejszej liczbie elementéow sposréd wszystkich blokéw o co najmniej
dwoch elementach.

Niech X = {1,2,3,4} i G bedzie grupa cykliczna generowana przez
a = (1,2,3,4), patrz rysunek 5.5. Jest to grupa tranzytywna i istnieja dwa
nietrywialne bloki: By = {1,3}, Ba = {2,4}. Blokiem nie jest natomiast
{1,2}, poniewaz {1,2}* = {2,3}. Nie jest tez blokiem {1,2,3}, mamy bo-
wiem {1,2,3}* = {2,3,4}. W tym ostatnim przypadku jedynka i dwojka
pozostaly w zbiorze, natomiast 3 opuscita go i przeszta na 4.

Twierdzenie 5.5 Niech G = {g1,...,9n} bedzie grupg tranzytywng dziata-
jacg na skoriczonym zbiorze X. Wowczas

(i) Jesli By i By sq blokami o niepustym przecieciu, to By N By tez jest
blokiem.

(ii) Jesli B jest blokiem, to B9 takze jest blokiem, dla kazdego g; € G.
(ii) Jesli B jest blokiem, to zbiory B9, B9, ... B9 tworzq podzial X .

Dowéd. Dowdd (i). Niech C = By N By i ustalmy g € G. Mamy pokazac, ze
C9 = C lub C9NC = . Przede wszystkim zauwazmy, ze (B1NBs)9 = BINBY,
poniewaz g jest bijekcja. Zatem

c9 — BN By, B?ZBl,Bg:BQ
0, w pozostatych przypadkach.

Dowdd (ii). Niech C = BY% i zalozmy, ze CNCY # 0, tzn. g;(B)Ng(g:(B)) # 0.

Woéwcezas biorgc przeciwobraz czesci wspélnej mamy
-1
Bng tg(g:i(B)#0 < BNBYY% £,

Poniewaz B jest blokiem, wiec B999: "= B. Stad BY% = B9%9 i w rezultacie
C = (9. Oznacza to, ze C jest blokiem.

Dowod (iii). Z punktu (ii) wiadomo, ze BY% i BY% sa albo rowne albo
roztaczne. Wystarczy pokazaé, ze |J;_, B9 = X. Niech zy € Bi zy ¢ B.
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Wtedy istnieje g1 takie, ze g1(x1) = x2 1 jesli B # B9, to BN B = ()
poniewaz B jest blokiem. Mamy teraz dwie mozliwo$ci.

Jesli X = B U B9, to dowdd jest zakoriczony. Jesli X # B U B9, to
wybieramy x3 ¢ B U B9 Istnieje wtedy g2 takie, ze x5 = ga(x2).

Wynika stad, ze B9 # B, B9 # B9 oraz B9 N (BUB) = (). Wtedy
znowu albo X jest réwny sumie blokéw B, B9, B92 albo nie jest. Poniewaz
X jest skoniczony, to powtarzajac powyzszg procedure, po skoriczonej liczbie
krokéw wyczerpiemy caly X. [

Przyktad 5.4 Rozwazmy bardziej ztozong sytuacje niz tg przedstawiong na
rysunku 5.5. Niech X = {1,2,3,4,5,6} i tym razem
G=(x), a=(1,2,3,4,56). (5.13)

Zatem G =2 Zg. Dziatanie G na X jest tranzytywne, istnieje tylko jedna orbi-
ta, patrz rysunek 5.6. Nie jest jednak 2-tranzytywne, np. zbior {1, 2} nigdy
nie przejdzie na {1,3} bo grupa ta przesuwa wszystkie elementy zawsze o ta
sama ilo¢ miejsc. Istnieje pie¢ nietrywialnych blokow i sa to: By = {1,4},

O———0—E—®

Rys. 5.6 Dzialanie G jest przechodnie, ale nie jest 2-przechodnie.

By = {2,5}, By = {3,6}, B4 = {1,3,5} i Bs = {2,4,6}. Mamy bowiem
BY = {By,B2,B3} i B{ = {By,Bs}. Zbior {1,2} nie jest blokiem, poniewaz
{1,2}* = {2,3}. Podobnie blokiem nie jest {1, 2, 3}. Bloki minimalne to By,
By i Bs. Wszystkie nietrywialne bloki zostaty pokazane na rysunku 5.7. [J

Rys. 5.7 Pig¢ nietrywialnych blokéw grupy (5.13)

Niech G bedzie grupa dzialajaca tranzytywnie na X. Mowimy, ze G jest
prymitywna, jesli nie ma nietrywialnych blokéw na zbiorze X. Pokazemy,
ze jedli dziatanie grupy jest 2-przechodnie, to jest ona prymitywna, czyli nie
zawiera nietrywialnego bloku.

Zatozmy przeciwnie, ze B jest takim blokiem. Oznacza to, ze istnieja
x1,x2 € B, x3 ¢ B oraz permutacja g taka, ze g(z1) = x1 1 g(x2) = w3.
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W takim razie x1 € B, 1 € g(B) = B9 i stad BN BYI # (), gdzie B # BY.
Otrzymalismy sprzeczno$¢ z tym, ze B jest blokiem.

Twierdzenie 5.6 Niech X bedzie zbiorem skoviczonym i G bedzie podgrupg
prymitywng grupy Sym(X). Wowczas

(1) Jesli G zawiera 3-cykl, to Alt(X) C G.
(i1) Jesli G zawiera 2-cykl, to G = Sym(X).

Dowéd. Dowdd (i). Dla S € X niech Alt(S) oznacza podgrupe Alt(X), kto-
rej kazda permutacja zostawia na swoich miejscach elementy X\S. Zalozmy,
ze S jest maksymalnym podzbiorem X takim, ze Alt(S) C G. Poniewaz gru-
pa G zawiera 3-cykl, to |S| > 3. Udowodnimy, ze w istocie S = X.

Zalozmy przeciwnie, ze S # X . Poniewaz G jest prymitywna, to zbior ten
nie jest blokiem i stad istnieje g € G, dla ktorego SNSY # ) lub SNSI # S.

Zalozmy najpierw, ze S NS89 = {x}. Poniewaz Alt(S) jest podgru-
pa G oraz g 1Alt(S)g = Alt(S9), to G zawiera 3-cykle g1 = (z,y1, 21),
g2 = (x,y2, 22), gdzie y1,21 € S 1 y2,20 € §9. Wowczas G zawiera ponizszy
komutator

93= 951,971 = 9591 9291 = (2,91, 92),

gdzie x,y; € §. Gdyby § NS¢ zawieratl co najmniej dwa punkty, np. x1, z2,
to trzeba wzia¢ dowolny w € S9\S. Poniewaz x1, 9, w € §Y, to G zawiera
3-cykl (x1, 22, w). Niech zatem g3 = (z,91,y2). Zdefiniujmy S’ = S U {y2}.
Pokazemy, ze Alt(S') C G.

W tym celu wystarczy pokazaé, ze jesli g € Alt(S') i g(y2) # y2, to
g € G. Poniewaz z3 = g(y2) € S, to istnieje permutacja h € Alt(S) taka, ze
h(zs) = y1 1 wtedy gh - (z,y1,y2) € Alt(S’) z punktem statym yso.

Stad gh - (z,y1,y2) i h - (x,y1,y2) naleza do G, a wiec takze g € G.
Zatem Alt(S’) jest podgrupa G wbrew zalozeniu o maksymalnosci zbioru S.
Wnioskujemy, ze S = X.

Dowod (ii). Niech | X| > 3 i zalozmy, ze G zawiera transpozycje (1, x2).
Wowczas B = {x1, 2} nie jest blokiem (zaktadamy, ze G jest prymitywna),
zatem istnieje permutacja g € G taka, ze zbiér B N BY ma jeden element.
Mozna przyjaé, ze B9 = {x1,x3}, gdzie x5 # x5. Nastepnie zauwazmy, ze
3-cykl (x1,x9, x3) nalezy do G, poniewaz

(z1,22,73) = (21, 22) - (21,73) = (21, 22) - g~ - (21, 72) - g.

Z punktu (i) wynika, ze Alt(X) jest podgrupa G. W zwiazku z tym podgrupa
generowana przez transpozycje (r1,r2) i podgrupe permutacji parzystych
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jest tez podgrupa G. Ale ((z1,x2), Alt(X)) = Sym(X), poniewaz (z1,x2)
jest permutacja nieparzysta. [J

Zanim przejdziemy do twierdzenia Cauchy’ego udowodnimy pewien po-
mocniczy fakt. Ustalmy liczbe naturalna p wicksza od jednego i niech

x = (x1,...,2p) € RP.

Zatozmy, ze r € N. Cykliczne przesuniecie elementéw x o r miejsc w prawo
oznaczmy przez X' . Zatem

‘s
X = (Tpopgly e Tpy L1y ey Tpy).
Niech x? = x. Latwo wida¢, ze jesli r > p, to x” = x" ™°4P_ Oznaczmy
o 1,2 -1
[x] == {x,x",x* ..., xP""}.

Udowodnimy, ze jesli p jest liczba pierwsza, to

1 d =9 =...=
|[x]|={ By = “p (5.14)

p, w pozostalych przypadkach.

Jesli p nie jest liczba pierwsza, to nie jest to ogdlnie prawda. Na przyktad,
dla p =41 ciagu x = (1,2,1,2) mamy x! = (2,1,2,1) oraz x? = x, x> = x".
Zatem w tym przypadku |[x]| = 2 # 4.
Przechodzimy do dowodu (5.14). Zalozmy wiec, ze x = x" dla pewnego
r € {l,...,p — 1}. Poréwnujac wartosci na kolejnych wspolrzednych otrzy-
mujemy
Z; = Lk+i mod p» gdzie k=p—r,

dlai=1,2,...,p. Poniewaz k € {1,2,...,p — 1}, wiec mamy ciag rownosci

L1 = Tk+1modp = L2k+1modp = - -+ = L(p—1)k+i mod p-

Jesli p jest liczba pierwsza, to wszystkie indeksy sa rozne. Jesli bowiem dla
pewnych [y, lo zachodzi réwnosé

(l1k + 1) mod p = (Izk 4+ 1) mod p,

to (Ia — 1)k = 0 mod p. W takim razie p dzieli iloczyn (l2 — 1)k, ale nie jest
to mozliwe, poniewaz p jest liczba pierwszg oraz lo — 1 <p—1, k <p—1.
W zwigzku z tym z1 = ... = x,,.

Udowodnimy teraz twierdzenia Cauchy’ego, ktore pochodzi z 1845 roku.
W 1959 roku McKay, patrz [10], podal elegancki dowod tego twierdzenia,
liczacy okoto 20 liniek, ktory tutaj zaprezentujemy.
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Twierdzenie 5.7 Jesli G jest grupg skoriczong i liczba pierwsza p dzieli |G|,
to istnieje w niej nietrywialne rozwigzanie rownania a’ = e.

Dowoéd. Zalozmy, ze |G| = n i rozwazmy podzbior G* okreslony jako
S = {a: (a17a27"'7ap) 10102 ...0p = 6},

gdzie ay,...,a, € G. Wida¢, ze |S| = nP~!, poniewaz a1, ..., a,_1 moga by¢
dowolne i wtedy a, = (ay ...a,—1)"!. Nastepnie a i &’ nazywamy réwnowaz-
nymi, jesli elementy a’ powstaly przez cykliczne przestawienie elementow a.
7 twierdzenia 2.9 wynika, ze jest to relacja réwnowaznosci na S.

Z (5.14) wiadomo, ze |[a]| = 1, jesli wszystki elementy a sa rowne lub
I[a]| = p, jesli przynajmniej dwa sa rézne. Oznaczmy przez r liczbe tych
ciagow z S, w ktorych wszystkie elementy sa rowne. Wtedy r jest liczba
rozwigzan rownania a? = e. Niech s bedzie liczba réznych pozostatych klas
rownowaznosci. Wowczas 7 + sp = nP~1. Jesli p dzieli n, to dzieli tez r. O



6. Algorytm Schreiera-Simsa

6.1 Twierdzenie Schreiera

Niech G bedzie grupa skoniczona dziatajaca na X okreslona w taki sposéb,
ze podany jest zbioér jej generatoréw, tzn.

G= (W), gdzie W ={wi,wa,..., wg}. (6.1)

Innymi stowy, kazdy element g € G mozna zapisa¢ w postaci w;, wi, . .. w;,,,
dla pewnych wj,, ..., w;,, € W. Przedstawienie takie nie musi by¢ i zwykle
nie jest jednoznaczne. Naturalnie nasuwajace sie pytanie jest takie: jaki jest
rzad tej grupy? I ogolnie, jakie elementy z Sym(X) naleza do G, a jakie nie.

Jesli W = {w1}, to G = {w]* : m € Z} jest w tym przypadku grupa
cykliczna, izomorficzng z Z,, gdzie n = |G|. Poza tym, w ,najlepszym”

G

Rys. 6.1 Zbiér generatoréw grupy G.

wypadku dostaniemy oczywiscie G = Sym(X), a w ,najgorszym” G = {I},
gdzie I jest jedynka w grupie Sym(X).

Niech H bedzie podgrupa grupy G. Moze to by¢ np. stabilizator pew-
nego x € X. Dowolny element z H mozna oczywiscie wyrazi¢ przez iloczyn
elementéw z W. Takie przedstawienie jest jednak zbyt ogdlne i moze by¢
mato przydatne do badania podgrupy H. Nie wszystkie elementy W musza
naleze¢ do H, a czesto jest tak, ze WNH = (). Powstaje wiec kolejne pytanie:
czy istnieje doktadniejszy sposob opisu H?

Problemy, ktore chcemy rozwiaza¢ w tym rozdziale sa nastepujace

(a) Znalez¢ rzad grupy danej przez (6.1).
(b) Majac g € Sym(X) odpowiedzie¢ na pytanie czy g € G?
(c) Majac podgrupe H znalez¢ jej doktadniejszy opis w ramach zbioru W.

118
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Zaczniemy od pewnej ogodlnej definicji. Niech A = {A;,..., A,} bedzie
rodzing podzbioréw skoriczonego zbioru X. Transwersalg rodziny A nazy-
wamy zbior T = {t1,...,t,} skltadajacy sie z réznych elementéw X takich,
zet; € A;, dlai=1,...,n. Innymi stowy, jest to ,zbiér reprezentantow” tej
rodziny, z ktérym spotkaliSmy sie juz wczesniej.

Jesli zbiory Ay, ..., Ay sa parami roztaczne, czyli A;NA; =0, gdy @ # 7,
to transwersala tej rodziny zawsze istnieje. Wystarczy wybraé po jednym,
dowolnym elemencie z kazdego zbioru.

W pozostatych przypadkach transwersala moze nie istnieé. Na przyktad
dla zbiorow A; = {1,2}, Ay = {3}, A3 = {1,3}, A4 = {2,3} nie istnieje.
Warunki, ktére powinna spetniaé¢ rodzina A, aby miala transwersale sg na-
stepujace (patrz np. twierdzenie 26.1 w [17]): Rodzina A = {Ay,..., Ay}
niepustych podzbiorow X ma transwersale wtedy v tylko wtedy, gdy dla kazde-
gok=1,2,...,n, suma jej dowolnych k podzbioréw sktada sie z co najmniej
k elementow..

Rozwazmy rodzine warstw prawostronnych G wzgledem podgrupy H.
Poniewaz warstwy sa roztgczne, to istnieje transwersala T tej rodziny. Jesli
wieec T = {t1,...,tx}, to G = Ule Ht;, gdzie Ht; sa tymi warstwami.
Nastepnie zdefiniujmy

g:=HgnNnT, geqG. (6.2)

Odwzorowanie to elementowi g przyporzadkowuje ,reprezentanta” warstwy,
do ktorej nalezy. Oto twierdzenie, ktore rozwiazuje problem (c) i prowadzi
do rozwiazania (a) i (b). Jest to twierdzenie Schreiera, patrz np. [2].

Twierdzenie 6.1 Niech G bedzie grupg skoriczong i H jej podgrupa. Zatdz-
my, ze T jest transwersalg warstw prawostronnych H w G oraz, ze 1 € T.
Jesli W jest zbiorem generatorow grupy G, to

V= {twitw) ' :we W,t €T} (6.3)
jest zbiorem generatorow podgrupy H .

Dowéd. Z definicji (6.2) mamy Htw = H (tw), dla ustalonych ¢, w. Wynika
stad, ze Htw(tw)~! = H, czyli, ze warstwa elementu tw(fw)~! jest réwna
podgrupie H. Zatem

twtw)™t € H, YweW,teT. (6.4)

Oznacza to, ze V C H. Pokazemy teraz, ze kazdy element h € H mozna zapi-
sa¢ jako iloczyn elementéw z V. Robimy to w nastepujacy sposéb. Poniewaz
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G = (W), wigc w szczegolnosci h =[]} w;, dla pewnych wy, ..., wy, € W.
Niech tg = 1 (z zalozenia 1 € T, gdzie 1 to element neutralny grupy ozna-
czany wczesniej przez e lub I). Wowczas

h = towiwy . .. wy, = (towit] V) (trwaty ) ... (e 1Wmt ) tm,

gdzie t; :=t;qw; € T,dlai =1,...,m.Z (6.4) mamy ti_lwitf € H, zatem
I, ti_lwiti_l € H i w rezultacie t,, € H. Stad t,, € H N T. Nastepnie
zauwazmy, ze H i T moga mieé tylko jeden punkt wspoélny. Zatem t,, = 1.
To konczy dowdd twierdzenia. [

Elementy zbioru (6.3) nazywa sie generatorami Schreiera podgrupy
H. Otto Schreier (1901-1929) byl matematykiem austricakim. Publikowal
prace gltéwnie dotyczace teorii grup. Twierdzenie to pochodzi z jego pracy
z 1927 roku, w ktorej uogélnit rezultat J.Nielsena z 1921 roku moéwiacy,
ze podgrupa skoiiczenie generowanej grupy wolnej jest wolna. To ogolne
twierdzenie nazywane jest w literaturze twierdzeniem Nielsena-Schreiera.

Twierdzenie 6.1 daje nam procedure znajdowania generatoréw podgrupy,
jesli znamy jej transwersale warstw prawostronnych. Zauwazmy, ze zbior tych

Rys. 6.2 Ilustracja twierdzenia 6.1.

generatorow sklada sie z |W|-|T| elementéw i najczesciej nie jest minimalnym
zbiorem generatorow podgrupy H. Zwykle daje sie go mocno zredukowac.
Z twierdzenia Lagrange’a mamy rownos¢ |G| = |T'| - |H| i twierdzenie 6.1
mozna nastepnie zastosowaé¢ do H i jej pewnej podgrupy.

6.2 Algorytm Schreiera-Simsa

Niech x; € X bedzie elementem nosnika pewnego g € W, czyli g(z1) # 1.
Po skoriczenie wielu krokach znajdziemy jego orbite Op = x? Jednoczednie
z orbita znajdujemy transwersale 77 warstw prawostronnych G wzgledem
stabilizatora G5, i odwzorowanie g wystepujace w twierdzeniu 6.1, gdzie
H = Gy,. Z twierdzenia 5.3 wynika, ze |T1| = |O1]. W ten sposob otrzymamy
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zbidr Vi, ktorego elementami sa generatory G,,. Nastepnie maksymalnie
redukujemy V;. Niech ten zredukowany zbioér bedzie dalej oznaczony przez
Vi i zdefiniujmy Wy := Vi, G(1) := G4,. Z twierdzenie Lagrange’a mamy
G| =01] - [G(1)].

Wychodzimy teraz od Wi i G(1) i znajdujemy zo € X, ktory nalezy
do nosnika pewnego elementu z Wj. Znajdujemy jego orbite Oy = mg(l),
transwersale warstw prawostronnych T, grupy G(1) wzgledem stabilizatora
G(1)z, 1 odwzorowanie g. Otrzymamy zbior V generujacy G(2) := G(1)4,.
Zauwazmy, ze G(1)y, = Gy, 2, oraz |To] = |Oz|. Z twierdzenia Lagrange’a
[G(1)] = |02 - |G(2)] i stad |G| = |O1] - |O2] - |G(2)].

Dalej postepujemy rekurencyjnie. Wychodzimy od Wy := V5 i G(2).
Zmajdujemy x3 nalezacy do nosnika pewnego elementu z Wos.

Po skonczonej liczbie krokow d > 1 otrzymamy Wy = {I} i G(d) = {I}.
W wyniku powyzszej procedury dostaniemy

(i) zbior B = {x1,x2,..., 24}, ktory jest baza X, tzn. Gg) = {I},

(ii) rodzine Wy, Wy, ..., Wy, w ktorej W; jest zbiorem generatorow G(i),
gdzie
G(i) =G — 1)y, =Gay,..ary, 1=1,....,d,

(iii) orbity O1,0a,...,O04, gdzie O; = 2G04 stad

i

d
Gl =] 10il = 01]- O] - ... - |Oul. (6.5)
i=1
(iv) rodzine transwersal 11,7, ..., Ty, gdzie T; jest zbiorem reprezentan-

tow warstw prawostronnych G(i) wzgledem G(i — 1) oraz

T =0, i=1,2,....d (6.6)

Poniewaz |O;| < n, dla kazdego i = 1,...,d, to z (6.5) wnioskujemy, ze
|G| < nlBl. Mamy wiec oszacowanie |B| > (log|G|)/(logn).

Twierdzenie 6.2 Kazdy element g € G mozna przedstawié jednoznacznie
w postaci
g =1tglqg—1...%1, gdzz'e t; € T;. (6.7)

Dowod. Znajdujemy t; € Ti, dla ktorego g(x1) = t1(z1). Taki element
istnieje, poniewaz g nalezy do pewnej warstwy prawostronnej wyznaczonej
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przez podgrupe Gg,, a dokladniej t; = Gy, g N T1. Nastepnie obliczamy
g1 = gltl_1 1 zauwazmy, ze (gtl_l)(:cl) = tl_l(g(xl)) = x1, zatem g1 € Gy, .

Nastepnie znajdujemy to € Ty speliajace gi(x2) = t2(x2), obliczamy
go = gth_1 = 9251_1152_1 i podobnie jak wczesniej widaé, ze g2 € Gy z,- W ten
sposob, po d krokach, dojdziemy do t4 € Ty spelniajacgo gq—1(xq) = tq(zq).
Wowcezas g4 := gtf1 .. .t;l. Poniewaz Gy, . ., = {I}, wiec g4 = I i stad
otrzymujemy (6.7). OJ

6.3 Przyklady

Przyktad 6.1 Niech elementy zbioru X = {1,2,3,4,5,6} beda rozmiesz-
czone tak jak na rysunku 6.3. Znajdziemy rzad nastepujacej grupy

G={(p), a=(1,2,3,4), 5=(1,5,6,2). (6.8)

Sam spos6b rozmieszczenia punktow X nie jest istotny, ale pozwala lepiej
zobrazowaé dzialanie G. Poza tym istnieje rzeczywisty model takiej sytuacji
jak np. obracanie warstwy prawej i gébrnej w kostce Rubika lub jej pokrew-
nych uktadankach”, patrz np. [8].

Zobaczmy na poczatek jak dziala komutator: [, 5] = (1,4)(2,6). Po-
dwodjna transpozycja to troche stabiej niz 3-cykl, patrz twierdzenie 5.6, ale
dzieki temu badanie tej grupy jest ciekawsze.

Rys. 6.3 Generatory grupy (6.8)

Zaczniemy od wyznaczenia orbity 1 = 1, poniewaz np. x1 € Act(«).
Wyznaczamy kolejno orbite (w nawiasach podane sa permutacje): 1 — 1(I),
1 —2(a), 1 —3(a?), 1 —4(a3) oraz 1 — 5(8), 1 — 6(8?). Zatem

Ol :1G:{17273747576}7 Tl :{I7a7a27a37ﬁ7/82}'

Nastepnie korzystamy z twierdzenia 6.1, gdzie H = G1, V oznaczamy przez
Vi i W = {«, 8}. Zbior generatoréw Schreiera G sklada sie z 12 permutacji

Vi = {a@) " 88) " 02(@®) " aB(@B) ", o*(@?) ", oa?B(a7B) ",

1), a*8(8) ", Ba(Ba) L, B2(57) ), Fa(B%a) !, B(F%) 1}
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Teraz znajdujemy reprezentantow: @ = o, 8 = 8, a2 = o2, aff = I (dla-
tego, ze 1 — 1(ap)), a3 = o, aQﬁ—a (a 26()—3—04(1)) I=1,
B2 = 2, Ba = § (mamy bowiem fa(1) = a(5) = 5 = A(1), FPa = §°
(B2a(l) = a(6) = 6 = B2(1)) oraz 33 = B°. Przykladowe obliczenie:
a2ﬁ(aTﬁ)_1 = o?B(a?)7! = a?Ba?, poniewaz a2 = a?. Redukujac iden-
tyczno$c 1 powtarzajace sie permutacje otrzymamy

= {aB,a?Ba?,a’Ba”?, Bap ™!, Baf?} .

Pozostaje obliczy¢ iloczyny w nawiasach. Ponizej pomocnicze obliczenia.

= (1,3)(2,4) o?B=(1,3,5,6,2,4) [2apB*=(3,4,6,5)

= (1,4,3,2) o?Ba’ = (3,5,6,4) o?8 = (1,4,3)(2,5,6)
= (1,6)(2,5) Ba = (1,5,6,3,4) o?Ba3 = (2,5,6,3)
=(1,2,6,5) Bap™t = (2,6,3,4) al=0a%al=0a?

“5:@3A5ﬁ> Ba=(1,6,2,5,3,4) B 2=pp"=p

Zauwazmy, ze (2,6,3,4)%-(2,5,6,3) = (3,5,6,4), (3,4,6,5)% = (3,5,6,4)
oraz (2,6,3,4) - (2,5,6,3) = (2,3,4,5,6), wiec zbior generator6w mozna
zredukowaé¢ do dwoch permutacji. Mianowicie, Vi = {(2, 5,6, 3), (2,6,3,4)},
zatem

Gl = <a1a61>7 ap = (2>5>67 3)7 ﬁl = (27673a4)

Generatory ai, 31 wyrazaja sie przez generatory grupy G: oy = o !fa,
B = BaB~t. Na rysunku 6.4 oprocz transwersali (na czarno) zaznaczono
ich dzialanie (na czerwono). Zatem |G| = 6|G1| i znamy generatory G.

S PO

Rys. 6.4 Transwersala 77 i generatory stabilizatora G

Z G postepujemy tak, jak postepowalismy na poczatku z G. Wybieramy
dowolng z liczb znajdujacych sie w nosnikach «y, (51, niech to bedzie 2.
Znajdujemy jej orbite: 2 = 27, 3 = 201 4 = 207 5 = 2016 = 201, Zatem
O, = {2,3,4,5,6}, a reprezentacja warstw prawostronnych podgrupy Gi 2
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w G ma posta¢ Ty = {I, 5%, B}, a1,a?}. Przyjmujac Wi = {a1, 41}, zbior
generatoréow (1 2 ma postac

‘/2 = {I) 041(071)_17 /BI(E)_17 a%(;%)_lv alﬁl(TﬁI)_lﬂ a?(a?)_lv

odB1(aFB1) ", B (BRan) ! BH(BD) " Blen (Blan) !, B1(BD) |

. 2 N R . . 3
Obliczamy reprezentantow: a5 = aq, o = a2, al = %, poniewaz 2°1 =

3= 26%, B = oz%, o181 = aq, mamy bowiem 2151 = 5 = 291 a%ﬁl = B%,
poniewaz 20081 = 3 = 25%, 7% = B3, Bar = B3, mamy 2fter — 4 = 28}
i w konicu Bi‘ = I = I. Po wstepnej redukcji dostaniemy pie¢ permutacji:
arfrart, B o3BT, Biaa, Ban B,

Nastepnie zauwazmy, ze alﬁlal_l, a%ﬁfl i B2ay réwne sa (3,5,6,4).
Dwie ostatnie permutacje a?ﬂfQ, ﬁ%alﬁfg to (3,4,6,5). Wyjsciowy zbior
zredukowany zostal do jednej permutacji: Vo = {as}, gdzie ag = (3,4,6,5).
Generator ten, zapisany przy uzyciu « i 8 ma postaé¢ [a~t, 3~ a2371.

of B
@< (3

o TR
® © ® @bo‘e

Rys. 6.5 Transwersala 15 i generator stabilizatora G 2

Obliczenia pokazuja ponadto, ze an = $2a3?. Podsumowujac, stabiliza-
tor G'1 2 jest generowany przez permutacja cykliczng o i sktada si¢ z czterech
elementow, patrz rysunek 6.5.

Niech teraz x3 = 3 1 przyjmijmy Wy = {as}. Wtedy O3 = {3,4,5,6},
Ts = {I, a2, a3, a3} zatem zbioér generatoréw G1 o 3 sklada sie z czterech per-
mutacji: I, az(a2) 7!, ad(a2)™t, a3(a3)~!. W tym przypadku reprezentacje
sa tozsame z wyjSciowymi permutacjami, zatem V3 = {I} istad G123 = {I}.
Innymi stowy, stabilizator x3 w grupie G'1 2 to permutacja identycznosciowa.

Problem znalezienia rzedu G jest rozwiagzany. Mamy bowiem |Gy 23| = 1,
’GLQ‘ = 4‘G1’273‘ =4, |G1‘ = 5‘G1’2| = 20 i stad ’G| = 6|G1‘ = 120. Zatem
G # Sg, czyli za pomoca «, 5 i ich kombinacji nie mozna uzyskaé¢ wszystkich
permutacji zbioru szescioelementowego. Podsumowanie tych informacji, tzn.
generatory i orbity znajduja sie w tabeli 6.1.

W tabeli 6.2 zamieszczone zostaly transwersale 17,75, Ts. Z twierdzenia
6.2 wynika, ze kazda permutacje nalezaca do (a, ) mozna zapisa¢ w sposéb
jednoznaczny w postaci tstat1, gdzie t3 € T3, to € T i t; € T1. Informacje
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Rys. 6.6 Transwersala T3 i stabilizator G123 = {I}

Tabela 6.1 Podsumowanie algorytmu Schreiera-Simsa dla grupy (6.8).

Grupa Generatory T Orbita Rzad

G a=(1,2,3,4) | 1| {1,2,3,4,5,6} | |G|=6|G1|
8 =1(1,5,6,2)

G1 a1 =(2,5,6,3) | 2 | {2,3,4,5,6} | |G1] =5|G12]
B1=(2,6,3,4)

Gio | a=(3,4,6,5) |3 | {3,456} |G| =4

G123 ag =1 - - |Gi23l =1

z tej tabeli mozna nastepnie wykorzystaé¢ do stwierdzenia, czy dana permu-
tacja nalezy do G. Niech v = (1,3,4). Czy prawda jest, ze v € G? Aby
odpowiedzie¢ na to pytanie, wybierzmy dowolny element z Act(y), np. 1.
Poniewaz (1) = 3, wiec w T} znajdujemy permutacje, ktora przeprowadza
1 na 3. Jest to a? = (1,3)(2,4). Wowczas w permutacji ya~2 jedynka be-
dzie punktem stalym: ya =2 = (2, 4, 3). Nastepnie w T znajdujemy element,
ktory przesuwa 2 na 4. Jest to 37 = (2,4,3,6) i 70*2[31_3 = (3,6). Na koniec
wybieramy z T35 ta permutacje, ktora przesuwa 3 na 6. Okazuje sie, ze jest to
a2 = (3,6)(4,5) i w zwiazku z tym: 7a‘26f3a52 = (4,5). Gdyby ~ nalezala
do G, to permutacja 7@‘2/81_3042_2 powinna naleze¢ do G123, czyli powinna
by¢ rowna I. Wynika to z definicji transwersal. Zatem v ¢ G i mozna to
zapisa¢ w nastepujacy sposéb

—_— — — —
ert €Tyt €Tyt

Przeprowadzajac podobna procedure dla n = (1,3,4)(2,6,5) otrzymamy

n-(1,3)(2,4)-(2,6)(3,5)-(3,6)(4,5) = I.

~~

-1 -1 -1
Ty €T, €T,
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Wynika stad, ze n € G oraz n = a3a2a?, gdzie a2 € T3, a2 € Ty i o? € T.
Uwzgledniajac to, Ze aq i ap wyrazaja sie przez a i 3, tzn. a; = o~ 'fa,
as = B2af?, dostajemy n = f2a?B%a3 B2

Informacje zebrane w tabeli 6.2 mozna wykorzysta¢ do wygenerowania
losowej permutacji z rozwazanej grupy. W tym celu nalezy wybraé losowo
t3, to,t1 z odpowiednio 13,75, T} i wymnozy¢. Otrzymamy losowo wybrang
permutacje z tej grupy. Poniewaz wybory sa niezalezne, to prawdopodobien-
stwo otrzymania konkretnej permutacji wynosi %, tzn. = -5 -3 .

Tabela 6.2 Przyktadowe transwersale dla grupy danej przez (6.8)

T = Ty = T; —
I I I I I I

a | (1,2,3,4) | B2 ] (2,3)(4,6) | aa | (3,4,6,5)
o? | (1,3)(2,4) | B} | (2,4,3,6) | of | (3,5,6,4)
o? | (1,4,3,2) | a1 | (2,5,6,3) | a2 | (3,6)(4,5)
B | (1,5,6,2) | a? | (2,6)(3,5)

8% | (1,6)(2,5)

Pokazemy jeszcze, ze

(. B) = (a?,B) = (@, 8%). (6.9)

Zauwazmy, ze (a2, ) C (a,ﬂ) Z rownosci o = B2a?B71a?p? wynika, ze
a € (a?,B), stad (o, B) C {a?, B). To dowodzi pierwszej réwnosci w (6.9).
Druga réwnosé Wymka z faktu, ze B = o?B2a~1B%a2. Jedli chodzi o grupe
(a?, B?), to sktada sie z szesciu permutacji i jest izomorficzna z Ss, tzn.

(0®,8%) = {I.a®,8%,a?B% 3a?, o’ 5%}

Izomorfizm ten okreslony jest przez przypisanie o i 52 odpowiednich gene-
ratorow w S3: o — (1,2), 82 — (2,3). O

Przyklad 6.2 Kazda permutacje « nalezaca do grupy S,, n > 2, mozna
zapisa¢ jednoznacznie w postaci asas . ..y, gdzie a; € L; oraz

L; ={(1,4),(2,4),...,(i —1,49),I}, i=2,3,...,n

Zauwazmy, ze |L;| = i oraz L; N Lj = I, dla i # j. Stosujemy algorytm
Schreiera-Simsa do S, generowanej przez wszystkie transpozycje i zbioru
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= {1,...,n}. Tym razem zaczynamy od z; = n. Orbita x; jest caly

zbior X, a zbior reprezentantow 17 sktada sie z transpozycji (n, 1), (n,2),

.+, (nyn — 1). Innymi stowy, 77 = L,. Nastepnie bierzemy x9 = n — 1.
Wéwcezas To = L,,—1. Postepujac podobnie, dojdziemy do z,—1 = 2 i wtedy
Tn—1 = Lo = {I,(2,1)}. Stabilizatorem {1,...,n — 1} jest I, a to oznacza
koniec procedury.

Na przyktad, permutacje o = (3,5,2,6,4,1) € Sg mozna zapisa¢ w po-
staci (2,1)(3,2)(4,1)(5,2)(6,4). Transwersale dla tego przypadku podane sa
w tabeli 6.3. Jak juz zauwazyliSmy, zbiory Lo, ..., L, mozna wykorzysta¢ do
losowego wygenerowania permutacji z S,. W tym celu losujemy «; z L;, dla
1 =2,...,n 1 wszystkie transpozycje wymnazamy. Otrzymamy permutacje,
ktorej prawdopodobieristwo wybrania p wynosito 1/n! Poniewaz wybory sa
niezalezne, wiec rzeczywiscie

n! |Sn|

’:13
N‘H

1
n

Tabela 6.3 Przykladowe transwersale dla grupy Sg.

Ty T3 T3 Ty Ts5
I I I I I
6,5 | 5.4 | (43) | 32 | @)
6,4 | 53) | (42) | 3.1)
6,3) | 52) | (4.1)

6,2) | (5.1)

(6,1)

W programie Mathematica lub bezposrednio na stronie internetowej
WolframAlpha dostepnych jest szereg funkcji dotyczacych obliczen zwiag-
zanych z algebra i grupami. Wracajac do przyktadu 6.1, generatory mozna
zdefiniowaé¢ w nastepujacy sposob

a=Cycles[{{1, 2, 3, 4}}]; b=Cycles[{{1,5.6, 2}};
Nastepnie, za pomocg polecen
Grupa=PermutationGroup|a, b]; GroupOrder[Grupa]

LJutworzymy” grupe generowang przez te permutacje i obliczymy jej rzad,
rowny w tym przypadku 120. Taki tez wynik zwréci funkcja GroupOrder.
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Za pomoca GroupElements mozna uzyska¢ dostep do wszystkich elemen-
toéw grupy, tzn. wyswietli sie lista wszystkich permutacji, ktére mozna uzy-
ska¢ za pomocg a i b. Do obliczania stabilizatoréw mozna wykorzystaé np.
funkcje GroupStabilizer. Laiicuch kolejnych stabilizatoréw otrzymamy ko-
rzystajac z GroupStabilizerChain. Zatem wpisujac

GroupStabilizerChain[Grupa]
dostaniemy ponizszy wynik

{{}->PermutationGroup[{Cycles[{{1,5,6,2}}],Cycles[{{1,2,3,4}}],
Cycles[{{2,6,3,4}}],Cycles[{{3,6},{4,5}}],Cycles[{{3,5,6,4}}1}],
{1}->PermutationGroup[{Cycles[{{2,6,3,4}}],Cycles[{{3,6},{4,5}}],
Cycles[{{3,5,6,4}}1}],{1,2}->PermutationGroup [{Cycles[{{3,67},
{4,5}}]1,Cycles[{{3,5,6,4}}]1}]1,{1,2,3}->PermutationGroup [{}]}

czyli liste z informacja o generatorach kolejnych stabilizator6w w odniesieniu

do bazy {1,2,3}.

6.4 Zadania
Zadanie 6.1 Niech X = {1,2,3,4,5,6}. Znalez¢ rzad nastepujacej grupy
G:<a7/3>7 a:(174>’ /3:(17273)(47576)'

Nastepnie zbadaé¢ czy permutacja (1,2,3,4) nalezy do G. O

Zadanie 6.2 Wykaza¢, ze kazda permutacje 5 € A,, n > 3, mozna zapisac
jednoznacznie w postaci 8,_20,—_3 ... 051, gdzie 5; € K; oraz

K;={(G,i+1,i+2),0G,i+2,i+3),...,0G,n—1,n),(i,n,i+ 1), I},

dlai=1,...,n —2. Podobnie jak w przykladzie 6.2 mamy |K;| =n —i+1
i K;NKj;=1,dlai# j. Nastepnie zbiory te moga zosta¢ wykorzystane do
wygenerowania tym razem losowej permutacji parzystej z A,. OJ
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