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Symulacje Monte Carlo. Teoria i zastosowania

Skrypt zostal opracowany na podstawie notatek do wyktadéw i labora-
toridéw z przedmiotu ,,metoda Monte Carlo” prowadzonego na studiach
pierwszego stopnia na kierunku matematyka w Politechnice Lubelskiej.

W skrypcie omawiane sa sposoby generowania pseudolosowych
probek z réznych rozktadéw, metody mierzenia doktadnosci oraz re-
dukcji wariancji, obliczenia quasi-Monte Carlo, obliczenia zwigzane
Z procesami stochastycznymi i algorytm Metropolisa-Hastingsa.

Stowa kluczowe: metoda Monte Carlo, statystyka, liczby losowe, liczby
pseudolosowe, metody obliczeniowe.



Monte Carlo simulations. Theory and applications

This academic script is based on notes from lectures and laboratories
for the subject Monte Carlo Method, which is taught at the first-cycle
studies in the field of mathematics at the Lublin University of Techno-
logy.

The script discusses methods of generating pseudorandom sam-
ples from various distributions, methods of measuring accuracy and
reducing variance, calculations using the quasi-Monte Carlo method,
calculations related to stochastic processes and Metropolis—Hastings
algorithm.

Keywords: Monte Carlo method, statistics, random numbers,
pseudorandom numbers, computational methods.
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Wstep

Metody Monte Carlo maja nie tylko atrakcyjna nazwe, ale takze bar-
dzo ciekawa historie i wazne wspéblczesne zastosowania. Koniecznie
nalezy wspomnie¢ o znakomitych postaciach zwiagzanych z tymi meto-
dami - jak Ulam, von Neumann, Metropolis - ktére w latach 40. i 50.
XX wieku miaty wielki wktad w rozwéj technologii komputerowej oraz
tych dziatéw techniki i matematyki, ktére do rozwoju tej technologii
sie przyczyniaty, a r6wniez z niego wiele czerpaly.

Nawet kilkadziesiat lat po powstaniu pierwszych komputeréw
wcigz do podrecznikéw opisujacych metody symulacyjne dodawano
tablice liczb losowych, ktére umozliwiaty czytelnikowi - pozbawione-
mu na og6t swobodnego dostepu do cyfrowego Srodowiska obliczenio-
wego - przeprowadzanie na papierze eksperymentalnych symulacji.
Mogty by¢ one jednak jedynie ¢wiczeniem pomagajacym w rozumie-
niu teorii - dla osiggniecia jakiejkolwiek przydatnej doktadnos$ci me-
tody te wymagaja bardzo wielkiej liczby préb, do ktérych komputer
jest konieczny. Zatem metody te bez uzycia komputera i mozliwosci
zaprogramowania eksperymentu nie maja praktycznego sensu.

Jest to wiec dziedzina, w ktérej najlepiej bedzie sie czut kto$, kto
rozumie matematyke, rachunek prawdopodobienistwa i statystyke, ale
jednoczesénie potrafi zaprogramowa¢ obliczenia lub przynajmniej po-
stuzy¢ sie pakietem oprogramowania przeznaczonym do wspomagania
obliczen Monte Carlo. Kluczowa jest jednak biegto$¢ z dziedziny, kto6-
rej eksperyment ma dotyczy¢, zbudowanie modelu badanej sytuacji,
zidentyfikowanie zmiennych losowych, ich rozktadéw, parametréw,
opracowanie mozliwoéci pseudolosowej realizacji tych zmiennych, ob-
liczania i uSredniania lub catkowania interesujacej wielkosci.

Jezeli chcemy, by taki eksperyment poprawnie opisywal rzeczywi-
sto$¢, by cokolwiek pewnego (czy tez wysoce prawdopodobnego) moz-
na bylo powiedzie¢ o doktadnos$ci wynikéw, to niezbedna jest takze
wiedza i umiejetnosci dotyczace probabilistycznych i statystycznych
wiasnos$ci metod symulacyjnych.
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Zdobyciu tych wtasnie umiejetnosci i wiedzy ma stuzy¢ przedmiot
metoda Monte Carlo. Jest to przedmiot na studiach pierwszego stopnia
na kierunku matematyka (studia o profilu praktycznym) prowadzo-
nym w Politechnice Lubelskiej. Na przedmiot ten przeznaczone jest 20
godzin wyktadu i 20 godzin laboratorium. Program studiéw na tym kie-
runku nie przewiduje niektérych waznych dla przedmiotu dziedzin, na
przykiad proceséw stochastycznych (wystepuja na studiach drugiego
stopnia). Elementy tej teorii wystarczajace do zaprogramowania wia-
Sciwego eksperymentu sg w takiej sytuacji, bez nadmiernej szczegéto-
wosci, podane podczas zajeé. Nie inaczej jest w niniejszym skrypcie.

W skrypcie omawiane sa podstawowe intuicje zwigzane z obli-
czeniami metodg Monte Carlo, sposoby generowania pseudolosowych
probek z ré6znych rozktadéw, metody mierzenia doktadnoséci i powiek-
szania doktadnosci za pomoca redukcji wariancji. Oméwione sa takze
obliczenia metoda quasi-Monte Carlo, obliczanie trudnych rozkladéw
statystycznych metoda Monte Carlo, badanie wlasnosci proceséw sto-
chastycznych, oméwione zostato takze prébkowanie Monte Carlo tan-
cuchami Markowa na przyktadzie algorytmu Metropolisa-Hastingsa.

Mam nadzieje, ze skrypt okaze sie uzyteczny takze dla studentéw
innych kierunkéw - zaloZzona jest jedynie znajomo$¢ rachunku prawdo-
podobienistwa w zakresie najwazniejszych rozktadéw oraz statystyki
matematycznej, zwlaszcza estymacji punktowej i przedziatowej (ale
podstawowe dla duzych préb modele estymacji przedzialowej sa tu-
taj przywotane). Nie da sie tez skorzysta¢ w petni z tego skryptu bez
znajomo$sci C++, bo w tym jezyku programowania prezentowane sg li-
stingi i tego jezyka dotycza zadania, w ktérych wystepuje konieczno$¢
programowania. Wiekszo$¢ tych probleméw moze by¢ jednak tak na-
prawde rozwigzana w wielu innych $§rodowiskach programistycznych.
Takie zadania do samodzielnego rozwigzania znajduja sie na korcu
kazdego z pieciu rozdziatéw. Po tre$ciach zadann umieszczono wska-
zéwki lub odpowiedzi do wybranych zagadnien.
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Podstawowy schemat metody 1
Monte Carlo

1.1. Intuicja

Intuicja stojaca za og6lng zasadq Monte Carlo wynika z analogii, jakie
wida¢ miedzy miarg prawdopodobienistwa a ,,zwykta” miara, taka jak
diugo$¢, powierzchnia, objetos$¢!. Szczegoblnie dobrze widoczne jest to,
gdy mamy do czynienia z tzw. prawdopodobienistwem geometrycznym,
a wiec w sytuacji, w ktérej zdarzenia elementarne to punkty z ustalo-
nego mierzalnego podzbioru {2 C R", natomiast prawdopodobieristwa
zdarzen - czyli podzbioréw {2 - sg proporcjonalne do powierzchni (lub
dtugosci, objetosci) tych podzbioréw.

To, co w probabilistyce postuzyto do okreslenia prawdopodobien-
stwa, w przypadku metody Monte Carlo dziala w druga strone — moz-
na szacowa¢ miare Lebesgue’a zbioru na podstawie oceny prawdopo-
dobienistwa przynalezno$ci do danego zbioru. Ta ocena z kolei moze
zosta¢ dokonana na podstawie symulacji, losowego, a czeSciej pseu-
dolosowego, eksperymentu, ktéry wybierajac wielokrotnie punkt ze
zbioru {2 obliczy frakcje punktéw znajdujacych sie w badanym pod-
zbiorze.

Prosta ilustracja tej zasady jest nastepujacy przyktad.

Przyklad 1.1. Oszacuj wartos$¢ liczby m na podstawie eksperymentu polegaja-
cego na 10 000 000-krotnym jednostajnym losowaniu punktu z kwadratu i ob-
liczeniu frakcji punktéw znajdujacych sie w kole wpisanym w ten kwadrat.

1 By skroci¢ i uscis$li¢ dalsze zapisy bede uzywat pojecia miary Lebesgue’a,
wtedy gdy w n-wymiarowym przypadku zechce uzy¢ uogdélnienia pojecia
powierzchni (dtugosci, objetoséci). Do zrozumienia nie jest konieczne zna-
jomo$¢ doktadnej definicji tej miary, wystarczy intuicyjna wiedza na temat
poje¢, ktére ta miara uogoélnia.
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Oczywiscie ta frakcja nie zalezy od tego, jaka jest dlugo$¢ boku
kwadratu. Tak czy inaczej wiemy, Ze stosunek pola kota wpisanego
w kwadrat do pola tego kwadratu wynosi Z, stad nasze oszacowanie
wyniesie

k

T 4—,
n

gdzie n jest liczba wylosowanych punktéw, natomiast k jest liczba
punktéw, ktore znajda sie w kole.

W tego typu zadaniu wazne jest, by procedura prowadzaca do osza-
cowania pewnej wielko$ci nie korzystata w zaden sposéb z tej wielko-
§ci. Doktadnie tak jest w tym przypadku. Wazne jest tez, by losowa-
nie byto jednostajne. To oznacza, ze prawdopodobienistwo realizacji
w danym zborze jest proporcjonalne do miary Lebesgue’a tego zbioru.
By rozwiazanie zaimplementowa¢, przyjmijmy, Ze rozwazany kwadrat
ma wierzchotki o wspétrzednych

(_17_1)7 (_171)7 (171)7 (17_1>7

jak na rysunku 1.1.

Rys. 1.1. Potozenie figur z przyktadu 1.1
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Zestaw funkcji realizujacych losowanie punktu z kwadratu (do-
kladnie to z wnetrza kwadratu), sprawdzajacych, czy punkt ten lezy
wewnatrz kota i na tej podstawie dokonujacych oszacowania liczby 7
przedstawiony jest na listingu 1.1. Zauwazmy, ze gdy mowa 0 mierze
badz prawdopodobieristwie, to bez znaczenia bedzie, czy figury w tym
zadaniu traktujemy jako domkniete czy jako otwarte, ale w praktycz-
nym losowaniu na co$ trzeba sie zdecydowac.

1 #include

2 #include <random>

3 double runif_o() {

4 " wylosuj liczbe z przedziatu otwartego (-1,1)

5 static std::mt19937_64 gen{}; // static - inicj na tyko raz
6 static std::uniform_real_distribution<double> u(-1.0, 1.0);
7 double x;

8 do {

9 x = u(gen);

10 } while (x == -1.0);

1 return x;

12 }

13  int ile_sukcesdw(bool Y (), int n) {

14
15 int ile=0;

16 for (int i=0; i<n; i++)
17 ile += Y();

18 return ile;

19}

20 bool punkt_w_kole() {

21 // wylosuj punkt i zwrd¢ TRUE jesli punkt leZy wewnatrz kole
22 double x = runif_o(), y = runif_o();

23 return x*x+y*y < 1.0;

24}

25 int main() {

26 int n = 10'000'000;

27 int k = ile_sukcesdéw( punkt_w_kole, n );

28 std::cout << "liczba préb " << n << ", liczba trafien: " <<
29 k << ",\noszacowanie liczby m: " << k/double(n)*4.0 <<
30 ".\n";

31}

Listing 1.1. Rozwiazanie dla przyktadu 1.1

15



Jeszcze krotki komentarz do kodu. Losowanie jednostajne w takim
obszarze prostokatnym latwo uzyskujemy, losujac z rozkitadu jedno-
stajnego w odpowiednich przedziatach dla kazdej wspoéirzednej.
Najczeéciej generowanie liczb pseudolosowych w jezykach programo-
wania, w przypadku losowania jednostajnego z przedzialu rzeczywi-
stego, sprowadza sie do losowania z przedziatu lewostronnie domknie-
tego, prawostronnie otwartego. Jest to z wielu powodéw wygodne,
o czym jest mowa w dalszej czeéci skryptu. Akurat w tym przyktadzie
zreczniejsze jest (ze wzgledu na matematyczng tresS¢ i symetrie roz-
wazanych figur) losowanie jednostajne z przedzialu obustronnie do-
mknietego lub obustronnie otwartego. Przyjatem te druga opcje i kod
prezentuje jeden z mozliwych sposobéw rozwiazania tego dylematu.

Wracajac do czesci obliczeniowej: tekst, jaki wyswietli program
z listingu 1.1 na poprzedniej stronie, to

liczba préb 10000000, liczba trafien: 7854766,

oszacowanie liczby m: 3.14191.

Jak wida¢, wynik nie jest zbyt imponujacy. R6zni sie o okoto 0.0009
od 7 i to mimo znacznej liczby préb. Co gorsza, otrzymali$my tylko
oszacowanie punktowe i na tym etapie nie mamy zadnych gwarancji,
ze na przyklad uzywajac innego generatora lub tego samego genera-
tora, ale z innym ziarnem?, wynik nie bedzie sie znacznie réznit od
otrzymanego wcze$niej. Ocene doktadnosci uzyskamy na przyktad sto-
sujac teorie przedziatéw ufnosci.

Na zakonczenie rozwazan zwiazanych z tym przykladem dodam,
ze gdyby liczbe 10000000 zamieni¢ na 100 w tresci przykladu (oraz
w programie), to uzyskalibySmy 76 trafienn w kolo i oszacowanie liczby
T wynoszace okoto 3.04.

Rozwazania dotyczace domknietos$ci/otwarto$ci przedziatu takze
nie maja w tym przypadku istotnego znaczenia. GdybySmy w listin-
gu 1.1 na poprzedniej stronie linijki 7-12 zastgpili uproszczona wersja
ignorujaca ten problem, czyli

2 Ziarno to stan poczatkowy generatora. O metodach pozyskiwania liczb

pseudolosowych mozna przeczyta¢ w rozdziale 2 oraz (zwlaszcza w kon-
tekécie jezyka C++) w podrozdziale 3.4.
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return u(gen);

to omawiane wyniki nie uleglyby zadnej zmianie. Warto$¢ réwna le-
wemu koricowi przedziatu dla rozktadu jednostajnego generowana jest
tak rzadko (dla typu double), Ze jej wplyw na wyniki takiego ekspery-
mentu mozna zaniedbac.

Rzecz jasna liczba m badana w powyzszym przykiadzie jest nam
znana - przynajmniej jezeli chodzi o jej przyblizenia z dokladnoscia
do bardzo wielu cyfr znaczacych. Chodzilo o jasny, czytelny przykltad
odwotlujacy sie do pojeé powszechnie znanych. Gdyby sobie jednak po-
stawié pytanie o realizacje tego eksperymentu bez techniki kompute-
rowej, to natychmiast dotrzemy do zasadniczych probleméw. I wcale
nie chodzi o to, Ze trudno ,recznie” przeprowadza¢ wielokrotne loso-
wanie. Wazniejsze jest nawet pytanie o to, jak cho¢by jednokrotnie
przeprowadzi¢ prawdziwie jednostajne losowanie z kwadratu. Rzuca-
nie z bliska niewatpliwie spowoduje, ze niektére obszary beda bardziej
intensywnie wybierane. Z kolei rzucanie z daleka spowoduje, ze szan-
sa trafienia w kwadrat zblizy sie do zera.

Nie spos6b przy okazji nie wspomnie¢ stynnego zadania Buffona,
ktére zostanie przedstawione w kolejnym przyktadzie. W zadaniu tym,
a wlasciwie w jego kontynuacji, eksperyment przeprowadzony ,natu-
ralng” metoda jest jak najbardziej mozliwy.

Przyklad 1.2 (Igta Buffona). Stynny problem dotyczacy prawdopodobieristwa
geometrycznego, autorem opublikowanego w 1777 roku rozwigzania jest
Georges-Louis Leclerc, hrabia de Buffon [2].

Igta dlugosci t rzucana jest (w przypadkowy sposéb i z wysoka) na ptasz-
czyzne z narysowanymi réwnolegtymi liniami, odlegtos¢ miedzy sasiednimi li-
niami to h, h > t. Wyznacz prawdopodobieristwo, Ze igla przetnie jedna z linii.

Sytuacja zostala zilustrowana na rysunku 1.2 na nastepnej stronie.
Jesli zatozy sie, ze kat ostry A miedzy igla a liniami jest zmienna loso-
wa o rozktadzie jednostajnym w przedziale [0, 5], a odlegto$¢ D mie-
dzy $rodkiem igly a najblizsza linig jest zmienna losowa o rozkladzie

h

jednostajnym w przedziale [0, 5] - zalozenia usprawiedliwione trescia
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Rys. 1.2. Igta Buffona

zadania - to mozna zauwazy¢, ze warunkiem przeciecia przez igte linii
jest, by

t
EsinA>D. (1.1)

Szkic zbioru mozliwych warto$ci dwuwymiarowej zmiennej loso-
wej (A, D), wraz z zaznaczonym zbiorem punktéw spetniajacych wa-
runek (1.1) mozna znalez¢ na rysunku 1.3 na nastepnej stronie.

Obie zmienne losowe maja rozklad jednostajny. Zmienne te sg nie-
zalezne, stad rozklad w prostokacie jest takze jednostajny, a prawdo-
podobiernistwo jest proporcjonalne do powierzchni.

Ostatecznie wiec mamy

/2

/h/2-sinxd:p

; o
~wh’

Pr(,igta przetnie linie”) =

S

o>
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D = %sinA

N e ittt B

\ Vg

Rys. 1.3. Problem Igty Buffona sprowadzony do prawdopodobienstwa geometrycznego

Na tym korniczy sie zadanie probabilistyczne, dla nas ciekawsza jest
jego kontynuacja. W 1812 roku Laplace zauwazyl [19], Ze na podstawie
liczby przecie¢ w wielu prébach mozna oszacowac wielko$¢é , zastepu-
jac prawdopodobienistwo czestoscia i przeksztalcajac powyzszy wzor

do postaci
2tn

h k
gdzie n jest liczba prob, k jest liczba uzyskanych przecieé.

Znalezli sie nawet chetni do przeprowadzenia takiego ekspery-
mentu: w 1901 roku Lazzarini [20] opublikowal prace, w ktoérej ra-
portowat, ze w 3408 rzutach igla o dtugosci 2.5 cm, przy liniach odda-
lonych o 3 cm, uzyskat 1808 trafienl w linie, co dalo oszacowanie liczby
m wynoszace 3.141593. To znakomite przyblizenie. Jest to doskonale
zaokraglenie do siedmiu cyfr znaczacych liczby 7. Warto tez dodac, ze
liczba trafienl 1808 byla najlepsza mozliwa, kazda inna dawata gorsze
przyblizenie 7. Rzetelne (przeprowadzone z wykorzystaniem kompu-
tera) eksperymenty pokazuja, ze uzyskiwane oszacowania maja przy
3408 probach przedzialy ufnosci dtugosci okoto 0.2. Wrécimy do tego
w zadaniu 4.2 na stronie 94. Mozna takze na drodze teoretycznej wy-
kaza¢, jak nieprawdopodobnie wielkie szcze$cie musiatoby prowadzié
do trafienia wtasnie 1808 razy. Praca Lazzariniego zostata oczywiscie
w pbézniejszych latach wielokrotnie krytycznie oceniona w aspekcie
wiarygodnosci [2].

™
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1.2. Troche teorii

Fakt, Ze uérednianie takie, jak w przyktadzie 1.1 na stronie 13, zbliza
nas do prawidlowego teoretycznie wyniku, moze by¢ ttumaczony na
wiele sposobdéw.

1.2.1. Rozwazania statystyczne

Liczba trafien moze by¢ traktowana jako liczba sukces6w w schema-
cie Bernoulliego. Ze statystyki matematycznej [4] wiadomo, Ze esty-
matorem prawdopodobienistwa sukcesu jest wtasnie %, gdzie K, to
zmienna losowa réwna liczbie sukcesé4w w n prébach. Jest to estyma-
tor zgodny, nieobcigzony, efektywny.

1.2.2. Prawa wielkich liczb

Przypomnijmy kilka praw wielkich liczb [16].

Twierdzenie 1.1 (Prawo wielkich liczb Bernoulliego). Jezeli K, jest liczba
sukceséw w n probach, to dla dowolnego € > 0

K
lim Pr (’—”—p‘ >5> =0,
n

n—oo
gdzie p jest prawdopodobieristwem sukcesu w pojedynczej probie.
Twierdzenie to oznacza wilasnie zgodno$¢ estymatora KT

Twierdzenie 1.2 (Mocne prawo wielkich liczb). Jezeli X, X,, ... jest cia-
giem niezaleznych zmiennych losowych o tym samym rozkladzie, to na to, by

1 n
: <n£f;o n 2 )
potrzeba i wystarcza, by EX; = a.

W przypadku igly Buffona, przyjmujac X, = 1, gdy w i-tej probie
igla przetnie linig, i 0 w przeciwnym wypadku, mocne prawo wielkich
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liczb przyjmie postaé

K
Pr<hm —”:a):1<:>a

n—,oo N
1.2.3. Twierdzenie ergodyczne

Podejscie statystyczne oraz prawa wielkich liczb jednak zakladajg ja-
ka$ przestrzen probabilistyczng. Tymczasem uzywajac (na przyktad
tak jak w przedstawionych wcze$niej listingach) liczb pseudolosowych,
korzystamy przy obliczeniach w istocie rzeczy z deterministycznego al-
gorytmu - nie ma tam zmiennej losowej. Jak taka sytuacja ma sie do
tej opisywanej za pomoca przestrzeni probabilistycznej? Jak uzasadni¢
poprawno$¢ uzyskiwanej przyblizonej rownosci?

Jednym z mocno przemawiajacych argumentéw jest twierdzenie
ergodyczne Birkhoffa [7].

Najpierw zostanie przypomniane pojecie ergodyczno$ci.

Definicja 1.1. Niech (X, F', ) bedzie przestrzenia probabilistyczna.
Przeksztatcenie T': X — X zachowujace miare jest ergodyczne, je-
zeli dowolny zbiér niezmienniczy tego przeksztatcenia jest miary zero
lub pelnej miary.

Twierdzenie 1.3 (Ergodyczne Birkhoffa). JezZeli przeksztatcenie
T: X - X

zachowuje miare i jest ergodyczne, a funkcja f: X — R jest catkowalna, to
1 n—1
Jim =) f(THr) = / Fly) duly)
k=0
X

dla wszystkich x poza zbiorem miary 0.

Mozna to interpretowac nastepujaco. Powiedzmy, Ze x jest stanem
poczatkowym (ziarnem) generatora liczb pseudolosowych, 7'(+) jest
przeksztalceniem, algorytmem, ktéry na podstawie stanu generatora
dokonuje przejsécia do kolejnego stanu. Wtedy usredniona dla duzego
n wartoé¢ funkcji f(T"x) zbliza sie do jej calki.
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Opisana wyzej koncepcja jest podstawa tzw. prostej metody
Monte Carlo (ang. crude Monte Carlo, CMC). Aby obliczy¢ przyblizenie
wartoséci oczekiwanej

Ef(X)

dla zmiennej losowej X, nalezy wygenerowac za pomoca generatora
liczb pseudolosowych n liczb ,,pasujacych” do realizacji ciagu nieza-
leznych zmiennych losowych o rozkladzie identycznym jak rozklad X
i usredni¢ wartosci funkcji f na tym ciggu liczb. Oczywiscie dla duzej
warto$ci n.
Pozostang kwestie takie jak:
= problemy generowania liczb pseudolosowych o odpowiednim roz-
ktadzie,
= szacowanie btedéw w takich obliczeniach,
* modyfikacja CMC prowadzaca do szybszej zbieznosci,
= szczegllne sposoby postepowania w wybranych dziedzinach za-
stosowan.
Problemom tym po$wiecone zostang kolejne rozdziaty skryptu.

Zadania

Zadanie 1.1. Zapisz warto$¢ f02 exp(—x?) dx jako warto$é oczekiwana
z f(X) dla odpowiednio dobranej formuty f(-), gdy

(a) X jest zmienna losowa o rozktadzie jednostajnym w [0, 2],

(b) X jest zmienng losowa o rozkiadzie okre$lonym gestoscia

—05-z+1, dazel0,2],
g(z) =
0, dlaz ¢ [0,2].

W kazdym z tych przypadkéw wylosuj 1000 wartosci f(X). Oczywiscie
spodziewamy sie podobnej $redniej w obu powyzszych przypadkach.
Czy mozna to samo powiedzie¢ o wariancji uzyskanych préb?

Zadanie 1.2. Dla calki okre$lonej na przedziale nieskoriczonym

/OOO f(x)dz
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mozemy, dokonujac zamiany zmiennych, sprowadzi¢ catke do prze-
dzialu skoniczonego, a nastepnie zamieni¢ te catke na wartos¢ oczeki-
wana funkcji zmiennej losowej przyjmujacej wartosci z tego przedzia-
hu (na przyklad - ale niekoniecznie - zmiennej losowej o rozkladzie
jednostajnym). Inna mozliwoé¢ to losowanie zmiennej majacej gestos¢
dodatnia w calym przedziale nieskoriczonym, ktérego dotyczy orygi-
nalna catka (np. wykladniczy, normalny, lognormalny).

Przedstaw catke
/OO 1
——dx
b L1435

jako warto$¢ oczekiwanag funkcji zmiennej losowej X o rozkladzie:

(a) wyktadniczym o wartosci oczekiwanej 1,

(b) wyktadniczym o wartosci oczekiwanej 10,

(c) normalnym N (0, 1),

(d) jednostajnym w przedziale [0, 1], zamiany zmiennej w catce doko-
naj podstawieniem ¢ = =,

(e) jednostajnym w przedziale [0, 1], zamiany zmiennej w catce doko-
naj podstawieniem ¢t = 3,

(f) jednostajnym w przedziale [0, 1], zamiany zmiennej w catce doko-

naj podstawieniem ¢t = e~ ”*.

Zadanie 1.3. Wiadomo z podstawowej analizy matematycznej, ze

2

1
/ —=1In2,
.z

a zatem pole powierzchni figury ograniczonej liniami

1
bl y:O, le, .’,C:2

Y=
T

wynosi In 2. Dokonujac modyfikacji programu przedstawionego na li-
stingu 1.1 na stronie 15, oszacuj liczbe In2. Uzyj 10000000 punktéw
wylosowanych z prostokata o wierzchotkach

(1,0), (2,0), (2,1), (1,1).
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Odpowiedzi, wskazéwki

Zadanie 1.1. Nalezy skorzystaé z og6lnej zasady, ze je$li X ma gestosé
g(-) to
Bf(X) = [ f(a)gla)do.
R
Wariancja powinna by¢ mniejsza w przypadku (b), zostanie to wyja-

$nione w podrozdziale 4.4. Prosty spos6b na generowanie probek z roz-
ktadu o zadanej gesto$ci podany jest w podrozdziale 3.1.4.

Zadanie 1.2. Warto$¢ tej catki znamy z analizy matematycznej:

/3.5
sin(r/3.5)

Zadanie 1.3. Wynik: 0.693 29.
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Generowanie liczb pseudolosowych 2

2.1. Liczby losowe

Przez generator liczb losowych rozumiemy pewien sposéb, mechanizm
otrzymywania ciggu zmiennych losowych

U, Us, ...,

przy czym
» kazde U; ma rozktad jednostajny na odcinku [0, 1],
= zmienne sg niezalezne.

Pierwsza wlasno$¢ jest tylko pewna wygodna normalizacja (przy
czym matematycznie domykanie przedzialéw jest dla zmiennej typu
ciagltego bez znaczenia).

Druga wtasno$¢ jest istotniejsza, oznacza w szczegd6lnosci, ze dla
dowolnego 7 warto$¢ U, nie moze w zaden sposéb by¢ przewidziana na
podstawie wartosci Uy, U,, ..., U,_;.

W jaki spos6b tak rozumiana losowo$¢ moze by realizowana za po-
moca komputera? Czy w ogdle jest to mozliwe?

W znacznej mierze zalezy to od sprzetu, ktéry posiadamy, systemu
operacyjnego oraz uzywanego oprogramowania.

Zrédlem losowoéci, na podstawie ktérego mozna dokona¢ obliczen
prowadzacych do ciggu realizacji zmiennych generatora, moga by¢ ele-
menty takie jak: stan systemowego zegara, odstepy czasowe obserwo-
wane podczas uzywania klawiatury, ruchy urzadzeniem wskazujacym,
przerwania systemowe badz sieciowe. System operacyjny moze tego
rodzaju przeksztalcane w Zr6dio losowych bitéw informacje zbierac
i udostepnia¢ aplikacjom uruchamianym na danej platformie.
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Przykladem takiego wlasnie podejscia jest /dev/random - urza-
dzenie uzywane w systemie Linux od polowy lat dziewiecdziesiatych
XX wieku [13].

Jednak zrédto tak pojetej losowosci jest mato wydajne i jest nie-
przydatne w obliczeniach prowadzonych metoda Monte Carlo. Obli-
czenia numeryczne wymagaja zrdédta o statystycznych wtasciwosciach
zblizonych do zZr6dta losowego, jednak dajacego sie przewidzieé, kon-
trolowaé, powtérzy¢, bardzo szybko generowac.

2.2. Liczby pseudolosowe

Generator liczb pseudolosowych jest algorytmem, ktéry na podstawie
zadanych parametréw wylicza wartosci ciggu

Uqpy Ugy ve s Uy,

w taki sposdb, by byt on trudny do odr6znienia od realizacji zmiennych
U,,U,,...,U, generatora liczb losowych.

Oznacza to miedzy innymi, Ze jezeli k jest duza liczba, to liczba
wartos$ci ciagu, ktére znajda sie w dowolnie ustalonym podprzedzia-
le [0, 1], powinna by¢ proporcjonalna do jego diugosci. To odpowiada
pierwszej z wlasnosci ciggu losowego - jednostajnosci rozktadu.

Natomiast druga wtasno$¢ - niezalezno$é, powinna objawié sie
tym, ze wérod liczb wygenerowanych ciggiem pseudolosowym nie wy-
laniaja sie zauwazalne wzorce, co oznacza zwlaszcza, ze statystyczne
testy nie moga dawac podstaw do odrzucenia hipotezy o niezalezno$ci.

Pozostate oczekiwania od generatoréw liczb pseudolosowych to:
= duzy okres generowanego ciggu’,

*  duza szybko$¢,
*  mozliwo$¢ powtdrzenia eksperymentu (powtérnego wygenerowa-
nie dokladnie tego samego ciggu),

' Ciag aq,a,,... nazywany jest okresowym, jesli istnieje liczba T' > 0 taka,
ze a, ,r = a, dlan € N. Najmniejsza taka liczba T" jest nazywana okresem

ciagu.
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=  przeno$nos¢ (nie powinien by¢ bardzo uzalezniony od szczegbtéw
operacji arytmetycznych wykonywanych na réznych platformach
systemowo-sprzetowych).

Przyklad 2.1 (Generator von Neumanna). W 1949 roku von Neumann opi-
sat metode (wczesniej juz znana, gdyz koncepcja taka byta opisywana juz w XIIT
wieku) zwang middle square. Niech m bedzie ustalona dodatnia liczba catko-
wita parzysta. Ciag zaczyna sie od dowolnej co najwyzej m-cyfrowej dodatniej
liczby catkowitej x,, nastepnie, aby otrzymac liczbe x,,, liczba x,,_; podnoszo-
na jest do kwadratu, ewentualnie uzupetniana zerami z lewej strony do 2m cyff,
po czym jako x,, przyjmuje sie liczbe utworzona z m ,$srodkowych” cyfr.

Liczby tak tworzone maja wlasciwosci, ktére sprawiaja, ze obec-
nie wyklucza sie ich powazne zastosowanie.

Dzielac kazda z tych liczb przez 10™ uzyskamy pseudolosowy ciag
liczb z przedziatu (0, 1). Na przyktad dla m = 4, przyjmujac jako pierw-
szy wyraz 894, dostaniemy kolejne wyrazy 7992, 8720, 384, 1474.
Po podzieleniu przez 10™ bedzie to ciag 0.7992, 0.8720, 0.0384, 0.1474.

Losowo$¢ tego typu ciggu moze by¢ zilustrowana na diagramie,
w ktéorym dla ciagu x, z,, ... Ty, Na wWykresie zostanie umieszczonych
k par postaci

(‘rl/lOma x2/10m)7 <$3/10m7x4/10m>7 ) (kafl/]-Oma $2k/10m>

Dla m = 6, k£ = 1000, przyjmujac jako stan poczatkowy z liczbe
234 569, otrzymamy cigg przedstawiony na rysunku 2.1 na nastepnej
stronie.

Na rysunku tym mamy jednak zaskakujaco mato punktéw, jest ich
128. Wynika to z faktu, ze tego rodzaju ciagi wzglednie szybko docho-
dza do matych cykli i ostatecznie liczba r6znych elementéw w cia-
gu jest niewielka. Gdyby$my taka liczbe r6znych elementéw uzyski-
wanych dla poszczegélnych ziaren (Yacznie z tymi ziarnami) uérednili,
to na przyklad dla m = 2 wynosi ona okoto 5.8, dla m = 4 okoto 43.7.
Odpowiednie wielkosci dla m = 6 (wyjasniajace matla liczbe punktéw
na rysunku 2.1 na nastepnej stronie) oraz m = 8§ sa rozwigzaniem za-
dania 2.2.

OczywisScie zwiekszajac m mozemy doprowadzi¢ analogiczne
rysunki do bardziej oczekiwanej formy. Na przyktad rysunek 2.2 na na-
stepnej stronie jest wykonany dla 1000 par wzietych z ciagu
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von Neumanna dla m = 12. Nie wyglada gorzej od rysunku 2.3 na
nastepnej stronie, przy tworzeniu ktérego uzyto standardowego gene-
ratora mt19937_64 w polaczeniu z metoda uzyskiwania rozkltadu jed-
nostajnego z biblioteki standardowej C++11 (zob. podrozdziat 3.4).
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Rys. 2.1. 1000 kolejnych par wylosowanych generatorem von Neumanna dla 6 cyfr - réznych
elementéw jest tu wielokrotnie mniej niz 1000

Rys. 2.2. 1000 punktéw z kwadratu jednostkowego wylosowanych generatorem
von Neumanna (12 cyfr)
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Rys. 2.3. 1000 punktéw z kwadratu jednostkowego wylosowanych przy uzyciu generatora
mt19937_64 wC++

2.3. Liniowe generatory liczb pseudolosowych

Najpopularniejsze generatory liczb pseudolosowych nazywane sa li-
niowymi generatorami liczb pseudolosowych, uzyskuje sie je
Za pomoca wzoru [29]

Tiy1 = (CL.’L‘i + C) mod m; Ui = ‘T,H_l/m, (2.1)
przy czym m jest ustalona (duza) liczba naturalng. Zatem
x; €{0,1,....m— 1},

natomiast u; € [0,1). Naliczby u, trzeba patrze¢ po prostu jak na unor-
mowany ciag z,, niekoniecznie za$ jak na docelowy ciagg pseudoloso-
wy o rozkladzie jednostajnym (czy tez doktadniej méwiac nasladujacy
realizacje ciagu niezaleznych zmiennych o rozkladzie jednostajnym).
Rozklad jednostajny w przedziale moze by¢ otrzymany na podstawie
rozktadu ré6wnomiernego bardziej wyrafinowana metoda niz dziele-
niem ciagu (x;) przez m. Wrécimy do tego w podrozdziale 3.4 przy oka-
Zji omawiania zagadnienia generowania liczb pseudolosowych w C++.

Szczegblny przypadek ¢ = 0 byt rozwazany i dyskutowany kilka
lat wczeéniej [21].

Angielska nazwa generatoréw okreslonych formuta (2.1) to linear
congruential pseudo random number generator (LCG).
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W ksiazce Sztuka programowania [18] D.E. Knuth podaje, ze aby uzy-
ska¢ maksymalny okres ciagu wystarczy dla ¢ # 0 spetni¢ ponizsze
warunki
= coraz m sa wzglednie pierwsze,
= kazdy pierwszy dzielnik m jest takze dzielnikiem a — 1,
= jezeli 4|m to takze 4|(a —1).

Przyklad 2.2. Korzystajac z powyzszych wskazéwek, dla m = 32 mozna przy-
ja¢a = 9, ¢ = 15. Wtedy, jesli przyjmiemy poczatkowy wyraz x, = 5, to
otrzymamy ciag kolejnych wartosci x;:

28,11, 18, 17,8, 23,30, 29, 20, 3, 10,9, 0, 15, 22, 21,
12,27,2,1,24,7,14, 13,4, 19, 26, 25, 16, 31, 6, 5,
28,11, 18, ...,

natomiast przyjmujac x, = 12, otrzymamy

27,2,1,24,7,14,13, 4,19, 26, 25, 16, 31, 6, 5, 28,
11,18,17,8,23,30, 29,20, 3,10,9,0, 15, 22, 21, 12,
27,2,1, ...

Wartosci u,; odpowiadajace pierwszemu z nich to ciag

0.875,0.343 75, 0.5625, 0.531 25, 0.25, 0.718 75, 0.9375, 0.906 25,
0.625,0.093 75, 0.3125, 0.281 25, 0, 0.468 75, 0.6875, 0.656 25,
0.375,0.843 75,0.0625, 0.031 25, 0.75, 0.218 75, 0.4375, 0.406 25,
0.125,0.593 75, 0.8125, 0.781 25, 0.5, 0.968 75, 0.1875, 0.156 25,
0.875,0.343 75, 0.5625, ...

W jakis prosty sposob te liczby moga nasladowac realizacje ciggu zmiennych
o rozktadzie jednostajnym w [0, 1]. Zwréémy uwage na parzystos¢ liczb x;,
zmienia sie ona zbyt reqularnie. Wyrazajac te wlasno$¢ za pomoca liczb u;: ciag
|32 - u,; | mod 2 to ciag

0,1,0,1,0,1,...,

a wiec ciag okresowy o okresie 2. Teraz u, juz nie wydaja sie tak dobrze nasla-
dowac realizacji ciagu niezaleznych zmiennych o rozktadach jednostajnych.
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Ta obserwacja pokazuje, ze generatory LCG majg pewne oczywi-
ste stabosci, jesli chodzi o statystyczne wtasnoSci, wiele z nich dotyczy
wiasnie mtodszych bitéw. Dlatego niektére praktyczne generatory ko-
rzystajace z koncepcji LCG pracuja (i przechowuja stan) na stowach
2k bitowych, natomiast na wyjsciu dla uzytkownika umieszczajg tylko
k starszych bitow.

Jezeli ¢ = 0, za$§ m jest liczbg pierwsza, to [18] dla maksymalizacji
okresu wystarczy, by liczba a byla pierwiastkiem pierwotnym modu-
lo m, to znaczy, by
= o™ 1=1 modm,
» a/#+1 modm,dlaj=1,2,...m—2.
Jesli taki pierwiastek istnieje, to maksymalny okres wynosim —1 (licz-
ba 0 w oczywisty spos6b musi by¢ z tak generowanego ciggu wykluczo-
na). Pierwiastki modulo m istnieja tylko w szczegdblnych przypadkach:
m = 2, m = 4, m bedace potega liczby pierwszej nieparzystej, m beda-
ce podwojong potega liczby pierwszej nieparzystej [27].

Na przyktad dla m = 31 mozna przyja¢ za a dowolna z liczb

3,11,12,13,17, 21,22, 24.

Kilka przyktadowych sprawdzonych uktad6w statych dla LCG (gwa-
rantuja one maksymalny okres oraz dobre wlasciwosci wielu testéw
statystycznych [18]) umieszczono w tabeli 2.1.

Tab. 2.1. Przyktadowe state uzywane w generatorach LCG

m a c uwagi
231 1 16 807 0 minstd_rand0 w C++11
2L — 1 48 271 0 minstd_rand w C++11
2| 1226874159 0

P 134775813 1 Turbo Pascal 4.0

PR 16598 013 12820163 Microsoft Visual Basic 6

Powazna wada, sprzecznag z intuicyjnym rozumieniem generowa-
nia liczb pseudolosowych, jest liniowo$¢ struktur otrzymywanych w ko-
stce d-wymiarowej. Latwo mozemy to zaobserwowacé, robigc wykres
punktow (uy; ;,us;) dlai = 1,2, ..., gdzie u, sg liczbami rzeczywistymi
z przedziatu [0, 1) otrzymywanymi wedtug wzoru (2.1). Przyktadowa
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ilustracja dla generatora z przykitadu 2.2 pokazana zostala na rysun-
ku 2.4. Mozemy takie struktury zaobserwowac takze w przypadku re-
alnych statych - rysunek 2.5.

1

U;

0 Ugi—1 1
a=9,c=15 m=32

Rys. 2.4. Punkty postaci (u,,;_; , U,; ) dla generatora z przyktadu 2.2

U2

0 U2i—1 0.0002
a=48271, c =0, m = 2147483 647

Rys. 2.5. Punkty postaci (us;_; , U, ) dla generatora z przyktadu 2.2
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2.3.1. Inne metody generowania ciggéw pseudolosowych

Wsréd innych sposobéw tworzenia generatoréw warto wymienic:
» uzycie rekurencji wyzszego rzedu, np.
T = (agz; + 037, 4 + ...a,w; ) mod m,

co pozwala na uzyskiwanie duzo wiekszych okreséw (przy tym
samym zakresie liczb),

= uzycie kilku generatoréw i podawanie jako wyniku pewnej ich
funkcji (np. sumy),

= tworzenie generatoré6w dokonujacych obliczent w strukturach ciat
Galois GF(2) lub GF(2?), ktére daja jako wynik strumien bitow -
na przyklad rejestry przesuwajace [17].

Zadania

Zadanie 2.1. Dla statych z tabeli 2.1 na stronie 31 sprawdz, czy speinione
sg warunki do osiggniecia maksymalnej wielko$ci okresu ciggu.

Zadanie 2.2. Rozwazmy uzycie generatora von Neumanna dla liczb m
cyfrowych i niech x bedzie liczba catkowita mniejsza niz 10™ i niech &,
bedzie liczba réznych elementéw w wygenerowanym metoda middle
square ciagu

Ty L1y Ty e

dla x, = x. Wyznacz $rednig wartos¢ k,, to znaczy

| lomoa
Tom 2 b
=0
gdy
(a) m =6,
(b) m = 8.

Zadanie 2.3. Zaprogramuj generowanie 1000 000-elementowego ciagu
liczb rzeczywistych z przedziatu [0, 1), na podstawie wspéiczynnikow
ostatniego wiersza tabeli 2.1 na stronie 31, i oblicz, ile elementéw
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ciagu znalazlo sie w przedziatach

[0,0.25), [0.25,0.5), [0.5,0.75), [0.75,1).

Odpowiedzi, wskazéwki
Zadanie 2.2. Dla m = 6 $rednia warto$¢ to 326.198, dla m = 8 jest to

4403.29.
Zadanie 2.3. Wyniki: 250 555, 249 525, 249 492, 250 428.
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Generowanie probek z réznych 3
rozktadow

W rozdziale tym rozwazymy zar6wno generowanie prébek z rozkila-
dow jednowymiarowych, jak i wielowymiarowych. Na szczeg6lna uwa-
ge zasluguja metody uniwersalne (odwracanie dystrybuanty, metoda
akceptacji/odrzucania) oraz metody zwigzane z generowaniem rozkta-
déw normalnych. Wszystkie one sprowadzg sie do pewnego przeksztat-
cania zmiennych losowych o rozkladach jednostajnych, dla generowa-
nia ktoérych baza sa ciaggi pseudolosowe omawiane w rozdziale 2.

3.1. Rozktady jednowymiarowe

3.1.1. Rozktad dyskretny rwnomierny

Fakt 3.1. Niech m bedzie liczba catkowita dodatnia i niech U ma rozktad jedno-
stajny w [0, 1]. Wtedy
X=|U-m]

ma rozkltad réwnomierny w
{0,1,...,m — 1}.
Dowéd. Rzeczywiscie, dla dowolnego k € {0, 1, ..., m—1} otrzymujemy

Pr(X =k) =Pr(|U-m] =k) =Pr(k <U-m<k+1) =
=Pr(U € [k/m,k/m+1/m)) =1/m.
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3.1.2. Rozktad zero-jedynkowy i rozktad dwumianowy

Fakt 3.2. Niech p € (0, 1) i niech U ma rozklad jednostajny w [0, 1]. Wtedy

1, U <p,
X = P

0, UZ>p,
ma rozklad zero-jedynkowy z parametrem p.

Powyzszy fakt jest oczywisty, gdyz Pr(U < p) = p dla kazdego
p € (0,1).

Rozklad dwumianowy' dla n préb mozemy uzyskaé na przyktad su-
mujac n zmiennych o rozkladzie zero-jedynkowym. Przy duzej liczbie
n skuteczniejsze moze by¢ skorzystanie z ogélnej metody generowania
probek z rozktadu dyskretnego, oméwionej w punkcie 3.1.3.

3.1.3. Dowolny rozktad dyskretny o wartosciach ograniczonych
od dotu

Fakt 3.3. Zatézmy, ze X przyjmuje wartosci
Ty < Ty < ...

z prawdopodobieristwami py , p,, ... i niech U ma rozktad jednostajny w [0, 1].
Wtedy zmienna losowa

xy, U< /fi,
Y = Zo, Ue[f17f2>7

gdzie f, = ijl p;»i =1,2,..., marozklad identyczny z rozktadem X.
Rzeczywiécie, przyjmujac f, = 0 mamy dla k € {1,2, ...}, ze

Pr(Y =k)=Pr(U € [fi_1, f;) = f; — fiii = ;-

' Inaczej nazywany rozkladem Bernoulliego, czyli rozkiad liczby sukceséw
w schemacie n niezaleznych préb, w ktérych w kazdej osiaga sie sukces
z prawdopodobieristwem p.
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3.1.4. Metoda odwracania dystrybuanty

Uniwersalng metoda w przypadku rozkladéw jednowymiarowych (nie
zawsze najbardziej wydajna) jest metoda wykorzystujaca odwracanie
dystrybuanty.

Szczegoblnie prosta forme uzyskuje sie w przypadku, gdy dystrybu-
anta jest funkcja Scisle rosnaca.

Twierdzenie 3.1. Niech F’ bedzie Scisle rosnaca dystrybuanta, a U niech bedzie
zmiennag losowa o rozkladzie jednostajnym w [0, 1]. Wtedy F~*(U) ma rozktad
zadany dystrybuanta F'.

Dowéd. RzeczywiScie, niech z € R. Wtedy

O]

W bardzo wielu przypadkach, nawet dla rozktadéw ciggtych, dys-
trybuanta w pewnych odcinkach jest stata. Taka funkcja, w Scistym
sensie tego stowa, nie daje sie odwrdcié.

Nawet tak podstawowy rozklad ciagly jak rozktad wykladniczy nie
ma dystrybuanty $ci$le rosnacej, gdyz w catym przedziale (—oo, 0] ma
ona warto$¢ zero, a wiec przeciwobraz zera ma nieskoniczenie wiele
elementow.

Jednoznaczno$¢ uzyskamy przyjmujac w miejsce odwrotnosci
funkcje kwantylowa Q(p) zdefiniowana dla

p € (0,1) 3.1)

wzorem
Q(p) =inf{t e R: p < F(t)}. (3.2)

W przedziatach, w ktérych dystrybuanta jest rosnaca, () niczym nie
rézni sie od F~!. Dla p = 0 oraz p = 1 w wielu przypadkach wzér (3.2)
kaze liczy¢ infimum ze zbioru pustego badZ ze zbioru zawierajacego
dowolnie mate warto$ci, stad ograniczenie (3.1). Ograniczenia te nie
sq istotne, w praktyce oczywiécie by oblicza¢ Q(U) musimy czasem
uzupetni¢ warto$¢ @ dla 0 lub 1 - ale mozemy to robié tak, jak jest
nam wygodnie, bo nie wptynie to na rozktad zmiennej Q(U).
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Tak okres$lana funkcja kwantylowa czesto nazywana jest uogélnio-
na funkcja odwrotna do dystrybuanty, bywa tez oznaczana tak samo
jak funkcja odwrotna do dystrybuanty.

Funkcja @(-) ma wlasnoé¢

Q(p) <z < p< F(x)  dladowolnegop € [0,1]. (3.3)

Prawa strona implikuje lewa wprost z okre$lenia (3.2). Natomiast wy-
nikanie w druga strone jest prostym wnioskiem z prawostronnej cig-
gtosci dystrybuanty.

Twierdzenie 3.2. Niech F' bedzie dystrybuanta, () jej funkcja kwantylowa
i niech U bedzie zmienna losowa o rozktadzie jednostajnym w [0, 1]. Wtedy
Q(U) ma rozkiad zadany dystrybuanta F'.

Dowdéd. Niech z € R. Wtedy
Pr(Q(U) < ) = [namocy (3.3)] = Pr(U < F(x)) = F(z).
O

Z wielu wzgledéw - co wida¢ na przyktadzie podrozdziatu 3.1.3 -
wygodnie jest rozwaza¢ dla podstawowego rozktadu jednostajnego tyl-
ko przedzialy lewostronnie domkniete, prawostronnie otwarte. Taka
tez jest tradycja w wielu jezykach programowania, ktére oferuja pro-
gramistom pseudolosowe generowanie rozkladu jednostajnego, dajac
wyniki wladnie w przedziale lewostronnie domknietym, prawostron-
nie otwartym.

Tymczasem funkcja kwantylowa (co wynika z jej definicji oraz
z prawostronnej ciaglosci dystrybuanty) jest lewostronnie ciaggta. Naj-
prostszym sposobem poradzenia sobie z tym jest wyznaczenie odpo-
wiedniej funkcji kwantylowej i - w przypadku gdy jej definicja bedzie
oparta o przedzialy otwarte badZ prawostronnie domkniete - zmie-
nienie jej na niemal taka sama funkcje A(-), ale oparta na przedziatach
lewostronnie domknietych. Brakujaca w punkcie 0 warto$¢ mozna uzu-
petni¢ dowolnie, ilustruje to przyktad 3.1.
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Przyklad 3.1. Rozwazmy dystrybuante

0, dlax <1,

0.3(z — 1), daz € 1,2),
F(z) = )

0.5+ 04(x—2)*, daxe€][2,3),

1 dlax > 3.

Dystrybuanta okre$lona w tym przyktadzie jest jak wida¢ dystry-
buanta pewnej zmiennej losowej mieszanej z dodatnimi prawdopodo-
bienistwami realizacji wartosci 2 oraz 3.

Funkcja kwantylowa konstruowana jest dos¢ tatwo. W otwartych
przedziatach, w ktérych dystrybuanta ro$nie, zwyczajnie ja odwraca-
my. Dla wartosci p, dla ktérych istnieje wiele x, dla ktérych F(z) = p,
bierzemy infimum tych warto$ci z. Korzystamy z gwarantowanej le-
wostronnej cigglosci i ostatecznie dostajemy dla p € (0,1)

%p +1, dlap € (0,0.3],

9 dla p € (0.3,0.5],
Q) = 5

2+ §(1)—().5), dla p € (0.5,0.9],

3, dlap € (0.9,1).

Korzystajac z uwag na temat domykania przedzialéw (i preferowa-
nia domykania lewostronnego przedzialéw), mozna okresli¢ dla wszyst-
kich p € [0, 1) funkcje

Dp+1, dlap € [0,0.3),

2 dlap € [0.3,0.5),
h(p) = 5

2+4/2(p—05), dlape[0.5,0.9),

3, dlap € [0.9,1).

Oczywiste jest, ze je$li U ma rozklad jednostajny w przedziale [0, 1]
to h(U) oraz Q(U) maja identyczny rozkiad (ich wartoéci réznia sie
na zbiorze miary zero). Funkcja h(-) jest nieco bardziej konsekwentna
(okre$lona na jednakowego typu przedziatach) od Q(-) oraz lepiej pa-
suje do praktycznie spotykanej sytuacji, w ktorej system programowa-
nia dostarcza funkcji generujacej jednostajnie wartoséci wtadnie z [0, 1).



W C++ realizacja h(-) mogtaby wygladaé na przyktad tak - sprawdza-
ne sa tylko proste warunki z ostrymi nieré6wnos$ciami, liczba wyboréw
warunkowych jest o jeden mniejsza niz liczba przypadkéw w opisie
funkcji, w wyborach warunkowych wystarczy tylko rozwazanie przy-
padku spelnienia warunku:

double h(double x) {

if (x<0.3)

return 1
if (x<0.5)
return

0/3.0*x + 1.0;

e

LUy

N

if (x<0.9)

return 2.0 + sqrt(5.0/2.0*%(x-0.5));

return 3;

Przyklad 3.2. Rozwazmy rozktad wykladniczy z parametrem czestotliwosci i,
to znaczy rozkiad o dystrybuancie

0 dl 0
F(x) _ , axr <U,
1 —exp(—pzx), dlax >0.

Funkcja kwantylowa dla tego rozktadu to

Q(p) = y, dlap € (0,1).

Jezeli U ma rozkiad jednostajny na [0, 1], to Q(U) ma rozktad wyktad-
niczy z parametrem p. Oczywiscie Q(-) powinno by¢ uzupeinione w 0
iw 1, ale moze by¢ uzupetnione dowolnie (te punkty sa dla U osiaga-
ne z prawdopodobienistwem 0, a wiec nie maja wptywu na rozklad).

Dla praktycznej sytuacji, gdy generator bedzie dostarczal wartosci
z przedziatu [0, 1), konieczne jest tylko uzupetnienie w 0 (konieczne, bo
ta warto$¢ moze sie trafié, prawdopodobieristwo jest matle, ale nie jest
zerowe dla generatora liczb pseudolosowych).
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W tym wypadku naturalne jest uzupelnienie wartoscig 0 dlap = 0,
uzyskany wzoér to

—In(1 —
h(p) = M, dlap € [0,1).
W
Na koniec zauwazmy jeszcze, Ze je$li U ma rozklad jednostajny
w [0, 1], to taki sam rozktad ma réwniez 1 — U. Zatem skoro #

ma rozklad wykladniczy, to wynika z tego, ze takze % ma rozktad

wykladniczy z parametrem p. Pamietajmy tylko, ze dla praktycznej sy-
tuacji tym razem musimy zadba¢, zeby U nie osiagneto wartosci 0.
Jesli chcieliby$my korzystaé z obu wzoréw do generowania rozkta-
du wykladniczego, to znaczy z
—In(1-"0) —InU

oraz ,
K M

- a moze to by¢ potrzebne choéby przy korzystaniu z metody zmien-
nych antytetycznych (podrozdzial 4.2) - to najwygodniejszy byltby ge-
nerator liczb pseudolosowych o rozkladzie jednostajnym dajacy war-
tosci tylko z przedzial otwartego (0,1). Mozna go zorganizowa¢ na
przyklad tak, jak to pokazano w listingu 1.1 na stronie 15. W kazdym ra-
zie problemu tego zignorowac nie wolno, bo mogtoby to doprowadzi¢
do nieprawidlowego zachowania sie programu.

................................. koniecprzykiadu3.2 ceeeecctesess st essessestetaannn

Metoda odwracania dystrybuanty jest szczegélnie atrakcyjna, gdy
mamy zwarta postaé dystrybuanty i to taka, ktéra mozna tatwo odwr6-
ci¢ analitycznie. Takie bylty dystrybuanty w przykitadach 3.2 oraz 3.1.
W innych sytuacjach moze by¢ trudniej, na przyktad dla rozktadu nor-
malnego dystrybuanta nie ma postaci zwartej. Nawet w takiej sytuacji
da sie te metode stosowa¢: skoro da sie dystrybuante oblicza¢ (chocby
numerycznym catkowaniem), to da sie ja numerycznie odwraca¢ (na
przyktad ogbélnymi metodami rozwiazywania ré6wnan nieliniowych).

Jednak dla szczegdllnych sytuacji - jak cho¢by wlasnie rozktadu
normalnego, kluczowego dla wielu statystycznych modeli oraz dla prze-
prowadzania symulacji i oceny ich wynikéw - opracowano szczeg6lne
sposoby, catkowicie odchodzace od koncepcji odwracania dystrybuan-
ty. Takie zagadnienia sg tematem podrozdzialu 3.1.5.
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3.1.5. Rozktad normalny

Rozktad normalny N (u, o) ze $rednia p i odchyleniem standardowym o
ma funkcje gestosci dang wzorem

() = o—e
€Tr) = € 20
2mo

Dystrybuanta jest wiec réwna

1 T w2
F(z) = / e 3ot dt,

2o

nie ma ona zwartej postaci, nie jest wiec latwa w odwracaniu.
Zauwazmy jeszcze tylko, ze ze wzgledu na mozliwo$¢ standaryza-
cji, czyli ze wzgledu na to, ze

Y —p
g

Y ~N(p,o) <<= ~ N(0,1), dladow.pu € R,0>0,
przy generowaniu préobek rozktadu normalnego wystarczy ,nauczy¢
sie” generowania probek rozktadu N(0,1). Mnozac te probki przez o
i dodajac do nich y dostaniemy probki z rozktadu N (p, o).

Ze wzgledu na szczeg6lna przydatno$¢ rozktadu N(0, 1), jego ge-
sto$¢ oraz dystrybuanta beda oznaczane zgodnie z tradycja przez ¢
oraz &, to znaczy

o(z) = \/21706527 D(z) = [;go(t)dt. 64

Metody bazujace na Centralnym Twierdzeniu Granicznym

Centralne Twierdzenie Graniczne ma wiele form i odmian. Przypo-
mnijmy, ze ich istota jest to, ze przy odpowiednich zatozeniach dystry-
buanta sumy ciggu zmiennych losowych dla duzej liczby sktadnikéw
bliska jest dystrybuanty rozktadu normalnego.

Ponizej przytoczona zostanie jedna z podstawowych postaci tej
rodziny twierdzen.
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Twierdzenie 3.3 (Centralne twierdzenie Lindeberga-Lévy’ego [3]).
Jezeli X, Xy, X5, ... jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednako-
wym rozkladzie o wartoéci przecietnej i i skoriczonej wariancji o2 > 0, to

Zﬁ_l X, —np
lim Pr | =/—=———— <z | =9(x), dla dowolnego x € R.
n—oo \/ﬁa

Suma wielu zmiennych o tym samym rozkladzie (o ile maja skon-
czona i dodatnia wariancje) ma rozktad zblizony do normalnego, wiec
na przyklad prosta do generowania suma

- gdzie X, maja rozkiad jednostajny na [0,1] - ma rozkiad zblizony
do N(0,1). Zgodno$¢ éredniej i wariancji jest oczywista, w przypadku
zmiennych niezaleznych wariancja sumy to suma wariancji, za§ wa-
riancja rozktadu jednostajnego w przedziale [a, b] to b—a®

12
Alternatywnie moze to by¢ suma
X]. + X2 + "'X127

gdzie X, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie jednostaj-
nym w [—0.5,0.5].

Oczywiscie mogtoby sie nasungé pytanie czy 12 to naprawde juz
»duza” liczba. Okazuje sie, ze w przypadku sumowania rozktadow jed-
nostajnych, 12 zmiennych daje dobre przyblizenie rozkladu normalne-
go, gestosci pokazane sg na rysunku 3.1 na nastepnej stronie.

Na tym rysunku linia zielona to gesto$¢ rozktadu N(0, 1), nato-
miast linia niebieska to gesto$¢ sumy 12 zmiennych jednostajnych na
[0, 1] pomniejszonej o 6.

Oczywiscie powiekszajac liczbe zmiennych X, (jednocze$nie do-
konujac odpowiedniego skalowania), udoskonalamy podobieristwo do
rozktadu normalnego, jednak efektywno$¢ takiego rozwiazania spada.

Transformacja Boxa—Mullera

Duza cze$¢ efektywnych metod generowania prébek rozktadu normal-
nego oparta jest na transformacji Boxa-Mullera. Przeksztalcenie to zo-
stato opisane w twierdzeniu 3.4.
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Rys. 3.1. Poréwnanie gestosci rozktadu normalnego(linia zielona) z gestosciag sumy 12
niezaleznych zmiennych o rozktadzie jednostajnym (linia niebieska)

Twierdzenie 3.4 (Box-Muller [5]). Jezeli D jest zmienna losowa o rozkta-
dzie wyktadniczym z wartoscia oczekiwang 2 i jezeli A jest zmienng losowa
o rozkladzie jednostajnym w [0, 27], D i A niezalezne, to zmienne losowe

X = VD cos(A), Y = VD -sin(A)
sa niezalezne i obie maja rozktad N (0, 1).

Dowdéd. Para zmiennych losowych (X,Y) powstaje z pary zmiennych
(D, A), co mozna zapisa¢ jako

(X,Y) =9(D, A).
W takiej sytuacji dla gesto$ci mamy
fX,Y(x7 y) = fD,A(wil(x7 y)) - det J1,b*1 W*l(%’: y))? (3.5)

gdzie J;, oznacza macierz Jacobiego przeksztalcenia h.
Funkcja (-, -) to w naszym przypadku

Y(d,a) = (Vdcosa,Vdsina),
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jej jakobian to

1 1 :
2\/8COSG, 2\/aSIIla,

—\/asina \/Ecosa

1
det J,(d,a) = 2

stad
det Jy1 (7, y) = 2.

Zatem, korzystajac z niezaleznoéci D i A oraz ze znajomo$ci ich roz-
kladéw, mozemy zapisaé

1
fX,Y(fUay) = 567 2 - — 2= —e 2z . (3.6)

_ V2T V2
J ——
= e 2
V2T
W podobny spos6éb wykazemy, ze
1 —y2
fy(y) = ez

Tak wiec X oraz Y maja rozktad N(0, 1). W potaczeniu z formutia (3.6)
dostajemy

fX,Y<x7y> = fx(z) - fy(y),

a wiec zostata wykazana takze niezalezno$¢ X i Y. O

Powyzsze twierdzenie daje nastepujaca metode wygenerowania
dwu liczb z,, 2, pseudolosowych z rozktadu N (0, 1) (wykorzystany zo-
stal do tego sposéb generowania zmiennej o rozktadzie wyktadniczym,
omoéwiony w przykladzie 3.2 na stronie 40):

1. Wygeneruj u,, u, pseudolosowe z rozktadu jednostajnego na [0, 1).
2. Obliczr = \/—2-In(1 — u,).

3. Oblicz a = 27 - u,.

4. Oblicz z; = rcosa, zo = rsina.
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Na listingu 3.1 pokazana jest przykladowa realizacja w C++, ktéra

na przemian generuje dwie liczby i zwraca pierwsza z nich, albo nic nie
generuje, a jedynie zwraca druga liczbe z poprzednio wygenerowanej
pary. Stan przechowywany jest w lokalnej zmiennej statycznej, ktéra
charakteryzuje sie tym, Ze jej warto$¢ nie jest tracona w momencie
zakonczenia funkcji.

U s W

N

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19

20
21
22
23
24

25

#include <ran

#include <cmath>
using namespace std;
double runif () {

> rozktadin -Sedn e

rad eanostaj go

static mt19937_64 gen;
static uniform_real_distribution<double> u;
return u(gen);
}
double norm() {
static bool generuj = false;
static double n2;
generuj = !generuj;
if (generuj) {
double ul = runif();
double u2 = runif();
double r = sqrt(-2*log(l-ul));
double a = 2*M_PI*u2;
double nl = cos(a)*r;
n2 = sin(a)*r;
return nl;
} else

return n2;

Listing 3.1. Realizacja algorytmu wynikajacego z twierdzenia 3.4

Metoda Marsaglia—Braya

Laczac idee transformacji Boxa-Mullera i jej graficznej interpretacji
oraz obliczania rozkladu warunkowego, Marsaglia i Bray opracowali
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modyfikacje metody, w ktérej nie wymagane jest obliczania funkcji
trygonometrycznych [23]:

1. Wygeneruj z, y z rozktadu jednostajnego na (—1,1).

2. Oblicz u := 22 + ¢2.

3. Jezeli u > 1 powrd¢ do kroku 1.
4. t:==+/—2In(1 —u)/u.
5. 21 = at, 29 := Yt.

Uzasadnienie sformutowane zostanie jako twierdzenie 3.5.

Zauwazmy jeszcze tylko, ze kroki 1, 2, 3 tej metody generuja pare
(z,y), bedaca realizacja zmiennej losowej dwuwymiarowej o rozkta-
dzie jednostajnym w kole jednostkowym.

Twierdzenie 3.5. Niech (X, Y') bedzie dwuwymiarowa zmienna losowa o roz-
ktadzie jednostajnym w kole

{(z,y) € R?: 22 + 92 < 1}

i niech

U=X2+Y? T=+—2m1-0)/U, Z,=X-T, Z,=Y-T.
Zmienne losowe Z, oraz Z, sa niezalezne i maja rozktad N (0, 1).

Dowéd. Para (X,Y) ma rozktad jednostajny w kole, dlatego prawdo-
podobienistwo realizacji w danym podzbiorze kota jest proporcjonalne
do jego powierzchni, stad

[pole kota o promieniu /5]
[pole kota jednostkowego|

Pr(U < s) = =s, dla s € [0, 1]

zatem U ma rozktad jednostajny w [0, 1]. Niech A bedzie katem pro-
mienia wodzacego punktu (X, Y'). Zauwazmy, ze

t
Pr(A<t) = 7 dlat € [0, 27,
v

a wiec zatem A ma rozkiad jednostajny w [0, 27].
Rozwazenie dystrybuanty tacznej
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wykazuje, ze U oraz A sa niezalezne.
Zauwazmy, ze w takim razie D = —21In(1 —U) ma rozktad wyktad-
niczy z wartoscia oczekiwana 2 i D nie zalezy od A. Ponadto

X VD = cos(A) - VD,

4 =—
L /X2 rye
Y
Zy=—--— /D =sin(A) - VD
2= (A)
i teza twierdzenia wynika z twierdzenia 3.4. ]

Jakie moga by¢ korzysci ze stosowania procedury bedacej konse-
kwencja twierdzenia 3.5 zamiast tej wynikajacej z twierdzenia 3.4?
Z jednej strony przy stosowaniu metody Marsaglia-Braya nie trzeba
oblicza¢ funkcji trygonometrycznych. Z drugiej strony traci sie czes¢
generowanych pomocniczych liczb pseudolosowych - $rednio

1—%@21%.

Innymi stowy dla uzyskania préby 1000 realizacji rozktadu normalnego
potrzeba $rednio okoto 1273 liczb z rozktadu jednostajnego.
Stosowanie metody Marsaglia-Braya zamiast Boxa-Mullera jest
uzaleznione od tego, jak w danym systemie przedstawia sie sytuacja
kosztoéw poszczegdlnych sktadowych catego procesu - a wiec oblicza-
nia funkcji trygonometrycznych, logarytmicznych, ré6znych operacji
arytmetycznych, losowania z rozktadu jednostajnego.

3.2. Rozktad wielowymiarowy normalny

Zmienna losowa n-wymiarowa X ma rozklad normalny wielowymia-
rowy N(u, Y), gdzie p jest kolumna n wartoéci oczekiwanych, a X jest
n X n macierza kowariancji (ktéra jest symetryczna i dodatnio okre-
$lona), wtedy i tylko wtedy gdy gestos¢ X wyraza sie wzorem

fx(x) = \/ﬁ exp <—%(CC —p)TE Nz~ M))-

Przy dziataniach elementy z R™ traktujemy jako macierze jednokolum-
nowe.
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Niech teraz zmienna losowa n-wymiarowa Y dana bedzie formula
Y =AX+ B, 3.7)

gdzie A - macierz n x n, B - kolumna n-elementowa.
Jakobianem przeksztatcenia (3.7) jest det A, stad gestos¢ Y - przy
wykorzystaniu formuty (3.5) - wynosi

MO =5 s
exp (547 (y = B) = p)TZ Ay~ B) — )| =
BNGE dlt(AzAT)'
exp (—5(y— Au— BT (AZAT) Ny — Au—B)),
czyli

Y ~ N(Ap + B, AXAT). (3.8)

Przyjmijmy teraz, Ze mamy dodatnio okre$lona symetrycznan x n
macierz ) oraz kolumne p € R". Korzystajac z (3.8), dla zmiennej
losowej X majacej rozktad N (0, [,,) mozna zapisaé

Y =AX +p~ N(p,2),

o ile tylko
AAT = 3. (3.9)

Macierz A spetniajaca réwnos$¢ (3.9) mozna uzyskaé na przyktad
dokonujac rozktadu Choleskiego [10], co zostanie przedstawione po-
nizej. Natomiast generowanie pojedynczej prébki z rozktadu wielowy-
miarowego N (0, [,), to po prostu wygenerowanie prébki n niezalez-
nych zmiennych o rozktadzie N(0,1), co juz zostalo objaénione
w poprzednich podrozdziatach.
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R6éwno$¢ (3.9) chcemy zapewni¢ dla dolnie tréjkatnej® macierzy A,
zatem 5
Al =2,
Ag1 Ay = 2oy,
A§1 + A%z =2y

lub ogdlnie
J
ZAikAjk =2X,J <41,
k=1

stad mamy metode wyznaczania A, it

7j—1
Ay =(Z5 =Y AgAy) /Ay, §<i,
k=1

i—1
Aii = Eii - ZA?;C, Jj=1.
k=1

Przyklad 3.3. Dysponujemy nastepujacymi realizacjami zmiennych X,Y |, Z
(kazdy wiersz odpowiada jednej realizacji rozkladu tréjwymiarowego).

T Y z
4.0 2.0 0.60
4.2 2.1 0.59
3.9 2.0 0.58
4.3 2.1 0.62
4.1 2.2 0.63

Zaktadamy, ze (X,Y, Z) ma rozktad tréjwymiarowy normalny, wektor war-
tosci oczekiwanych wyznaczymy jako zwykla Srednia z realizacji, natomiast
macierz kowariancji oszacujemy jako kowariancje z proby.

Chcemy wyznaczy¢ macierz Choleskiego, ktéra pozwoli generowac tréjwy-
miarowe probki z rozkladu N (p, X7).

2 Alternatywnie mozna wynik rozkitadu otrzymaé w formie macierzy gérnie
tréjkatnej.
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Obliczamy

7.50-107% 7.00-107% 1.35-1073

2.50-1072 7.50-107% 1.75-1073
Y= .
1.75-103 1.35-1073 4.30-1074

Nastepnie, postepujac zgodnie z algorytmem, otrzymujemy
Ay =V250-1072 ~ 1.58113883 - 1071,
potem

Ay =7.50-1073/A,, ~ 4.74341649 - 102,

Ayy =1/7.00- 1073 — A3, ~ 6.89202438 - 102,
Ay, =1.75-107% /A, ~ 1.106 797 18 - 102,
Agy =(1.35- 1073 — Ay Ay,)/Agy ~ 119703581 - 102,

Agy =1/4.30 10 — A2, — A2, ~ 1.28144655 - 102

Gdyby jeszcze dodatkowo (zgodnie z tre$cig zadania) wektor $rednich
1 = [fiq, f1o, 13]T 0szacowaé jako érednia z kolumn, czyli przyjaé

p = [4.1,2.08,0.604]",

to uzyskalibySmy ponizsza prosta metode generowania liczb o zada-
nym rozkladzie wielowymiarowym.

Jezeli V}, V,, Vs sa niezaleznymi zmiennymi o rozktadach N(0,1),
to wektor losowy (X,Y, 7), gdzie

X=AnVi +

Y = Ag Vi + AgoVo + 1y,

Z = A Vi + AsyVy + AgsVs + pg,
ma wielowymiarowy rozklad normalny o obliczonej macierzy kowa-
riancji X, gdzie A to macierz rozktadu Choleskiego macierzy .

................................. koniecprzyk{adu3.3 ceeesccseesss sttt esestssssnn
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3.3. Metoda akceptacji/odrzucania

Omawiana w tym podrozdziale metoda jest metoda uniwersalna, kt6-
ra pozwala na generowanie probek z interesujacego nas rozkladu, jesli
tylko potrafimy oblicza¢ warto$¢ gestosci tego rozktadu i mamy mozli-
wo$¢ generowania prébek innego rozktadu, ktérego gesto$é potrafimy
obliczy¢ i ktéra jest niezerowa wszedzie, gdzie niezerowa jest gestos$é
interesujacego nas rozktadu. Metoda ta moze by¢ stosowana do szero-
kiej gamy rozkladéw. Nie ma zadnych przeszkdd, by wykorzystywaé
ja do generowania prébek rozktadéw wielowymiarowych.

A

0 P x

Rys. 3.2. Metoda akceptacji/odrzucania: linia ograniczajaca od géry to przeskalowana
gestos¢ g(-) rozktadu pomocniczego

Ilustracja niech bedzie rysunek 3.2. Na rysunku tym linia ,,gérna”
jest przeskalowana czynnikiem ¢ gestoécia g(-) rozktadu, ktéry potra-
fimy generowaé innym sposobem. Linia ,,dolna” to gesto$¢ rozkiadu
f(+), »trudnego”. Jezeli przy losowaniu z rozktadu o gestosci g(-) trafi
nam sie warto$¢ odpowiadajaca odcietej punktu P, to bedziemy ja od-
rzuca¢ z prawdopodobienistwem odpowiadajacym stosunkowi diugo-
§ci odcinkéw QR i PR. Tym samym bedziemy te warto$¢ akceptowaé
z prawdopodobieristwem odpowiadajacym stosunkowi dtugoséci odcin-
kéw PQ i PR. Wtedy ksztalt histogramu akceptowanych punktéw be-
dzie sie - w miare zwiekszania jego doktadnosci i zwiekszania liczby
punktéw - zblizat do ksztattu pozadanej gestosci.

52



Te nieformalne rozwazania moga zosta¢ sformulowane w postaci
nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 3.6. Niech f(-) bedzie gestoscia zmiennej losowej n-wymiarowej
i niech g(-) bedzie taka gestoscia, ze dla pewnej statej ¢ > 0

f(x) < eg(x), dlax € R".

(3.10)
Niech X ma rozktad zadany gestoscia g(-), niech U ma rozkiad jednostajny
w [0, 1] oraz niech U i X beda niezalezne. Wtedy warunkowy rozktad zmiennej
X przy warunku

zadany jest gestoscia f(-).

Dowdéd. Niech X bedzie zmienna losowa o gestosci g(-). Ze wzgledu na
warunek (3.10) mamy

pe (1< 260 - 209

cg(X))  cg(X)
Nastepnie zauwazmy, ze

cg(x)
(3.11)
CJ;(ZE)) g(x)dx = %f(:r) dr = E

R™ c

Niech A bedzie dowolnym borelowskim podzbiorem R™. Wtedy

Pr(X e A UK J(X)
Pr(XeA|U<f(X)>= ( < )
cg(X) Pr(U< il >)

g

Powyzsze twierdzenie prowadzi do nastepujacej metody genero-
wania liczb pseudolosowych y o rozktadzie f(-):
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1. Wyznacz liczbe pseudolosowa z z rozktadu o gestoséci g(-).
2. Wyznacz liczbe pseudolosowa u z rozktadu jednostajnego na [0, 1].
3. Jezeli u < 6_9(2), to y := xz, w przeciwnym przypadku powrd6é do
kroku 1.
Metoda ta jest jest uzyteczna, gdy generowanie liczb z rozktadu g(-)
jest istotnie latwiejsze od generowania liczb z rozktadu f(-).
Zauwazmy jeszcze, ze je$li znajdziemy stalg speilniajaca warunek
(3.10), to kazda stala wieksza bedzie takze formalnie prawidlowa. Jed-
nak ze wzgledu na réwnoé¢ (3.11) korzystna jest jak najmniejsza war-
tos¢ c.

Przyklad 3.4. Jezeli za gestos¢ f(-) przyjmiemy gesto$¢ rozktadu normalnego
N(0,1), a jako gestos$¢ g(-) - gestos¢ rozktadu dwustronnego wyktadniczego
(Laplace’a) ze Srednia 0, to optymalnym wyborem okazuje sie wybor parame-
tru skali dla rozkladu Laplace’a 1 oraz statej dla metody akceptacji/odrzucania
c= /2

W uzyskanej metodzie prawdopodobieristwo akceptacji wylosowanej licz-
by z rozkladu Laplace’a jako liczby z rozktadu normalnego wynosi

~ 76%.

|~

3.4. Generowanie liczb pseudolosowych w C++11

3.4.1. Generatory i rozktady

Nawet gdy pominiemy metody symulacyjne, liczby pseudolosowe od-

grywaja duza role w programowaniu, bedac czescig wielu waznych

algorytméw (choéby QuickSort [1]).
W standardzie jezyka C++ przed C++11 programista dysponowat

jedynie surowym zestawem dostarczanym przez biblioteke cstdlib:

= stala RAND_MAX - maksymalna warto$¢ generatora, o warto$ci roz-
nej dla réznych kompilatoréw (na przyktad 23! —1, ale mozna spo-
tka¢ nawet tak mate wartoéci jak 2'5 — 1),

= rand() - funkcja dajaca wyniki bedace liczbami catkowitymi ze
zbioru {0, 1, ..., RAND_MAX},

» srand(int) - funkcja pozwalajaca na ustalenie stanu generatora.
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Zestaw ten daje mozliwo$¢ generowania liczb catkowitych pseudolo-
sowych o rozktadzie réwnomiernym, stad mozna juz tatwo wyprowa-
dzi¢ generowanie liczb przyblizajacych probki z rozktadu jednostajne-
go w przedziale. Na tej podstawie mozna nastepnie generowac inne
potrzebne rozkiady.

Wady tego (do$¢ popularnego i wcigz stosowanego) rozwigzania
to miedzy innymi brak standaryzacji, watpliwa jako$¢ w niektérych
realizacjach, problemy przy przetwarzaniu ré6wnolegltym, koniecznos¢
dokonywania uzupelnien - na przyktad przy generowaniu podstawo-
wych rozktadéw - dla wielu typowych sytuacji.

Wymagalo to wiec albo dodatkowego naktadu pracy, albo korzy-
stania z bibliotek spoza standardu, jak boost - (zob. https://www.
boost.org/).

Wersja C++11 (i oczywiScie nowsze standardy) dostarcza biblio-
teke random, ktéra umozliwia nowy, obiektowy spos6éb generowania
liczb pseudolosowych.

W koncepcji tej generator, lezacy u podstaw procesu pozyskiwa-
nia liczb pseudolosowych, jest oddzielony od rozktadu, ktéry przy
pomocy generatora oblicza kolejne liczby o zadanych wtasno$ciach.

Generatory sa obiektami, ktoére co do zasady generuja liczby cal-
kowite o rozkladzie rownomiernym, maja metody max () i min (), kon-
struktor, ktéry moze przyjmowaé (miedzy innymi) parametr takiego
typu jak wyniki generatora, stuzacy do ustawienia ziarna generatora,
operator operator (), ktéry sprawia, Ze generator staje sie obiektem
funkcyjnym (moze by¢ wywotywany jak funkcja), takze metode seed
pozwalajaca na zmiane ziarna.

Jest zdefiniowany caly szereg takich generatoréw, na przyktad:
default_random_engine, ranlux48, mt19937_64, knuth_b.

Obiekty tego rodzaju moga by¢ zapisywane i odczytywane ze stru-
mieni za pomoca operatoréw <<, >>.

Rozktad z kolei jest obiektem z odpowiedniej klasy, ktérego kon-
struktor ma zestaw parametréw charakterystycznych dla konkretnej
klasy (na przyklad w przypadku rozkladu wykltadniczego jest to para-
metr czestotliwosci, w przypadku rozktadu jednostajnego - oba korice
przedziatu, dla rozktadu normalnego - $rednia i odchylenie standardo-
we itd.). Rozklad ma zdefiniowany operator operator (), przyjmuja-
cy jako parametr generator i dajacy w wyniku liczbe z wlasciwego
rozkladu.
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Przyktady rozkladéw:
. uniform_int_distribution,
. uniform_real_distribution,
= poisson_distribution,
= gamma_distribution,
= exponential_distribution
i wiele innych.
Obiekty tego rodzaju - podobnie jak generatory — moga by¢ zapi-
sywane i odczytywane ze strumieni za pomoca operatoréw <<, >>.

Przyklad 3.5. Zasymulowanie funkcji rand () oraz srand () moze wyglada¢
nastepujaco:

#include
#include
std::mt19937_64 _ mg;
void srand(int s = 1) {
__mg.seed(s);
}
int rand() {
static std::uniform_int_distribution<int> uni (0, RAND_MAX) ;

return uni(__mq);

Jjednak w nowo tworzonych programach lepiej oczywiscie unika¢ rand () oraz
RAND MAX.

3.4.2. Liczby prawdziwie losowe

Istnieje tez szczeg6lna klasa generatoréw - random_device - ktérej
obiekty maja generowaé wyniki niepowtarzalne i nieprzewidywalne.
Nie kazdy kompilator potrafi jg prawidtowo zrealizowa¢, zatem uzy-
cie jej powinno by¢ ograniczone na przyktad do jednokrotnego zaini-
cjowania innego generatora - juz zwyklego, pseudolosowego. Nawet
i to moze nie da¢ oczekiwanych rezultatéw, bo zdarzaja sie kompilato-
ry z deterministycznym dziataniem random_device - na przyklad tak
jest w przypadku kompilatora MinGW-W64 dla Windows, w wersji 8.1.0
- jednego z zalecanych do uzycia z aktualng (w chwili publikacji skryp-
tu) wersja 20.03 popularnego Srodowiska Code: :blocks.
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Przy zalozeniu poprawnego dzialania klasy random_device, w miej-
sce starego

srand(time (0)) ;

mozna w tym konteks$cie uzy¢ na przyktad

moj_generator.seed (random_device{}());

lub wprost przy konstrukcji np.

mt19937_64 moj_generator (random_device{} ());

3.4.3. Dystrybuanta rozktadu normalnego i jej odwrotnos¢ w C++

Biblioteka <cmath> dostarcza funkcje bledu erf (double) (zwana
takze funkcja btedu Gaussa) taka, ze

2 [7
erf(z) = ﬁ/ et dt.
0

Na tej podstawie mozna wyprowadzi¢, ze
X
P(x) = M, (3.12)
2
gdzie @(-) jest dystrybuanta rozktadu normalnego N(0,1).

Jej odwrotnosci niestety w standardzie aktualnym nie ma, jest
w bibliotekach typu boost. Do jej odwrdcenia mozna uzy¢ ogdlnych
metod rozwigzywania ré6wnan nieliniowych (jak bisekcja lub metoda
stycznych), sa takze dla tego szczegblnie waznego przypadku opraco-
wane efektywne metody wykorzystujace jego specyfike.

By unikng¢ koniecznoséci korzystania z dodatkowych bibliotek (jak
boost, co nie zawsze jest wygodne), dla dalszych rozwazan i obliczen
zostanie w skrypcie zaproponowany prosty w uzyciu niewielki plik
gnorm.cpp - listing 3.2. Plik ten moze zosta¢ dotaczony do projektu

57



wieloplikowego w C++ jako niezaleznie kompilowany plik Zrédiowy.

Nowo definiowane nazwy umieszczone sa w przestrzeni nazw mc, dla

skojarzenia z tematyka skryptu.

Plik ten wprowadza dwie uzyteczne funkcje C++:

= double pnorm(double) - dla danego parametru oblicza warto$¢
dystrybuanty rozktadu N(0, 1), jest zbudowana przy wykorzysta-
niu erf zgodnie z formuta (3.12),

* double gnorm(double) - dla danego parametru oblicza warto$¢
funkcji kwantylowej rozktadu N (0, 1), oparta jest na koncepcji zre-
alizowanej w programie Matlab funkcji erfinv, kod funkcji New-
tonRefinementInverseError z listingu 3.2 jest kopia kodu funk-
cji ze strony http://www.mimirgames.com/articles/programmi
ng/approximations-of-the-inverse-error-function/.

Dla ulatwienia nagtéwki tych dwu funkcji zostaly umieszczone
w pliku gnorm.h, ktérego tre$¢ zaprezentowana jest na listingu 3.3.

Przykladowy program korzystajacy z tych funkcji, a wtasciwie te-
stujacy ich dziatanie dla wybranych (w tym czesto uzywanych w sta-
tystyce) kwantyli, umieszczony jest na listingu 3.4. Oto wynik jego
dziatania:

gnorm(0.005) = -2.57583, pnorm(gnorm(0.005)) = 0.005
gnorm(0.01) = -2.32635, pnorm(gnorm(0.01)) = 0.01
gnorm(0.05) = -1.64485, pnorm(gnorm(0.05)) = 0.05
gnorm(0.1) = -1.28155, pnorm(gnorm(0.1)) = 0.1
gnorm(0.5) = 0, pnorm(gnorm(0.5)) = 0.5

gnorm(0.9) = 1.28155, pnorm(gnorm(0.9)) = 0.9
gnorm(0.95) = 1.64485, pnorm(gnorm(0.95)) = 0.95
gnorm(0.99) = 2.32635, pnorm(gnorm(0.99)) = 0.99
gnorm(0.995) = 2.57583, pnorm(gqnorm(0.995)) = 0.995

Wynik ten warto poréwnac¢ ze znanymi warto$ciami z tabel kwanty-
li rozkladu normalnego badz z warto$ciami uzyskiwanymi w progra-
mach takich jak R czy Octave.

Gdyby$my jednak w danym projekcie decydowali sie na uzycie bi-
blioteki boost, to z plikdw gnorm.h i gnorm. cpp mozemy zrezygnowac
i postuzy¢ sie kodem z listingu 3.5. Pokazuje on, jak w takiej sytuacji
mozna prosto zdefiniowaé funkcje pnorm (double) oraz gnorm (double),
ktoére obliczaja dystrybuante oraz funkcje kwantylowa rozktadu N(0,1).
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1 #include <cmath>

N

// funkcje sign, NewtonRefinementInverseError skopiowane z

3 // http://www.mimirgames.com/articles/programming

4 // /approximations-of-the-inverse-error-function/
5 namespace mc {

6 double sign(double x){ return (x > 0) - (x < 0); }

7 double NewtonRefinementInverseError (const double x) {

8 static const double pi = 4.0 * atan(1.0);

9 double r;

10 double a[] =

11 {0.886226899,-1.645349621,0.914624893,-0.140543331};
12 double b[] =

13 {1,-2.118377725,1.442710462,-0.329097515,0.012229801};
14 double c[] =

15 {-1.970840454,-1.62490649,3.429567803,1.641345311};
16 double d[] = {1, 3.543889200, 1.637067800};

17 double z = sign(x) * x;

18 if(z <= 0.7){

19 double x2=z*z;

20 r=z*(((a[3]*x2+a[2])*x2+all])*x2+al0]);

21 r/=(((b[4]1*x2+0[3]) *x24+b[2]) *x2+b[1]) *x2+b[0];
22 } else {

23 double y=sqrt (-log((l-z)/2));

24 r=(((c[3]*y+c[2]) *y+c[l]) *y+c[0]);

25 r/=((d[2)*y+d[1]) *y+d[0]);

26 }

27 r=r*sign(x);

28 z=z*sign(x) ;

29 r-=(erf(r)-z)/(2/sqrt (pi)*exp(-r*r));

30 r-=(erf(r)-z)/(2/sqrt (pi) *exp (-r*r));

31 return r;

32 }

33 auto inv_erf = NewtonRefinementInverseError;

34 const double sq2 = sqrt(2.0);

35 double gnorm(double x) {

36 return mc::sqg2*mc::inv_erf (2.0*x-1.0);

37 }i

38 double pnorm (double x) {

39 return (erf(x/mc::sq2) + 1.0)/2.0;

40 }

a1}

Listing 3.2. Zawartos¢ pliku gnorm. cpp
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1 #ifndef _ _ONORM H
2 #define _ ONORM _H

3 namespace mc {

4 double gnorm(double) ;
5 double pnorm(double) ;
6 }

7 #endif // __ ONC .

Listing 3.3. Zawartos¢ pliku gnorm. h

1 #include "gnorm.h"

2 #include <i

3 int main() {

4 for (auto p: {0.005, 0.01, 0.05, 0.1, 0.5,

5 0.9, 0.95, 0.99, 0.995}) {

6 auto g = mc::gnorm(p);

7 auto xp = mc::pnorm(q) ;

8 std::cout << "gnorm(" << p << ") =" <<

9 g << ", pnorm(gnorm(" << p << ")) =" <<
10 xp << "\n";

1 }

12 }

Listing 3.4. Plik gtéwny programu dokonujgcego prostego testowania funkcji pnorm oraz gnorm

Wyniki, jakie dostaniemy programami z listingéw 3.4 oraz 3.5, sa do-
ktadnie takie same.

Zadania

Zadanie 3.1. Zaimplementuj wlasna metode w C++ wyznaczania prébek
rozktadu dwumianowego (bazujaca na standardowej metodzie wyzna-
czajacej probki rozkladu jednostajnego):

(a) oparta na sumowaniu prébek zero-jedynkowych,

(b) oparta na funkcji kwantylowej.

Poréwnaj ich efektywno$¢ dla r6znych wartosci parametréw rozktadu
dwumianowego.
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1 #include

2 #include <i

3

4 double gnorm(double p) {

5 static boost::math::normal_distribution<double> mn (0, 1);
6 return quantile (mn, p);

7}

8 double pnorm(double g) {

9 static boost::math::normal_distribution<double> mn (0, 1) ;
10 return cdf (mn, q);

11 }

12

13 int main() {

14 for (auto p: {0.005, 0.01, 0.05, 0.1, 0.5,

15 0.9, 0.95, 0.99, 0.995}) {

16 auto g = gnorm(p);

17 auto xp = pnorm(q);

18 std::cout << "gnorm(" << p << ") =" <<

19 q << ", pnorm(gnorm(" << p << ")) =" <<
20 xp << "\n'";

21 }

22 }

Listing 3.5. Plik gtéwny programu dokonujgcego prostego testowania funkgji pnorm oraz
gnorm, zdefiniowanych przy wykorzystaniu boost

Zadanie 3.2. Opracuj (wykorzystujac funkcje kwantylowa) i zaimple-
mentuj w C++ metode generowania pseudolosowych prébek rozkiadu

geometrycznego z parametrem p € (0, 1).

Zadanie 3.3. Niech

0, dla z < 0,
522, dlaz €[0,2),
F(x) =< ;1133, dlaz € [2,3),
2, dlaz € [3,4),
L1, dlaz € [4,00)

bedzie dystrybuantg pewnej zmiennej losowej (typu mieszanego).
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(a) Wyznacz (korzystajac z funkcji kwantylowej) funkcje h taka, by
zmienna losowa Y = h(X) miata dystr. F, gdzie X jest zmienna
o rozkladzie jednostajnym w [0, 1].

(b) Oblicz EY oraz VarY.

(c) Metoda Monte Carlo - dla 10000 000 powtérzen - zweryfikuj po-
prawno$¢ generowania, poréwnujac $rednia i wariancje z proby
z warto$ciami obliczonymi w (b).

(d) Oszacuj - metodg Monte Carlo dla 100000 000 préb - warto$é

Pr(A+B+C+D+E+F c(7,14]),

gdzie A, B,C, D, E, I' sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jed-
nakowym rozktadzie danym dystrybuantg F'.

Zadanie 3.4. Przetestuj funkcje z listingu 3.1 na stronie 46, na podsta-
wie 10000 000 wygenerowanych liczb z rozktadu N (0, 1), szacujac mo-
menty zwykle do rzedu 6 wlacznie i por6wnujac je z warto$ciami teo-
retycznymi dla rozktadu N (0, 1).

Zadanie 3.5. Korzystajac z metody Marsaglia-Braya, opracuj funkcje

w jezyku C++ obliczajaca liczbe losowa z rozktadu N (0, 1).

Do tworzenia probek z rozkladu jednostajnego uzyj obiektu kla-
sy uniform_real_distribution<double>. Generatorem niech bedzie
obiekt klasy mt19937_64 inicjowany domys$lnie.

(a) Wygeneruj probke dla n = 50, zapisz wyniki w pliku tekstowym.
Oblicz (na przyktad w R) p-value testu Kolmogorowa-Smirnowa
dla hipotezy H,,, wedlug ktérej probka pochodzi z rozktadu nor-
malnego.

(b) Wygeneruj 10* takich prébek (jedna prébka bedzie zapisana w jed-
nym wierszu). Sprawdz, jaki procent prébek ma p-value testu
Kolmogorowa-Smirnowa ponizej 0.05.

Zadanie 3.6. Wr6¢ do przyktadu 3.4 na stronie 54 i uzasadnij wybor
parametru skali dla rozktadu Laplace’a oraz wybor statej ¢ wskaza-
nej w przykltadzie. Nastepnie zaimplementuj funkcje generujaca w C++
i dokonaj testowania, podobnie jak w zadaniu 3.4.
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Odpowiedzi, wskazéwki

Zadanie 3.1. W przypadku (b), skoro funkcja kwantylowa jest przedzia-
tami stala, to dla duzego n na pewno warto zoptymalizowa¢ wyszuki-
wanie pasujacego przedziatu, na przyklad jako wyszukiwanie binarne.

Zadanie 3.2. W rozktadzie tym

Pr(X=k)=(1—-p)*1p, dlake{1,2,3..}.
Zadanie 3.3. (b) Wyniki: EY = 52, VarY = 2387 (d) okoto 0.63.
Zadanie 3.4. Dla rozktadu N(0,1) momenty rzedu k € {1,2,3,...} dane
sa formula
)0 dla k nieparzystego,
R {(kz — 1)l dla k parzystego.

Zadanie 3.5. Odpowiedzi: (a) 0.319831, (b) 4.76%.
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Doktadnos¢ pomiaru i redukcja wariangji 4

Rozdzial ten po$wiecony jest zagadnieniom zwiazanym z precyzja osza-
cowan uzyskiwanych metoda Monte Carlo i potaczonym z tym proble-
mem redukowania wariancji. Podstawowa koncepcja lezaca u podstaw
badania doktadno$ci uzyskiwanych oszacowan to oczywiscie estyma-
cjaprzedziatowa. Jej wybrane elementy zostang oméwione w naste-
pujacym podrozdziale.

4.1. Estymacja przedziatlowa

Istnieje wiele modeli - zaleznych od zalozen wobec rozktadu, od liczeb-
noéci proby i szacowanego parametru rozkladu - estymacji przedzia-
lowej. Niektére z nich w metodzie Monte Carlo sa mniej istotne, bo
- na przyklad - na ogét mozemy przyjaé, ze proba, jaka utworzymy
metoda generowania liczb pseudolosowych, jest duza, zatem modele
dotyczace prob o malej liczno$ci mozemy pominac.

W podstawowej metodzie Monte Carlo szacujemy warto$¢ oczeki-
wang, zatem wazniejsze sa modele dla warto$ci $redniej niz modele
dla wariancji czy kwantyli. W krétkim przypomnieniu skupie sie na
dwu modelach: przedziat ufnosci dla $redniej oraz przedziat ufnosci
dla frakcji wyr6znionych elementéw - oba modele zostang tu rozwa-
zone dla przypadku licznej préby.

4.1.1. Przedziat ufnosci dla sredniej

Rozwazamy model, w ktérym mamy niezalezne zmienne losowe

X17X27X37 7Xn
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o dowolnym, jednakowym rozktadzie, ktéry ma skornczona wartosé
oczekiwanag p oraz skoficzona wariancje, n > 100 [4].

Niech
1
X=-) X,
N

bedzie $rednig proby, zas

1

n—li

g =

(X, — X)?
=1

niech bedzie wariancja proby. Niech o € (0, 1). Przedziatem ufnoéci
dla wartosci i na poziomie ufnosci 1 — « jest przedzial postaci

(7— %za,Y-i— %za), (4.1)

gdzie z,, jest kwantylem rzedu 1 — § rozktadu N (0, 1).

Interpretacja przedziatu ufnosci jest taka, ze stosujac konkretna
procedure uzyskiwania przedzialu ufnosci dla danego n (dla réznych
realizacji zmiennych losowych), frakcja osigganych sukceséw - gdzie
sukcesem jest to, ze nieznana warto$¢ u znajdzie sie w wyznaczonym
przedziale - bedzie na poziomie ufnosci 1 — a. Rozwazany model jest
oczywiScie przyblizony ze wzgledu na to, ze dopuszcza sie dowolne
(byle o skoniczonej wariancji) rozktady, formuta (4.1) wyprowadzana
jest w oparciu o Centralne Twierdzenie Graniczne [11].

Jezeli wiec za « przyjmiemy mala liczbe rzeczywista - na przy-
ktad 0.05 lub 0.01, to mozna z duza pewnoscia zalozy¢, ze szacowana
warto$¢ znajduje sie w wyznaczonym przedziale. Innymi stowy mozna
$rodek przedziatu (czyli warto$¢ Srednia z préby) uznaé za oszacowa-
nie szukanej warto$ci, natomiast potowe dtugosci przedziatu ufnosci
- jako oszacowanie warto$ci bezwzglednej popelnianego btedu.

Zatem oszacowanie wartosci bezwzglednej btedu to

s,
Vi



czyli wielko$¢ proporcjonalna do odchylenia standardowego z préby,
odwrotnie proporcjonalna do pierwiastka kwadratowego z liczebno$ci
proby i proporcjonalna do kwantyla rzedu 1 — § rozktadu normalnego.

Kwantyl rzedu 1 — %2 rozkladu N(0,1) wynosi okoto 1.959 964,
natomiast kwantyl rzedu 1 — % tego rozktadu to okolo 2.575 829. Stad
czasem przyjmuje sie uproszczony wzoér, w ktérym zamiast mnoznika
z,, uzyta jest warto$¢ 2 w formule (4.2). Na przyklad w podreczniku

Metody Monte Carlo [32] warto$¢

~

S
9.2
Vn

nazywana jest btedem metody Monte Carlo.

Przyklad 4.1. Rozwigzujac zadanie 1.1(a) usredniamy 1000 realizacji wyraze-
nia 2 exp(—X?), gdzie X ma rozktad jednostajny w [0, 2]. Uzyskany wynik
(zaktadam C++, generator mt19937_64) to

T =0.879172, 5~ 0.695 968.

Stad, przyjmujac poziom ufnosci 1 — o« = 95%, dostajemy przedzial ufnosci
(0.836 037,0.922 308) i btad oszacowania 0.043 135 7. Tymczasem wartos¢
wyznaczona dokladniejsza metoda, to
w ~ (0.882081.

Zatem dokladna wartos¢ ewidentnie znajduje sie w wyznaczonej realizacji prze-
dziatu ufnosci.

To, ze domyslna inicjalizacja generatora data tak trafny wynik, to oczywi-
Scie przypadek, ale przypadek, co do ktérego zajscia mielismy 95% pewnosci.
Dalsze eksperymenty pokazuja, ze przy 100 000 tego rodzaju préb w 95050
przypadkach doktadna wartos$¢ znajduje sie w szacowanym przedziale. Jest to
95.05% przypadkéw, co swiadczy o poprawnosci modelu.

4.1.2. Przedziat ufnosci dla frakgji

Jezeli dysponujemy liczbg sukceséw w n probach, to istotne jest dla
nas pytanie o prawdopodobienistwo sukcesu w pojedynczej prébie. Jest
to tez warto$¢ oczekiwana zmiennej dajacej warto$é¢ 1 w przypadku
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sukcesu i warto$¢ 0 przypadku porazki. Wartos¢ ta jest takze nazywa-
na frakcja wyro6znionych elementow.
Estymator

bl

n
gdzie S,, jest liczba sukceséw w ciagu n prob, jest zgodnym, nieobcia-
zonym i efektywnym estymatorem frakcji.

Jezeli chodzi o przedziaty ufnosci dla frakcji, to proponowanych
jest wiele rozwiazan. Opiszmy kilka z nich. Zalézmy, ze S,, to liczba
sukcesdw w n préobach, jako p oznaczmy stosunek liczby sukceséw do
liczby préb, natomiast p to nieznana frakcja.

Metoda asymptotyczna

Metoda ta jest stosowana przy n > 100 [11], co na ogét zaktadamy
w metodzie Monte Carlo. Jest to model bazujacy na przyblizaniu sumy
rozktadéw zero-jedynkowych rozkltadem normalnym i z tego powodu
moze nie dawaé witasciwych rezultatéw, gdy p jest bliskie zera lub je-
dynki (bo wtedy to przyblizenie jest dyskusyjne). Formula przedziatu

ufnosci:
_ a—p) . [p1—p
(p_ p( p)zmer p( p)za)‘ w3)
n n

Wyniki uzyskane ta metoda sg zblizone do wynikéw, ktére uzyskamy,
stosujac dla zmiennych zero-jedynkowych formute (4.1).

Metoda Wilsona

Metoda ta rowniez jest oparta na przyblizaniu rozktadem normalnym,
jednak etap wyprowadzenia formuty jest bardziej $cisty niz w przypad-
ku poprzedniej metody, wedtug testow wyniki sg korzystniejsze [30].
Przedziat ufnosci opisany jest formuta

(A(B —C),A(B+ C)), (4.4)
gdzie
A=—" _p4ln C—Z—a\/nA(l—)—l—
Con+ 22’ P o A b
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Metoda ta jest czesto stosowana i tatwa w uzyciu. Warto zauwa-
zy¢, ze w odréznieniu od poprzednio podanych formut (4.1) oraz (4.3)
§rodek przedziatu ufnosci rézni sie od $redniej z proby.

W niektérych pracach [4] podaje sie dla tej metody zatozenie, ze n
powinno wynosi¢ co najmniej 100, jednak okazuje sie [30], Ze metoda
na og6t dziata bardzo dobrze takze dla mniejszych wartosci n, co i tak
w przypadku metody Monte Carlo ma niewielkie znaczenie.

Przedziaty oparte o rozktad beta

W metodzie tej granice przedzialéw wyznaczone sa jako kwantyle roz-
ktadu beta.

Rozktad beta z parametrami a, b to rozktad, w ktérym gestos¢ jest
dodatnia w przedziale (0,1) i jest w tym przedziale proporcjonalna
do z* (1 —x)""'. Oznaczmy przez B, ,(-) dystrybuante tego rozktadu.
Wtedy przedzial ufnosci dla frakcji moze by¢ wyznaczony jako [31]

(Bs, n-s,+1(@/2),Bg" g 1(1—a/2)). (4.5)

Nieco zmieniony wzér, wedtug badan [6] dajacy lepsze praktyczne wy-
niki to

(Bs' 10.5n-5,+05(2/2), B 105,15, 1051 = /2)). (4.6)

W tym przypadku, jeéli S,, = 0, to jako dolna granice mozna przyjac 0,
natomiast jeéli S,, = n, to jako gérna granice mozna przyja¢ 1 - w obu
sytuacjach te druga granice nalezy obliczy¢ wedlug formuty (4.6).

Na listingu 4.1 umieszczono przykladowa funkcje w C++ oblicza-
jaca, przy wykorzystaniu wspomnianej biblioteki boost, korice prze-
dziatéw wedtug wzoréw (4.6).

Przyklad 4.2. W przykladzie 1.1 na stronie 13 szacowanie liczby m odbywato
sie na podstawie frakcji punktéw trafiajacych w kolo, przemnozonej przez 4.
Tabela 4.1 pokazuje, jak poszczegdlne metody omawiane w tym podrozdziale
szacuja przedziat dla poszukiwanej frakcji.

Zauwazmy, ze dla rzeczywiscie duzego n wszystkie metody daja takie sa-
me wyniki. Zatem jesli frakcja nie jest bardzo bliska zeru lub jedynce (co mozna
zauwazy¢ podczas wstepnej oceny), to usprawiedliwione jest stosowanie proste-
go modelu, takiego jak (4.3), do szacowania przedziatu ufnosci badz szacowania
liczby n potrzebnej do uzyskania zZadanej dokiadnosci.
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a A~ W

N

10
11
12
13
14
15
16
17
18

19

Listing 4.1. Obliczenie przedziatu ufnosci wedtug formuty (4.6) w C++

#include <boost/math/distributions.hpp:

#include <tuple>

using boost::math::beta_distribution;

double gbeta(double p, double a, double b) {

/ oblicz wart
/’/ Y

return quantile (beta_distribution<double> (a,b),

Cz wal

‘O0zKtaau peta zZ par

tosc w pun

kcie *p*

~amet rami ‘4 * * 1k
ametrami a 0O

runkcji Kwan

p)i

}
std: :pair<double, double> binom_interv_beta(int k, int n,
double alpha) {
// przedzial ufnos$ci dla frakcji przy *} k
'/ w *n* proébach
auto interv=[k,n] (double p) {
return gbeta( p, k+0.5, n-k+0.5 );
i
double lewy = (k==0)? 0 : interv(alpha/2);
double prawy = (k==n)? 1 : interv(l-alpha/2);
return {lewy, prawy};
}

Tab. 4.1. Przedziaty ufnosci omawiane w przyktadzie 4.2

S,

n

76
76
76
76
76
7854766
7854766
7854766
7854766
7854766

n formuta przedziat
100 (4.3) (0.676293,0.843707
100 (4.4) (0.667677,0.833087
100 (4.6) (0.669695, 0.835505
100 (4.5) (0.664265, 0.831220
100 (4.1) (0.675872,0.844128
10000000 (4.3) (0.785222,0.785731
10000000 (4.4) (0.785222,0.785731
10000000 (4.6) (0.785222,0.785731
10000000 (4.5) (0.785222,0.785731
10000000 (4.1) (0.785222,0.785731
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(2.70517,3.37483)
(2.67071,3.33235)
(2.67878, 3.34202)
(2.65706, 3.32488)
(2.70349, 3.37651)
(3.14089, 3.14292)
(3.14089, 3.14292)
(3.14089, 3.14292)
(3.14089, 3.14292)
(3.14089, 3.14292)



Omawiane modele oceniania przedziatéw ufnosci - zwtaszcza mo-
del (4.1), ale w potaczeniu z uwagami w przykladzie 4.2 dotyczy to
takze przedziatéw dla frakcji - wskazuja na istotno$¢ wariancji zmien-
nych losowych, ktérych warto$é oczekiwang prébujemy szacowacé me-
toda Monte Carlo. Metodami redukcji wariancji zajmiemy sie w kolej-
nych podrozdziatach.

4.2. Zmienne antytetyczne

Zmienne antytetyczne (ang. antithetic) to zmienne o tym samym roz-
ktadzie, ujemnie skorelowane [32]. Skoro zmienne te maja ten sam
rozklad, to maja takze te sama warto$¢ oczekiwang. Natomiast ujem-
na korelacja powoduje, Ze ich odchylki od $redniej maja przecietnie
przeciwny kierunek, stad korzystne zmniejszenie wariancji sumy. Te
intuicyjne uwagi zostana sformulowane jako ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 4.1. Niech (Y7, }71), (Y,, }72), ... bedzie ciagiem niezaleznych
zmiennych losowych (dwuwymiarowych) o jednakowym rozkladzie, przy tym
wszystkie Y;,Y;, i = 1,2,3 ... majg ten sam rozklad o skoriczonej wariancji.

Wariancja zmiennej

1 ~ ~
%(Yl +Y,+...Y,+Y,)

Jjest mniejsza od wariancji

1

wtedy i tylko wtedy, gdy Y; i }71 sa ujemnie skorelowane.

Dowdéd. Wariancja sumy zmiennych niezaleznych jest r6wna sumie ich
wariancji, stad

1 ~ ~ 1 ~
Var <%(Yl +Y, +...Y, + Yn)) = WnVar(Yl +Y)) =

_ 2VarY] +2Cov(Y7, ) _ VarY; + o(Y7, ¥,) Vary,
N 4n N 2n ’

gdzie o(Y7, 171) jest wspoétczynnikiem korelacji miedzy Y; i f/l.
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Natomiast

1 1 VarY;
Var <%(Y1+Y2+...+Y2n)> = W%vmyl - L,
Poréwnanie licznikéw obu uzyskanych utamkéw konczy dowéd. O

W praktyce opisana wyzej wlasno$¢ moze byé stosowana w naste-
pujacy sposoéb. Otéz czesto u podstaw obliczert Monte Carlo lezy jakie$
przeksztalcenie zmiennej o rozktadzie jednostajnym na [0, 1]. Wida¢ to
byto w wielu przykladach, nawet generowanie prébek z ré6znych roz-
kladéw moze by¢ sprowadzone do przeksztalcania zmiennych o roz-
ktadzie jednostajnym (choéby w metodzie odwracania dystrybuanty).
Powiedzmy, ze Y; = f(X,), gdzie X, ma rozktad jednostajny na [0, 1].
Wtedy mozna przyjac np. 17% = f(1—X,). A gdyby na przyktad X, miat
rozktad N (0, 1), to za ¥; mozna przyja¢ f(—X,) itd.

W przypadku gdy Y, = f(X,), gdzie X, ma rozktad jednostajny
na [0, 1], przyjecie 17; = f(1 — X,) da najlepszy efekt wtedy, gdy prze-
ksztalcenie f(-) jest bliskie liniowemu.

Definicja 4.1. Wspétczynnikiem redukcji wariancji (variance reduction ra-
tio) nazywamy liczbe v.r.r. rowna stosunkowi wariancji estymatora
standardowego do wariancji estymatora zmodyfikowanego opartego
na proébce tej samej wielkoSci.

Fakt 4.1. Przy uzyciu poprzednich oznaczen, dla metody zmiennych antyte-

tycznych zachodzi
1

1 + Q(Yb Yl)
Uzasadnienie. Porbwnujemy wariancje oparte na préobkach tej samej

licznosci, zatem dzielimy przez siebie oba utamki uzyskane w dowo-
dzie twierdzenia 4.1, stad uzyskujemy warto$¢ ze wzoru (4.7). O

V.I.T. = 4.7)

Przyklad 4.3. Rozwazmy problem obliczenia catki
1= / 206737 dy
0

metoda Monte Carlo.
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Doktadny wynik przy uzyciu funkcji gamma Eulera (I') to

(3
Az ~ 0.154 066 4.

5

Za wzgledu na rownosé

9] 00 1
/ :L.O.Gef?)m dx = / <—$0'6> 3673:10 dx
0 0 3

oraz na to, ze 3e 3% dla > 0 jest gestoécig rozktadu wyktadniczego
z parametrem czestotliwosci 3, mozemy spojrze¢ na szukana wartos¢

jak na .
_ 0.6
I=F <§ % ),
gdzie V ma rozklad wykladniczy z parametrem czestotliwosci 3 (czyli
wyktadniczy z wartoscia oczekiwana 1/3). V' moze by¢ tez - przy wy-
korzystaniu metody opisanej w przykladzie 3.2 na stronie 40 - przed-
stawiony jako

~1/3In(1 — X),

gdzie X ma rozktad jednostajny w [0, 1]. Zatem

1 0.6
I=F <—§ In(1— X)) , gdzie X ma rozktad jednostajny w [0, 1].
Niech
1 0.6
Y, = - (--111(1 - X))
3
oraz niech

dlai =1,2,3,..., przy czym X, maja rozkltad jednostajny w [0, 1]. Wte-
dy o(Y;,Y;) ~ —0.898 13512 i stad dosy¢ duzy

v.r.1. ~ 9.816 926.

Ze wzgledu na wzor (4.1), ktéry znajduje sie na stronie 66, oznacza to,
ze dla duzego n spodziewamy sie ponad trzykrotnie wezszych
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przedziatow ufnosci, gdy zamiast uSredniania
Y,Y,, ..., Y,

uSrednimy
Y, Y, Y,,Y,,...)Y,, Y,

lub - co na jedno wychodzi, ale jest wygodne, bo pozwala na stosowa-
nie na przyklad wtasnie wzoru (4.1) - uSrednimy

Vi+Y, Vo4V, Y, +7,
12T el

Czas na eksperyment w C++. Do generowania liczb o rozkladzie
jednostajnym uzytouniform_real_distribution<double> oraz gene-
ratora mt19937_64 i przyjeto poziom ufnosci 1 — a = 0.99.

Srednia z 100 000 000 realizacji zmiennych Y, data przedziat ufno-
$ci dla szukanej wielko$ci

(0.154029, 0.154 078),
natomiast $rednia z 50 000 000 realizacji (Y; + Y;)/2 data przedziat

(0.154059,0.154 075).

Stosunek dtugosci przedziatéw to 3.132 77, a wiec metoda potwierdzita
swoja skutecznos¢.

4.3. Zmienne kontrolne

Metoda zmiennych kontrolnych wykorzystuje btedy w ocenie znanych
wielkosci, by zredukowaé btedy oszacowania wielko$ci nieznanych.
Niech Y}, Y,, ... bedzie ciagiem niezaleznych zmiennych losowych
o jednakowym rozktadzie, ktérych realizacja dla ustalonego n pozwoli
oszacowa¢ EY; metoda Monte Carlo jako realizacje estymatora
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Niech
C,, 0, ...

bedzie ciggiem zmiennych losowych takich, ze
(Ylv Cl)v (Y27 02)7

jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym
rozkladzie.
Zal6ézmy, ze zmienne C; maja warto$¢ oczekiwanainiechdlab € R

Y\" =Y, —b(C, — EC))

oraz _
YO =" + v+ v /n.

Twierdzenie 4.2. Dla dowolnego b € R estymator Y (%) jest zgodnym i nieob-
cigzonym estymatorem EY.

Uzasadnienie. Estymator Srednia z proby jest nieobciazonym i zgod-
nym estymatorem wartos$ci oczekiwanej (o ile ona istnieje), a ponadto

EY, = EY,”.
0

Fakt 4.2. Wprost z podstawowych wlasnosci wariancji i kowariancji, jesli za-
tozymy istnienie Var 'Y, oraz Var C|, to

Var Y1<b) = VarY; — 2bCov(Y;,C;) + b Var C}. (4.8)
Wynika z tego, ze wariancja estymatora Y (%) jest minimalizowana
dla
UYl
0'01

gdzie o(Y;, C}) to wspdtczynnik korelacji miedzy Y; i C;. Wstawiwszy
(4.9) do (4.8) otrzymamy, ze

VarY VarY; 1
V.I.T. = = (4.10)

B Var Y (®) B Var Yl(b*) 1 Q%’Y'
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Stad wniosek, ze korzysci z metody (czyli znaczny wspélczynnik
v.r.1.) sa duze, gdy korelacja miedzy Y] i C; jest silna, niezaleznie od
jej kierunku.

By utatwi¢ interpretacje tej metody zauwazmy jeszcze tylko, zZe
wzor (4.9) jest wspoétczynnikiem kierunkowym prostej regresji dru-
giego rodzaju objasniajacej Y; za pomoca C}.

Rozwazmy rysunek 4.1.

Rys. 4.1. Interpretacja metody zmiennych kontrolnych

Dla danych z rysunku érednia C jest zanizona w stosunku do war-
toSci oczekiwanej E'C';. Korelacja miedzy Y; i C jest ujemna (na co
wskazuje nachylenie linii regresji), zatem spodziewamy sie, Ze $red-
nia Y jest zawyzona w stosunku do EY,, w zwiazku z tym korygujemy
te $rednig o wlasciwa wielko$¢ (wynikajaca z nachylenia linii), uzy-

—(bx
skujac Y( ), co jest na ogo61 blizsze szukanej wartosci £Y].

Przyklad 4.4 (Pierwotne zmienne kontrolne). Wykonujac obliczenia me-
toda Monte Carlo uzywamy zwykle zmiennych losowych U, o znanym rozkta-
dzie - najczesciej jednostajnym na [0, 1]. Wtedy mozna przyjaé jako C; wartos¢
f(U,), jesli tylko jestesmy w stanie poda¢ doktadna wartos$¢ E(f(U,)). Ta do-
kladna wartoscia oczekiwana moze by¢ na przykiad moment ustalonego rzedu,
najlepiej tak dobrany, by zwieksza¢ v.r.r.
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Przyklad 4.5. Rozwazajac wycene opcji na akcje przeprowadza sie symula-
cje, w ktorej beda wystepowaty miedzy innymi zmienne losowe odpowiadajace
funkcji dyskonta, wartosci papieru podstawowego, wartosci opcji. Poniewaz -
przy zalozeniu braku mozliwosci arbitrazu - zaktada sie, ze wartos$¢ oczekiwa-
na wartosci obecnej papieru podstawowego w ustalonym odleglym momencie
czasowym jest réowna jego aktualnej (dzisiejszej) cenie, wiec warto$¢ obecna
papieru podstawowego jest naturalnym kandydatem na zmienna kontrolna.

Oczywiscie zwykle nie mamy mozliwosci doktadnego poznania b*,
wiec wielko$¢ ta jest estymowana np. wzorem

Y (G- O)(Y, —Y)
Z?:1<Ci _6)2 .

Jest to standardowy estymator wspéiczynnika kierunkowego prostej
regresji [4].

Niestety zastepujac b* przez b sprawiamy, ze estymator y(®) jest
na ogét obcigzony (choé oczywiscie jest asymptotycznie nieobcigzony).
Wynika to z tego, ze b zalezy od C;, nie moze wiec by¢ potraktowa-
ne jak stata. Istnieje kilka sposobOw radzenia sobie z tym problemem,
w praktyce jednak estymator Y (*) ma bardzo dobre wiasciwosci.

Jedna z prostszych metod pozbycia sie obciazenia, to szacowanie

bna podstawie czeéci realizacji (Y}, C;), nastepnie budowa estymatora
i kontynuacja obliczen na podstawie pozostatych realizacji (Y;, C;).
Ze wzgledu na niezalezno$¢ obu zbioréw obserwacji, nieobcigzono$¢
jest jasna, oczywiscie kosztem powiekszenia wariancji, gdyz z powodu
matlej wielkosci proby uzytej do budowania b jego warto$¢ zapewne
nieco bedzie sie r6zni¢ od optymalnej wartosci b*.

b=

Przypadek wielowymiarowy

Metoda zmiennych kontrolnych ma naturalne uogélnienia na przypa-
dek wielokrotny.

Przyklad 4.6. W przypadku pierwotnych zmiennych kontrolnych, omawianych
w przyktadzie 4.4 na poprzedniej stronie, mozna rozwazaé wiele funkcji oblicza-
nych na podstawie zmiennych wykorzystywanych do generowania probek przy
symulacji - na przyklad moga to by¢ momenty réznego rzedu. Stad dostaniemy
wiele zmiennych kontrolnych o znanych wartosciach oczekiwanych.
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Przyklad 4.7. W przykladzie 4.5, ktéry znajduje sie na poprzedniej stronie,
powiedziane zostalo, Ze warto$¢ obecna papieru wartosciowego w dowolnie
ustalonym momencie jest wiasciwym kandydatem na zmienna kontrolna. Ale
takich momentéw mozemy sobie wybra¢ dowolnie duzo, moZzemy wiec mie¢
wiele zmiennych kontrolnych tego rodzaju.

Zalézmy, ze mamy zmienne Y;,Y,, ... (ich realizacjami beda wyni-

ki symulacji) oraz C; = [Cfl), s Cfd)]T, zat6zmy ponadto, ze znamy

wektor wartosci oczekiwanych EC, ze pary
(C,,Y,), 1=1,2,...,n

sa niezalezne i o jednakowym rozkladzie oraz istnieje macierz kowa-
riancji

{ Yo ECY]

Sty o |

ktéra jest nieosobliwa.
Wtedy réwniez rozwazamy estymator

Y® =Y —bT(C — EC),

gdzie b € RY. W zapisach macierzowych b traktowane jest jak macierz
kolumnowa.
Okazuje sie [12], Ze optymalnym wyborem b minimalizujacym wa-
riancje jest
b* =2 51 2 cy»

av.r.r. wynosi 1/(1 — R?), gdzie
R? = Yoy Xe ey /oy
W praktyce nie znamy b*, lecz estymujemy formuta
b= Salscya

gdzie w d x d macierzy S, element w i-tym wierszu i j-tej kolumnie

wynosi
1
n—1

ZC;E”CI(;” _nmm>
k=1
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Dokladniejsze przyjrzenie sie wszystkim wzorom dla przypadku
wielu zmiennych kontrolnych pokazuje, Ze sa one uogdélnieniem pod-
stawowego przypadku jednej zmiennej kontrolnej.

Warto jeszcze doda¢, ze w przypadku wysokiej korelacji miedzy
jakas para zmiennych kontrolnych, lepiej jest zmniejszy¢ liczbe zmien-
nych kontrolnych, gdyz macierz S, w takiej sytuacji moze by¢ trudna
do odwrdcenia.

4.4. Losowanie istotnosciowe

Opisane wcze$niej metody redukcji wariancji moga by¢ bardzo sku-
teczne, jednak nie w kazdej sytuacji da sie je zastosowaé. Metoda
omawiana w tym podrozdziale nie tylko pozwala na znaczace przys$pie-
szenie zbieZzno$ci rozwigzania osigganego metodg Monte Carlo (zwtasz-
cza gdy gestos¢ rozkltadu zmiennych losowych jest mocno skupiona
w jakim$ obszarze), ale w dodatku umozliwia generowanie zmiennych
losowych o catkiem innym rozkladzie. Generowanie liczb z ,,oryginal-
nego” rozktadu moze by¢ bardzo trudne lub nawet niemozliwe (na
przykiad dystrybuanta ma trudna posta¢ lub gesto$¢ jest znana tylko
z doktadnoscia do statej normujacej).

Angielski termin dla omawianej metody to importance sampling.
Ttumaczenia na jezyk polski, z ktérymi mozna sie spotka¢, to zaréwno
losowanie istotno$ciowe, jaki losowanie istotne.

Glowne twierdzenie sformutujemy w terminach gestosci, jednak
mozna réwniez dokona¢ analogicznego sformutowania dla rozktadéw
dyskretnych. Sytuacja jest pod tym wzgledem nieco zblizona do pod-
rozdziatu 3.3.

Twierdzenie 4.3. Niech X bedzie d-wymiarowa zmienng losowa, niech f(-)
bedzie jej gestoscia, niech h : RY — R bedzie funkcja taka, ze istnieje

Eh(X).
Niech Y bedzie d-wymiarowa zmiennag losowa o gestosci g(-) takiej, ze

f(z) >0 = g(z) >0, dlaxeR%
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Wtedy

Eh(X)=F (h(Y)%). 4.11)

loraz funkcji f() i g(-) we wzorze (4.11) traktujemy jako zerowy
wszedzie tam, gdzie mianownik jest rowny zero.

Dowéd.

Eh(X) = /R (o) (o) do = /

. glo)

Oznaczmy przez a(n) podstawowy estymator wielkosci Fh(X) ba-
Zujacy na n-elementowej probie, tzn.

6(n) = 23" h(x),

natomiast przez a,(n) - estymator istotnosciowy

- 1 & f(Y)
a,(n)=— Z h(Y;) ===, (4.12)
g (]
n <~ 9(Y;)
gdzie X, X, ... saniezalezne o gestoéci f(-) orazY;,Y,, ... sa niezalezne
o gestoéci g(-).
Wartosci oczekiwane estymatoréw a(n) i & (n) sa jednakowe, za-
tem poréwnujac wariancje wystarczy poréwnac drugie momenty.

g (h(m%)z = /Rd (M@%)Z(y) dy =

= /Rd h(y)Qﬁf(y) dy=E (h(X)2—),
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co oczywiscie moze by¢ duzo wieksze badZz duzo mniejsze niz
Eh(X)?,

wszystko zalezy od doboru funkcji g(-).

Ogoblna wskazéwka: dobrze bytoby, gdyby gestos¢ g(-) byta bliska
funkcji proporcjonalnej do iloczynu funkcji i(-) oraz f(-). katwo moz-
na zauwazy¢, ze gdyby gesto$é g(-) byta z prawdopodobieristwem 1
proporcjonalna do iloczynu (. f)(-), to wariancja estymatora a,(n) wy-
niostaby 0. Wida¢ to natychmiast, gdy wyobrazimy sobie taka sytuacje
patrzac na wzér (4.12). Wszystkie sktadniki sumy bylyby wtedy iden-
tyczne.

W szczegblnym przypadku, gdy h(-) jest indykatorem pewnego
zbioru A C RY, optymalnym doborem gestosci g(-) jest oryginalna ge-
sto$¢ warunkowana zbiorem A. W praktyce znaczy to, ze nalezy wy-
braé taka gestos¢é g(-), by zdarzeniu przynaleznosci do zbioru A da¢ wy-
sokie prawdopodobieristwo, no i oczywiscie, zeby na zbiorze A miata
ona warto$ci w przybliZzeniu proporcjonalne do f(-).

4.5. Losowanie warstwowe

Zal6zmy, ze chcemy oszacowaé¢ FY dla pewnej zmiennej losowej Y.
Niech X bedzie inng zmienng (by¢ moze wielowymiarowa), dla ktérej
istnieja rozlaczne niepuste zbiory A, Ao, ..., A,,, dla ktérych potrafimy
obliczaé p; = Pr(X € A,). Wtedy oczywiscie

k
EY =) pE(Y|X € A,). (4.13)

=1

Rzecz jasna szacowanie kazdej z wartoéci E(Y|X € A;) moze sie
odbywa¢ metoda Monte Carlo na podstawie probki n; elementowej,
przy czym liczbe n, mozna dobiera¢ wedlug roznych kryteridw. Ze
wzgledu na charakter tego rozdzialu, najistotniejsza bedzie dla nas
minimalizacja wariancji estymatora.

Jezeli uzyskanie pojedynczej realizacji Y wymaga catego ciggu wie-
lu prébek losowych - taka sytuacja ma miejsce chocby przy badaniu
metoda symulacyjng wtasnoéci procesu stochastycznego - nie
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stosujemy tej metody (podzialu na warstwy) ,wewnatrz” trajektorii;
stosujemy ja ,miedzy” trajektoriami, czyli cate trajektorie beda zali-
czane do poszczegbélnych warstw. Na przyktad znajac rozktad konco-
wych warto$ci trajektorii mozna, uwzgledniajac narzucone prawdopo-
dobienstwa na warstwy, wylosowa¢ jej zakonczenia, nastepnie - dla
kazdej trajektorii osobno - wylosowa¢ uzupeinienia. Do tej koncepcji
nawigzemy w podrozdziale 5.3.7.

W wielu wypadkach zbiory A; dobiera sie tak, by p; byly na zblizo-
nym poziomie. To moze by¢ wygodne, jednak nie ma to znaczenia dla
minimalizacji wariancji estymatora warstwowego. Samo generowanie
realizacji par (X, Y') jest bardzo zalezne od konkretnego problemu, mo-
ze by¢ tak, ze Y obliczany jest na podstawie X, zwigzek ten moze by¢
jednak bardziej subtelny (jak cho¢by w omawianej w poprzednim aka-
picie sytuacji z trajektoriag procesu stochastycznego, gdzie X mogitby
by¢ koricowa warto$cia trajektorii, a Y bylby wartoscia obliczana na
podstawie catej trajektorii).

Niech g, = %@, gdzie n, jest zalozona liczbg probek w i-tej war-
stwie, n jest liczba wszystkich proébek, k jest liczbg warstw. Niech Y
bedzie warstwowym estymatorem EY, to znaczy

k n;
= j=

e =

gdzie (XU, Y, ) = 1,2, ...n, to ciag niezaleznych zmiennych losowych

majacych rozklad taki jak (X,Y)|X € A,.

W dalszym ciggu tego podrozdziatu bedziemy zaktadali, ze dla kaz-
dej warstwy istnieje warunkowa wariancja Y| X € A, dla tej warian-
cji oraz dla warunkowych wartoéci oczekiwanych bedziemy uzywaé
oznaczen o7 oraz i;, to znaczy

02 =Var(Y|X € A;) oraz pu,=E(Y|X € 4,), dlai=1,2,..,k

Lemat 4.1. Wartos¢ oczekiwana estymatora warstwowego EY jest rowna war-
tosci oczekiwanej EY .
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Dowdéd. Teza wynika natychmiast z liniowo$ci wartos$ci oczekiwanej
oraz rownosci (4.13) i (4.14):

EY = Z%%n ;pi,ui ~ EY.
O

Nastepnie zauwazymy, ze w sytuacji, gdy liczebnosci n,; probek
w poszczegdblnych warstwach dobierzemy proporcjonalnie do prawdo-
podobienstw p, dla poszczegdlnych warstw, to wariancja estymatora
warstwowego zmniejszy sie w stosunku do wariancji estymatora stan-
dardowego.

Lemat 4.2. Zalézmy, Ze przy oznaczeniach uzytych w tym podrozdziale zacho-
dzi réwnos¢ p,; = q;. Wtedy

VarY < Var Y,
przy czym nieréwnos¢ stanie sie ostra, jesli nie wszystkie p,; sa identyczne.
Dowéd. Na podstawie wzoru (4.14) mozemy zapisa¢, ze
~ k 1 Ju LI
VarY:prVar _ZYU :Z—ZU?. (4.15)
=1 1 5=1 =1 "t
JesSlin, =p, -n, to

2 k
7

k
VarY = Z
-1

Zauwazmy, ze

k k
= ZpiE(Yz‘X €4;)= Zpi(ﬂzz +07).
—1

=1
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Zatem

— 1
VarY = = VarY = — (EY? — (EY)?) =
n n
= sz(/ﬁ +07) — (ZPiMz‘) >
i=1 =1
1< k .
>~ d_pilpi +0f) =) _puf | =VarY
=1 =1

SkorzystaliSmy tu z nieré6wnosci

k 2 k
(ZPiHi) < Zpi:u’zz’
i=1 i=1
ktéra jest po prostu nier6wnos$cig Jensena [9] dla funkcji wypuktej

fla) =22

Nier6wnos¢ ta w przypadku, gdy nie wszystkie liczby p; sa identyczne
jest nieréwnoscia ostra. O

Twierdzenie 4.4. Zachodzi réwnosé
E(Y)=FEY,

a ponadto wariancja estymatora Y osigga minimum dla
q;.k:—kplZ s 7,:1’2,...,k.
22 i1 P50

Minimum to wynosi
2

1 (& —
— ( g piai> < VarY.
n\i=t

Dowéd. Wypowiedz na temat wartosci oczekiwanej byta uzasadniona
w lemacie 4.1.
Wzér (4.15) zapiszmy - korzystajac z n, = ¢;n - w postaci

1 & p?
- Z &a?. (4.16)
= 4
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Chcemy znalez¢ uktad liczb ¢;, ¢ = 1, 2, ... , k, minimalizujacy wariancje,
ale oczywiscie przy spetnieniu warunku

¢ +q+...q, =1

Skorzystamy z metody mnoznikéw Lagrange’a: w tym celu defi-
niujemy funkcje

2
%

=

F(Ql:‘]%'“a‘]kﬁ _)‘ ql +2+ qk:_1>

dla ktérej szukamy punktu ekstremalnego, rozwigzujac uktad

:I>—‘

—p252 .
#_)\n:() dlat=1,2,...k.

Stad obliczamy
g =—2% dlai=1,2,....k
Zj:l p;o;

Jest to jedyny punkt, w ktérym moze by¢ poszukiwana ekstremalna
warto$¢. Aby przekonac sie, Ze jest to ekstremum minimum zauwazmy,
ze gdyby takie wlaénie wartoéci wstawi¢ do wzoru (4.16), to otrzyma-
libySmy

k 2
Vary — iz ( N o ) -~ <zpiai) <
=1

Pio; 5=
n

1 _
< — Zpiaf < VarY.
"=

Pierwsza z powyzszych nier6wnosci to znéw nier6wnos¢ Jensena dla
funkcji kwadratowej, natomiast druga zostata udowodniona przy oka-
Zji uzasadniania lematu 4.2 na stronie 83. O

Oczywiscie wielkosci o, nie sa na ogél znane - w praktyce es-
tymuje sie je za pomoca pomocniczych losowan, nastepnie dopiero
przeprowadza sie zoptymalizowane losowanie warstwowe. Wiadomo
tez, ze trudno si¢ spodziewa¢, by liczby n - ¢; dla optymalnych g; byty
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calkowite, jednak je$Sli n jest dostatecznie duze (co przewaznie ma
miejsce w prébach Monte Carlo), a liczba warstw jest wzglednie nie-
wielka, to faktyczna wariancja warstwowego estymatora z liczbami n,
tylko w przyblizeniu ré6wnymi ng; (dla optymalnych ¢;) bedzie bardzo
bliska tej optymalnej wariancji, o ktérej méwi twierdzenie 4.4.

Przyklad 4.8. Rozwazmy obliczenie catki

‘éiexp(—w)

Wida¢ ze wzoru funkcji podcatkowej (zob. takze rysunek 4.2), ze
najwiecej ktopotu w rachunkach - ze wzgledu na duze wahanie warto-
Sci - przysparza lewa cze$é¢ przedziatu [0, 1]. Dla konkretnych rachun-
koéw przyjmiemy k = 10 warstw.

sin

v
T |dz
x+0mJ v

1k 4

0.8 |- ]
— (_,) 13 ™
y = exp(—x) [sin 770001

0.6 - ]
0.4 8
0.2 8

0 1 1 1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Rys. 4.2. Wykres funkcji podcatkowej z przyktadu 4.8. Zbyt duze wahanie funkgji uniemozliwito
dokfadny rysunek w skrajnie lewej czesci przedziatu

Uzywajac terminologii tego podrozdziatu, zmienna losowa X jest
zmienna o rozktadzie jednostajnym w [0, 1], zmienna losowa Y (ktérej
warto$¢ oczekiwana to interesujaca nas wielkos$¢) to

Y = exp(—X)

sin

oot
X +0.0011
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natomiast zbiory A, to przedziaty lewostronnie domkniete postaci
A, =[(i—-1)-01,i-0.1), i=1,2,..,10.

Dla kazdej warstwy A;, na podstawie m = 1000 prébek, oszacowa-
na zostala wariancja 01-2. Kazde z p, jest w tym wypadku oczywiscie
réwne 0.1. Na tej podstawie juz mozna (korzystajac z twierdzenia 4.4)
dokona¢é ustalenia przyblizen optymalnych wielko$ci préobek. Dla dzie-
sieciu warstw (od przedziatu [0,0.1) zaczynajac) jest to okoto: 20%,
18%0, 15%0, 14%, 14%, 9%, 1%, 3%, 3%, 3%.

Po zapoznaniu sie z tymi wynikami zauwazymy, Ze rysunek 4.2
na poprzedniej stronie zdaje sie je potwierdzac: na przyklad przedziat
[0.6,0.7) na oko cechuje sie najmniejsza zmiennoscia funkcji podcatko-
wej, zatem trzeba mu poé$wieci¢ najmniej ,,uwagi”.

Na zakoniczenie warto doda¢, ze standardowe pakiety do obliczen
numerycznych maja klopoty z radzeniem sobie z ta catka. Na przy-
ktad standardowa konfiguracja funkcji quad_gquags w programie Ma-
xima badZ funkcji integrate w jezyku R jest niewystarczajaca, trzeba
zwiekszaé liczbe podziatéw przedziatu catkowania (w przypadku Maxi-
my takze tzw. tolerancje). Po ,,dostrojeniu” obie te funkcje daja wynik
w przyblizeniu zgodny i potwierdzany metoda Monte Carlo. Na przy-
ktad funkcja romberg w programie Maxima liczy bez zadnych technicz-
nych bledoéw i ostrzezen, ale daje wynik znaczaco inny niz pozostate
z wymienionych, zgodne metody.

................................. koniecprzykfadu4.8 ceeecetsetcresrtecrtsetsstersersennn

4.5.1. Przedziat ufnosci dla losowania warstwowego

Przy obliczaniu przedziatu ufnosci mozna przyjaé ponizsza procedure.
(a) Srodek przedziatu ufnoéci jj wyznaczamy jako realizacje estyma-
tora warstwowego

| 3

g=)

(2

Yij-

3

k n;
=1

i j=1
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(b) Oszacowanie 52 wariancji estymatora warstwowego mozna obli-
czy¢ ze wzoru wynikajacego z (4.15), tzn.
k 2 9
A2 o 7 ~
8¢ = —S,; ,

=1 't

L ~2, f o . e
gdzie s, jest wartoScig nieobcigzonego estymatora wariancji dla
probki

Yi1r Yizs - Yin, -

(c) Przedzial ufnosci na poziomie ufnosci 1 — o bedzie dany wzorem
(yf 21— af2)5,§ + 2(1 — a/2)§>,

gdzie z(1 — a/2) jest kwantylem rzedu 1 — a//2 rozktadu normal-

nego.

Opisane wyzej postepowanie wynika z tego, ze rozktad $rednich
obliczanych wewnatrz warstw jest w dobrym przyblizeniu normalny,
z kolei suma kilku zmiennych o rozktadzie normalnym (czyli w przybli-
zeniu $rednich z poszczeg6lnych warstw) takze ma rozkitad normalny.

4.6. Metoda quasi-Monte Carlo

MozZna zauwazy¢, ze losujac bardziej ,,rownomiernie” w wariancie me-
tody zmiennych antytetycznych, ktéry wraz z f(X) - dla X z rozktadu
jednostajnego w [0, 1] - wprowadzat takze do liczenia $redniej war-
toé¢ f(1 — X), szybciej uzyskujemy zadowalajacy wynik. Oczywiscie
to nie moze by¢ az tak proste: gdy pozbedziemy sie losowania na rzecz
tej rownomiernoéci, regularnosci, to duzo tracimy. Przestrzen, z kt6-
rej trzeba losowa¢ punkty dla uzyskania pojedynczego wyniku moze
by¢ ogromna i wtedy nie bedzie mozliwe regularne jej prébkowanie,
a przede wszystkim ta nadmierna regularno$¢ zabierze nam mozli-
wo$¢ korzystania z praw statystyki, choéby przy wyliczaniu przedzia-
16w ufnosci.

Mimo tych zastrzezen sa sytuacje, gdy takie regularne przegla-
danie przestrzeni ma sens i bywa stosowane. Cze$¢ idei jest zblizo-
na do tych stosowanych w metodzie Monte Carlo, zatem zostanie to
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omoéwione wilasnie w tym rozdziale, dotyczacym dokladnosci obliczen.
Nazwa tej metody to ,,metoda quasi-Monte Carlo”.

Zalézmy, ze naszym celem jest obliczenie wartosci oczekiwanej
zmiennej losowej f(U,,U,, ...,U,), to znaczy

Ef(U17U27"'7Ud) = f(x) dSL‘,

[0,1)4

gdzie U, sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o rozkladzie jednostaj-
nym na [0, 1], za$
f: R = R.

W metodzie quasi-Monte Carlo

f(z)de ~ %zn:f(%% (4.17)

[0,1)4 i=1

gdzie x,; € [0, 1)?, aciag Tq, Ty, ... jest deterministycznym ciggiem w ko-
stce d-wymiarowej, ktéry powinien w sposéb ,ré6wnomierny” wypet-
nia¢ te kostke. Dlatego w tej metodzie wazne jest Scisle okreSlenie
wymiaru problemu, to znaczy liczby elementéw z [0, 1) potrzebnych
do wygenerowania jednej z uSrednianych w (4.17) warto$ci. Zauwaz-
my, ze w zwyklej metodzie Monte Carlo nie przejmujemy sie tym zbyt-
nio; w szczegb6lnosci przy stosowaniu metody akceptacji/odrzucania
nawet nie wiadomo dokladnie, ile liczb potrzeba do otrzymania jednej
z u$rednianych wartosci.

Oczywiscie pojecie ,réwnomiernego” wypelniania musi by¢ jako$
usciSlone, do tego beda stuzyly pojecia rozbiezno$ci i niskiej roz-
bieznosci.

4.6.1. Ciagi o niskiej rozbieznosci

Jako miare rozbieznosci ciagdw n-elementowych w kostce [0, l)d przyj-
muje sie [26]

nA
Dn(xl,ﬂ?g, ,:pn> = sup |{$1, ,a}n} | B
AeA n

n(A)|,
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gdzie u(A) jest d-wymiarowa miara Lebesgue’a zbioru A, za$ A jest
zbiorem tych podzbioréw kostki d-wymiarowej, ktoére sa iloczynami
kartezjanskimi przedzialéw lewostronnie domknietych i prawostron-
nie otwartych.

Jest tez druga, podobna miara, mianowicie

NA
Dy (xq,x9,...,x,) = sup Hzy, ., ) |

A)l,
sup - p(A)

gdzie A* to zbiér tych elementéw z A, ktére sa zbudowane na bazie
przedziatéw o lewym konicu réwnym 0.

Relacja miedzy tymi miarami moze by¢ przedstawiona ponizsza
nieréwnoSscia:

D (2, @g, ..., x,) < D, (21,79, ..., 7,) < 29D (21, 2g, ..., T,,)

Na przyktad dla d = 1 wiadomo, Ze rozbiezno$¢ D; ciagu n-ele-
mentowego jest od dotu ograniczona przez % (dla miary D,, to ogra-
niczenie wynosi %) i ograniczenie dolne jest realizowane przez ciag

2 —1

T; = o ,0=1,2,...,n,

zaré6wno dla miary D}, jakidla D,,.
Gdyby jednak chcie¢ wskaza¢ nieskoniczony ciag i mierzy¢ rozbiez-
nosci jego poczatkowych fragmentow, to

clnn
Dl (zy,2q,...,x,) > .
n
Przy zwiekszaniu wymiaru d przyjmuje sie, Ze ma miejsce ograni-
czenie (w sytuacji, gdy mierzona jest rozbiezno$¢ poczatkowego frag-
mentu ciggu nieskoriczonego)
cy(Inn)?
D*n<$1a Loy .- ,1’”) > %7
przy tym c, jest pewna stala zalezna tylko od wymiaru d. Ta hipoteza
jest co prawda udowodniona tylko dla d < 2, jednakze stata sie podsta-
wa do przyjecia, ze ciggiem niskiej rozbiezno$ci nazywamy taki
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ciag nieskoniczony z,, Z, ..., gdzie z; € [0,1)%, dla ktérego

(lnn)d>’

n

D} (xy,xq9,...,z,) =0 (

lub innymi slowy: istnieje taka stata k > 0, ze dla dostatecznie duzych
n € N zachodzi
(Inn)4

D (xy,zq,...,2,) < k- "

Przy pewnych zatozeniach odnoénie funkcji f(-) (skorniczone wa-
hanie f(-) w sensie Hardy’ego i Krause’a [26]) mozna wykazaé, ze dla
ciggbédw o niskiej rozbieznosci, dla dowolnego ¢ > 0 istnieje k > 0, ze

1
nlfe

<k- (4.18)

f@)de— 13" i,

[0,1)4

dla prawie wszystkich n.
W $wietle formuty (4.1), ktéra znajduje sie na stronie 66, widag,
ze blad rozwigzania otrzymywanego metoda Monte Carlo jest rzedu

()

za$ w przypadku metody quasi-Monte Carlo dla btedu mamy korzyst-
niejsze oszacowanie
1
o (nl‘f >’
przy dowolnie matym ¢ > 0.

Jednak nalezy zwréci¢ uwage na fakt, ze nier6wnos$¢ (4.1) daje
konkretne stale mnozace czynnik \/iﬁ Natomiast stata £ w nieréwno-
§ci (4.18) nie jest sprecyzowana i dla ¢ bliskiego zeru moze by¢ bardzo
duza. Dlatego oszacowanie (4.18) nie ma moze bardzo praktycznego
znaczenia, raczej pokazuje ono, jak wazne moga by¢ ciagi o niskiej

rozbieznosci, ktére rzeczywiscie w wielu przypadkach sa skutecznym
narzedziem obliczeniowym [12].
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4.6.2. Ciag Haltona

W podrozdziale tym zaprezentowany zostanie przykltadowy ciag o ni-
skiej rozbieznosci, budowany na bazie liczb pierwszych, zwany cia-
giem Haltona. Jego konstrukcja zostala opisana w 1960 roku w artyku-
le On the efficiency of certain quasi-random sequences of points in evaluating
multi-dimensional integrals [14].

Niech d > 0. Ciag d-wymiarowy nieskonczony z, z, ..., gdzie

a— (:L‘Ecl),x;f), ,xgﬁ), ke N,

definiujemy poprzez:

) = ag-pit b ay P g
gdzie p, jest i-ta liczba pierwsza, za$ wspoélczynniki ay, ay, ... a,,_; to
cyfry zapisu liczby k przy podstawie p;, to znaczy
Przyklad 4.9. Jesli przyjmiemy d = 3, to pie¢ pierwszych wyrazéw ciagu
Haltona przedstawia sie nastepujaco

G3D.GLD.GEDGED.GLE)

Na rysunku 4.3 pokazane jest 5000 elementéw ciagu Haltona dla
d = 2, pierwsza wspéirzedna to odcieta, druga to rzedna punktu na
wykresie. Kwadrat wydaje sie do$¢ solidnie wypelniony.

Znacznie gorzej przedstawia sie sytuacja tych wspéirzednych, do
uzycia ktoérych wykorzystane byly wieksze liczby pierwsze. Wida¢ to
dobrze na rysunku 4.4, gdzie rzutowane sa wspéirzedne 14 i 15. Jak ta-
two sie domysli¢, jeszcze wiecej luk widaé na rysunku z rzutowanymi
wspétrzednymi 39 i 40 (rys. 4.5).

Zatem ciag ten - choc rzeczywiScie jest ciggiem o niskiej rozbiez-
noéci - ma pewne stabosci, ktére sg przezwyciezone w innych kon-
strukcjach (jak ciagi Sobola [12]).
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Rys. 4.4. 5000 elementdéw ciggu Haltona, rzutowane wspdtrzedne 14i 15

Zadania

Zadanie 4.1. Szacowanie przedziatu ufnoéci przy zatozeniach zadania
1.1, ze strony 22, zostalo oméwione w przyktadzie 4.1. Dokonaj analo-
gicznych obliczen dla czeSci (b) tego zadania.
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Rys. 4.5. 5000 elementéw ciagu Haltona, rzutowane wspétrzedne 39 40

Zadanie 4.2. Ocen, korzystajac z modelu (4.3), dlugos$¢ uzyskiwanego
przedziatu ufnos$ci dla szukanej wartoéci liczby m w eksperymencie
Lazzariniego (t = 2.5, h = 3, n = 3408 - przykiad 1.2 na stronie 17).
Przyjmij poziom ufnosci 1 — a = 0.95. Przeprowadz symulacje kompu-
terowa eksperymentu.

Zadanie 4.3. Program rozwigzujacy zadanie 1.3 wzbogaé o obliczanie
przedziatu ufnosci - przy wykorzystaniu modelu (4.3) - przyjmujac
poziom ufnosci 99%. Na tej podstawie podaj ocene btedu popelnianego
w sytuacji, gdy jako wynik podamy $rodkowa warto$¢é przedziatu.

Zadanie 4.4. Dla obliczenia calki

/2
/ sin z? dz,
0

przyjmujac poziom ufnosci 1 — a = 0.95, wyznacz przedzial ufnosci,
korzystajac z 100 000 000 probek:

(a) prosta metoda Monte Carlo,

(b) zuzyciem ,naturalnej” metody zmiennych antytetycznych.

Wyznacz stosunek dtugosci przedziatéw uzyskanych w (a) i (b).
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Zadanie 4.5. Uzywajac probek wielkosci n = 100000000, oszacuj (li-
czac 95% przedziaty ufnosci) catke

5
/ exp(—z?) dx,
0

traktujac szukana wielkos$¢ jako
1 2
E (3 exp ( X )),

gdzie X ma rozktad jednostajny w [0, 5].

(a) Uzyj prostej metody Monte Carlo.

(b) Uzyj metody zmiennych kontrolnych. Niech zmienna kontrolna
bedzie X. Na podstawie dlugosci przedziatéw w (a) i (b) podaj
oszacowanie v.T.T.

(c) Uzyj metody zmiennych kontrolnych. Niech zmienna kontrolnag
bedzie X?2. Na podstawie dlugoéci przedziatéw w (a) i (c) podaj
oszacowanie v.T.T.

Zadanie 4.6. Rozwazmy obliczenie catki

2
I:/ x2eSnT dy
0

metoda Monte Carlo, uzywajac koncepcji metody losowania istotno-
$ciowego. Obliczenie tej catki inng metoda numeryczna dato wynik
w przyblizeniu 6.772 267.
Przyjmijmy na przyktad - uzywajac oznaczen z twierdzenia 4.3 na
stronie 79 - zZe
I = Eh(X),

gdzie X ma rozktad jednostajny na [0, 2], oraz h(z) = 222",

Iloczyn h(-) i gesto$ci zmiennej losowej X jest funkcja Sciéle rosna-
ca w przedziale [0, 2] od wartoéci 0, co mogloby sugerowac przyjecie
jako gestosci g(-) na przyktad funkcji rosnacej liniowo od zera w prze-
dziale [0, 2].

Wykonaj prébe tej metody dla n = 500000 000, przy szacowaniu
przedziatdw ufnosci przyjmij poziom ufnosci 1 — a = 0.95, poréwnaj
z wynikami podstawowej metody Monte Carlo i oszacuj v.r.r.
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Zadanie 4.7. W zadaniu 4.6 liniowa (w przedziale [0, 2]) funkcja gesto-
Sci g(+) data catkiem niezia redukcje wariancji, ale prawdziwie impo-
nujacy wynik dostaniemy poprzez jeszcze lepsze dopasowanie funk-
cji gestosci g(-) do iloczynu h(-) i f(-). lloczyn ten pokazany jest na
rysunku 4.6, wida¢, ze styczna w lewym koncu przedziatu jest pozio-
ma, zatem jeszcze lepszym kandydatem na gesto$¢ g(-) bedzie para-
bola z wierzchotkiem w (0, 0). Oczywiscie z odpowiednim czynnikiem

10

Rys. 4.6. Ksztatt wykresu h(-) f(-) zzadan 4.6 i 4.7 (linia czarna) wraz z przeskalowanymi
2

wykresami liniiy = x orazy = «
normujacym. Dla takiej wiasnie funkcji ¢g(-) wykonaj polecenia analo-
giczne do tych z zadania 4.6.

Zadanie 4.8. Dla calki z przyktadu 4.8, uzywajac opisanego tam podzia-
tu na warstwy, wykonaj samodzielne obliczenia, wyznaczajac bliskie
optymalnym liczby n, za pomoca 1000 prébek w kazdej warstwie. Na-
stepnie wykonaj szacowanie przedziatu ufnosci (biorac n = 100 000 000,
1 —a =0.99) dla metody klasycznej oraz warstwowej i wyznacz v.r.r.

Zadanie 4.9. Napisz wartosci 9. wspétrzednej d-wymiarowego ciagu
Haltona dla wyrazéw o numerach ¢,t+1,¢1+2,i+ 3,144, gdzie : = 1585.
Konicowe wyniki nalezy zaokragla¢ do oSmiu cyfr znaczacych.
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Odpowiedzi, wskazéwki

Zadanie 4.2. Dtugo$¢ przedziatu wynosi okoto 0.2. Wskazéwka: prze-

dziat dla frakcji trzeba odwr6cié i przeskalowaé czynnikiem %

Zadanie 4.3. Konice przedziatu dla frakcji nalezy pomnozy¢ przez pole
prostokata, z ktérego losujemy jednostajnie punkty, w tym wypadku
pole to szczesliwie wynosi 1. Oszacowanie btedu to okoto 0.000 376.

Zadanie 4.4. Stosunek dtugoséci przedziatéw to okoto 3.47.

Zadanie 4.5. Przyblizone wartosci v.r.r.: (b) 2.58, (c) 1.58.

Zadanie 4.6. v.r.1. &~ 5.22.

Zadanie 4.7.v.1r.1. ~ 93.4.

Zadanie 4.8. v.r.1. &~ 2.55.

Zadanie 4.9. Podstawg jest liczba 23, a zadane, wiasciwie zaokraglone

liczby to:

9.5479576 - 1071,9.9827402 - 101, 2.465 6859 - 1074,
4.3724829-1072,8.7203090 - 10~2.
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Wybrane aspekty stosowania metody 5
Monte Carlo

5.1. Catkowanie funkgcji, obliczanie miar obszarow

Numeryczne obliczenia zwigzane z wyznaczaniem wartosci calek, to
prawdopodobnie najczestsze skojarzenie z metoda Monte Carlo. Wta-
Sciwie kazda warto$¢ oczekiwang rozkltadu mozna przestawic jako cat-
ke, wiec bardzo wiele przykltadéw stosowania metody Monte Carlo pa-
suje do takich skojarzen.

W sytuacji gdy méwimy o klasycznym zagadnieniu z analizy ma-
tematycznej, to znaczy obliczaniu

/Ah(:v) dz,

gdzie A jest podzbiorem R? a h: R — R, ogélna metoda polega na zna-
lezieniu jakiego$ rozktadu o dodatniej gestosci f(-) na A i obliczeniu

B(h(X)/f(X))

gdzie X jest zmienna losowa o rozktadzie z gestoscia f(-), natomiast
funkcja h* ma by¢ zgodna z h(-) w zbiorze A, a poza nim ma sie zero-
wad, to znaczy

h*(x) =

h(x), dlaxz € A,
0, dlaz € R\ A.

Dobér gestosci moze by¢ dokonany stosownie do sytuacji, na przyktad
metoda losowania istotno$ciowego, jak w podrozdziale 4.4, lub w pe-
wien uniwersalny, prosty sposéb, ktéry w przypadku ograniczonych
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zbior6w A moze sprowadza¢ sie do losowania jednostajnego z nadzbio-
ru A.

Tego rodzaju postepowanie byto istotg przykiadéw 4.1 (str. 67),
4.3 (str. 72), 4.8 (str. 86) oraz kilku zaproponowanych zadan: 1.1, 1.2,
4.1, 4.4, 4.5, 4.6, 4.7, 4.8.

Oczywiécie dla funkcji o nieskomplikowanym przebiegu, majacych
mate wahanie, ciggtych poza by¢ moze kilkoma punktami, jest wiele
skutecznych metod numerycznych obliczania catek oznaczonych, me-
tod, w ktérych nie ma mowy o losowaniu. Ale nawet wtedy meto-
da Monte Carlo - ze wzgledu na swoja prostote - moze postuzy¢ na
przykiad do testowania, zgrubnego (lub doktadnego, ale kosztownego
czasowo) sprawdzenia. Stosunkowo prosta funkcja, ktéra sprawia pe-
wien klopot standardowym metodom numerycznym, a z ktéra tatwo
sobie radzi uniwersalna metoda Monte Carlo om6éwiona byla w przy-
ktadzie 4.8 na stronie 86.

Liczenie dtugosci krzywych, p6l powierzchni, objetosci i innych
tego rodzaju miar czesto daje sie sprowadzi¢ do catek oznaczonych.
W szczegblnoéci tatwo liczy sie pole podzbioru R? lub objetoé¢ pod-
zbioru R3, gdy sa to obszary normalne, a wiec takie, ktére lezg po-
miedzy wykresami dwu funkcji o wspélnej dziedzinie. Wtedy miara
takiego obszaru jest calkg wartosci bezwzglednej r6znicy tych ograni-
czajacych funkcji.

W sytuacji gdy obszar ten nie jest normalny, mozna dzieli¢ go na
czesci, w ktorych jest normalny, by¢ moze uprzednio dokonujac zamia-
ny zmiennych. Gdyby jednak w miare tatwo dawato sie stwierdzaé,
czy dany punkt z przestrzeni nalezy czy tez nie do tego obszaru i gdy-
by obszar ten byl podzbiorem pewnego ograniczonego zbioru o znanej
mierze, to wystarczyloby z tego ograniczajacego nadzbioru losowal
jednostajnie punkty i szacowac frakcje punktéw trafiajacych w wy-
roézniony obszar. Oszacowanie frakcji pomnozone przez miare ograni-
czajacego nadzbioru bedzie oszacowaniem miary interesujacego nas
obszaru.

Tego rodzaju postepowanie omawiane bylo w przykladach 1.1
(str. 13), 4.2 (str. 69) oraz zadaniach 1.3 1 4.3.
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5.2. Badanie wtasnosci rozktadéw zmiennych losowych

Metoda Monte Carlo jest metoda obliczeniowa Sci$le oparta na staty-
styce i rachunku prawdopodobieristwa. Jednocze$nie te dziedziny ma-
tematyki potrzebuja metody Monte Carlo, by oblicza¢ wartoéci, wobec
ktérych metody analityczne badz tez klasyczne (nie uzywajace liczb
pseudolosowych) metody numeryczne wydaja sie bezradne. Na przy-
ktad dla wielu testéw statystycznych ich warto$ci krytyczne sa wyzna-
czane wlaénie metoda Monte Carlo.

Przyklad 5.1. Test Kotmogorowa-Lillieforsa jest testem stuzacym do spraw-
dzania hipotezy o normalnosci rozkladu. Majac prébke m uporzadkowanych
niemalejaco wartosci x, T, ..., x,, nalezy obliczy¢ Srednia z préby x, odchy-
lenie standardowe préby s (pierwiastek z wartosci nieobciazonego estymatora
wariancji), obliczy¢ liczby

T, —T

Fo=0("0) dy=max{|F, — (i = 1)/ml,|F, - i/ml},

dlai =1,2,...m oraz obliczy¢ statystyke testowa

k :maX{dl,dQ,...,dm}.

m

Duze wartosci statystyki testowej Swiadcza oczywiscie przeciw hipotezie
zerowej, ktora jest normalnos$¢ rozkladu. Wedtug hipotezy alternatywnej bada-
ny rozktad nie jest rozktadem normalnym. Hipoteza zerowa nie precyzuje para-
metréw rozkladu, jedynie méwi o rodzaju rozkladu.

Skad wzia¢ wartoséci krytyczne dla takiego testu? Analitycznie wy-
daje sie to bardzo trudne, natomiast obliczenie ich metoda Monte Carlo
jest niezwykle proste i wynika wprost z koncepcji testow istotnosci.
Mianowicie ustalmy liczbe m (liczebno$¢ préby) oraz poziom istotno-
$ci testu o (mata liczba dodatnia bedaca prawdopodobieristwem
mylnego odrzucenia hipotezy zerowej) i jakiekolwiek konkretne pa-
rametry dla rozkladu normalnego, moze to by¢ nawet y = 0, o = 1.
Nastepnie n-krotnie (n to liczba préb dla podstawowej metody Monte
Carlo) wykonujemy eksperyment polegajacy na wygenerowaniu m pré-
bek z rozktadu N (u, o) i obliczeniu statystyki testowej. Majac n takich
wartosci, obliczamy ich kwantyl rzedu 1 — « i ta warto$¢é bedzie przy-
blizeniem szukanej wartosci krytycznej.
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W taki sposéb zostaly te warto$ci wygenerowane i opublikowa-
ne w oryginalnej pracy On the Kolmogorov-Smirnov test for normality with
mean and variance unknown [22] wyjaéniajacej koncepcje tego testu. Jej
autor pisze, ze liczba n za kazdym razem byta réwna co najmniej 1000,
bez sprecyzowania, jak duzo wiecej niz 1000 mogto to by¢. Mozna sie
domys$la¢, ze niewiele wiecej, biorac pod uwage fakt, ze praca jest z ro-
ku 1967. W przytoczonej publikacji podane sg wartosci krytyczne dla

o € {0.01,0.05,0.10,0.15,0.20}, m € {4,5,6...,30}. (5.1)

Dla wartosci m > 30 podane zostaly proste formuly aproksymujace
wartoséci krytyczne, osobne dla kazdego z pieciu wskazanych wyzej
pozioméw istotnosci.

W pracy z 2017 roku [25] przeliczono ponownie wartos$ci krytycz-
ne ta metoda, tym razem w kazdym przypadku biorgc n = 10° i podajac
wyniki zaokraglone do czterech cyfr po kropce. Jednak nie ma tam zad-
nego uzasadnienia, dlaczego taka liczba n mialaby da¢ pewno$¢ akurat
tylu cyfr doktadnosci.

Ponizej opisany zostat przyktad procedury, ktéra w takim przy-
padku da racjonalne podstawy do oceny doktadnosci obliczerr. MozZna
wygenerowaé wyniki testu Kolmogorowa-Lillieforsa (przy ustalonym
m) dla duzej liczby prébek, powiedzmy n = 107, nastepnie dla uzyska-
nego rozkltadu empirycznego nalezy wyznaczy¢ przedziat ufnosci - na
wysokim poziomie ufnosci, powiedzmy 99% - dla kwantyli rzedu 1 —q,
biorac « jak w formule (5.1). To, jak wyznacza¢ przedziaty ufnosci dla
kwantyli, stanowi osobne zagadnienie statystyczne, dla uproszczenia
uzyto (dla wygenerowanych w C++ danych) funkcji QuantileCI z pa-
kietu DescTools érodowiska R [28].

Przyjmijmy, ze m = 25 oraz poziom istotnoéci o € {0.01,0.05}.
W tabeli 5.1 pokazano w pierwszym wierszu oszacowania wartoséci kry-
tycznych z pracy [22], w wierszu drugim - poprawione oszacowania
Z pracy [25], natomiast w trzecim i czwartym pokazano 99% przedzia-
ty ufnosci dla wartosci krytycznych, uzyskane opisanym wyzej sposo-
bem na podstawie n = 10° préb oraz n = 107 préb. Jasno widagé, ze czte-
ry cyfry w pracy [25] byly przejawem nieuzasadnionego optymizmu.

................................. koniecprzykladUS.l ©eeeesssssssssessesccststss s s
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Tab. 5.1. Tabela wartosci krytycznych testu Kotmogorowa-Lillieforsa dla rozmiaru préby
rownego 25 (przyktad 5.1); dwa ostatnie wiersze to 99% przedziaty ufnosci dla szacowanej
wielkosci

obliczenia
praca [22], n > 103 0.203 0.180
praca [25], n = 10° 0.2010 0.1726
skrypt, n = 10° (0.199182,0.201 895) (0.172088,0.173 448)
skrypt, n = 107 (0.201 189, 0.201 450) (0.172925,0.173 063)

5.3. Badanie wlasnosci procesow stochastycznych

Procesem stochastycznym {S(¢) },.r nazywamy rodzine zmiennych lo-
sowych, to znaczy przyporzadkowanie kazdemu elementowi zbioru
indeks6w 7' zmiennej losowej S(t) okre$lonej w pewnej przestrzeni
probabilistycznej ({2, #, Pr). Przyjmiemy, ze T jest zbiorem liczb rze-
czywistych dodatnich, wygodna interpretacja 7" jest w takim przypad-
ku czas. Zmienne losowe, ktore sg warto$ciami procesu stochastyczne-
go, bedziemy traktowali jako rzeczywiste jednowymiarowe zmienne
losowe, chociaz oczywiécie w innych obszarach zastosowan uzywa sie
bardziej og6lnego podejscia.

Dla kazdego t € T warto$¢ S(t) to zmienna losowa, a wiec for-
malnie funkcja, ktérej dziedzina jest (2. W sytuacji, gdy warto bedzie
podkresli¢, ze chodzi o konkretng realizacje warto$ci procesu, moze
by¢ uzyty zapis S(t,w). Na przyktad trajektorig procesu {S(t)},cr
nazywamy kazda funkcje f: T — R, dla ktérej istnieje w € (2, ze

f(t)=S(t,w), dlateT.

5.3.1. Zagadnienia inzynierii finansowej prowadzace do
stochastycznych réwnan réozniczkowych i symulacji trajektorii

Typowymi przykltadami zagadnierl, w modelowaniu ktérych moze po-
jawic sie proces stochastyczny, a takze okres$lajace go rownanie, sa ce-
ny akcji, ceny instrumentéw finansowych pochodnych, wielkosci stép
procentowych.

Cena akcji w kazdej przyszlej chwili jest modelowana zmienna
losowa, mamy wiec zalezng od czasu rodzine zmiennych losowych,
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ktéra stanowi proces stochastyczny. Proces ten ma witasciwosci, kto-
re w pewnym uproszczeniu wyrazone sg odpowiednim réwnaniem.
W réwnaniu tym, obok wartoéci procesu, istotna role odgrywa takze
przyrost wartoéci procesu w kréotkim czasie, znajdzie sie tam takze
pewien czynnik nieprzewidywalny, losowy - stad w naturalny sposéb
dostaniemy stochastyczne réwnanie rézniczkowe. Nastepnie na bazie
ceny instrumentu podstawowego obliczana jest warto$¢ instrumentu
pochodnego (opcja zakupu lub sprzedazy akcji). Rozwigzanie anali-
tyczne moze by¢ trudne - przyblizone rozwigzanie mozna uzyska¢ me-
toda Monte Carlo.

Przyklad 5.2. Cena S(t) papieru bazowego (akcji) w chwili t > 0 moze by¢
modelowana réwnaniem

dS(t) = pS(t)dt + aS(t)dW (t), (5.2)

gdzie lewa strona oznacza przyrost ceny, (i I 0 Sg pewnymi stalymi parametra-
mi, natomiast dW (t) jest przyrostem procesu Wienera, na temat ktérego wiecej
szczegotow pojawi sie w podrozdziale 5.3.2. Skiadnik zwiazany z dW (t) kon-
centruje w sobie cata losowos¢ prawej strony réwnania (5.2), gdyby tej czesci
nie bylo, to réwnanie sprowadzitoby sie do prostego réwnania rézniczkowego,
ktorego rozwiazaniem bytaby funkcja wyktadnicza (zaktadajac jedna wartosé
wchwilit = 0).

Rozwigzawszy réwnanie (5.2) mozna nastepnie np. szacowac warto$¢ opcji
zwigzanych z tymi akcjami badz rozwazac réznego typu strategie portfelowe.

Rysunek 5.1 pokazuje przykiadowe dwie trajektorie procesu (5.2), dla kon-
kretnych wartosci parametréw réwnania i wspolnej wartosci poczatkowe;.

Przyklad 5.3. Model Vasicka zaklada, ze intensywno$¢ oprocentowania R(t)
podlega prawu
dR(t) = a(b— R(t))dt + odW (t), (5.3)

gdzie parametr b jest dtugoterminowa $rednia, natomiast mnoznik a determi-
nuje szybkos¢ zblizania sie procesu do Sredniej, o wyznacza zmienno$¢ czesci
losowej prawej strony réwnania.

Na rysunku 5.2 mozna znalez¢ przyklady dwu trajektorii, ktore pokazu-
Jja, jak realizowana jest ,sktonnos¢” do zblizania sie do owej dlugoterminowej
Sredniej.
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Rys. 5.1. Dwie trajektorie procesu (5.2), rysunek wygenerowany dla t = 0.2, 0 = 0.3
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Rys. 5.2. Dwie trajektorie rozwiagzania réwnania (5.3). Rysunek wygenerowany dla a = 10.5,
b=0.050=0.025

5.3.2. Proces Wienera

U podstaw modelowania, ktérego przykiady pojawity sie w poprzed-
nim podrozdziale, lezy proces zwany procesu Wienera.
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Proces stochastyczny o warto$ciach rzeczywistych {W(t)},c10,)
nazywany jest procesem Wienera (lub jednowymiarowym ruchem
Browna), jezeli
=  W(0) =0 z prawdopodobieristwem 1,
=  W(t) — W(s) ma rozktad N(0,/t — s), tzn. rozktad normalny ze

$rednig 0 i wariancja t — s,
= dla dowolnego ukladu 0 < t; < t, < ... < ¢, zmienne losowe

W(ty), Wi(ty) —W(ty),..., W(t,) — W(t,_,) sa niezalezne.
Powszechno$¢ tego procesu w rozwazaniach z wielu dziatéw matema-
tyki, fizyki, techniki czy finans6w moze by¢ ttumaczona centralnymi
twierdzeniami granicznymi.

Wiasnosci trajektorii procesu Wienera

Ponizsze twierdzenie - ktorego dowéd mozna znalez¢ na przyktad w [8]
- implikuje, ze z prawdopodobieristwem 1 trajektorie procesu Wienera

sa ciagte.

Twierdzenie 5.1. Niech {W(t)};c(, o) bedzie procesem Wienera oraz niech
u > 0. Wtedy dla dowolnego 0 < v < 0.5 i dla prawie wszystkich w € 2
istnieje takie K > 0, Ze dla dowolnych s,t € [0, u] zachodzi

W (t,w) —Wi(s,w)| < K|t —s]|.

Jednak kolejne twierdzenie [8] pokazuje, ze trajektorie, gdy im sie
dobrze przyjrzymy (pomy$lmy na przyktad o powiekszaniu, skalowa-
niu wykresu trajektorii) majga wlasnosci mocno odbiegajace od funkcji,
ktérymi zajmujemy sie w klasycznej analizie rzeczywistej.

Twierdzenie 5.2. Niech {W(t)},c(, o) bedzie procesem Wienera. Wtedy dla
prawie wszystkich w € {2 trajektoria t — W (t,w) jest w kazdym punkcie
nierézniczkowalna.

Scisty dowéd nie jest w tym skrypcie potrzebny, a jako nieformal-
ne uzasadnienie wskazmy, jaki jest dla dowolnego ¢ > 0 rozktad ilora-
zu réznicowego (co wyprowadza sie natychmiast z okre$lenia procesu
Wienera i z og6lnych wlasnoséci wariancji), mianowicie

Wty + At) — W(t,) 1
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Zatem przy At — 0 zmienno$¢ ilorazu réznicowego roénie do nieskon-
czonosci. To daje intuicyjne wyjasnienie braku rézniczkowalnoSci tra-
jektorii oraz coraz bardziej stromych przebiegéw trajektorii w miare
kolejnego przyblizania (skalowania) rysunku.

Ilustracja tego faktu niech beda trzy kolejne wykresy (wszystkie
umieszczone na rys. 5.3), z ktérych pierwszy pokazuje przyktadowa
trajektorie W (-,w) w przedziale [0, 1] z zaznaczonym punktem

(0.5, W (0.5, w)),

drugi i trzeci to 10- i 100-krotne przybliZenie otoczenia wyréznionego
punktu (skala przyblizenia dotyczy osi czasu).

5.3.3. Stochastyczna catka It6

Problemem w okre$leniu catki typu
T
/ F(t, W (£))dW (t) (5.4
0

jest to, ze prébujac sumowania wartoéci na trajektoriach, napotyka
sie problemy nieznane w klasycznej analizie - trajektoria nie ma ni-
gdzie pochodnej i ma nieograniczone wahanie. Konstrukcja takiej cat-
ki (ktérej wynikiem dla ustalonego 7" jest zmienna losowa) polega na
tworzeniu sum Riemanna na trajektoriach przy wtasciwym wyborze
podzialéw i punktéw reprezentujacych podprzedziaty (w przypadku
catki It6 - lewe kornice).
Na przyktad, zgodnie z intuicja, mamy [8]

T
/ dW (t) = W(T), (5.5)
0

ale (to juz moze mniej intuicyjne)

WXT) T
5. (5.6)

T
/W(t)dW(t): -
0

Gdyby przy okreslaniu sum Riemanna braé pod uwage $rodki prze-
dziatéw, to sktadnik —% we wzorze (5.6) zniknie.
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Rys. 5.3. Wybrana trajektoria procesu Wienera w trzech skalach; ramka otaczajaca wyrézniony
punkt na pierwszych dwu wykresach zakresla fragment trajektorii powiekszany na kolejnym
wykresie
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Tab. 5.2. Poréwnanie wartosci obliczonych analitycznie i pochodzacych z obliczerh metoda
Monte Carlo dla catek (5.5)i (5.6), T' = 10

calka warto$¢é oczekiwana odch. standardowe
teoret. metoda MC teoret. metoda MC
catka (5.5) 0 —0.00427387 /10 ~ 3.1623 3.1621
catka (5.6) 0 —0.00041301  5v2~ 7.0711 7.0684

5.3.4. Obliczanie catek stochastycznych metodgq Monte Carlo

Wynik catki (5.4) dla ustalonego 7' jet zmienng losowa, ktorej wia-
snosci (dystrybuante, momenty i.t.p.) mozna latwo wylicza¢ metoda
Monte Carlo, nawet podstawowa, szacujaca wartosci za pomoca $red-
niej z prébek.
W najprostszym przypadku nalezy wygenerowac n trajektorii pro-
cesu Wienera obliczonych w réwno oddalonych punktach
0=ty <t; <..<t gdziet; , —t; =T/m.

m—1>

Jezeli wg-i) oznacza warto$c¢ i-tej trajektorii procesu Wienera w punk-
cie ¢;, to na przykiad warto$¢ oczekiwana caiki (5.4) mozna aproksy-

mowac wielko$cia

w(()i) = 0, natomiast przyrosty wﬁl — w§i> nalezy generowac jako liczby

pseudolosowe z rozktadu N (0, 1) pomnozone przez /%, — ;.

Przyklad obliczen dla 7" = 10,n = 10%, m = 10* przedstawiono
w tabeli 5.2.

W zwiazku z subtelno$ciami zwiazanymi z definicja calki Ito, trze-
ba takze mocno uwaza¢ przy symulacjach zwiazanych z ta calka.
Na przyktad gdyby przy obliczaniu catki (5.6) bra¢ ,prawego” repre-
zentanta przedziatu do sumy catkowej (zamiast ,lewego”), to zamiast
liczby —0.000 413 01 w tabeli 5.2 pojawitaby sie wartos¢ 9.999 31, a wiec
réznica miedzy obliczonymi réznymi technikami warto$ciami oczeki-
wanymi zmiennej losowej znacznie przekroczylaby nawet jej odchyle-
nie standardowe. Czyli wynik ten bylby kompletnie bezuzyteczny!
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5.3.5. Stochastyczne réwnania rézniczkowe

Przez rozwigzanie rOwnania w postaci

dX = f(X,t)dt + g(X,t) dW,
dla 0 < t < T, rozumiemy proces stochastyczny X(-), speilniajacy dla
dowolnego 0 < t < T réwnosé

X(t) = Xo + / F(X(s),5) ds + / g(X(s), 5) AW (s)

prawie pewnie.

Szczegbtowe zatozenia odnos$nie do funkcji i proceséw wystepuja-
cych powyzej zostaly pominiete - nie sg one potrzebne do wykonywa-
nia obliczenn metoda Monte Carlo w zakresie niniejszego skryptu.

Niektore réwnania tego rodzaju daja sie rozwiazaé analitycznie.
Na przyklad wspomniane wcze$niej roOwnanie (5.3) ma rozwigzanie

¢
R(t) = R(0)e™* 4+ b(1 —e %) + O'/ e =) dW (s) ds,
0
skad mozna wywnioskowa¢, ze dla 0 < s < ¢t warunkowy rozklad
R(t)|R(s) jest normalny ze $rednia
R(s)e™t=5) 4 p(1 — e~ (=)

i wariancja
U_2<1 _ 672a(t73)>.
2a

5.3.6. Wycena opcji europejskich w modelu Blacka-Scholesa

Europejska opcja kupna z ceng wykonania K i o chwili wykupu 7', jest
to opcja, ktéra po uptywie czasu T daje prawo zakupu akcji po cenie
K. Zatem jej warto$¢ w chwili T" wynosi

max(S(T) — K,0),
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gdzie S(t) jest warto$cia papieru bazowego w chwili ¢.

W modelu Blacka-Scholesa - przy zatozeniu braku mozliwoéci ar-
bitrazu, stalej intensywnos$ci oprocentowania, mozliwosci swobodne-
go lokowania przy ustalonej intensywnos$ci oraz mozliwo$ci swobod-
nego zakupu i sprzedazy akcji — cena takiej opcji w chwili 0 wynosi

ln¥+(r+§)T
oo (BT

_Ke T (ln% - (T_ %2> T),

oVT

gdzie r jest obowigzujaca intensywnos$cig oprocentowania, za$ o jest
zmienno$cia akcji (szacowang poprzez odchylenie standardowe).

Europejska opcja sprzedazy z cena wykonania K i o chwili wykupu
T, jest to opcja, ktéra po uptywie czasu T' daje prawo sprzedazy akcji
po cenie K. Zatem jej warto$¢ w chwili 7" wynosi

max(K — S(T),0),

gdzie S(t) jest warto$cia papieru bazowego w chwili ¢.

W modelu Blacka-Scholesa - przy zatozeniu braku mozliwoSci ar-
bitrazu, stalej intensywnos$ci oprocentowania, mozliwosci swobodne-
go lokowania przy ustalonej intensywnos$ci oraz mozliwo$ci swobod-
nego zakupu i sprzedazy akcji — cena takiej opcji w chwili 0 wynosi

S(0 o2
KefrT@ —hl% B (T_ 7)CZ_' o
oVT

—5(0)- @ (_IH%O)_(HJ;)T).

oVT

Dzieki temu prostemu modelowi i powyzZszym bezposrednim wzo-
rom mozna latwo testowaé skutecznos$¢ metody Monte Carlo (a takze
poprawno$é wyprowadzen tych wzoréw). Przyktadowy program po-
réwnujacy obliczenia podstawowa metoda Monte Carlo z wynikami
wedlug formuty (5.7) przedstawiony jest na listingu 5.1.
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N

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36

#include <iostream>

#include <random>

#include <cmath>

double rnorm() {
static std::mt19937_64 gen;
static std::normal_distribution<double> norm(0, 1) ;
return norm(gen) ;

}

int main() {

// parametry dla opcji

const double T = 3./12.; // czas wykupu
const double K = 12; // cena wykupu
const double r=0.05; // oprocentowanie

const double sigma = 2.5; // zmiennosc

const double S0 = 10; // cena poczatkowa akciji
// parametry dla metody Monte Carlo

const int n = 10'000'000; // ile wartosci dla u$Sredniania

const int m = 500; // liczba podprzedziaow

// symulacji

double Sum = 0;
for (int i=0; i<n; ++i) {
if (i%1000==0)
std::cout << i << "\n";
// jedna Sciezka
double S = S0; //w S licze koncowa cene akcji;
double dt = T/m; double sdt = sqgrt(dt);
for (int 3=0; j<m; ++7) |
double dW = rnorm() *sdt;
S += S*(r*dt + sigma*dw);
}
Sum += std::max( 0., S-K);
t
double sr = Sum/n;

std::cout << "oszacowanie ceny = " << sr*exp(-T*r)

przy

<< H\nH;

Listing 5.1. Metoda Monte Carlo dla europejskich opcji kupna
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Na przykiad dla K = 12, T = 3/12, S, = 10, » = 0.05, 0 = 2.5 cena
opcji kupna wyznaczona po uérednieniu 107 trajektorii (z ktérych kaz-
da byta obliczona w 500 punktach) podstawowa metoda Monte Carlo
wyniosta 4.230 32. Tymczasem cena ze wzoru (5.7) to 4.229 14,

Po co robi¢ symulacje rozwoju cen akcji, skoro réwnanie (5.2)
mozna rozwiaza¢ analitycznie? Chodzi witaénie o to, by program, taki
jak opisany wyzej, mogt zosta¢ dopasowany do zupelnie innej sytuacji
niz tylko ta wymagajaca konicowej ceny akcji. Modyfikacja programu
w ten sposéb, by obliczal oszacowania cen opcji w innych, trudniej-
szych analitycznie przypadkach, jest stosunkowo prosta. Moze to do-
tyczy¢ na przyktad opcji amerykanskich (dowolny moment realizacji
prawa zakupu lub sprzedazy), opcji azjatyckich (zaleznych od $redniej
wartoéci ceny aktywa bazowego w ustalonym okresie w przysztosci),
opcji z progiem (przekroczenie progu w wyznaczonym odcinku czaso-
wym powoduje uzyskanie premii).

5.3.7. Most Browna

Czasem, przy generowaniu trajektorii procesu Wienera, pojawia sie
potrzeba generowania trajektorii o znanym poczatku i koricu. Taka po-
trzeba moze wystapi¢ na przyktad przy losowaniu warstwowym tra-
jektorii procesu stochastycznego. Kanonicznym przypadkiem sa tra-
jektorie procesu Wienera uwarunkowane zaleznoscia W (1) = 0. Taki
proces, tzn. (W (t)|WW (1) = 0), nazywany jest mostem Browna.

Kilka trajektorii tego procesu zostalo przedstawionych na rysun-
ku 5.4.

Mozna udowodnié [12], Ze jezeli W (t) jest procesem Wienera, to

Bt)=W(t)—t-W(1)
jest mostem Browna. Podobnie, jezeli B(t) jest mostem Browna, to
W(t)=DB(t)+t-Z

jest procesem Wienera, gdzie Z jest niezalezng od B(t) zmienna loso-
wa o rozktadzie N(0,1).
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Rys. 5.4. Pie¢ przyktadowych trajektorii mostu Browna

Twierdzenie 5.3. Niech W (t) bedzie procesem Wienerainiech0 < t, <t < t,,.
Wtedy W (t), przy warunku W (t,) = w,, W (t,) = w,, ma rozktad normalny
ze $rednia
(tp, — t)w, + (t —t,)w,
ty — tg

[ wariancja
(t _ ta)(tb — t)
tb - ta ‘

Dowdd mozna znalez¢ np. w [12]. Dla nas istotne jest praktyczne
znaczenie: gdy znamy dwa punkty trajektorii procesu Wienera i chce-
my je uzupeinié¢ punktami ,pomiedzy”, to wiaénie takiego uzupetnienia
mozna dokona¢, losujac z rozktadu normalnego o parametrach poda-
nych w twierdzeniu 5.3.

5.3.8. Losowanie warstwowe koncowe przy symulacji trajektorii

Jezeli do jakiej$ symulacji potrzebujemy obliczania wielu trajektorii
procesu Wienera, to jako$¢ losowania moze by¢ podniesiona poprzez
zapewnienie ,sprawiedliwego” losowania. Mianowicie, je$li koricowa
chwila symulacji jest T, to wiadomo, ze W(T') ~ N(0,+/T). Jezeli zbi6r
liczb rzeczywistych podzielimy na kilka podzbioréw o jednakowych
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prawdopodobienistwach dla tego rozktadu, to sensowne wydaje sie, by
liczba wartosci koricowych trajektorii, ktére naleza do kazdego z tych
zbioréw, byta podobna.

Przyklad 5.4. Na rysunku 5.5 przedstawiono jedenascie przypadkowo wylo-
sowanych trajektorii procesu Wienera. Rzuca sie w oczy brak symetrii osiowej
wzgledem osi odcietych, ktéry jest oczywiscie dzietem przypadku.

Ponizej przedstawiony jest algorytm, ktéry losuje k trajektorii procesu
Wienera, i-ta trajektoria koriczy sie w i-tym podzbiorze R, i = 0,1,...k — 1,
przy czym kazdy z tych podzbioréw jest jednakowo prawdopodobny wedtug
rozktadu N (0, /T), kazda trajektoria reprezentowana jest przez m + 1 punk-
téw odpowiadajacych chwilom 0 =t, <t; <ty < ..<t, =1T.

Trajektorie procesu Wienera z uzyciem mostu Browna

Kazde spoéréd m zakonczen trajektorii wylosowane jest z jed-
nego z m rozlacznych zbioré6w o jednakowym prawdopodobien-
stwie wzgledem rozktadu W (7).

dla i=0,1,... k—1
wygeneruj U z rozkl. jednostajnego na [0,1)
v = (+U)/k /v € [i/k, (i+1)/k)
W(t,) = v (1)
dla y=1,2,..., m—1
generuj Z z rozktadu N(0,1)
W) = (o=l =) W)
+(t;—t; 1)/t —ti1) W(t,)+

1/ m — 1)t — 1)l — 502

. J

Rysunek 5.6 pokazuje 11 trajektorii wylosowanych przy uzyciu te-
go wlasnie algorytmu. Rzeczywiscie ten rysunek wyglada na bardziej
»wyréwnany”, a wiec mozna spodziewac sie mniejszej wariancji wyni-
kéw symulacji.
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Rys. 5.6. Jedenascie trajektorii procesu Wienera z losowaniem warstwowym koricowym,
jak w przyktadzie 5.4

5.4. Probkowanie Monte Carlo tancuchami Markowa

Grupa metod znana pod nazwa ,,prébkowanie Monte Carlo taricuchami
Markowa” opiera sie na konstruowaniu tanicuché6w Markowa, na pod-
stawie ktérych mozna otrzymywa¢ prébki z interesujacego nas rozkta-
du. Lanicuchy Markowa to procesy stochastyczne z czasem dyskretnym,
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dla ktérych charakterystyczne jest to, Ze prawdopodobieristwa uzyski-
wania poszczegoblnych stanéw w kolejnym kroku zalezg tylko od stanu
procesu w kroku bezposrednio poprzedzajacym rozwazany moment.

Metody te szczegdlnie przydatne okazaly sie w przyblizaniu nu-
merycznym calek wielowymiarowych, umozliwiajac koncentracje ob-
liczerr na najwazniejszych punktach (o najwiekszej gestosci interesu-
jacego nas rozkladu).

W grupie tych metod wyréznia sie - ze wzgledu na bogata historie
i czytelny opis - algorytm Metropolisa-Hastingsa.

5.4.1. Algorytm Metropolisa-Hastingsa

Algorytm, znany jako algorytm Metropolisa, zostal opisany w 1953 ro-
ku [24], p6éZniej go ulepszono [15] i jego zmodyfikowana wersja to
wlasdnie algorytm Metropolisa-Hastingsa.

Zal6ézmy, Ze mamy pewien wielowymiarowy rozktad o danej funk-
cji gestosci f: R? — R. Jak sie okaze w algorytmie - wystarczy znajo-
moé¢ f(-) z doktadnoécia do statej, gdyz w algorytmie ta funkcja wy-
stepuje jednocze$nie w liczniku i mianowniku pewnego utamka.

Potrzebna jest takze funkcja btadzenia losowego ¢(y|z), ktod-
ra oblicza gesto$¢ prawdopodobienistwa potozenia kolejnego punktu
1y, gdy w poprzednim kroku przyjety zostal punkt z. To moze by¢ na
przyklad gestos$¢ rozktadu wielowymiarowego normalnego z warto-
$ciag oczekiwana x i wariancja (macierza wariancji i kowariancji) przy-
jeta stosownie do rozwazanego zagadnienia. Najprosciej jest przyja¢,
ze q(y|z) jest gestoscia d-wymiarowego rozktadu normalnego z niesko-
relowanymi wspoéirzednymi i $rednia x. Wariancje dla poszczegd6lnych
wspoéirzednych mozna dopracowac eksperymentalnie, umieszczajac na
poczatku algorytmu dodatkowq petle, ktéra wyproébuje rézne warian-
cje i dobierze wlasciwe wartosci (by¢ moze rézne dla ré6znych wspéi-
rzednych). Zbyt mate wariancje ¢(y|z) sa niekorzystne, bo oznaczaja,
ze stany tanicucha beda sie po badanej przestrzeni przemieszczaty zbyt
wolno. Za duza wariancja z kolei moze oznaczaé wielka liczbe przejs¢
w regiony z niska gestoécia f(-), co bedzie powodowaé niewielka frak-
cje akceptowanych prébek. Mozna sie spotkaé z zaleceniami dobiera-
nia funkcji ¢(y|x) tak, by frakcja akceptowanych punktéw wynosita
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okoto 30%. W opisie algorytmu, dla zachowania przejrzystosci zakla-
damy, ze funkcja ¢(y|z) jest dana.
Oto przebieg algorytmu [12]:

Algorytm Metropolisa-Hastingsa

Wejscie: funkcja gestosci f(-), funkcja btadzenia losowego
q(y|x), punkt poczatkowy z.
dlat =1, 2, .., n
wylosuj y z rozktadu q(:|z,_1);

wylosuj u rozktadu jednostajnego na [0,1]
f@Wa(zs 4 |y)

jezeli u < flze—1)aylz,1)
Ty = Y

w przeciwnym razie

W praktyce - opr6cz wspomnianej fazy dobrania wtasciwych pa-
rametréow dla ¢(y|z) - poczatkowa czeéé otrzymywanych puntéw od-
rzuca sie, by szybciej uniezalezni¢ uzyskany zbiér punktéw od stanu
poczatkowego x,.

Zauwazmy jeszcze, ze na przyklad dla funkcji btadzenia losowe-
go q(y|z), bedacej gestoscia rozktadu normalnego o $redniej x, mamy
oczywiscie ¢(z|y) = q(y|z). Zatem funkcja ¢(-|-) znika z nieréwnoéci
w opisanym wyzej algorytmie, dajac czytelna interpretacje: jezeli ge-
sto$¢ w punkcie y jest wieksza niz w punkcie z,_;, to na pewno y
zostanie zaakceptowany, je$li natomiast gesto$¢ w nowo wygenerowa-
nym punkcie jest mniejsza niz w poprzednim, to prawdopodobieristwo
jego przyjecia jest réwne stosunkowi f(fw(z)l)'

Jak uzasadnié¢ poprawno$¢ tego algorytmu? Po pierwsze, z og6l-
nych wtasno$ci taricuchéw Markowa wynika, ze jes$li taricuch Markowa
jest odwracalny wzgledem pewnej miary, to miara ta jest miara stacjo-
narng. Odwracalno$¢ taiicucha wzgledem miary oznacza, ze rOwnie
prawdopodobne jest bycie w chwili ¢ w stanie ze zbioru A (to zalezy
od tej wladnie miary) i przejscie do stanu ze zbioru B (to juz zwigzane
jest z ,dzialaniem” taricucha), co bycie w chwili ¢ w stanie ze zbioru B
i przejécie do stanu ze zbioru A w chwili nastepnej. I tak ma by¢ dla
wszystkich mozliwych par mierzalnych zbioréw A, B.
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Z algorytmu Metropolisa-Hastingsa wynika, ze dla ustalonego z,
gesto$¢ przejscia od stanu z do stanu y (dla z # y) pomnozona przez

f(x) wynosi
fyalzly) 1)
f(@)alylz)’
itatwo sprawdzié, ze warto$¢ ta jest symetryczna ze wzgledu na x i y.

Zatem miara zadana rozktadem f(-) jest dla taricucha tworzonego
algorytmem Metropolisa-Hastingsa miara stacjonarna.

Stacjonarno$¢ rozktadu f(-) implikuje, ze wychodzac z dowolnego
stanu - o ile stany taicucha komunikuja sie ze soba - rozktad tancu-
cha w chwili n zbliza sie do wtasnie tego rozkladu stacjonarnego, gdy
n — oo.

F)alyle) -

Komunikowanie sie ze soba stan6éw tanicucha tatwo zapewnimy do-
bierajac funkcje ¢(+|-), ktéra sie nigdzie nie zeruje, na przyktad oparta
o rozkltad normalny.

Zadania

Zadanie 5.1. Napisz funkcje przyjmujaca jako parametry: wielko§¢ proé-
by n, funkcje h: R? — R, funkcje ¢: R?> — {0, 1} oraz liczby rzeczywi-
ste z,,x,,Y;,Yo. J&j wynikiem jest oszacowanie podstawowa metoda
Monte Carlo calki [f h(z,y)dzdy, gdzie obszar D to zbiér tych punk-
toéw, dla ktérych funkcja ¢(-, -) daje wynik 1 i ktéry jest zawarty w pro-
stokacie [z, z5] X [y1, y>]- Wykonaj test dla

D:{(w,y)e[RQ:x<y<3x,%<y<%,x>0,y>0},
h(l‘,y) = %7 [1317332] X [y17y2] = [05725] X [174]

Zadanie 5.2. Powr6¢my do przykitadu 5.1. Dlam = 30 i a = 0.05 pra-
ca [25] podaje (na podstawie 10° prob) oszacowanie wartosci krytycz-
nej testu Kotmogorowa-Lillieforsa rowne 0.1590. W oryginalnej pracy
Lillieforsa [22] oszacowanie to wynosilo 0.161, na podstawie
duzo mniejszej mniejszej liczby prob. Zweryfikuj te wartosci, oblicza-
jac oszacowanie punktowe na podstawie 107 préb.

Zadanie 5.3. Zmodyfikuj program z listingu 5.1, tak by dziatat dla euro-
pejskiej opcji sprzedazy.
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Zadanie 5.4. Zmodyfikuj rozwigzanie zadania 5.3, tak aby dotyczyto
azjatyckiej opcji sprzedazy. Opcja ta w momencie wykupu T bedzie
miata warto$¢ max(K — A,0), gdzie K jest ustalona z géry cena wy-
konania, natomiast A to $rednia z catego okresu od nabycia opcji do
wykonania.

Zadanie 5.5. Napisz funkcje w C++ realizujaca algorytm Metropolisa-
Hastingsa, ktora przyjmuje nastepujace parametry:
=  punkt poczatkowy z,
= funkcje f(-) proporcjonalng do gestosci rozktadu,
= funkcje h(-) do liczenia wartosci oczekiwanej £ f(X), gdzie X po-
chodzi z rozktadu ¢ - f(X) dla nieznanej wartoéci statej normali-
zujacej c,
= n - liczbe prébek, ktére postuza do oszacowania $redniej,
= m - liczbe préb, na podstawie ktérych oceniona zostanie jedna
para odchylen standardowych dla funkcji btadzenia losowego,
= kL - liczbe prébek do pominiecia po fazie ,dostrojenia” funkcji
btadzenia losowego,
= S -wektor proponowanych odchylen standardowych, ktore trzeba
wyprébowac w fazie ustalania funkcji btadzenia losowego.
Funkcja btadzenia losowego ma by¢ budowana (dla kazdej wspotrzed-
nej) na podstawie rozktadu normalnego, parametry maja by¢ tak do-
bierane, by wyznaczy¢ pare parametréw dajaca frakcje akceptacji jak
najblizsza 30%.
Wyproébuj dziatanie, przyjmujac funkcje h(-) z zadania 5.1, funkcje
f(-) bedaca funkcja charakterystyczna zbioru D z zadania 5.1, n = 108,
m = 10% k = 10° i wektor mozliwych odchyler standardowych S
postaci
S =1[27%,273272 271 20 21 92],

Odpowiedzi, wskazéwki

Zadanie 5.1. Dla przyktadu testowego wynik doktadny to 4.

Zadanie 5.5. Dla danych testowych wynik doktadny to % Dla funkcji

bladzenia losowego najlepszy wybér z proponowanych to o, = 0.25,

0y=2.
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