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     𝑚  1   =  2 


   𝐾  (  2  )  =  1     000   (  1  +   0,24     )  2   =  1     537,60      j.m.  


     𝐼  2    (  2  )    =  𝐾  (  2  )  −  𝐾  (  0  )  =  1     537,60   −   1000   =   537,60  


       𝑟    (  2  )    =      𝑟   nom    2   =     0,24   2   =   0,12   


     𝑚  2   =  2  ⋅  2 


   𝐾  (  4  )  =  1     000   (  1  +   0,12     )  4   =  1     573,52   ; 


     𝐼  2    (  4  )    =   573,52  


       𝑟    (  4  )    =      𝑟   nom    4   =     0,24   4   =   0,06   


     𝑚  4   =  2  ⋅  4  =  8 


   𝐾  (  8  )  =  1     000   (  1  +   0,06     )  8   =  1     593,85  


     𝐼  4    (  8  )    =   593,85  


     𝑟    𝑐  𝑡    =   24   % 


   𝐾  (  2  )  =  1     000     𝑒     0,24   ⋅  2    =  1     000     𝑒   0,48    =  1     616,07        j.m.   , 


     𝐼  2    (  𝑐  𝑡  )    =   616,07  


    10      000  


   7  % 


    19   % 


     𝐼  1   =  𝑟  ⋅  𝐾  =   0,07   ⋅   10      000   =   700      j.m.  


   𝑝  =   0,19     ⋅      𝐼  1   =   133  


    10      000   +   700   −   133   =   10      567      j.m.  


     𝐾  ′   (  1  )  =   10      000         (  1  +     0,07    12    )    12    =   10      722,90      j.m.  


     𝐼  1  ′   =    𝐾  ′   (  1  )  −  𝐾  (  0  )  =   722,90      j.m.  


     𝑝  ′   =   0,19   ⋅    𝐼  1  ′   =   137,35  


    10      000   +   722,9   −   137,35   =   10      585,55      j.m.  


     𝑟  𝑝    (   12   )    =     0,07    12    −   0,19   ⋅     0,07    12    =   0,81   ⋅     0,07    12    . 


     𝐾  ″   (  1  )  =   10      000   ⋅      (  1  +    𝑟  𝑝    (   12   )    )    12    = 


   =   10      000   ⋅      (  1  +   0,81   ⋅     0,07    12    )    12    =   10      581,97        j.m.  


   4  % 


   5  % 


   3  % 


   6  % 


   ( 


   4  %  ) 


   𝐾  =  𝐾  (  0  ) 


     𝐾  ′   (  6  )  =  (  1  +   0,04     )  6   𝐾  =   1,265319   ⋅  𝐾  . 


           𝐾  ″   (  6  )  =     (  1  +   0,05   )  (  1  +   0,04   )  (  1  +   0,03     )  3   (  1  +   0,06   )  𝐾  =             =      1,2648534   ⋅  𝐾  .    


         𝑥  1   +    𝑥  2   +  …  +    𝑥  𝑛    𝑛   ⩾        𝑥  1   ⋅    𝑥  2   ⋅  …  ⋅    𝑥  𝑛    𝑛   . 


     𝑥  𝑖  


     𝑥  𝑖   ∈  ℝ 


       (  1    +     0,05   )    +    (  1    +     0,03   )    +    (  1    +     0,04   )    +    (  1    +     0,03   )    +    (  1    +     0,03   )    +    (  1    +     0,06   )   6       ⩾ 


   ⩾      (  1    +   0,05   )    ⋅    (  1    +   0,03   )    ⋅    (  1    +   0,04   )    ⋅    (  1    +   0,03   )    ⋅    (  1    +   0,03   )    ⋅    (  1    +   0,06   )   6   . 


   (  1  +   0,04     )  6   ⩾  (  1  +   0,05   )  (  1  +   0,04   )  (  1  +   0,03     )  3   (  1  +   0,06   )  . 


     𝑟  1   ,    𝑟  2   ,  …  ,    𝑟  𝑛  


         𝑟  1   +    𝑟  2   +  …  +    𝑟  𝑛    𝑛   =  𝑟  . 


     𝐾  ′   (  𝑛  )  =  𝐾  ⋅  (  1  +  𝑟    )  𝑛  


     𝐾  ″   (  𝑛  )  =  𝐾  ⋅  (  1  +    𝑟  1   )  ⋅  (  1  +    𝑟  2   )  ⋅  …  ⋅  (  1  +    𝑟  𝑛   )  . 


       (  1  +    𝑟  1   )  +  (  1  +    𝑟  2   )  +  …  +  (  1  +    𝑟  𝑛   )   𝑛   ⩾      (  1  +    𝑟  1   )  (  1  +    𝑟  2   )  …  (  1  +    𝑟  𝑛   )   𝑛   , 


       (  1  +        𝑟  1   +    𝑟  2   +  …  +    𝑟  𝑛    𝑛   )   𝑛   ⩾  (  1  +    𝑟  1   )  ⋅  (  1  +    𝑟  2   )  ⋅  …  ⋅  (  1  +    𝑟  𝑛   )  . 


    100      000  


    11      000  


    10   % 


   𝑛  ∈  ℕ 


   𝑘  ∈  {  0  ,  1  ,  …  𝑛  } 


           𝐾  (  0  )  =   100      000   ;        𝐾  (  1  )  =   100      000   ⋅   1,1   −   11      000   =   99      000   ;        𝐾  (  2  )  =  [   100      000   ⋅   1,1   −   11      000   ]  ⋅   1,1   −   11      000   =   97      900   ;           


           𝐾  (  0  )  =   100      000   ⋅     1,1   0   ;        𝐾  (  1  )  =   100      000   ⋅     1,1   1   −   11      000   ⋅     1,1   0   ;        𝐾  (  2  )  =   100      000   ⋅     1,1   2   −   11      000   ⋅     1,1   1   −   11      000   ⋅     1,1   0   ;             𝐾  (  𝑛  )  =   100      000   ⋅     1,1   𝑛   −   11      000   ⋅    ∑    𝑘  =  1   𝑛      1,1     𝑛  −  𝑘    .      


   𝑛  ∈    ℕ  +  


   𝐾  (  𝑛  )  <  0  ? 


   𝐾  (  𝑛  ) 


   𝐾  (  𝑛  )  =   100      000   ⋅     1,1   𝑛   −   11      000   ⋅    ∑    𝑘  =  0     𝑛  −  1       1,1   𝑘   . 


   𝐾  (  𝑛  )  <  0 


    100      000   ⋅     1,1   𝑛   <   11      000   ⋅    ∑    𝑘  =  0     𝑛  −  1       1,1   𝑘  


    100   ⋅     1,1   𝑛   <   11   ⋅    ∑    𝑘  =  0     𝑛  −  1       1,1   𝑘   . 


      100    11    <    1     1,1   𝑛    ⋅    ∑    𝑘  =  0     𝑛  −  1       1,1   𝑘   =    1     1,1   𝑛    ⋅     1,1   0       1  −     1,1   𝑛      1  −   1,1     = 


   =    1     1,1   𝑛    ⋅         1,1   𝑛   −  1    0,1    . 


      10    11    <  1  −    1     1,1   𝑛   


     1     1,1   𝑛    <    1   11    ⟺   11   <  (   1,1     )  𝑛   , 


    ln      11   <  𝑛     ln      1,1   ⟺       ln      11       ln      1,1     <  𝑛  . 


    25,15   <  𝑛 


    25  


   𝑊 


    100      000   ⋅   1,1   −  𝑊     j.m.   ⩾   100      000   ,     j.m.  


   𝑊  ⩽   100      000   (   1,1   −  1  )  =   10      000      j.m.  


    10      000  


    32   % 


    30   % 


    30      000  


   𝐾  ⋅    𝐴  𝑐   (  5  )  −  𝐾  =   30      000      j.m.   , 


   𝑟  (  𝑡  )  =    {             0,32   ,      dla     𝑡  ∈  (  0  ;  3  ]  ,         0,30   ,      dla     𝑡  ∈  (  3  ;  5  ]  ,          


     𝐴  𝑐   (  5  )  =  (   1,32     )  3   ⋅  (   1,30     )  2  


   𝐾  =       30      000      (   1,32     )  3   ⋅  (   1,30     )  2   −  1    ≃   10      391,60        j.m.  


    500  


   𝐾  =  1     000  


     𝑟    𝑒  𝑓    =   0,12  


     𝑟   nom    =   0,16  


    670  


    850  


   1     700  


    330  


    390  


    15   % 


    28   % 


    13   % 


    1993  


    36   % 


    34   % 


    1994  


    1995  


    22   % 


    50      000  


   8 


    15  


   1     000      000  


    190      000  


    140      000  


    200      000  


    240      000  


    260      000  


    180      000  


    360      000  


    1408  


    11      000  


   3     200  


   7 


   2     000  


    19  


   3     000  


   2     300  


    16      000  


    17   % 


    1996  


    1997  


     𝑟  𝐴   =   0,12  


   𝐵 


     𝑟  𝐵   =   0,165  


   𝐶 


     𝑟  𝐶   =  0     165  


     𝑟  𝐷   =   0,17  


     1  𝑚  


   𝑚  ∈    ℕ  +  


     𝐴  𝑐   (  𝑡  )    =   df        [      (  1  +    𝑟  𝑚   )   𝑚   ]   𝑡   , 


     𝐴  𝑐   (  𝑡  )  =      [      (  1  +    𝑟  𝑚   )     𝑚  𝑟    ]     𝑟  𝑡    . 


     𝑒  _  


   {    𝑒  𝑛     }    𝑛  ∈    ℕ  +    


     𝑒  𝑛   =      (  1  +    1  𝑛   )   𝑛   , 


     𝐴    𝑐  𝑡    (  𝑡  )  =     lim     𝑚  →  ∞        𝐴  𝑐   (  𝑡  )  =     lim     𝑚  →  ∞          [      (  1  +    𝑟  𝑚   )     𝑚  𝑟    ]     𝑟  𝑡    = 


   =     lim     𝑚  →  ∞        𝐴  𝑐   (  𝑡  )  =     lim     𝑚  →  ∞          [      (  1  +    1    𝑚  𝑟    )     𝑚  𝑟    ]     𝑟  𝑡    =    𝑒    𝑟  𝑡    . 


     𝐴    𝑐  𝑡    (  𝑡  )  =    𝑒    𝛿  𝑡   


   𝛿 


            {              𝐷    𝑐  𝑡    ∶  [  0  ;  +  ∞  )  ,          𝐷    𝑐  𝑡    (  𝑡  )  =      𝑒    −  𝑟  𝑡    .           


   [  𝑡  ;  𝑡  +  ℎ  ] 


   𝜚  (  𝑡  ) 


   ℎ  >  0 


   [  𝑡  ;  𝑡  +  ℎ  ] 


   ℎ    ⋅    𝜚  (  𝑡  ) 


   𝜚 


   ℎ  →    0  +  


   𝜚  (  𝑡  )  𝑑  𝑡 


          𝑀  (  𝑇  )    =   df      ∫  0  𝑇   𝜚  (  𝑡  )  𝑑  𝑡  . 


          𝑃  𝑉  =    ∫  0  𝑇   𝜚  (  𝑡  )  𝑣  (  𝑡  )  𝑑  𝑡  , 


   𝑃  𝑉  =  𝑃  𝑉  (  0  )  =    ∫  0  𝑇   𝜚  (  𝑡  )    1    𝐴  (  𝑡  )    𝑑  𝑡  . 


   𝐹  𝑉  (  𝑇  ) 


   𝐹  𝑉  (  𝑇  )  =    ∫  0  𝑇   𝜚  (  𝑡  )  𝐴  (  0  ;  𝑇  )  𝑑  𝑡  . 


       {            𝐴  ∶    ℝ  +   →  ℝ  ,        𝐴  (  𝑡  )  =    𝑡  2   +  2  𝑡  +  3  .           


   𝛼 


   𝑛  ∈    ℕ  +  


     𝐼  𝑛  


   𝑋 


     𝐾  1  


     𝐾  2  


   𝜆    𝐾  1  


   𝜆    𝐾  2  


   𝜆  ∈    ℝ  +  


     𝐾  1   +  𝛼 


     𝐾  2   +  𝛼 


   𝛼  ∈    ℝ  +  


   𝑟  =  𝐴  (  1  )  −  1  . 


   𝐴  (  𝑛  )  =  𝐴  (  𝑛  −  1  )  +  𝑟  ; 


   𝐴  (  𝑛  )  −  𝐴  (  𝑛  −  1  )  =  𝐴  (  1  )  −  𝐴  (  0  )  ; 


     𝐴  1  


     𝐴  1   (    𝑡  1   +    𝑡  2   )  =    𝐴  1   (    𝑡  1   )    𝐴  1   (    𝑡  2   ) 


     𝑡  1   ,    𝑡  2   ∈  ℝ 


     𝐴  2  


   𝐴  (    𝑡  1   +    𝑡  2   )  =  𝐴  (    𝑡  1   )  +  𝐴  (    𝑡  2   )  −  1 


     𝐴  1   (   10   )  =    𝐴  2   (   10   )  =   15  


           𝛿  1   (  5  )       𝛿  2   (  5  )    


     𝛿  1  


     𝛿  2  


     𝑣  =    1    1  +  𝑟    


     𝐼  𝑗  


   𝑗 


   𝑗  ∈  {  1  ,  2  ,  …  ,  𝑛  } 


   𝐾 


   𝑟  >  0 


     ∑    𝑗  =  1   𝑛     𝐼  𝑗   =  𝐾  [  (  1  +  𝑟    )  𝑛   −  1  ]  . 


     𝐴  𝑠   (  𝑡  )  =    𝐴  𝑐   (  𝑡  ) 


     𝑟    (  2  )    =   10   % 


         𝑟    (  𝑛  )    𝑛   =  𝑟  


   𝐾    𝑒  𝛿   =  𝐾  ⋅      (  1  +    𝑟  𝑛   )   𝑛   , 


     𝑒  𝛿   =      (  1  +    𝑟  𝑛   )   𝑛   , 


   𝛿  =   ln         (  1  +    𝑟  𝑛   )   𝑛   =  𝑛     ln       (  1  +    𝑟  𝑛   )   , 


   𝑟  =  𝑛      (    𝑒    𝛿  𝑛    −  1  )       . 


   𝛿  =  2     ln       (  1  +     0,1   2   )   =   0,09758   ≃   9,76   %  . 


   𝛿  =   9,76   % 


   𝑟  =  𝑛      (    𝑒    𝛿  𝑛    −  1  )   , 


   𝑟  =  4      (    𝑒     0,08   4    −  1  )   =   0,0808   ≃   8,08   %  . 


      0,0808   4   =   0,0202   =   2,02   %  . 


    0,0202   ⋅  𝐾 


   𝐼    𝐼 


   𝛿  (  𝑡  )  =    1   10    𝑡 


   𝛼  𝐾 


   (  1  −  𝛼  )  𝐾 


   𝐾  (  2  )  =   200      000  


   2  𝛼  𝐾 


   (  1  −  2  𝛼  )  𝐾 


    205      000  


     𝑒      ∫  0  2     1   10    𝑠  𝑑  𝑠    =    𝑒      [    1   20      𝑡  2   ]   0  2    =    𝑒   0,2    . 


   {            𝛼  𝐾  (  1  +   0,15     )  2   +  (  1  −  𝛼  )  𝐾    𝑒   0,2       =      200      000   ,        2  𝛼  𝐾  (  1  +   0,15     )  2   +  (  1  −  2  𝛼  )  𝐾    𝑒   0,2       =      205      000   .         


   2 


   {            2  𝛼  𝐾  (   1,15     )  2   +  2  𝐾    𝑒   0,2    −  2  𝛼  𝐾    𝑒   0,2       =      400      000   ,        2  𝛼  𝐾  (   1,15     )  2   +  𝐾    𝑒   0,2    −  2  𝛼  𝐾    𝑒   0,2       =      205      000   .         


   𝐾    𝑒   0,2    =   195      000   , 


     𝐾  =       195      000      𝑒   0,2     ≃   160      000   


   1     000  


     𝐾  𝑛   (  1  ) 


   1     040,000  


   1     040,400  


   4 


   1     040,604  


   1     040,742  


    52  


   1     040,795  


   1     040,808  


   8     760  


   1     040,811  


    525      600  


    31      536      000  


   +  ∞ 


   𝛿  =  𝑟  =   0,04  


     𝐾  ∞   (  1  )  =  1     000   ⋅    𝑒   0,04    ≃  1     040,811  


     𝐴  1   (  𝑡  )  =      (  1  +  𝑡  )     −    1  𝑡    


     𝛿  1   (  𝑡  ) 


     𝛿  2   (  𝑡  ) 


     𝛿  2   (  𝑡  )  =      2  𝛼  +  2  𝑡  +  1     (  𝛼  +  𝑡  )  (  𝛼  +  𝑡  +  1  )    . 


   𝑛  +  1 


     𝐴  2   (  𝑡  ) 


   𝛼  =     lim     𝑡  →  ∞        𝛿  1   (  𝑡  )  . 


     𝐴  1   (  𝑡  )  =    𝑒      ∫  0  𝑡     𝛿  1   (  𝑠  )  𝑑  𝑠    =  (  1  +  𝑡    )    −    1  𝑡     . 


     ∫  0  𝑡     𝛿  1   (  𝑠  )  𝑑  𝑠  =   ln       (  1  +  𝑡    )    −    1  𝑡      , 


     𝛿  1   (  𝑡  )  =    𝑑    𝑑  𝑡        [  −    1  𝑡      ln       (  1  +  𝑡  )   ]   =    1    𝑡  2       ln       (  1  +  𝑡  )   −    1    𝑡  (  1  +  𝑡  )    . 


      lim     𝑡  →  ∞        𝛿  1   (  𝑡  )  =     lim     𝑡  →  ∞        [    1    𝑡  2       ln       (  1  +  𝑡  )   −    1    𝑡  (  𝑡  +  1  )    ]   = 


   =     lim     𝑡  →  ∞           ln       (  1  +  𝑡  )      𝑡  2    −  0    =              H       lim     𝑡  →  ∞        1    2  𝑡  (  𝑡  +  1  )    =  0  . 


     𝛼  =     lim     𝑡  →  ∞        𝛿  1   (  𝑡  )  =  0  


     𝛿  2   (  𝑡  )  =      2  𝑡  +  1     𝑡  (  𝑡  +  1  )    . 


     𝐴  2   (  𝑡  )  =    𝑒      ∫  0  𝑡     𝛿  2   (  𝑠  )  𝑑  𝑠    , 


     𝐴  2   (  𝑡  )  =    𝑒      ∫  0  𝑡       2  𝑠  +  1     𝑠  (  𝑠  +  1  )    𝑑  𝑠    =    |                  2  𝑠  +  1     𝑠  (  𝑠  +  1  )    =           =    1  𝑠   +    1    𝑠  +  1           |   = 


   =    𝑒      ∫  0  𝑡     (    1  𝑠   +    1    𝑠  +  1    )     𝑑  𝑠    =    𝑒        [   ln     𝑠  +   ln       (  𝑠  +  1  )   ]   0  𝑡     = 


   =    𝑒     ln       [  𝑠  (  𝑠  +  1  )  ]     |  0  𝑡     =    𝑒     ln       [  𝑡  (  𝑡  +  1  )  ]     =  𝑡  (  𝑡  +  1  )  . 


         𝐴  2   (  𝑛  +  1  )       𝐴  2   (  𝑛  )    =      (  𝑛  +  1  )  (  𝑛  +  2  )     𝑛  (  𝑛  +  1  )    =      𝑛  +  2   𝑛   . 


     𝑟    𝑒  𝑓    (  𝑛  ;  𝑛  +  1  )  =        𝐴  2   (  𝑛  +  1  )  −  𝐴  (  𝑛  )     𝐴  (  𝑛  )    = 


   =        𝐴  𝑛   (  𝑛  +  1  )       𝐴  2   (  𝑛  )    −  1  =      𝑛  +  2   𝑛   −  1  =    2  𝑛   . 


   {              𝐴  1   (    𝑡  1   +    𝑡  2   )  =    𝐴  1   (    𝑡  1   )    𝐴  1   (    𝑡  2   )  ,          𝐴  2   (    𝑡  1   +    𝑡  2   )  =    𝐴  2   (    𝑡  1   )  +    𝐴  2   (    𝑡  2   )  −  1  .         


     𝐴  1   (  𝑛  )  =    𝐴  1   (        1  +  1  +  …  +  1   ⏟     𝑛  −   składników     )  =  [    𝐴  1   (  1  )    ]  𝑛   =    𝐴  1  𝑛   (  1  )  . 


     𝐴  1   (   10   )  =    𝐴  1   10    (  1  )  =   15  


     𝐴  1   (  1  )  =     15    10    . 


     𝐴  1   (  𝑛  )  =      (     15    0,1    )   𝑛   =     15     0  ,  1  ⋅  𝑛   


     𝐴  1   (  𝑡  )  =     15      0,1   ⋅  𝑡    . 


     𝐴  2   (  𝑛  )  =    𝐴  2   (        1  +  1  +  …  +  1   ⏟     𝑛  −   składników     )  = 


   =  (          𝐴  2   (  1  )  +    𝐴  2   (  1  )  +  …  +    𝐴  2   (  1  )   ⏟     𝑛  −   składnik     )  −  (  𝑛  −  1  )  =  𝑛    𝐴  2   (  1  )  −  (  𝑛  −  1  )  . 


   𝑛  =   10  


     𝐴  2   (   10   )  =   10     𝐴  2   (  1  )  −  9  =   15  


     𝐴  2   (  1  )  =   2,4   . 


   𝑛  =  𝑡 


     𝐴  2   (  𝑡  )  =    𝐴  2   (  1  )  ⋅  𝑡  −  (  𝑡  −  1  )  =   2,4   𝑡  −  (  𝑡  −  1  )  =   1,4   𝑡  +  1  . 


     𝐴  1   (  𝑡  )  =    𝑒      ∫  0  𝑡     𝛿  1   (  𝑠  )  𝑑  𝑠       oraz       𝐴  2   (  𝑡  )  =    𝑒      ∫  0  𝑡     𝛿  2   (  𝑠  )  𝑑  𝑠   


    ln         𝐴  1   (  𝑡  )   =    ∫  0  𝑡     𝛿  1   (  𝑠  )  𝑑  𝑠     oraz        ln         𝐴  2   (  𝑡  )   =    ∫  0  𝑡     𝛿  2   (  𝑠  )  𝑑  𝑠  . 


     𝛿  1   (  𝑡  )  =        𝐴  1  ′   (  𝑡  )       𝐴  1   (  𝑡  )       oraz       𝛿  2   (  𝑡  )  =        𝐴  2  ′   (  𝑡  )       𝐴  2   (  𝑡  )    , 


     𝛿  1   (  𝑡  )  =         15      0,1   𝑡    ⋅   0,1   ⋅   ln      15       15      0,1   𝑡     =   0,1   ⋅   ln      15  


     𝛿  2   (  𝑡  )  =      1  ,    4     1  ,  4  𝑡  +  1    . 


         𝛿  1   (  5  )       𝛿  2   (  5  )    =       0,1   ⋅   ln      15       1,4      1,4     ⋅    5  +  1     =       0,1   ⋅   ln      15       1,4   8    =       0,8   ⋅   ln      15     1,4    = 


   =    4  7      ln      15   ≈   1,5474573   ≃   1,55   . 


   0  ⩽    𝑡  1   ⩽    𝑡  2  


     𝛿  (    𝑡  1   ;  𝑡  )  =    1    1  +    𝑡  1   +  𝑡    


   𝐴  (    𝑡  1   ,    𝑡  2   ) 


   𝐴  (  1  ;  4  )  −    [  𝐴  (  1  ;  2  )  ⋅  𝐴  (  2  ;  4  )  ]  


   𝛿  (    𝑡  1   ;  𝑡  )  =    1    1  +    𝑡  1   +  𝑡    , 


   𝐴  (  1  ;  4  )  =    𝑒      ∫  1  4     1    1  +  1  +  𝑡    𝑑  𝑡    =    𝑒      ∫  1  4     1    2  +  𝑡    𝑑  𝑡    =    𝑒     ln       (  2  +  𝑡  )     |  1  4     =    𝑒     ln     6  −   ln     3    =    𝑒     ln     2    =  2  . 


   𝐴  (  1  ;  2  )  =    𝑒      ∫  1  2     1    1  +  1  +  𝑡    𝑑  𝑡    =    𝑒      ∫  1  4     1    2  +  𝑡    𝑑  𝑡    =    𝑒     ln       (  2  +  𝑡  )     |  1  4     =    𝑒     ln     4  −   ln     3    =    𝑒     ln       4  3     =    4  3   , 


   𝐴  (  2  ;  4  )  =    𝑒      ∫  2  4     1    1  +  2  +  𝑡    𝑑  𝑡    =    𝑒      ∫  2  4     1    3  +  𝑡    𝑑  𝑡    =    𝑒     ln       (  3  +  𝑡  )     |  2  4     =    𝑒     ln     7  −   ln     5    =    𝑒     ln       7  5     =    7  5   . 


   𝐴  (  1  ;  4  )  −    [  𝐴  (  1  ;  2  )  ⋅  𝐴  (  2  ;  4  )  ]   =  2  −    4  3   ⋅    7  5   =       30   −   28     15    =    2   15    . 


   𝛿  (  𝑡  )  =    1    𝑡  +  1    +    1    1  +  2    𝑒    2  𝑡      . 


   𝑡  =   4,0  


   𝑡  =   5,0  


     𝑖    𝑒  𝑓    =  𝐴  (  4  ;  5  )  −  1  =    𝑒      ∫  4  5     (    1    𝑡  +  1    +    3    1  +  2    𝑒    2  𝑡      )   𝑑  𝑡    −  1  = 


   =    𝑒      ∫  4  5     1    𝑡  +  1    𝑑  𝑡  +    ∫  4  5     3    1  +  2    𝑒    2  𝑡      𝑑  𝑡    −  1  =    𝑒      ∫  4  5     1    𝑡  +  1    𝑑  𝑡    ⋅    𝑒      ∫  4  5     3    1  +  2    𝑒    2  𝑡      𝑑  𝑡    −  1  . 


     𝐼  1    [  4  ;  5  ]    =    ∫  4  5     1    𝑡  +  1    𝑑  𝑡  =   ln       |  𝑡  +  1  |     |  4  5   =   ln     6  −   ln     5  =   ln       6  5  


     𝐼  2    [  4  ;  5  ]    =    ∫  4  5     3    1  +  2    𝑒    2  𝑡      𝑑  𝑡  =    ∫  4  5       3    𝑒  𝑡        𝑒  𝑡   +  2    𝑒    3  𝑡      𝑑  𝑡  = 


   =    |            𝑢  =    𝑒  𝑡                    𝑑  𝑢  =    𝑒  𝑡   𝑑  𝑡              3    𝑒  𝑡   𝑑  𝑡       𝑒    3  𝑡    +    𝑒  𝑡     =      3  𝑑  𝑢     𝑢  (  2    𝑢  2   +  1  )               3    𝑢  (  2    𝑢  2   +  1  )    =    3  𝑢   −      6  𝑢     2    𝑢  2   +  1           |   =    ∫    𝑒  4     𝑒  5      3  𝑢   𝑑  𝑢  −    ∫    𝑒  4     𝑒  5        6  𝑢     2    𝑢  2   +  1    𝑑  𝑢  = 


   =  3     ln       |  𝑢  |     |    𝑒  4     𝑒  5    −    3  2      ln       (  2    𝑢  2   +  1  )     |    𝑒  4     𝑒  5    = 


   =  3      (   ln       𝑒  5   −   ln       𝑒  4   )   −    3  2      ln       (  2    𝑒   10    +  1  )   +    3  2      ln       (  2    𝑒  8   +  1  )   = 


   =   15   −   12   +    3  2      ln         2    𝑒  8   +  1     2    𝑒   10    +  1    =  3  +    3  2      ln         2    𝑒  8   +  1     2    𝑒   10    +  1    . 


     𝑒      𝐼  1    [  4  ;  5  ]    +    𝐼  2    [  4  ;  5  ]      −  1  =    𝑒    𝐼  1    [  4  ;  5  ]     ⋅    𝑒    𝐼  2    [  4  ;  5  ]     −  1  =    𝑒     ln       6  5     ⋅    𝑒    3  +    3  2      ln         2    𝑒  8   +  1     2    𝑒   10    +  1      −  1  = 


   =    6  5   ⋅    𝑒  3   ⋅    𝑒     ln         (      2    𝑒  8   +  1     2    𝑒   10    +  1    )     3  2      =    6  5   ⋅    𝑒  3   ⋅      (      2    𝑒  8   +  1     2    𝑒   10    +  1    )     3  2    ≃   0,2   =   20   %  . 


     𝑡  0   =  0 


   𝜚  (  𝑡  )  =  (  1  +  𝑡  )   ln   (  1  +  𝑡  ) 


   𝛿  (  𝑡  )  =      1    1  +  𝑡    


     𝑡  1   =   6,75  


   [   Z3.      EA      10   .   10   .   05   .  ] 


   𝜚  (  𝑡  )  =  (  1  +  𝑡  )   ln       (  1  +  𝑡  )   , 


   𝛿  (  𝑡  )  =    1    1  +  𝑡   


   𝐾  (    𝑡  ∗   )  =    𝐾  1   (    𝑡  ∗   )  +    𝐾  2   (    𝑡  ∗   )  , 


     𝐾  1   (    𝑡  ∗   )  =  1    ⋅    𝐴  (    𝑡  ∗   )  =    𝑒      ∫  0    𝑡  ∗    𝛿  (  𝑡  )  𝑑  𝑡   


     𝐾  2   (    𝑡  ∗   )  =  𝐴  (    𝑡  ∗   )    ⋅      ∫  0    𝑡  ∗    𝜚  (  𝑡  )    𝑒    −    ∫  0  𝑡   𝛿  (  𝑠  )  𝑑  𝑠    𝑑  𝑡  , 


   𝐾  (    𝑡  ∗   )  =  𝐴  (    𝑡  ∗   )  +  𝐴  (    𝑡  ∗   )    ⋅      ∫  0    𝑡  ∗    𝜚  (  𝑡  )    𝑒    −    ∫  0  𝑡   𝛿  (  𝑠  )  𝑑  𝑠    𝑑  𝑡  = 


   =  𝐴  (    𝑡  ∗   )    [  1  +    ∫  0    𝑡  ∗    𝜚  (  𝑡  )    𝑒    −    ∫  0  𝑡   𝛿  (  𝑠  )  𝑑  𝑠    𝑑  𝑡  ]   . 


   𝐴  (    𝑡  ∗   )  =    𝑒      ∫  0    𝑡  ∗      1    1  +  𝑡    𝑑  𝑡    =    𝑒     ln       (  1  +  𝑡  )     |  0    𝑡  ∗      =    𝑒     ln       (  1  +    𝑡  ∗   )   −   ln     1    =    𝑒     ln       (  1  +    𝑡  ∗   )     =  1  +    𝑡  ∗   . 


     ∫  0    𝑡  ∗    𝜚  (  𝑡  )    𝑒    −  ∫  𝜚  (  𝑠  )  𝑑  𝑠    𝑑  𝑡  =    ∫  0    𝑡  ∗    [  (  1  +  𝑡  )   ln       (  1  +  𝑡  )   ]    𝑒    −  [   ln       (  1  +  𝑡  )   −   ln     1  ]    𝑑  𝑡  = 


   =    ∫  0    𝑡  ∗    [  (  1  +  𝑡  )   ln       (  1  +  𝑡  )   ]    𝑒    −   ln       (  1  +  𝑡  )     𝑑  𝑡  = 


   =    ∫  0    𝑡  ∗    [  (  1  +  𝑡  )   ln       (  1  +  𝑡  )   ]    𝑒     ln       1    1  +  𝑡      𝑑  𝑡  = 


   =    ∫  0    𝑡  ∗    [  (  1  +  𝑡  )   ln       (  1  +  𝑡  )   ]    1    1  +  𝑡    𝑑  𝑡  =    ∫  0    𝑡  ∗     ln       (  1  +  𝑡  )   𝑑  𝑡  = 


   =    |              𝑓  ′   (  𝑡  )  =  1  ,     𝑔  (  𝑡  )  =   ln       (  1  +  𝑡  )         𝑓  (  𝑡  )  =  𝑡  ,       𝑔  ′   (  𝑡  )  =    1    1  +  𝑡          |   = 


   =      [  𝑡     ln       (  1  +  𝑡  )   −  ∫    𝑡    1  +  𝑡    𝑑  𝑡  ]   0    𝑡  ∗    = 


   =      [  𝑡     ln       (  1  +  𝑡  )   −  ∫    (      1  +  𝑡     1  +  𝑡    −    1    1  +  𝑡    )     𝑑  𝑡  ]   0    𝑡  ∗    = 


   =      [  𝑡     ln       (  1  +  𝑡  )   −  ∫  𝑑  𝑡  +  ∫    𝑡    1  +  𝑡    𝑑  𝑡  ]   0    𝑡  ∗    = 


   =  [  𝑡     ln       (  1  +  𝑡  )   −  𝑡  +   ln       (  1  +  𝑡  )     ]  0    𝑡  ∗    =  [  (  1  +  𝑡  )   ln       (  1  +  𝑡  )   −  𝑡    ]  0    𝑡  ∗    = 


   =  (  1  +    𝑡  ∗   )   ln       (  1  +    𝑡  ∗   )   −    𝑡  ∗   −  1    ⋅     ln     1  +  0  =  (  1  +    𝑡  ∗   )   ln       (  1  +    𝑡  ∗   )   −    𝑡  ∗   . 


   𝐾  (    𝑡  ∗   )  =  (  1  +    𝑡  ∗   )    ⋅      [  (  1  +    𝑡  ∗   )   ln       (  1  +    𝑡  ∗   )   −    𝑡  ∗   ]   , 


     𝑡  ∗   =   6,75  


   𝐾  (   6,75   )  =   7,75   [   7,75      ln       (   7,75   )   −   6,5   ]  =   78,427      051   . 


     𝑖    (  2  )    =   0,10  


         𝑖    (  𝑛  )    𝑛   =  𝑖  


   𝐾    𝑒  𝛿   =  𝐾  ⋅      (  1  +    𝑖  𝑛   )   𝑛   , 


     𝑒  𝛿   =      (  1  +    𝑟  𝑛   )   𝑛  


   𝛿  =   ln         (  1  +    𝑖  𝑛   )   𝑛   =  𝑛     ln       (  1  +    𝑖  𝑛   )  


   𝑟  =  𝑛      (    𝑒    𝛿  𝑛    −  1  )   . 


     𝑖    (  2  )    =   10   % 


   𝑖  =   0,08  


   𝑖  =  𝑛      (    𝑒    𝛿  𝑛    −  1  )  


   𝑖  =  4      (    𝑒     0,08   4    −  1  )   =   0,0808   ≃   8,08   %  , 


   𝐼  (   0,25   )  =   0,0202   ⋅  𝐾 


   1     000      000  


   8  ∶   00  


   9  ∶   00  


    19   ∶   00  


    50      000  


    20   % 


   𝛿  (  𝑡  )  =    𝑒    −    𝑡  2    


    50  


   [   Z1.      EA      24   .   13   .   01   .  ] 


     𝛿  𝐴   =    1    𝑡  +  1   


     𝛿  𝐵   =      2  𝑡       𝑡  2   +  1   


   𝑡  =  0 


    100      000  


     𝐾  𝐴   (  𝑡  ) 


     𝐾  𝐵   (  𝑡  ) 


   {            𝜑  ∶  [  0  ;  +  ∞  )  →  [  0  ;  +  ∞  )        𝜑  (  𝑡  )  =    𝐾  𝐴   (  𝑡  )  −    𝐾  𝐵   (  𝑡  )         


   [   Z10.      EA      02   .   06   .   01   .  ] 


     𝐾  𝛬   (  𝑡  ) 


   𝛬 


     𝐾  𝐴   (  𝑡  )  =  1  +    1  2     𝑡  


     𝐾  𝐵   (  𝑡  )  =  2  +  𝑡 


       2  3   ⋅    𝑡  0   


   [   Z1.      EA      15   .   06   .   02   .  ] 


   0 


   𝑡  >  0 


     𝛿  (  𝑡  )  =    1    1  +  𝑡    


   𝐾  (  𝑡  )  =  𝑡  (  1  +  𝑡  ) 


   [   Z5.      EA      05   .   12   .   05   .  ] 


   𝜚  (  𝑡  )  =  (  1  +  𝑡  )   ln       (  1  +  𝑡  )  


     𝑡  0   =   4,5  


     𝜚  (  𝑡  )  =    𝑡    1  +  𝑡    𝐾  (  𝑡  )  


   𝐾  (  𝑡  ) 


     𝛿  (  𝑡  )  =    1    1  +  𝛼  +  𝑡    


   𝐾  (  1  )  =  2  𝑒 


   [   Z5.      EA      14   .   05   .   07   .  ] 


     𝜚  (  𝑡  )  =    1    1  +    1    𝐾  (  𝑡  )      


     𝛿  (  𝑡  )  =    1    1  +  𝐾  (  𝑡  )    


   𝑡  =  1 


   [   Z6.      EA      15   .   120   .   08   .  ] 


   𝐾  (  𝑡  +  ℎ  )  =  𝐾  (  𝑡  )    [  1  +  ℎ  ⋅  𝑟  (  𝑡  ;  ℎ  )  ]   , 


   𝑟  (  𝑡  ;  ℎ  ) 


            𝑟   nom    (  𝑡  ;  ℎ  )    =   df        𝐾  (  𝑡  +  ℎ  )  −  𝐾  (  𝑡  )     ℎ  ⋅  𝐾  (  𝑡  )    =      𝐾  (  𝑡  +  ℎ  )  −  𝐾  (  𝑡  )   ℎ   ⋅    1    𝐾  (  𝑡  )    . 


   ℎ 


   𝐴  (  𝑡  ;  ℎ  )  =  1  +  ℎ  ⋅    𝑟   nom    (  𝑡  ;  ℎ  )  , 


            𝑟   nom    (  𝑡  ;  ℎ  )  =      𝐴  (  𝑡  ;  ℎ  )  −  1   ℎ   . 


   ℎ  =  1 


     𝑟   nom    (  𝑡  ;  1  )  =      𝐾  (  𝑡  +  1  )  −  𝐾  (  𝑡  )     1  ⋅  𝐾  (  𝑡  )    =      𝐾  (  𝑡  +  1  )  −  𝐾  (  𝑡  )     𝐾  (  𝑡  )   


     𝑟   nom    (  𝑡  ;  1  )  =  𝐴  (  𝑡  ;  1  )  −  1  . 


   𝐾  (  𝑡  +  ℎ  )  =  𝐾  (  𝑡  )      [  1  +  𝑟  (  𝑡  ;  ℎ  )  ]   ℎ   , 


     𝑟    𝑒  𝑓    =    𝑟    𝑒  𝑓    (  𝑡  ;  ℎ  ) 


            𝐴  𝑐   (  𝑡  ;  ℎ  )  =      [  1  +    𝑟    𝑒  𝑓    (  𝑡  ;  ℎ  )  ]   ℎ   , 


     𝑟    𝑒  𝑓    (  𝑡  ;  ℎ  )    =   df          𝐴  𝑐   (  𝑡  ;  ℎ  )   ℎ   −  1  =        𝐾  (  𝑡  +  ℎ  )     𝐾  (  𝑡  )    ℎ   −  1  . 


   1  +    𝑟    𝑒  𝑓    (  𝑡  ;  ℎ  )  ⩾  1 


   1  +    𝑟    𝑒  𝑓    (  𝑡  ;  ℎ  ) 


   1  +    𝑟    𝑒  𝑓    (  𝑡  ;  ℎ  )  =    𝑒    𝛿  (  𝑡  ;  ℎ  )    , 


   𝛿  (  𝑡  )  =   ln       (  1  +    𝑟    𝑒  𝑓    (  𝑡  ;  ℎ  )  )   . 


     𝐴  𝑐   (  𝑡  ;  ℎ  )  =    𝑒    ℎ  𝛿  (  𝑡  ;  ℎ  )   


   𝐾  (  𝑡  ;  ℎ  )  =  𝐾  (  𝑡  ;  0  )    𝑒    ℎ  𝛿  (  𝑡  ;  ℎ  )    , 


   𝐾  (  𝑡  +  ℎ  )  =  𝐾  (  𝑡  )    𝑒    ℎ  𝛿  (  𝑡  ;  ℎ  )    . 


   (  𝑡  ;  ℎ  ) 


   𝛿  (  𝑡  ;  ℎ  ) 


   𝑡  ∈  [  0  ,  +  ∞  ) 


            {              𝑟   nom    (  𝑡  ;  ℎ  )  <    𝑟    𝑒  𝑓    (  𝑡  ;  ℎ  )  ,      gdy     ℎ  ∈  (  0  ,  1  )  ,          𝑟   nom    (  𝑡  ;  ℎ  )  =    𝑟    𝑒  𝑓    (  𝑡  ;  ℎ  )  ,      gdy     ℎ  =  1  ,          𝑟   nom    (  𝑡  ;  ℎ  )  >    𝑟    𝑒  𝑓    (  𝑡  ;  ℎ  )  ,      gdy     ℎ  ∈  (  1  ,  +  ∞  )  .          


    46      000  


    14  


    11   % 


   8  % 


           𝐾  (  0  )  =   46      000   ;        𝐾  (  4  )  =   46      000         (  1  +     0,11    12    )   4   =   47      710   ;        𝐾  (   12   )  =   46      000         (  1  +     0,11    12    )   4   ⋅      (  1  +     0,08    12    )   8   =   50      314,70   ;        𝐾  (   14   )  =   46      000       [      (  1  +     0,11    12    )   4         (  1  +     0,08    12    )   8         (  1  +     0,06    12    )   2   ]   =            𝐾  (   14   )    =   50      819,10   .      


           𝐼  (  0  ;  4  )  =  𝐾  (  4  )    −    𝐾  (  0  )  =   46      000   ⋅      [      (  1    +       0,11    12    )   4   !    −    1  ]     =      1     710    ;        𝐼  (  4  ;   12   )  =  𝐾  (   12   )  −  𝐾  (  4  )  =        =   46      000   ⋅      (  1  +     0,11    12    )   4   ⋅      (  1  +     0,08    12    )   8   −   46      000   ⋅      (  1  +     0,11    12    )   4   =        =   46      000   ⋅      (  1  +     0,11    12    )   4       [      (  1  +     0,08    12    )   8   −  1  ]   =        =   47      710,00       [      (  1  +     0,08    12    )   8   −  1  ]   =    2     604,70    ;      


           𝐼  (   12   ;   14   )  =  𝐾  (   14   )  −  𝐾  (   12   )  =        =   46      000         (  1  +     0,11    12    )   4           (  1    +       0,08    12    )   8       [      (  1  +         0,0     6    12    )   2     −    1  ]   =     504,40   .      


     𝑟    𝑝  𝑜  𝑑     (   12   )    =   0,19   ⋅    1   12    =   0,0158   , 


     𝐾    𝑡  𝑥    =  𝐾  (  0  )  +      (  1  −    𝑟    𝑝  𝑜  𝑑     (   12   )    )    14    ⋅  𝐼  (  0  ;   14   )  = 


   =   46      000   +   0,7998   ⋅  4     819,10   ≃   49      854,14   . 


             𝐼    𝑡  𝑥    (  0  ;  4  )  =  𝐼  (  0  ;  4  )  ⋅      (  1  −    𝑟    𝑝  𝑜  𝑑     (   12   )    )   4   =  1     604,46   ;          𝐼    𝑡  𝑥    (  4  ;   12   )  =  𝐼  (  4  ;   12   )  ⋅      (  1  −    𝑟    𝑝  𝑜  𝑑     (   12   )    )   8   =  2     292,49   ;          𝐼    𝑡  𝑥    (   12   ;   14   )  =  𝐼  (   12   ;   14   )  ⋅      (  1  −    𝑟    𝑝  𝑜  𝑑     (   12   )    )   2   =  4     88,55   .      


      14    12    =    7  6  


     𝑟    𝑒  𝑓   


       (  1  +    𝑟    𝑒  𝑓    )     7  6    =      𝐾  (   14   )     𝐾  (  0  )   


     𝑟    𝑒  𝑓    =      [      𝐾  (   14   )     𝐾  (  0  )    ]     6  7    −  1  =      (       50      819,10       46      000     )     6  7    −  1  =   0,089   =   8,9   %  . 


     𝑟  ‾  


   (  1  +    𝑟  ‾     )   14    =      (  1  +     0,11    12    )   4   ⋅      (  1  +     0,08    12    )   8         (  1  +    6   12    )   2   =   1,0749   , 


     𝑟  ‾   =    1   14    ,   0749   −  1  =  (   1,0740     )    1   14     −  1  =   1,0052   −  1  =   0,052   %  .   


     𝑟    (  2  )    =      𝑟   nom    2   =   12   % 


       𝑟    (  4  )    =       12   %   4   =  3  %  


       𝑟    (   12   )    =       10   %    12    =   0,8   (  3  )  %  


       𝑟    (   12     )  ′     =      9  %    12    =   0,75   %  


     𝑟    (   12     )  ″     =      8  %    12    =   0,6   (  6  ) 


   𝑟  =  (   1,03     )  2       (  1  +     0,10    12    )   3           (  1  +     0,09    12    )   2           (  1  +     0,08    12    )   1       =   1,111380   . 


     𝑟    𝑒  𝑓    =  𝑖  −  1  =   11,1380   %  . 


       𝑟    (  4  )    ‾  


       (  1  +      𝑟    (  4  )    ‾   )   4   =      (  1  +    𝑟    (  4  )    )   2         (  1  +    𝑟   12    )   3         (  1  +    𝑟    (   12     )  ′     )   2       (  1  +    𝑟    (     12   ″   )    )       . 


       𝑟    (  4  )    ‾   =      (  1  +    𝑟  4     )  2   (  1  +    𝑟    (   12   )      )  3   (  1  +    𝑟    (   12     )  ′       )  2   (  1  +    𝑟    (   12   )  "    )   4   −  1  = 


   =     1,111380   4   −  1  =   2,6752   %  . 


     𝐾  ‾   =   11      113,80      j.m.  


   𝐾  (  0  )  =   10      000  


     𝐼  ′   (  1  )  =  [   10      000   ⋅  (   0,03   )  ]  ⋅  4  =  1     200,00      j.m.   , 


     𝐼  ″   (  1  )  =   10      000   ⋅  (   1,03     )  4   −   10      000   =  1     255,08        j.m.  


     𝑟    𝑒  𝑓    =         11      255,08       10      000     1   −  1  =   1,125508   −  1  =   0,125508   ≃   0,12550   . 


    38      000  


    45      000  


     𝑟    𝑒  𝑓    =   0,0855  


     𝑟     nom   𝐴      =     0,36  


     𝑟  𝐵  


     𝑖     nom   𝐴      =   0,25  


     𝑖     nom   𝐵   


     𝐾  𝐴   =  2     000  


     𝐾  𝐴   (  𝑡  )  =  5     500  


     𝐾  𝐵  


     𝐾  𝐵   (  𝑡  )  =  9    𝐾  𝐵  


     𝑟     nom   𝐵   


     𝑟      𝑒  𝑓   𝐴   


     𝑟      𝑒  𝑓   𝐵   


   (    𝑟      𝑒  𝑓   𝐴    +    𝑟      𝑒  𝑓   𝐵    ) 


     𝐹  𝐼  


     𝐹    𝐼    𝐼   


     𝐹    𝐼    𝐼    𝐼   


     𝐼  𝐼   =   0,1  


     𝐼    𝐼    𝐼    =   0,08  


     𝐼    𝐼    𝐼    𝐼    =   0,06  


   1     800  


   𝐶  𝑃  𝐼  (  𝑡  ) 


   𝑡  ∈  (    𝑡  𝑖   ,    𝑡    𝑖  +  1    ) 


   𝑖  ∈  {  1  ,  …  ,    𝑡  𝑛   } 


   𝑛  ∈  ℕ 


   (    𝑡  𝑖   ,    𝑡    𝑖  +  1    ) 


   𝐶  𝑃  𝐼 


       𝑟    𝐶  𝑃  𝐼    (    𝑡  𝑖   ,    𝑡    𝑖  +  1    )  


            𝑟    𝐶  𝑃  𝐼    (    𝑡  𝑖   ,    𝑡    𝑖  +  1    )  =      𝐶  𝑃  𝐼  (    𝑡    𝑖  +  1    )  −  𝐶  𝑃  𝐼  (    𝑡  𝑖   )     𝐶  𝑃  𝐼  (    𝑡  𝑖   )    . 


   𝐴  (  𝑡  ) 


     𝑟   real    (  𝑡  ) 


            𝑟   real    (  𝑡  )  =      𝐴  (  𝑡  )  ⋅  𝐾     𝐶  𝑃  𝐼  (  𝑡  )    , 


   𝐾  (  𝑡  )  =  𝐾  (    𝑡  1   )  𝐴  (    𝑡  𝑖   ) 


   𝑖  ∈  (  1  ;  𝑛  ] 


     𝑟   real    (    𝑡  𝐼   ,    𝑡    𝑖  +  1    )  =      𝑟  (    𝑡    𝑖  +  1    ,    𝑡  𝑖   )  −    𝑟    𝐶  𝑃  𝐼    (    𝑡  2   ;    𝑡  𝑖   )     1  +    𝑟    𝐶  𝑃  𝐼    (    𝑡    𝑖  +  2    ,    𝑡  𝑖   )    . 


   𝜋 


     𝑟   real    =      𝑟  −  𝜋     1  +  𝜋    , 


             𝑟     real   ,  (  𝑎  )    =         0,08   −   0,05      1  +   0,05     =   2,86   %  ,           𝑟     real   ,  (  𝑏  )    =         0,08   −   0,07      1  +   0,07     =   0,0093   %  ,           𝑟     real   ,  (  𝑐  )    =         0,08   −   0,01      1  +   0,01     =  −   1,82   %  .       


    2,86   % 


    0,93   % 


   −   1,82   % 


   𝐾  =  𝑃  𝑉  =   15      000  


   𝐹  𝑉  =   21      000  


    2,0   % 


    1,5   % 


   𝑡  =  0 


   𝑃  𝑉  =   15      000  


   𝐹  𝑉  =  𝑃  𝑉  (  1  +    𝑟   nom    )  , 


     𝑟   nom    =        𝐹  𝑉     𝑃  𝑉     −  1  , 


     𝑟   nom    =         21      000       15      000      −  1  =      7  5    −  1  = 


   =   1,183215957   −  1  ≃   1,183   −  1  =   0,183   =   18,3   %  . 


     𝑟   infl    (  1  )  =  2  % 


     𝑟   infl    (  2  )  =   1,5   % 


     𝑟   infl    =  (  1  +   0,02   )  (  1  +   0,015   )  −  1  =   1,0353   ≃   0,035   . 


     𝑟   real     𝑑  𝑤  𝑢  𝑙  𝑒  𝑡  𝑛  𝑖  𝑎    =        𝑟   nom    −    𝑟   infl       1  +    𝑟   infl      =       0,183   −   0,035      1  +   0,035     =     0,148    1,035    =   0,143   . 


     𝑟   infl     𝑟  𝑜  𝑐  𝑧  𝑛  𝑎    =   0,069  


         𝐹    𝑉   real    =     𝑃  𝑉  ⋅  (  1  +    𝑟   real     𝑑  𝑤  𝑢  𝑙  𝑒  𝑡  𝑛  𝑖  𝑎    )  =   15      000      j.m.   ⋅  (  1  +   0,143   )  =             =      17      145   ,    


   3     855  


     𝑟   infl    =   0,1  


   𝑙  =   0,04  


     𝑟    𝑝  𝑜  𝑑    =   0,3  


    20      000  


   𝑙  =   0,14  


   𝑟  =   0,026  


     𝑟   nom   


     𝑟   real   


     𝑟   infl    =   0,02  


       𝐶  𝐹   _   ∈    ℝ  +  ℕ  


     𝑡  𝑖   ∈  ℕ 


   𝑖  ∈    ℕ  +  


     𝑡  𝑖   −    𝑡    𝑖  −  1    =   const  


   𝛥    𝑡  𝑖   =    𝑡  𝑖   −    𝑡    𝑖  −  1   


   𝑃  𝑉 


   𝐶    𝐹  𝑘  


   • 


            𝑃  𝑉     =      ∑    𝑘  =  1   𝑛   𝐶    𝐹  𝑘   𝐷    𝐹  𝑘   =    ∑    𝑘  =  1   𝑛   𝐶    𝐹  𝑘       [    ∏    𝑗  =  1   𝑘   𝐷  𝐹  (    𝑡    𝑗  −  1    ,    𝑡  𝑗   )  ]       , 


              𝑃  𝑉   ¨       =    𝐶    𝐹  0   +    ∑    𝑘  =  1     𝑛  −  1    𝐶    𝐹  𝑘     ⋅    𝐷    𝐹  𝑘     =    𝐶    𝐹  0   +    ∑    𝑘  =  1     𝑛  −  1    𝐶    𝐹  𝑘     ⋅      [    ∏    𝑗  =  1   𝑘   𝐷  𝐹  (    𝑡    𝑗  −  1    ,    𝑡  𝑗   )  ]       . 


          𝑃  𝑉    =      ∑    𝑘  =  1   ∞   𝐶    𝐹  𝑘     ⋅    𝐷    𝐹  𝑘     =      ∑    𝑘  =  1   ∞   𝐶    𝐹  𝑘     ⋅      [    ∏    𝑗  =  1   𝑘   𝐷  𝐹  (    𝑡    𝑗  −  1    ,    𝑡  𝑗   )  ]       , 


              𝑃  𝑉   ¨       =    𝐶    𝐹  0   +    ∑    𝑘  =  1   ∞   𝐶    𝐹  𝑘     ⋅    𝐷    𝐹  𝑘     =    𝐶    𝐹  0   +    ∑    𝑘  =  1   ∞   𝐶    𝐹  𝑘     ⋅      [    ∏    𝑗  =  1   𝑘   𝐷  𝐹  (    𝑡    𝑗  −  1    ,    𝑡  𝑗   )  ]       . 


   𝐷  𝐹  (    𝑡    𝑗  −  1    ;    𝑡  𝑗   )  =  𝑣  =   const  


          𝐷    𝐹  𝑘   =  𝐷  𝐹  (    𝑡  0   ;    𝑡  𝑘   )  =    ∏    𝑗  =  1   𝑘   𝐷  𝐹  (    𝑡    𝑗  −  1    ,    𝑡  𝑗   )  =    𝑣  𝑘   . 


          𝑃    𝑉  𝑛   =    ∑    𝑘  =  1   𝑛   𝐶    𝐹  𝑘   ⋅    𝑣  𝑘   . 


                𝑃  𝑉   ¨   𝑛   =    ∑    𝑘  =  1   𝑛   𝐶    𝐹  𝑘   ⋅    𝑣    𝑘  −  1    , 


          𝑃    𝑉  ∞   =    ∑    𝑘  =  1   ∞   𝐶    𝐹  𝑘   ⋅    𝑣  𝑘   , 


                𝑃  𝑉   ¨   ∞   =    ∑    𝑘  =  1   ∞   𝐶    𝐹  𝑘   ⋅    𝑣    𝑘  −  1    . 


   𝐶    𝐹  𝑘   =  𝑋  =   const  


   𝑣  =    1    1  +  𝑖   


   𝑖  =    1  𝑣   −  1 


     𝑎              𝑛                  𝑖   


       𝑎  ¨               𝑛                  𝑖   


     𝑎              ∞                  𝑖   


       𝑎  ¨               ∞                  𝑖   


         𝑘  |      𝑎              ∞                  𝑖   


         𝑘  |        𝑎  ¨               ∞                  𝑖   


   𝐶    𝐹  𝑗   =  𝑋  =  1 


            𝑎              𝑛                  𝑖    =    ∑    𝑗  =  1   𝑛   1    ⋅      𝑣  𝑗   =    ∑    𝑗  =  1   𝑛     𝑣  𝑗   =  𝑣      1  −    𝑣  𝑛      1  −  𝑣    , 


              𝑎  ¨               𝑛                  𝑖    =    ∑    𝑗  =  1   𝑛   1    ⋅      𝑣    𝑗  −  1    =    ∑    𝑗  =  1   𝑛     𝑣    𝑘  −  1    =      1  −    𝑣  𝑛      1  −  𝑣    , 


            𝑎              ∞                  𝑖    =    ∑    𝑗  =  1   ∞   1    ⋅      𝑣  𝑗   =    ∑    𝑗  =  1   ∞     𝑣  𝑗   =  𝑣    1    1  −  𝑣    , 


              𝑎  ¨               ∞                  𝑖    =    ∑    𝑗  =  1   ∞   1    ⋅      𝑣    𝑘  −  1    =    ∑    𝑗  =  0   ∞     𝑣    𝑘  −  1    =    1    1  −  𝑣    . 


                𝑘  |      𝑎              𝑛                  𝑖    =    𝑣  𝑘     𝑎              𝑛                  𝑖    =    𝑎              𝑛  +  𝑘                  𝑖    −    𝑎              𝑛                  𝑖    =      𝑣    𝑛  +  1      1  −  𝑣        (  1  −    𝑣  𝑘   )     , 


                𝑘  |        𝑎  ¨               ∞                  𝑖    =    𝑣  𝑘       𝑎  ¨               𝑛                  𝑖    =      𝑎  ¨               𝑛  +  𝑘                  𝑖    −      𝑎  ¨               𝑛                  𝑖    =      𝑣  𝑛     1  −  𝑣    (  1  −    𝑣  𝑘   )  . 


     𝑠              𝑛                  𝑖   


       𝑎  ¨               𝑛                  𝑖   


       𝑘   |    𝑎              𝑛                  𝑖   


       𝑘   |      𝑎  ¨               𝑛                  𝑖   


     𝑠              𝑛                  𝑖       (  𝑚  )   


       𝑎  ¨               𝑛                  𝑖       (  𝑚  )   


   𝐶    𝐹  1   ,  𝐶    𝐹  2   ,  …  𝐶    𝐹  𝑛  


   𝐶    𝐹  𝑘   =    𝑋  𝑘   =  𝑘 


   𝑘  ∈  {  1  ,  2  ,  …  ,  𝑛  } 


   𝐶    𝐹  1   =  1 


     𝑋  𝑘  


   𝑣 


   𝑃    𝑉  𝑛  𝑎   =  (  𝐼  𝑎    )              𝑛                  𝑖    =    ∑    𝑘  =  1   𝑛     𝑋  𝑘     𝑣  𝑘   =    ∑    𝑘  =  1   𝑛   𝑘    𝑣  𝑘   . 


     𝑎  _   ∈    ℝ  ℕ  


     𝑆  𝑛  


     𝑆    𝑛  +  1   


            𝑆    𝑛  +  1    =    𝑎  0   +    𝑎  1   +  …    𝑎    𝑛  −  1    +    𝑎  𝑛   =    𝑆  𝑛   +    𝑎  𝑛   =    𝑎  0   +    ∑    𝑘  =  0   𝑛     𝑎    𝑖  +  1    . 


       𝑆    𝑛  +  1    =    ∑    𝑘  =  0   𝑛     𝑎  𝑛   


   𝑓 


            𝑆    𝑛  +  1    =    𝑆  𝑛   +    𝑎  𝑛   =  𝑓  (    𝑆  𝑛   )  +  𝛷  (  𝑛  )  , 


   𝛷  (  𝑛  ) 


          𝑓  (    𝑆  𝑛   )  =  𝜆    𝑆  𝑛   , 


   𝜆  ≠  1 


          (  1  −  𝜆  )    𝑆  𝑛   =  𝛷  (  𝑛  )  −    𝑎  𝑛   , 


            𝑆  𝑛   =      𝛷  (  𝑛  )  −    𝑎  𝑛      1  −  𝜆    . 


            𝑆  𝑛   =    ∑    𝑘  =  1   𝑛   𝑘    𝑣    𝑘  −  1    , 


   (  𝐼    𝑎  ¨     )              𝑛                  𝑖   


     𝑎  _  


     𝑎  1  


     𝑆    𝑛  +  1    =    ∑    𝑘  =  1     𝑛  +  1    𝑘    𝑣    𝑘  −  1    =    ∑    𝑘  =  1   𝑛   𝑘    𝑣    𝑘  −  1    +  (  𝑛  +  1  )    𝑣  𝑛   , 


            𝑆    𝑛  +  1    =    𝑆  𝑛   +  (  𝑛  +  1  )    𝑣  𝑛   . 


     𝑆    𝑛  +  1    =    ∑    𝑘  =  1     𝑛  +  1    𝑘    𝑣    𝑘  −  1    =  1  +    ∑    𝑘  =  2     𝑛  +  1    𝑘    𝑣    𝑘  −  1    . 


   𝑘  ∶  =  𝑘  +  1 


     𝑆    𝑛  +  1    =  1  +    ∑    𝑘  =  1   𝑛   (  𝑘  +  1  )    𝑣  𝑘   =    ∑    𝑘  =  1   𝑛   𝑘    𝑣  𝑘   +    (  1  +    ∑    𝑘  =  1   𝑛     𝑣  𝑘   )   =    ∑    𝑘  =  1   𝑛   𝑘    𝑣  𝑘   +    ∑    𝑘  =  0   𝑛     𝑣  𝑘   . 


     𝑆    𝑛  +  1    =    ∑    𝑘  =  1   𝑛   𝑘    𝑣  𝑘   +    ∑    𝑘  =  0   𝑛     𝑣  𝑘   . 


            𝑆    𝑛  +  1    =  𝑣    ∑    𝑘  =  1   𝑛   𝑘    𝑣    𝑘  −  1    +      1  −    𝑣    𝑛  +  1       1  −  𝑣    =  𝑣    𝑆  𝑛   +      1  −    𝑣    𝑛  +  1       1  −  𝑣    . 


     𝑆  𝑛   +  (  𝑛  +  1  )    𝑣  𝑛   =  𝑣    𝑆  𝑛   +      1  −    𝑣    𝑛  +  1       1  −  𝑣    . 


   (  1  −  𝑣  )    𝑆  𝑛   =  −  (  𝑛  +  1  )    𝑣  𝑛   +      1  −    𝑣    𝑛  +  1       1  −  𝑣    . 


            𝑆  𝑛   =      1  −  (  𝑛  +  1  )    𝑣  𝑛   +  𝑛    𝑣    𝑛  +  1       (  1  −  𝑣    )  2     , 


            ∑    𝑘  =  1   𝑛   𝑘    𝑣    𝑘  −  1    =      1  −  (  𝑛  +  1  )    𝑣  𝑛   +  𝑛    𝑣    𝑛  +  1       (  1  −  𝑣    )  2     . 


     𝑋  𝑘   =  𝑘 


   𝑖  >  0 


     𝑣  =    1    1  +  𝑖    


   (  𝐼  𝑎    )              𝑛                  𝑖   


                    𝑃  𝑉  =  (  𝐼  𝑎    )              𝑛                  𝑖    =    ∑    𝑘  =  1   𝑛   𝑘    ⋅      𝑣  𝑘   =        =  𝑣  +  2    𝑣  2   +  3    𝑣  3   +  …  (  𝑛  −  1  )    𝑣    𝑛  −  1    +  𝑛    𝑣  𝑛   .       


          𝑃  𝑉    ⋅    𝑣  =  𝑣    ⋅      ∑    𝑘  =  1   𝑛   𝑘    ⋅      𝑣  𝑘   =    𝑣  2   +  2    𝑣  3   +  …  +  (  𝑛  −  1  )    𝑣  𝑛   +  𝑛    𝑣    𝑛  +  1    . 


   (  1  −  𝑣  )  𝑃  𝑉  =  (  1  −  𝑣  )  (  𝐼  𝑎    )              𝑛                  𝑖    = 


   =  (  𝑣  +    𝑣  2   +    𝑣  3   +  …  +    𝑣  𝑛   )  +  𝑛    𝑣    𝑛  +  1    =    𝑎              𝑛                  𝑖    +  𝑛    𝑣    𝑛  +  1    , 


          𝑃  𝑉  =  (  𝐼  𝑎    )              𝑛                  𝑖    =          𝑎              𝑛                  𝑖     +  𝑛    𝑣    𝑛  +  1       1  −  𝑣    . 


   𝑘  ∈    ℕ  +  


   (  𝐼  𝑎    )              ∞                  𝑖   


                    𝑃  𝑉  =  (  𝐼  𝑎    )              ∞                  𝑖    =      ∑    𝑘  =  1   ∞   𝑘    ⋅      𝑣  𝑘   =         =  2    𝑣  2   +  3    𝑣  3   +  …  (  𝑛  −  1  )    𝑣    𝑛  −  1    +  𝑛    𝑣  𝑛   +  …  ,       


                    𝑃  𝑉    ⋅  𝑣  =  (  𝐼  𝑎    )              ∞                  𝑖      ⋅    𝑣  =    𝑣    ⋅      ∑    𝑘  =  1   ∞   𝑘    ⋅      𝑣  𝑘   =         =    𝑣  2   +  2    𝑣  3   +  3    𝑣  4   +  …  (  𝑛  −  1  )    𝑣  𝑛   +  𝑛    𝑣    𝑛  +  1    +  …  ,       


   =  𝑣  +    𝑣  2   +    𝑣  3   +  …  +    𝑣  𝑛   +  …  =    𝑎              ∞                  𝑖    =    𝑣    1  −  𝑣    , 


          𝑃  𝑉  =  (  𝐼  𝑎    )              ∞                  𝑖    =    𝑣    (  1  −  𝑣    )  2     . 


           (  𝐼    𝑎  ¨     )              ∞          =  1  +  2  𝑣  +  3    𝑣  2   +  4    𝑣  3   +  …  =  (  𝑣  +    𝑣  2   +    𝑣  3   +  …    )  ′   =          =      (    1    1  −  𝑣    )   ′   =    1    (  1  −  𝑣    )  2     =    1    𝑑  2    .       


   (  𝐼  𝑎    )              ∞         


                    (  𝐼  𝑎    )              ∞          =  𝑣  +  2    𝑣  2   +  3    𝑣  3   +  4    𝑣  4   +  …  =        =    𝑣  (  1  +  2  𝑣  +  3    𝑣  2   +  …  )  =  𝑣  ⋅    1    𝑑  2    =    1  𝑖   ⋅    1  𝑑   .        


   𝐶    𝐹  1   ,  𝐶    𝐹  2   ,  … 


   𝑞  ∈    ℝ  +  


   𝐶    𝐹  𝑘   =  1  ⋅    𝑞    𝑘  −  1   


   𝑃    𝑉  𝑛  𝑔   =  (  𝐼    𝑔  ¨     )              𝑛          =    ∑    𝑘  =  1   𝑛     𝑞    𝑘  −  1      𝑣  𝑘   =    ∑    𝑘  =  1   𝑛     (    𝑞    𝑘  −  1    )       𝑣  𝑘   = 


       1  


          𝑃    𝑉  𝑛  𝑔   =  (  𝐼  𝑔    )              𝑛          =  𝑣      1  −  (  𝑞  𝑣    )  𝑛      1  −  𝑞  𝑣    . 


         𝑃  𝑉   ¨   𝑛      𝑔    =  (  𝐼    𝑔  ¨     )              𝑛          =    ∑    𝑘  =  1   𝑛     𝑣    𝑘  −  1    =    ∑    𝑘  =  1   𝑛     (    𝑞    𝑘  −  1    )       𝑣    𝑘  −  1    = 


   =  𝐶    𝐹  1     ∑    𝑘  =  1   𝑛       (  𝑞  𝑣  )     𝑘  −  1    =      1  −  (  𝑞  𝑣    )  𝑛      1  −  𝑞  𝑣    , 


                𝑃  𝑉   ¨   𝑛      𝑔    =  (  𝐼    𝑔  ¨     )              𝑛          =      1  −  (  𝑞  𝑣    )  𝑛      1  −  𝑞  𝑣    . 


   (  −  1  ;  1  ) 


   0  <  𝑞  𝑣  <  1 


          𝑃    𝑉  ∞  𝑔   =  (  𝐼  𝑔    )              ∞          =    𝑣    1  −  𝑞  𝑣    , 


                𝑃  𝑉   ¨   ∞  𝑔   =  (  𝐼    𝑔  ¨     )              ∞          =    1    1  −  𝑞  𝑣    . 


   (  𝐼    𝑠  ¨     )              𝑛                  𝑖   


   (  𝐼  𝑠    )              ∞                  𝑖   


   (  𝐼    𝑎  ¨     )              ∞                  𝑖   


   (  𝐼  𝑠    )              𝑛                  𝑖   


   𝑘  ∈  {  1  ,  2  ,  …  ,  𝑛  } 


    (i)       𝑆  𝑛   =    ∑    𝑘  =  1   𝑛   𝑘    𝑣    𝑘  −  1    ,     (ii)       ∑    𝑘  =  1   𝑛     𝑘  2     𝑣  𝑘   ,     (ii)       ∑    𝑘  =  1   𝑛     𝑘  3     𝑣  𝑘   . 


            (i)         𝑎              ∞                  𝑖    =    1  𝑖   ,            (iv)           𝑎  ¨               ∞                  𝑖    =    1  𝑑   ,          (ii)         𝑎              ∞                  𝑖       (  𝑚  )    =    1    𝑖    (  𝑚  )     ,            (v)           𝑎  ¨               ∞                  𝑖       (  𝑚  )    =    1    𝑑    (  𝑚  )     ,          (iii)       1  −    𝑣    1  𝑚    =    1  𝑚     𝑑    (  𝑚  )    ,            (vi)           𝑖    (  𝑚  )    𝑚   =      1  −    𝑣    1  𝑚       𝑣    1  𝑚     .       


     𝑎                𝑛          =  𝑎 


       𝑠  ¨                 𝑛          =  𝑏 


     𝑑  =      𝑏  −  𝑎     𝑎  𝑏    .  


     𝑎              𝑛                  𝑖    (  1  +  𝑖    )  𝑘   =      𝑠  ¨               𝑘  −  1                  𝑖    +      𝑎  ¨               𝑛  −  𝑘  +  1                  𝑖   


     𝑎              𝑛                  𝑖    =  𝑝 


   (  𝐼  𝑎    )              𝑛                  𝑖    =  𝑞 


   𝑖  =      𝑛  −  𝑝     (  𝑛  +  1  )  𝑝  −  𝑞    . 


     ∑    𝑘  −  1   𝑛           𝑠  ¨               2  𝑘                  𝑖           𝑠  ¨               𝑘                  𝑖      =  𝑛  +      𝑠  ¨               𝑘  −  1                  𝑖    . 


   𝑛  ,  𝑡  ∈    ℕ  +  


       𝑡  (  𝑡  +  1  )     𝑛  (  𝑛  +  1  )    <      𝑡  −    𝑎              𝑡                  𝑖       𝑛  −    𝑎              𝑛                  𝑖      . 


   𝑑 


       𝑑  3     (  1  −  𝑑    )  2     =      (  𝑖  −  𝑑    )  2      1  −  𝑣    ,     gdy     𝑣  =    1    1  +  𝑖    =  1  −  𝑑  . 


    200  


     𝑖    (   12   )    =   0,005  


   𝑛  =   24  


   𝑋  =   200  


   𝑖  =    𝑖    (   12   )    =   0,005  


   𝐹  𝑉    =      𝑠               =    (  𝐼  𝑎    )               =   200     ∑    𝑖  =  1    24        (  1  +   0,005     )   24    −  1    0,005    =  5     086,392      j.m.  


   𝑖  =    𝑖    (   12   )    =     0,08   4   =   0,02  


   𝑃  𝑉  =  𝑋  ⋅    𝑎                    . 


     𝑎                    =    ∑    𝑖  =  1    12      1    (  1  +   0,02     )  𝑖     =    1    1  −   1,02         1  −    1    (  1  +   0,02     )    −   12          1  −    1    1  +   0,02       = 


   =      1  −  (   1,02     )    −   12       0,02    =   10,57534   ≃   10     ,   5753   , 


   𝑋  =       10      000     10,5753    ≃   945,60   . 


    (i)       1    𝑖  2    ,     (ii)         1  −  𝑑     𝑑  2    ,     (iii)       𝑒  𝛿   +    𝑒    −  𝛿    ? 


     𝑠              ∞          =  (  𝐼  𝑎    )              ∞          =  𝑣  +  2    𝑣  2   +  3    𝑣  3   +  4    𝑣  4   +  …  = 


   =  𝑣  (  1  +  2  𝑣  +  3    𝑣  2   +  …  )  =  𝑣  ⋅    1    𝑑  2    =    1  𝑖   ⋅    1  𝑑  


       𝑠  ¨               ∞          =      (  𝐼  𝑎    )              ∞           𝑖   =  1  +  2  𝑣  +  3    𝑣  2   +  …  =  (  𝐼    𝑎  ¨     )              ∞          = 


   =  (  𝑣  +    𝑣  2   +    𝑣  3   +  …    )  ′   =      (    1    1  −  𝑣    )   ′   =    1    (  1  −  𝑣    )  2     =    1    𝑑  2    , 


       𝑠              ∞          𝑖   −    𝑠              ∞          =    𝑠              ∞              (    1  𝑣   −  1  )   =  1  +  𝑣  +    𝑣  2   +  …  = 


   =    1    1  −  𝑣    =    1    1  −    1    1  +  𝑖      =      1  +  𝑖   𝑖   . 


       𝑠              ∞          𝑖  =      1  +  𝑖   𝑖   ,  


       𝑠              ∞          =      1  +  𝑖     𝑖  2    


     𝑋  _  


   𝑖  =   0,05  


       𝑋  𝑘   =    {            𝑘  (   20   −  𝑘  )  ,      dla     𝑘  ∈  {  1  ,  2  ,  …  ,   20   }  ,        0  ,      dla     𝑘  ∈  {   21   ,   22   ,  …  }  .           


     𝑎               20           =    ∑    𝑘  =  1    20    𝑘  (   20   −  𝑘  )    𝑣  𝑘   = 


   =  1  (   20   −  1  )  𝑣  +  2  (   20   −  2  )    𝑣  2   +  …  +   19   (   20   −   19   )    𝑣   19    +   20   (   20   −   20   )    𝑣   20    . 


       𝑎               20           𝑣   =  1  (   20   −  1  )  +  2  (   20   −  2  )  𝑣  +  …  +   19   (   20   −   19   )    𝑣   18    +   20   (   20   −   20   )    𝑣   19    . 


   𝑘  (   20   −  𝑘  )  −  (  𝑘  −  1  )  [   20   −  (  𝑘  −  1  )  ]  =   21   −  2  𝑘  . 


       𝑎               20           𝑣   −    𝑎               20           =    𝑎               20           ⋅  𝑖  =   19   +    ∑    𝑘  =  1    19    [   21   −  2  (  𝑘  +  1  )  ]    𝑣  𝑘   = 


   =   19   +    ∑    𝑘  =  1    19    (   19   −  2  𝑘  )    𝑣  𝑘   =   19   +   19     𝑎               19           −  2    𝑎               20           ⋅    𝑎               19           . 


     𝑎               20           =       19   +   19     𝑎               19           −  2    𝑎               20             𝑎               19            𝑖   ≃   836   , 


       𝑎               20             𝑎               19           =          𝑎  ¨               𝑛          −  𝑛    𝑣  𝑛    𝑖   


     𝑋     31   −  𝑡   


       𝑋  𝑘   =      𝑘  (  𝑘  +  1  )   2   


     𝑎               30           =    1  2   𝐼 


   𝐼  =   30   (   30   +  1  )  𝑣  +   29   (   29   +  1  )    𝑣  2   +  …  +  1  (  1  +  1  )    𝑣   30    . 


   𝐼  =   30   (   30   +  1  )    𝑣  2   +   29   (   29   +  1  )    𝑣  3   +  …  +  1  (  1  +  1  )    𝑣   31    . 


   𝐼  𝑣  −  𝐼  =  𝐼  (  𝑣  −  1  )  =  2    ⋅      𝑣  2   +  2    ⋅     29     𝑣  3   +  …  +  2    ⋅    2    𝑣   30    +  2    ⋅    1    𝑣   31    −   30     ⋅     31   𝑣  , 


    30   𝑣  +   29     𝑣  2   +  …  +  1    𝑣   30    =  𝐴  𝑣  , 


   𝐴  (  𝑣  −  1  )  =    𝑣  2   +    𝑣  3   +  …    𝑣   30    +    𝑣   31    −   30   𝑣  . 


   𝐴  =      𝑣  (    𝑎               30           −   30   )     𝑣  −  1    . 


   𝐴  =    1  2   ⋅          2    𝑣  2   (    𝑎               30           −   30   )     𝑣  −  1    −   30   ⋅   31   𝑣     𝑣  −  1    ≃  3     450   . 


   𝑃  𝑉  =        (  2    𝑣  2   +  5    𝑣  3   +  8    𝑣  5   +  …  )   ⏟     𝑆  1    +        (  3    𝑣  2   +  5    𝑣  4   +  7    𝑣  6   +  …  )   ⏟     𝑆  2    = 


   =    ∑    𝑘  =  1   ∞   (  3  𝑘  −  1  )    𝑣    2  𝑘  +  1    +    ∑    𝑘  =  1   ∞   (  2  𝑘  +  1  )    𝑣    2  𝑘    . 


     𝑆  1   =    ∑    𝑘  =  1   ∞   3  𝑘    𝑣    2  𝑘  −  1    =  𝑣    ∑    𝑘  =  1   ∞   (  3  𝑘  −  1  )    𝑣    2  (  𝑘  −  1  )    = 


   =  3  𝑣    ∑    𝑘  =  1   ∞   𝑘  (    𝑣  2     )    𝑘  −  1    −  𝑣    ∑    𝑘  =  1   ∞   (    𝑣  2     )    𝑘  −  1    = 


   =  3  𝑣    ∑    𝑘  =  1   ∞   [  (    𝑣  2     )  𝑘     ]  ′   −    1  𝑣     ∑    𝑘  =  1   ∞   (    𝑣  2     )  𝑘   =    |            𝑢  ∶  =    𝑣  2         𝑣  =    𝑢         |   = 


   =  3    𝑢         (    ∑    𝑘  =  1   ∞     𝑢  𝑘   )   ′   −    1    𝑢      ∑    𝑘  =  1   ∞     𝑢  𝑘   =  3    𝑢         (    𝑢    1  −  𝑢    )   ′   −    1    𝑢      𝑢    1  −  𝑢    = 


   =  3    𝑢       1  −  𝑢  +  𝑢     (  1  −  𝑢    )  2     −      𝑢     1  −  𝑢    =      3    𝑢      (  1  −  𝑢    )  2     −      𝑢     1  −  𝑢    = 


   =    𝑢       3  −  1  +  𝑢     (  1  −  𝑢    )  2     =    𝑢       2  +  𝑢     (  1  −  𝑢    )  2     =  𝑣      2  +    𝑣  2      (  1  −  𝑣    )  2     =        𝑣  3   +  2  𝑣     (  1  −    𝑣  2     )  2     . 


     𝑆  1   =        𝑣  3   +  2  𝑣     (  1  −    𝑣  2     )  2     . 


     𝑆  2  


     𝑆  2   =    ∑    𝑘  =  1   ∞   (  2  𝑘  +  1  )    𝑣    2  𝑘    =    ∑    𝑘  =  1   ∞   2  𝑘    𝑣    2  𝑘    +    ∑    𝑘  =  1   ∞     𝑣    2  𝑘    = 


   =  2    𝑣  2     ∑    𝑘  =  1   ∞   𝑘        (    𝑣  2   )     𝑘  −  1    +    ∑    𝑘  =  1   ∞     𝑣    2  𝑘    =    |            𝑢  ∶  =    𝑣  2         𝑣  =    𝑢         |   = 


   =  2  𝑢        (    ∑    𝑘  =  1   ∞     𝑢  𝑘   )   ′   +    ∑    𝑘  =  1   ∞     𝑢  𝑘   =  2  𝑢        (    𝑢    1  −  𝑢    )   ′   +    𝑢    1  −  𝑢    = 


   =  2  𝑢      1  −  𝑢  +  𝑢     (  1  −  𝑢    )  2     +    𝑢    1  −  𝑢    =      2  𝑢  +  𝑢  (  1  −  𝑢  )     (  1  −  𝑢    )  2     =      𝑢  (  3  −  𝑢  )     (  1  −  𝑢    )  2     = 


   =      3  𝑢  −    𝑢  2      (  1  −  𝑢    )  2     =      3    𝑣  2   −    𝑣  4      (  1  −    𝑣  2     )  2     . 


     𝑆  2   =      3    𝑣  2   −    𝑣  4      (  1  −    𝑣  2     )  2     , 


   𝑆  =    𝑆  1   +    𝑆  2   =        𝑣  3   +  2  𝑣     (  1  −    𝑣  2     )  2     +      3    𝑣  2   −    𝑣  4      (  1  −    𝑣  2     )  2     =      −    𝑣  4   +    𝑣  3   +  3    𝑣  2   +  2  𝑣     (  1  −    𝑣  2     )  2     . 


   𝑣  =    1    1  +  𝑖    =    1   1,05    ≃   0,952      381   , 


   𝑆  ≃   540  


     𝑋  𝑘  ′   =  2  +  (  𝑘  −  1  )  ⋅  3  , 


   𝑃    𝑉    𝑛  𝑝    =    ∑    𝑘  =  1   ∞     𝑋  𝑘  ′     ⋅  (    𝑣  2     )    𝑘  −  1    =    ∑    𝑘  =  1   ∞   [  2  +  (  𝑘  −  1  )  ⋅  3  ]  ⋅      (    𝑣  2   )     𝑘  −  1    = 


   =      1    𝑣  2        ∑    𝑘  =  1   ∞       (  2  ⋅    𝑣    2  𝑘    +  3  𝑘  ⋅    𝑣    2  𝑘    −  3  ⋅      𝑣    2  𝑘    )   = 


   =    1    𝑣  2        (    ∑    𝑘  =  1   ∞   3  𝑘  ⋅    𝑣    2  𝑘    −    ∑    𝑘  =  1   ∞     𝑣    2  𝑘    )   = 


   =    1    𝑣  2        (  3    ∑    𝑘  =  1   ∞   𝑘  ⋅  (    𝑣  2     )  𝑘   −    ∑    𝑘  =  1   ∞   (    𝑣  2     )  𝑘   )   =    1    𝑣  ‾        (  3    ∑    𝑘  =  1   ∞   𝑘  ⋅    𝑣  ‾   −    ∑    𝑘  =  1   ∞     𝑣  ‾   )   , 


     𝑣  ‾   =    𝑣  2  


     ∑    𝑘  =  1   ∞     𝑣  ‾   =      𝑣  ‾     1  −    𝑣  ‾     =      𝑣  2     1  −    𝑣  2    


     ∑    𝑘  =  1   ∞   𝑘  ⋅    𝑣  ‾   =     lim     𝑛  →  ∞      ∑    𝑘  =  1   𝑛   𝑘  ⋅    𝑣  ‾   =      𝑣  ‾     (  1  −    𝑣  ‾     )  2     =      𝑣  2     (  1  −    𝑣  2     )  2     , 


     𝑣  2   =   0,906  


     ∑    𝑘  =  1   ∞     𝑣  ‾   =    1    1  −    𝑣  2     =    1    1  −   0,906     ≃   10,64   , 


   𝑃    𝑉    𝑛  𝑝    =    1    𝑣  2        (  3  ⋅      𝑣  2     (  1  −    𝑣  2     )  2     −      𝑣  2     1  −    𝑣  2     )   = 


   =  3  ⋅    1    (  1  −    𝑣  2     )  2     −    1    1  −    𝑣  2     =  3  ⋅  (   10,64     )  2   −   10,64   =   328,99   . 


     𝑋  𝑘  ″   =  3  +  (  𝑘  −  1  )  2 


   𝐹    𝑉  𝑝   =    ∑    𝑘  =  1   ∞     𝑋  𝑘  ″   ⋅  𝑣  ⋅      (    𝑣  2   )     𝑘  −  1    =  𝑣    ∑    𝑘  =  1   ∞     𝑋  𝑘  ″   ⋅      (    𝑣  2   )     𝑘  −  1    = 


   =  𝑣    ∑    𝑘  =  1   ∞   [  3  +  (  𝑘  −  1  )  2  ]  ⋅      (    𝑣  2   )     𝑘  −  1    =  𝑣    ∑    𝑘  =  1   ∞   (  1  +  2  𝑘  )  ⋅      (    𝑣  2   )     𝑘  −  1    = 


   =    1  𝑣       (    ∑    𝑘  =  1   ∞     𝑣  ‾   +  2    ∑    𝑘  =  1   ∞   𝑘    𝑣  ‾   )   =    1  𝑣   ⋅    (      𝑣  ‾     1  −    𝑣  ‾     +  2      𝑣  ‾     (  1  −    𝑣  ‾     )  2     )   = 


   =    1  𝑣       (      𝑣  2     1  −    𝑣  2     +  2      𝑣  2     (  1  −    𝑣  2     )  2     )   = 


   =   1,05   ⋅    (   0,906   ⋅   10,64   +  2  ⋅   0,906   ⋅  (   10,64     )  2   )   =   225,51   . 


   𝑃  𝑉  =  𝑃    𝑉    𝑛  𝑝    +  𝑃    𝑉  𝑝   ≃   328,99   +   225,51   =   554,50   . 


      12    12    ⋅   0,05  


      11    12    ⋅   0,05  


     1   12    ⋅   0,05  


   𝑊  =  1     000   ⋅    (  1  +     12    12    ⋅   0,05   )   +  1     000   ⋅    (  1  +     11    12    ⋅   0,05   )   +  … 


   …  +  1     000   ⋅    (  1  +    1   12    ⋅   0,05   )   = 


   =   12      000   +       12   +   11   +  …  +  2  +  1    12    ⋅   50   =   12      000   +     78    12      ⋅   50   =   12      325   . 


   𝑊  =   12      325  


   9 


   𝐹    𝑉   10   


   𝐹  𝑉  =  𝑊  ⋅      𝑎              9           0,05    =   12      325   ⋅  1  ⋅      1  −     1,05   9      1  −   1,05     = 


   =   12      000   ⋅         1,05   9   −  1    0,05    =   12      000   ⋅   20   ⋅  (     1,05   9   −  1  )  = 


   =   240      000   ⋅  (   1,551328216   −  1  )   240      000   ⋅   0,551328216   = 


   =   132      318,7718   . 


   𝑡  =   10  


   𝑃    𝑉   10   


   𝑃    𝑉   10    =   12      000   ⋅  1  ⋅      1  −      (    1   1,05    )    15       1  −    1   1,05      =   12      000   ⋅  1  ⋅      1  −      (    1   1,05    )    15        0,05    1,05     = 


   =   12      000   ⋅   21   ⋅    [  1  −      (    1   1,05    )    15    ]   =   12      000   ⋅   21   ⋅  (  1  −   0,481017098   )  = 


   =   12      000   ⋅   21   ⋅   0,518982901   =   132      318,7718   . 


   𝐹    𝑉   10    −  𝑃    𝑉   10    =   132      318,7718   −   132      318,7718   =  1     535,08052   . 


     1  𝑘  


   𝑃  𝑉  (  𝑖  )  =    ∑    𝑘  =  1   ∞     1  𝑘   ⋅  (  1  +  𝑖    )    −  𝑘    . 


   𝑃  𝑉  (  𝑖  ) 


   𝑃    𝑉  ′   (  𝑖  )  =  −    ∑    𝑘  =  1   ∞   (  1  +  𝑖    )    −  𝑘  −  1    =  −    [    1    (  1  +  𝑖    )  2     +    1    (  1  +  𝑖    )  3     +  …  ]       . 


     1    1  +  𝑖    <  1 


   𝑃    𝑉  ′   (  𝑖  )  =  −        1    (  1  +  𝑖    )  2        1  −    1    1  +  𝑖      =      −  1     𝑖  (  1  +  𝑖  )    . 


   𝑃  𝑉  (  𝑖  )  =  −  ∫    1    𝑖  (  1  +  𝑖  )    𝑑  𝑖  =  ∫    (    1    1  +  𝑖    −    1  𝑖   )     𝑑  𝑖  = 


   =   ln       |  1  +  𝑖  |   −   ln       |  𝑖  |   =   ln       |      1  +  𝑖   𝑖   |   . 


   𝑃  𝑉  (   0,05   )  =   ln       |      1  +   0,05     0,05    |   =   ln      21   =   3,045  


     𝑋  𝑘   =  5     000  


   𝑃  𝑉  =   16      375,10  


     𝑋  𝑘   =   100  


   𝑖  =   0,095  


   |  𝑃    𝑉  1   −  𝑃    𝑉  2   |  =   0,8   ⋅    𝑋  𝑘  


     𝑋  𝑘   =    {             100        j.m.   ,      dla     𝑘  ∈  {  1  ,  2  ,  3  ,  4  ,  5  }  ,         200        j.m.   ,      dla     𝑘  ∈  {  6  ,  7  ,  8  ,  9  }  ,         150        j.m.   ,      dla     𝑘  ∈  {   10   ,   11   ,   12   }  .          


   𝑖  =   0,12  


       𝑋  𝑘   =      (  𝑘  −  1    )  2   +  1       2    𝑘  −  1    ⋅  (  𝑘  −  1  )  !    


     𝑌  𝑘   =  𝑘  (  𝑘  +  2  ) 


   𝑖  =   0,045  


    04   .   04   .   11   . 


       𝑋  𝑘   =  1  +    1  2   +    1  3   +  …  +    1  𝑘   ,  


    14   .   05   .   07   . 


       𝑋  𝑘   =        (                20   𝑘         )            


    05   .   06   .   06   . 


    150  


   [   Z9.      EA      17   .   06   .   00   .  ] 


     𝑋  𝑘   =  𝑘  (   26   −  𝑘  ) 


   𝑘  ∈  {  1  ,  2  ,  …  ,   25   } 


     𝑖    𝑒  𝑓    =  5  ,     00   % 


   [   Z8.      EA      11   .   10   .   03   .  ] 


       𝑋  𝑘   =    𝑘    𝑘  +  1    


       𝑘    𝑘  +  1      ⋅  𝑖  


   𝑖  =   0,08  


   [   Z8.      EA      09   .   10   .   06   .  ] 


       𝑋  𝑘   =    1    𝑘  (  𝑘  +  1  )    


       𝑌  𝑘   =    1  𝑘   


   𝑣  =   0,9  


   [   Z3.      EA      05   .   10   .   09   .  ] 


     𝑃  𝑉  =    1    (  1  −  𝑣    )  3     


     𝑋   10   


   [   Z8.      EA      30   .   11   .   09   .  ] 


     𝑋  𝑘     =    𝑘 


   𝑣  =   0,49  


   [   Z2.      EA      31   .   05   .   10   .  ] 


   2  𝑛  −  1 


     𝑋  𝑛   =    1    (  𝑛  +  1  )  (  𝑛  +  2  )  ⋅    3  𝑛     . 


   [   Z10.      EA      20   .   06   .   11   .  ] 


   2  𝑛  +  1 


     𝑋    2  𝑛  +  1    =      (  2  𝑛  +  1  )  (  2  𝑛  +  3  )     2  𝑛    . 


   [   Z2.      EA      03   .   10   .   11   .  ] 


   2  𝑛 


     𝑋    2  𝑛    =      𝑛  (  2  𝑛  −  1  )     5  𝑛    . 


   𝑃  𝑉  (  𝑣  ) 


   [   Z10.      EA      15   .   06   .   15   .  ] 


     𝑋  𝑘   =    1  𝑘  


   [   Z8.      EA      05   .   12   .   05   .  ] 


     ℝ  +    {  1  ,  2  ,  …  ,  𝑛  }   


     ℝ  +    ℕ  +   


   𝐶    𝐹  𝑡  


     𝐴    𝑐  𝑡    ∶  [  0  ;  𝑇  ]  →  ℝ 


   𝑛  →  +  ∞ 


     𝐴  𝑐   ∶  [  0  ;  𝑇  ]  →  ℝ 


     𝐴    𝑐  𝑡    (  𝑡  )  =     lim     𝑛  →  +  ∞        𝐴  𝑐   (  𝑡  )  =     lim     𝑛  →  +  ∞          [      (  1  +    𝑖  𝑛   )   𝑛   ]   𝑡   = 


   =     lim     𝑛  →  ∞          [      (  1  +    1    𝑛  𝑖    )     𝑛  𝑖    ]     𝑖  𝑡    =    𝑒    𝑖  𝑡    . 


   𝛿  ∶    =   df     ln       (  1  +  𝑖  )  


     𝐴    𝑐  𝑡    (  𝑡  )  =    𝑒    𝛿  𝑡    ,     dla     𝑡  ∈  [  0  ;  +  ∞  )  . 


   𝛿  =  𝛿  (  𝑡  )  =   const  


   𝑡  ↦  𝛿  (  𝑡  ) 


   𝜚  (  𝑡  )  =  1 


   𝑇 


     𝑎  ‾  


          𝑃  𝑉  =    ∫    [  0  ;  𝑇  ]    𝜚  (  𝑡  )    ⋅    𝑒    −  𝛿  𝑡    𝑑  𝑡  =  −    1  𝛿     𝑒    −  𝛿  𝑡      |  0  𝑇   =    1  𝛿       (  1  −    𝑒    −  𝛿  𝑡    )     . 


          𝐹  𝑉  =    ∫    [  0  ;  𝑇  ]    𝜚  (  𝑡  )    ⋅    𝑒    𝛿  𝑡    𝑑  𝑡  =    1  𝛿     𝑒    𝛿  𝑡      |  0  𝑇   =    1  𝛿       (    𝑒    𝛿  𝑡    −  1  )     . 


     𝑠  ‾  


                      𝑃  𝑉  =      ∫    [  0  ;  +  ∞  )      𝜚  (  𝑡  )  ⋅    𝑒    −  𝛿  𝑡    𝑑  𝑡  =  −    1  𝛿        lim     𝑇  →  +  ∞        (    𝑒    −  𝛿  𝑡      |  0  𝑇   )   =           =  −    1  𝛿        lim     𝑇  →  +  ∞        (    1    𝑒    𝛿    ⋅    𝑇     −    1    𝑒    𝛿    ⋅    0     )   =    1  𝛿   .        


           𝐹  𝑉  =        ∫    [  0  ;  +  ∞  )      𝜚  (  𝑡  )  ⋅    𝑒    𝛿  𝑡    𝑑  𝑡  =    1  𝛿        lim     𝑇  →  +  ∞        (    𝑒    𝛿  𝑡      |  0  𝑇   )   =         =      1  𝛿        lim     𝑇  →  +  ∞        (    𝑒    𝛿    ⋅    𝑇    −    𝑒    𝛿    ⋅    0    )   =    1  𝛿   ⋅    (  ∞  −  1  )   =  +  ∞  .       


     𝑎  ‾  


   𝑡  ∈  [  0  ;  +  ∞  ) 


       1  𝛿   


     𝑠  ‾  


   𝑡  ∈  [  0  ;  ∞  ) 


   𝜚  ∶  [  0  ;  𝑇  ]  →    ℝ  +  


   𝜚  (  𝑡  )  =  𝑡 


   𝑇  ∈    ℕ  +  


   𝑃  𝑉  =    ∫    [  0  ;  𝑇  ]    𝑡    𝑣  𝑡   𝑑  𝑡  =    ∫  0  𝑇   𝑡    𝑣  𝑡   𝑑  𝑡  =      [      𝑡    𝑣  𝑡       ln     𝑣    −  ∫    1     ln     𝑣      𝑣  𝑡   𝑑  𝑡  ]   0  𝑇   = 


   =    1     ln     𝑣          [  𝑡    𝑣  𝑡   −  ∫    𝑣  𝑡   𝑑  𝑡  ]   0  𝑇   =      1  −    𝑣  𝑇      𝛿  2    −      𝑇    𝑣  𝑇    𝛿   =        𝑎  ‾   −  𝑇    𝑣  𝑇    𝛿   . 


       (  𝐼    𝑎  ‾   )               𝑇         


   𝜚  ∶  [  0  ;  𝑇  ]  →  ℝ 


   𝑃  𝑉  =    ∫  0  𝑇   𝜑  (  𝑡  )    𝑣  𝑡   𝑑  𝑡  , 


     𝑣  =    1    1  +  𝑖    


   𝛿  (  𝑡  )  =  𝛿  =   ln       (  1  +  𝑖  )  


   𝑃  𝑉  =    ∫  0  𝑇   𝜚  (  𝑡  )    𝑒    −    ∫  0  𝑡   𝛿  (  𝑠  )  𝑑  𝑠    𝑑  𝑡  . 


   𝛿  (  𝑡  )  =  𝛿  =   const  


   𝜚  (  𝑡  )  =  𝜚  =   const,  


   𝑇  =  1 


       𝑎  ‾               𝑛                


   𝛿  (  𝑡  )  =  𝛿 


       𝑎  ‾               ∞                


   𝛿  =    1  𝑛  


   𝑃  𝑉  (  𝑡  )  =    ∫  0  𝑡   𝜚  (  𝑠  )    𝑒    −  𝛿  𝑠    𝑑  𝑠  . 


   𝑃  𝑉  (  𝑛  )  =    ∫  0  𝑛   𝜚  (  𝑡  )    𝑒    −  𝛿  𝑡    𝑑  𝑡  =    ∫  0  𝑛   𝑡    𝑒    −    1  𝑛   𝑡    𝑑  𝑡  . 


     ∫  0  𝑛   𝑡    𝑒    −    1  𝑛   𝑡    𝑑  𝑡  =    |            𝑓  (  𝑡  )  =  𝑡       𝑔  ′   (  𝑡  )  =    𝑒    −    1  𝑛   𝑡            𝑓  ′   (  𝑡  )  =  1     𝑔  (  𝑡  )  =  −  𝑛    𝑒    −    1  𝑛   𝑡          |   = 


   =  −  𝑛  𝑡    𝑒    −    1  𝑛   𝑡    +  𝑛  ∫    𝑒    −    1  𝑛   𝑡    𝑑  𝑡  =  −  𝑛  𝑡    𝑒    −    1  𝑛   𝑡    −    𝑛  2     𝑒    −    1  𝑛   𝑡    +  𝐶  . 


   𝑃  𝑉  (  𝑛  ) 


   𝑃  𝑉  (  𝑛  )  =    ∫  0  𝑛   𝑡    𝑒    −    1  𝑛   𝑡    𝑑  𝑡  =      [  −  𝑛  𝑡    𝑒    −    1  𝑛   𝑡    −    𝑛  2     𝑒    −    1  𝑛   𝑡    ]   0  𝑛   = 


   =  −    𝑛  2   𝑡    𝑒    −  1    −    𝑛  2   𝑡    𝑒    −  1    +    𝑛  2   =    𝑛  2       (  1  −    2  𝑒   )   . 


   𝜆  =      𝑃  𝑉  (  3  )     𝑃  𝑉  (  2  )    =      9      (  1  −    2  𝑒   )      4      (  1  −    2  𝑒   )     =    9  4   =   2,25   . 


   𝜆  =   2,25  


   𝜚  (  𝑡  )  =    𝑡  2  


     𝛿  1   =  7  % 


     𝛿  2   =   10,00   % 


   𝑃  𝑉  (  𝑛  ,  𝛿  )  =    ∫  0  𝑛   𝜚  (  𝑡  )    𝑒    −  𝛿  𝑡    𝑑  𝑡  , 


   𝑃  𝑉  (  𝑛  ,  𝛿  )  =    ∫  0  𝑛     𝑡  2     𝑒    −  𝛿  𝑡    𝑑  𝑡  . 


   ∫    𝑡  2     𝑒    −  𝛿  𝑡    𝑑  𝑡  =    |            𝑓  (  𝑡  )  =    𝑡  2   ,       𝑔  ′   (  𝑡  )  =    𝑒    −  𝛿  𝑡            𝑓  ′   (  𝑡  )  =  2  𝑡  ,     𝑔  (  𝑡  )  =      −  1   𝛿     𝑒    −  𝛿  𝑡          |   = 


   =      −  1   𝛿     𝑡  2     𝑒    −  𝛿  𝑡    +    2  𝛿   ∫  𝑡    𝑒    −  𝛿  𝑡    𝑑  𝑡  =    |              𝑓  1   (  𝑡  )  =  𝑡  ,       𝑔  1  ′   (  𝑡  )  =    𝑒    −  𝛿  𝑡            𝑓  1  ′   (  𝑡  )  =  1  ,       𝑔  1   (  𝑡  )  =      −  1   𝛿     𝑒    −  𝛿  𝑡          |   = 


   =      −  1   𝛿   +    2  𝛿       (      −  1   𝛿   𝑡    𝑒    −  𝛿  𝑡    +    1  𝛿   ∫    𝑒    −  𝛿  𝑡    𝑑  𝑡  )   = 


   =      −  1   𝛿     𝑡  2     𝑒    −  𝛿  𝑡    −    2    𝛿  2    𝑡    𝑒    −  𝛿  𝑡    −    2    𝛿  3      𝑒    −  𝛿  𝑡    +  𝐶  =  −    𝑒    −  𝛿  𝑡        (    1  𝛿   +    2    𝛿  2    +    2    𝛿  3    )   +  𝐶  . 


   𝑃  𝑉  (  𝑛  ,  𝛿  )  =      [  −    𝑒    −  𝛿  𝑡        (    1  𝛿   +    2    𝛿  2    +    2    𝛿  3    )   ]   0  𝑛   = 


   =  −    𝑒    −  𝑛  𝛿        (    1  𝛿     𝑛  2   +    2    𝛿  2    𝑛  +    2    𝛿  3    )   +    2    𝛿  3    . 


   𝛥 


   𝛥  =  𝑃  𝑉  (   20   ;   0,07   )  −  𝑃  𝑉  (   15   ;   0,1   )  = 


   =  −    𝑒    −   1,4         (     400    0,07    +     40    0,0049    +    2   0,000343    )   +    2   0,000343    + 


   +    𝑒    −   1,5         (     225    0,1    +     30    0,01    +    2   0,001    )   −    2   0,001    ≃   589   . 


   𝛥  ≃   589  


     𝛿  1   (  𝑛  )  =  𝜆  𝑛 


   𝜆 


   𝜚  (  𝑡  )  =  5  𝜆 


     𝛿  2   (  𝑡  )  =  𝜆 


     𝑒    5  𝜆    −  1  =    ∫  5   20    5  𝜆    𝑒    −  𝜆  𝑡    𝑑  𝑡  =  5  𝜆      (  −    1  𝜆     𝑒    −  𝜆  𝑡      |  5   20    )   = 


   =  5  𝜆      (  −    1  𝜆     𝑒    −   20   𝜆    +    1  𝜆     𝑒    −  5  𝜆    )  


     𝑒    5  𝜆    −  1  =  5      (    1    𝑒    5  𝜆     −    1    𝑒     20   𝜆     )     . 


     𝑒     20   𝜆   


     𝑒     20   𝜆        (    𝑒    5  𝜆    −  1  )   =  5      (    𝑒     15   𝜆    −  1  )     , 


     (    𝑒    5  𝜆    −  1  )       [    𝑒     20   𝜆    −  5      (    𝑒     10   𝜆    +    𝑒    5  𝜆    +  1  )   ]   =  0  . 


   (  i  )      𝑒    5  𝜆    −  1  =  0     lub     (   ii   )      𝑒     20   𝜆    −  5      (    𝑒     10   𝜆    +    𝑒    5  𝜆    +  1  )   =  0  . 


   (  i  ) 


   5  𝜆  =  0 


   𝜆  =  0 


   𝛿  (  𝑡  )  =  𝜆  𝑡 


   𝑡  ∈  [  5  ;   20   ] 


   0  <  𝛿  (  𝑡  )  <  2 


    20   𝜆  <  2 


   𝜆  <    1   10   


   𝑢  =    𝑒    5  𝜆   


   𝑢  ∈  (  1  ;   1,65   ) 


     𝑢  4   −  5  (    𝑢  2   +  𝑢  +  1  )  =  0  . 


   𝑓  (  𝑢  )  =    𝑢  4   −  5  (    𝑢  2   +  𝑢  +  1  )  . 


     𝑓  ′   (  𝑢  )  =  4    𝑢  3   −   10   𝑢  −  5  , 


     𝑓  ′   (  𝑢  )  =  4  𝑢      (    𝑢  2   −    5  2   )   −  5  ,    𝑢  ∈  (  1  ;   1,65   )  . 


     𝑓  ′  


   𝑢  ↦  4  𝑢      (    𝑢  2   −    5  2   )  


     𝑓  ′   (  𝑢  )  <  0 


      inf     𝑢  ∈  (  1  ;   1,65   )      𝑓  (  𝑢  )  =  −   14   , 


   (   ii   ) 


     𝑋  𝑡   =   1000   +  (  𝑡  −  1  )  ⋅   500   , 


   𝑡  ∈  {  1  ,  2  ,  …  ,  𝑛  } 


    332      500  


   𝜚  (  𝑡  )  =  𝜆    ⋅    𝑡 


   𝑣  =   0,9  


     𝜚  ∗   (  𝑡  )  =    {            0  ,      dla     𝑡  ∈  [  0  ;  5  ]  ,        (    𝑎  3   +  2  )    ⋅    𝑡  ,      dla     𝑡  ∈  (  5  ;  𝑛  ]  ;          


   [   Z10.      EA      12   .   10   .   02   .  ] 


   𝛿  (  𝑡  )  =  𝑘    𝑡  3  


   𝜚  (  𝑡  )  =  𝑚    𝑡  3  


   [   Z5.      EA      15   .   01   .   00   .  ] 


   𝛿  (  𝑡  )  =    1  𝑛   𝑡 


   [   Z4.      EA      17   .   06   .   00   .  ] 


   𝑖  (  𝑡  )  =      1    5  +  𝑡    


   [   Z3.      EA      24   .   03   .   01   .  ] 


   𝛿  (  𝑡  )  =  𝑚    𝑡  2   +  𝑛  𝑡  +  𝑘 


   𝐾  (  1  )  =    {              𝑒   0,004    ,      gdy     𝑡  =  1  ,          𝑒   0,42    ,      gdy     𝑡  =  3  ,          𝑒   1,60    ,      gdy     𝑡  =  5  ,          


   𝐾  (  7  ) 


   [   Z10.      EA      17   .   05   .   03   .  ] 


   𝛿  (  𝑡  )  =      2    𝑡  5   +  6  (    𝑡  3   +  𝑡  )       𝑡  6   +    𝑡  4   +   12     𝑡  2   +  8    ,     gdy     𝑡  ∈  [  0  ;  1  ]  . 


   𝐾  (  𝑡  )  =    𝐾  𝐴   (  𝑡  )  −    𝐾  𝐵   (  𝑡  ) 


   [   Z8.      EA      15   .   06   .   02   .  ] 


   𝛿  ∶    ℝ  +   →  ℝ 


   𝛿  (  𝑡  )  =    1    1  +  2    𝑒  𝑡     +    1    1  +  3    𝑒    2  𝑡     


   𝑡  ∈  (  2  ;  3  ) 


     𝑡  1   =  2 


     𝑡  2   =  3 


   [   Z10.      EA      06   .   12   .   03   .  ] 


     𝛿  (  𝑡  )  =    1    𝑓  (  𝑡  )    


   𝑥 


   𝑦 


   𝑓      (        𝑥  +  𝑦   2   )   =    [      𝑓  (  𝑥  )  +  𝑓  (  𝑦  )   2   ]     . 


   𝛿  (  𝑡  ) 


   𝛿  (  0  )  =  1 


   𝛿  (  1  )  =    1  𝑡  


     𝑎  ‾           𝑖   


   [   Z10.      EA      17   .   01   .   05   .  ] 


   𝜚  ∶    ℝ  +   →  ℝ 


   𝜚  (  𝑡  )  =  (  1  +  𝑡  )   ln       (  1  +  𝑡  )   , 


   𝑡  =   4,5  


   𝐹  𝑉  =  (  1  +  𝑟    )  𝑡   ⋅  𝑃  𝑉    ⟺        𝐹  𝑉     𝑃  𝑉    =  (  1  +  𝑟    )  𝑡     ⟺        𝑃  𝑉     𝐹  𝑉    =    1    (  1  +  𝑟    )  𝑡     , 


   𝐴  (  𝑡  )    =   df    (  1  +  𝑟    )  𝑡  


   𝐹  𝑉  =  𝑃  𝑉    ⋅    𝐴  (  𝑡  )    ⟺    𝑃  𝑉  =  𝐹  𝑉    ⋅      1    𝐴  (  𝑡  )    . 


   𝐷  (  𝑡  )    =   df      1    𝐴  (  𝑡  )    , 


   𝑣    =   df      1    1  +  𝑟   


   𝑑    =   df      𝑟    1  +  𝑟    . 


   1  −  𝑑 


   𝑟  =    𝑑    1  −  𝑑    . 


     𝐷  ℎ  


     𝐷  ℎ     =   df    𝐹  𝑉  −  𝑃  𝑉  . 


   𝑟  =  𝑟  (  𝑡  ) 


   [  1  +  𝐷  (  𝑡  )  ]    ⋅    [  1  +  𝑟  (  𝑡  )  ]  =  1  . 


     𝑣  1  


     𝑣  2  


     𝑣  ∗   =    𝑣  1   ⋅    𝑣  2  


     𝑣  ∘   =    𝑣  1   +    𝑣  2  


   𝑣  ∶  [  0  ;  +  ∞    )  2   →  [  0  ;  +  ∞  ) 


   𝑣  (  𝑠  ,  𝑡  )  =    {                1    1  +  (  𝑡  −  𝑠  )    ,       gdy     𝑠  <  𝑡  ,        1  +  (  𝑡  −  𝑠  )  ,      gdy     𝑠  ⩾  𝑡  .          


   𝑝  ∶  [  0  ;  +  ∞  )  →  [  0  ;  +  ∞  ) 


     𝑣  (  𝑠  ,  𝑡  )  =      𝑝  (  𝑡  )     𝑝  (  𝑠  )    


    (i)     𝐹  𝑉  =  𝐾  (  1  +  𝑖    )  𝑛      oraz      (ii)     𝐼  =  𝐾  [  (  1  +  𝑖    )  𝑛   −  1  ]  , 


    (iii)     𝑣  =    1    1  +  𝑖       oraz      (iv)     𝑑  =  1  −  𝑣  =    𝑖    1  +  𝑖    . 


   𝐷  =  𝐼 


   𝐼  (  𝑘  ) 


     ∑    𝑘  =  1   𝑛   𝐼  (  𝑘  )  =  𝐾    ⋅    [  (  1  +  𝑖    )  𝑛   −  1  ]  . 


   𝐶    𝐹  𝑛   =  𝑛 


   𝐶    𝐹  𝑛   =    𝑛  2  


   𝐾  (  0  )  =  𝑃  𝑉 


   𝑃  𝑉  =  1  𝑣  +  2    𝑣  2   +  3    𝑣  3   +  …     oraz     𝑃  𝑉      ⋅    𝑣  =    𝑣  2   +  2    𝑣  3   +  3    𝑣  4   +  … 


   𝑃  𝑉  −  𝑃  𝑉  ⋅  𝑣  =  (  1  −  𝑣  )  ⋅  𝑃  𝑉  =  𝑣  +    𝑣  2   +    𝑣  3   +  …  =    𝑣    1  −  𝑣    , 


   𝑃  𝑉  =    𝑣    (  1  −  𝑣    )  2     =      (  𝐼  𝑎  )               ∞                    𝑖    . 


       (  𝐼  𝑎  )               ∞                    𝑖   


   𝑃  𝑉  =    1  2   𝑣  +    2  2     𝑣  2   +    3  2     𝑣  3   +    4  2     𝑣  4   +  … 


   𝑃  𝑉    ⋅  𝑣  =    1  2     𝑣  2   +    2  2     𝑣  3   +    3  2     𝑣  4   +  … 


   𝑃  𝑉  −  𝑃  𝑉  ⋅  𝑣  = 


   =  𝑣  +    (    2  2   −    1  2   )  ⋅    𝑣  2   +  (    3  2   −    2  2   )    𝑣  3   +  (    𝑏  2   −    3  2   )    𝑣  4   !  +  !  …  = 


   =  𝑣  +  3    𝑣  2   +  5    𝑣  3   +  7    𝑣  4   +  …  = 


   =  (  𝑣  +    𝑣  2   +    𝑣  3   +    𝑣  4   +  …  )  +  (  2    𝑣  2   +  4    𝑣  3   +  6    𝑣  4   +  …  )  = 


   =  𝑣    +  3    𝑣  2   +  5    𝑣  3   +  7    𝑣  4   +  …  = 


   =  (  𝑣  +    𝑣  2   +    𝑣  3   +    𝑣  4   +  …  )  +  2  𝑣  (  1  𝑣  +  2    𝑣  2   +  3    𝑣  3   +  …  )  . 


   (  1  −  𝑣  )  ⋅  𝑃  𝑉  =    𝑣    1  −  𝑣    +  2  𝑣  ⋅    𝑣    (  1  −  𝑣    )  2     =      𝑎              ∞                  𝑖    +  2  𝑣        (  𝐼  𝑎  )               ∞                    𝑖    , 


   𝑃  𝑉  =    𝑣    (  1  −  𝑣    )  2     +  2  𝑣  ⋅    𝑣    (  1  −  𝑣    )  3     =    1    1  −  𝑣        [    𝑣    1  −  𝑣    +  2  𝑣  ⋅    𝑣    (  1  −  𝑣    )  2     ]     . 


   𝑃  𝑉  =    1  2   ⋅  𝑣  +    2  2     ⋅    𝑣  2   +    3  2     ⋅      𝑣  3   +    4  2     ⋅      𝑣  4   …  = 


   =    1    1  −  𝑣        [    𝑣    1  −  𝑣    +  2  𝑣    ⋅      𝑣    (  1  −  𝑣    )  2     ]   =      𝑎  ¨               ∞                  𝑖        [    𝑎              ∞                  𝑖    +  2  𝑣        (  𝐼  𝑎  )               ∞                    𝑖    ]     . 


    25      479,60  


   𝐾  (  0  ) 


   𝐹  𝑉  =  𝐾  (  4  )  =   25      479,60  


   𝐷  (  𝑖  )  =    𝑣  𝑖   =    1    1  +     12   4     =    1   1,03   


   𝑖  ∈  {  1  ,  2  ,  …  ,  9  } 


   𝑖  ∈  {   10   ,   11   ,  …  ,   16   } 


   𝐷  (  𝑖  )  =    𝑣  𝑖   =    1    1  +    8  4     =    1   1,02    . 


   𝐷  (  𝑖  )  =    {                1   1,03    ,       dla     𝑖  ∈  {  1  ,  2  ,  …  ,  9  }  ,            1   1,02    ,       dla     𝑖  ∈  {   10   ,   11   ,  …  ,   16   }  .          


   𝐾  (  0  )  =  𝐾  (  4  )  ⋅  𝐷  (  4  )  =  𝐾  (  4  )  ⋅    ∏    𝑖  =  1    16    𝐷  (  𝑖  )  = 


   =  𝐾  (  4  )  ⋅    [    ∏    𝑖  =  1   9   𝐷  (  𝑖  )  ⋅    ∏    𝑖  =   10     16    𝐷  (  𝑖  )  ]       . 


   𝐾  (  0  )  =   25      479,60   ⋅      (    1   1,03    )   9   ⋅      (    1   1,02    )   7   ≃   17      000   . 


    17      000  


   4     000  


   € 


   𝐹  𝑉  =  𝐾  (  2  )  =   20      000  


   [  0  ;  2  ] 


   𝐴  (  𝑡  )  =  (  1  +  𝑟    )  𝑡  


     𝐷  (  𝑡  )  =    1    (  1  +  𝑟    )  𝑡     


   𝑃  𝑉  =  𝐾  (  0  )  =  𝐷  (  𝑡  )  𝐹  𝑉  , 


   𝑃  𝑉  =  𝐾  (  0  )  =  𝐷  (  2  )  ⋅  𝐹  𝑉  =    1    (   1,06     )  2     ⋅  𝐹  𝑉  = 


   =    1    (   1,06     )  2     ⋅   20      000   ≃   17      799,928   , 


    17      800  


    24  


   (  1  +    𝑟    𝑒  𝑓      )   12    =  1  +    𝑟    𝑛  𝑜  𝑚   


     𝑟    𝑛  𝑜  𝑚    =   0,06  


     𝑟    𝑒  𝑓    =     1,06    12    −  1  , 


     𝑟    𝑒  𝑓    ≃   1,00486755   −  1  =   0,0049  


   𝑎  =  1  +    𝑟    𝑒  𝑓   


   𝑎  =   1,0049  


   𝑌 


   𝐹  𝑉  =  𝑌      (    𝑎   24    +    𝑎   23    +    𝑎   22    +  …  +    𝑎  2   +    𝑎  1   )   = 


   =  𝑌  ⋅    ∑    𝑘  =  1    24      𝑎  𝑘   =  𝑌    ⋅    𝑎  ⋅        1  −    𝑎   24       1  −  𝑎    . 


    20      000   =  𝑌  ⋅    [   1,0049       1  −  (   1,0049     )   24       1  −   1,0049     ]   = 


   =  𝑌  ⋅    [   1,0049       (   1,0049     )   24    −  1      1,0049   −  1    ]   = 


   =  𝑌  ⋅     1,0049      1,0049   −  1    ⋅  [  (   1,0049     )   24    −  1  ]  = 


   =  𝑌  ⋅     1,0049    0,0049    ⋅  (   1,1245   −  1  )  = 


   =  𝑌  ⋅   208,08   ⋅   0,1245   =  𝑌  ⋅   25,906   . 


   𝑌  =       20      000     25,906    ≃   772,022   . 


     𝑌  ∗   =   800  


   𝐹    𝑉  ∗   =   800   ⋅   25,906   =   20      724,80  


    0,95   % 


   𝑋  =  6     000  


   𝐶    𝐹  0   =  𝐶    𝐹  1   =  𝐶    𝐹  2   =  𝐶    𝐹  3   =  𝑋  =  6     000   . 


   𝑘  ∈  {  1  ,  2  ,  3  ,  4  } 


           𝐶    𝐹  0   =  𝑋  ⋅  𝐷  𝐹  (  0  ;  0  )  =  𝑋  ⋅  1  ,        𝐶    𝐹  1   =  𝑋  ⋅  𝐷  𝐹  (  0  ;  6  )  =  𝑋  ⋅   0,947   ,        𝐶    𝐹  2   =  𝑋  ⋅  𝐷  𝐹  (  0  ;   12   )  =  𝑋  ⋅   0,897   ,        𝐶    𝐹  3   =  𝑋  ⋅  𝐷  𝐹  (  0  ;   18   )  =  𝑋  ⋅   0,850   .      


   𝑃  𝑉  =  𝐾  (  0  )  =  𝐶    𝐹  0   ⋅  𝐷  𝐹  (  0  ;  0  )  +  𝐶    𝐹  1   ⋅  𝐷  𝐹  (  0  ;  6  )  + 


   +  𝐶    𝐹  2   ⋅  𝐷  𝐹  (  0  ;   12   )  +  𝐶    𝐹  3   ⋅  𝐷  𝐹  (  0  ;   18   )  . 


   𝑟  =   0,0095   =   0,95   % 


   𝑣  =    1    1  +   0,0095     =    1   1,0095    =   0,9905894   ≃   0,991   . 


   𝐷  𝐹  (  0  ;  𝑘  −  1  )  =    𝑣    𝑘  −  1   


           𝐷    𝐹  0   =  𝐷  𝐹  (  0  ;  0  )  =  (    𝑣  6     )    (  1  −  1  )    =  1  ,        𝐷    𝐹  1   =  𝐷  𝐹  (  0  ;  6  )  =      (    𝑣  6   )     (  2  −  1  )    ,        𝐷    𝐹  2   =  𝐷  𝐹  (  0  ;   12   )  =      (    𝑣  6   )     (  3  −  1  )    ,        𝐷    𝐹  3   =  𝐷  𝐹  (  0  ;   18   )  =      (    𝑣  6   )     (  4  −  1  )    .      


   𝑃  𝑉  =  6     000       (  1  +   0,947   +   0,897   +   0,850   )   = 


   =  6     000   ⋅   3,694   =   22      164   . 


    22      164  


    20      000  


    600      000  


   𝐹  𝑉  =   600      000  


   𝑃  𝑉  =   16      000  


   𝐷  𝐹  (  𝑡  )  =    𝑣  𝑡   =    1    (  1  +   0,32     )  𝑡     . 


   𝑃  𝑉  =  𝐷  𝐹  (  𝑡  )  ⋅  𝐹  𝑉  , 


    16      000   =   600      000     ⋅    1    (  1  +   0,32     )  𝑡     , 


   (   1,32     )  𝑡   =       600      000       16      000       ⟺    (   1,32     )  𝑡   =     600    16    ⟺    (   1,32     )  𝑡   =   37,5   . 


   𝑡  =       ln       (   37,5   )       ln       (   1,32   )     , 


   𝑡  =     3,6243409    0,2776317    =   13,054491   . 


    16      000  


   𝑟  =   0,32  


       𝑋  𝑘   =    1    2  𝑘  +  1    


   𝑃  𝑉  =    ∑    𝑘  =  1   ∞     1    2  𝑘  +  1      𝑣  𝑘   =    1  2     ∑    𝑘  =  1   ∞     1    𝑘  +    1  2       𝑣    𝑘  +    1  2   −    1  2     = 


   =    1    2    𝑣       ∑    𝑘  =  1   ∞     1    𝑛  +    1  2       𝑣    𝑘  +    1  2     =  𝛬  . 


   𝛬  =    1    2    𝑣     ∫      (    ∑    𝑘  =  1   ∞       [    1    𝑛  +    1  2       𝑣    𝑘  +    1  2     )   ′   ]     𝑑  𝑣  = 


   =    1    2    𝑣     ∫      [    ∑    𝑘  =  1   ∞       (    1    𝑛  +    1  2       𝑣    𝑘  +    1  2     )   ′   ]     𝑑  𝑣  =    1    2    𝑣     ∫    (    ∑    𝑘  =  1   ∞     𝑣    𝑘  −    1  2     )     𝑑  𝑣  = 


   =    1    2    𝑣     ∫    (    1    𝑣      ∑    𝑘  =  1   ∞     𝑣  𝑘   )     𝑑  𝑣  =    1    2    𝑣     ∫    (    1    𝑣      𝑣    1  −  𝑣    )     𝑑  𝑣  = 


   =    1    2    𝑣     ∫      𝑣     1  −  𝑣    𝑑  𝑣  , 


   𝑃  𝑉  =  𝛬 


   𝐼  =    ∫      𝑣     1  −  𝑣    𝑑  𝑣  


   𝐼  =  ∫      𝑣     1  −  𝑣    𝑑  𝑣  =    |              𝑣   =  𝑡  ,            1    2    𝑣     𝑑  𝑣  =  𝑑  𝑡  ,           𝑣   𝑑  𝑣  =  2    𝑡  2   𝑑  𝑡  ,        |   =  −  ∫      2    𝑡  2        𝑡  2   −  1    𝑑  𝑡  = 


   =  −  ∫      2  (    𝑡  2   −  1  )  +  2       𝑡  2   −  1    𝑑  𝑡  =  −  ∫    (  2  +    2      𝑡  2   −  1    )     𝑑  𝑡  = 


   =  −    ∫    2  𝑑  𝑡  −    ∫      (      1    𝑡  −  1      −      1    𝑡  +  1      )     𝑑  𝑡  =  −  2  𝑡  −     ln       |  𝑡  −  1  |     +     ln       (  |  𝑡  +  1  |     = 


   =   ln       |      𝑡  +  1     𝑡  −  1    |   −  2  𝑡  =   ln       |        𝑣   +  1       𝑣   −  1    |   −  2    𝑣   . 


   𝛬  =    1    2    𝑣     ⋅  𝐼  =    1    2    𝑣       ⋅      (     ln       |        𝑣   +  1       𝑣   −  1    |   −  2    𝑣     )   =    1    2    𝑣        ln       |        𝑣   +  1       𝑣   −  1    |   −  1  . 


   𝑃  𝑉  (  𝑣  )  =    1    2    𝑣        ln       |        𝑣   +  1       𝑣   −  1    |   −  1  , 


   𝑃  𝑉  (  0  ,   49   )  =    1   1,4       ln       |     1,7     −   0,3     |   −  1  =    5  7      ln       |     17   3   |   −  1  ≃ 


   ≃   1,239   −  1  =   0,239   ≃   0,3   . 


   𝑃  𝑉  =   0,3  


    250      000  


    280      000  


    35   % 


   𝑃    𝑉  1  


   𝑃    𝑉  2  


   𝑃    𝑉  3  


             𝐷  𝐹  (  0  )  =  1  ,           𝐷  𝐹  (  1  )  =    1    1  +   0,35     ≃   0,7407   ,           𝐷  𝐹  (  2  )  =    1    (  1  +   0,35     )  2     ≃   0,5486   ,           𝐷  𝐹  (  3  )  =    1    (  1  +   0,35     )  3     ≃   0,4064421   .       


           𝑃    𝑉  1   =   250      000   ⋅  1  =   250      000      PLN   ,        𝑃    𝑉  2   =   260      000   ⋅   0,7407   ≃   192      582      PLN   ,        𝑃    𝑉  3   =   280      000   ⋅   0,4064   ≃   113      792      PLN   .      


   𝑃    𝑉  3   <  𝑃    𝑉  2   <  𝑃    𝑉  1   , 


   𝐾  =  1     570  


   𝑟  =   12   % 


     𝐾  1   =   23      000  


    975      000  


    22,5   % 


   𝐾  =   20      000  


   𝑋  =  2     000  


   𝑟  =  1  % 


   7     000  


   1     500  


   𝑟  =   20   % 


   𝑟  % 


     1   12    𝐾 


    99  


         𝑋  𝑘   =    {              𝑋   50    =   50   ⋅  𝛼  ,            𝑋     50   −  𝑘    =    𝑋     50   +  𝑘    =  (   50   −  𝑘  )  ⋅  𝛼  ,        dla     𝑘  ∈  {  1  ,  2  ,  …  ,   49   }  .          


    100  


         𝑋  𝑘   =    {              𝑋   50    =    𝑋   51    =   50   ⋅  𝛽  ,            𝑋     50   −  𝑘    =    𝑋     51   +  𝑘    =  (   50   −  𝑘  )  ⋅  𝛽  ,      dla     𝑘  ∈  {  1  ,  2  ,  …   49   }  .          


       𝛼  𝛽   


   𝑖  =   0,07  


   [   Z5.      EA      24   .   03   .   01   .  ] 


     𝑋  𝑘   =    𝑘  3  


   𝑖  =   0,1  


     𝑋  𝑘  1   =    {            𝑘  ,      dla     𝑘  =  3  𝑛  +  3  ,     gdy     𝑛  ∈  ℕ  ,        𝑘  +  2  ,      dla     𝑘  =  3  𝑛  +  1  ,     gdy     𝑛  ∈  ℕ  ,        𝑘  +  1  ,      dla     𝑘  =  3  𝑛  +  2  ,     gdy     𝑛  ∈  ℕ  ,          


     𝑋  𝑘  2   =      (   1,1     )  𝑘      𝑘  2    ,     dla     𝑘  ∈    ℕ  +   . 


   [   Z7.      EA      16   .   05   .   05   .  ] 


    40  


    480  


    60   % 


     𝑖  𝑘   =    {             0,06   ,      dla     𝑘  ∈  {  1  ,  2  ,  …  ,   20   }  ;         0,03   ,      dla     𝑘  ∈  {   21   ,   22   ,  …  ,   40   }  ?          


   [   Z3.      EA      09   .   10   .   06   .  ] 


   𝐼  𝑅  𝑅 


   𝑁  𝑃  𝑉 


   𝐶    𝐹  0   ,  𝐶    𝐹  1   ,  𝐶    𝐹  2   ,  …  ,  𝐶    𝐹  𝑛  


   0  =    𝑡  0   <    𝑡  1   <    𝑡  2   <  …  <    𝑡  𝑛   =  𝑇 


   𝑃  𝑉  =    ∑    𝑖  =  0   𝑛       𝐶    𝐹  𝑖      (  1  +  𝑟    )    𝑡  𝑖      =  𝐶    𝐹  0   +      𝐶    𝐹  1      (  1  +  𝑟    )    𝑡  1      +  …  +      𝐶    𝐹  𝑛      (  1  +  𝑟    )    𝑡  𝑛      . 


   𝑃  𝑉  =    ∑    𝑖  =  0   𝑛   𝐶    𝐹  𝑖     𝑒    −    𝑡  𝑖   𝛿    ,     gdzie       𝑒  𝛿   =  𝑟  +  1  , 


            ∑    𝑖  =  0   𝑛       𝐶    𝐹  𝑖      (  1  +  𝑟    )    𝑡  𝑖      =  0 


   𝛿  >  0 


     ∑    𝑖  =  0   𝑛   𝐶    𝐹  𝑖     𝑒    −    𝑡  𝑖   𝛿    =  0  . 


   𝐼  𝑅  𝑅  =    𝑒  𝛿   −  1  . 


   𝑁  𝑃  𝑉  =    ∑    𝑘  =  0   𝑛       𝐶    𝐹  𝑘      (  1  +  𝐼  𝑅  𝑅    )  𝑘     =    ∑    𝑘  =  1   𝑛       𝐶    𝐹  𝑘      (  1  +  𝐼  𝑅  𝑅    )  𝑘     −  |  𝐶    𝐹  0   |  , 


   𝐶    𝐹  0  


   𝑁  𝑃  𝑉  =  0 


   𝑁  𝑃  𝑉  >  0 


   𝑁  𝑃  𝑉  <  0 


   𝐶    𝐹  0   <  0 


       ∑    𝑖  =  0   𝑛   𝐶    𝐹  𝑖   >  0  


   𝐶    𝐹  0   =  0 


   𝐶    𝐹  1   <  0 


       ∑    𝑖  =  0   𝑛   𝐶    𝐹  𝑖   >  0  


   𝐶    𝐹  0   <  0  ,  𝐶    𝐹  1   <  0  ,  …  ,  𝐶    𝐹  𝑘   <  0 


   𝐶    𝐹    𝑘  +  1    >  0  ,  𝐶    𝐹    𝑘  +  2    >  0  ,  …  ,  𝐶    𝐹  𝑛   >  0  , 


       ∑    𝑖  =  1   𝑛   𝐶    𝐹  𝑖   >  0  


   𝐼  𝑅  𝑅  >  𝑟 


   𝐼  𝑅  𝑅  <  𝑟 


   3     430  


    12      000  


   5     520  


   𝐼  𝑅    𝑅  𝐴   =   20,05   % 


   𝐼  𝑅    𝑅  𝐵   =   18,01   % 


   𝑃    𝑉  𝐴   =  1     529,9  


   𝑃    𝑉  𝐵   =  1     772,42  


   𝐶    𝐹  0   ,  𝐶    𝐹  1   ,  .  .  .  ,  𝐶    𝐹  𝑘   ,  𝐶    𝐹    𝑘  +  1    ,  𝐶    𝐹    𝑘  +  2    ,  .  .  .  ,  𝐶    𝐹  𝑛   , 


   𝑘  <  𝑛 


   𝐶    𝐹  𝑖  


   𝑖  <  𝑘  +  1 


   𝑖  >  𝑘 


   𝐶    𝐹  0   ,  𝐶    𝐹  1   ,  .  .  .  ,  𝐶    𝐹  𝑘   ,  𝐶    𝐹    𝑘  +  1    ,  𝐶    𝐹    𝑘  +  2    ,  …  ,  𝐶    𝐹  𝑛   , 


   𝐶    𝐹  0   <  0 


     ∑    𝑖  =  0   𝑛   𝐶    𝐹  𝑖   >  0 


   −     30      000  


   𝑟  =   0,12  


   𝐼  𝑅  𝑅  =   0,13  


   𝐼  𝑅  𝑅  =   0,15  


   𝑟  =   0,1505  


   𝑡  =  2 


   (  𝜆  +  1    )  2  


     𝑡  1   =  1 


   (  𝜆  −  4  ) 


   𝜆  ∈  ℝ 


     𝑟  1  


     𝑟  2  


    100   % 


    150   % 


   ( 


   ) 


   𝑃  𝑉  =  0 


   𝐶    𝐹  0   =  4  ,    𝐶    𝐹  1   =  −  (  𝜆  −  4  )  ,    𝐶    𝐹  2   =  (  𝜆  +  1    )  2   . 


   𝑃  𝑉  =  4    𝑣  0   −  (  𝜆  −  4  )  𝑣  +  (  𝜆  +  1    )  2     𝑣  2   =  0  , 


   (  𝜆  +  1    )  2     𝑣  2   −  (  𝜆  −  4  )  𝑣  +  4  =  0  ,    𝜆  ∈  ℝ  . 


   (  1  ) 


   𝜆  =  −  1 


   5  𝑣  +  4  =  0  , 


   𝜆  ∈  ℝ  ∖  {  −  1  } 


   𝛥  =  𝛥  (  𝜆  )  =  (  𝜆  −  4    )  2   −   16   (  𝜆  +  1    )  2   = 


   =  [  (  𝜆  −  4  )  +  4  (  𝜆  +  1  )  ]  [  (  𝜆  −  4  )  −  4  (  𝜆  +  1  )  ]  = 


   =  5  𝜆  (  −  3  𝜆  −  8  )  =  −   15   𝜆      (  𝜆  +    8  3   )     . 


   𝛥  (  𝜆  )  =  −   15   𝜆      (  𝜆  +    8  3   )   >  0  ⟺ 


   ⟺  𝜆      (  𝜆  +    8  3   )   <  0  ⟹  𝜆  ∈    (  −    8  3   ;  0  )     . 


     𝑟    1  ,  2    >   0,25  


     𝑟    1  ,  2    <  1 


     𝑟  1   +    𝑟  2   <   1,5  


     1  4   <    𝑟    1  ,  2    <  1 


     5  4   <  1  +    𝑟    1  ,  2    <  2  ,    ∧       10   4   <  (  1  +    𝑟  1   )  +  (  1  +    𝑟  2   )  <  4  . 


     5  4   <    1    𝑣    1  ,  2     <  2  ,    ∧      5  2   <    1    𝑣  1    +    1    𝑣  2    <  4  . 


     1  2   <    𝑣    1  ,  2    <    4  5     ∧      5  2   <        𝑣  1   +    𝑣  2        𝑣  1     𝑣  2     <  4  . 


   1  <    𝑣  1   +    𝑣  2   <    8  5     ∧      1  4   <    𝑣  1     𝑣  2   <     16    25      ∧      5  2   <        𝑣  1   +    𝑣  2        𝑣  1     𝑣  2     <  4  . 


   𝜆  ∈    (  −    8  3   ;  −  1  )   ∪    (  −  1  ;  0  )  


   1  <      𝜆  −  4     (  𝜆  +  1    )  2     <    8  5     ∧      1  4   <    4    (  𝜆  +  1    )  2     <     16    25      ∧      5  2   <      𝜆  −  4   4   <  4  , 


     {                𝜆  ∈    (  −    8  3   ;  −  1  )   ∪    (  −  1  ;  0  )     ,        (  𝜆  +  1    )  2   <  𝜆  −  4  ,        5  𝜆  −   20   <  8  (  𝜆  +  1    )  2   ,        (  𝜆  +  1    )  2   <   16   ,            (    5  2   )   2   <  (  𝜆  +  1    )  2   ,          5  2   <    𝜆  4   −  1  <  4  ,               ⟺    {            𝜆  ∈    (  −    8  3   ;  −  1  )   ∪    (  −  1  ;  0  )     ,          𝜆  2   +  𝜆  +  5  <  0  ,        8    𝜆  2   +   11   𝜆  +   28   >  0  ,        −  4  <  𝜆  +  1  <  4  ,        0  <    (  𝜆  +  1  +    5  2   )       (  𝜆  +  1  −    5  2   )     ,          7  2   <    𝜆  4   <  5  ,          


   ⟹    {                𝜆  ∈    (  −    8  3   ;  −  1  )   ∪    (  −  1  ;  0  )     ,        𝜆  ∈  ∅  ,        𝜆  ∈  ℝ  ,        𝜆  ∈  (  −  5  ;  3  )  ,        𝜆  ∈    (  −  ∞  ;  −    9  2   )   ∪    (    1  4   ;  +  ∞  )     ,        𝜆  ∈  (   14   ;   20   )  .           ⟹  𝜆  ∈  ∅  . 


       (  𝑘  −    1  2   )   2  


   𝑡  =  8 


   (  𝑘  −  1  ) 


   𝑡  =   16  


   [  0  ;   16   ]  ∋  𝑡 


   𝐶    𝐹  0   =      (  𝑘  −    1  2   )   2   ,    𝐶    𝐹  1   =  (  𝑘  −  1  )  ,    𝐶    𝐹  2   =  1  . 


           𝐶    𝐹  0   =  𝐶  𝐹  (  𝑡  =  0  )  =      (  𝑘  −    1  2   )   2   ,        𝐶    𝐹  1   =  𝐶  𝐹  (  𝑡  =  8  )  =  (  𝑘  −  1  )  ,        𝐶    𝐹  2   =  𝐶  𝐹  (  𝑡  =   16   )  =  1  .      


   𝑃  𝑉  =  𝐶    𝐹  0     𝑣  0   +  𝐶    𝐹  1     𝑣  8   +  𝐶    𝐹  2     𝑣   16    , 


   𝑃  𝑉  =      (  𝑘  −    1  2   )   2   ⋅    𝑣  0   +  (  𝑘  −  1  )  ⋅    𝑣  8   +  1  ⋅    𝑣   16    . 


   𝑧  =    𝑣  8  


     𝑧  2   +  (  𝑘  −  1  )  𝑧  +      (  𝑘  −    1  2   )   2   =  0  . 


   0  <  𝑣  <  1 


   𝑧  ∈  (  0  ;  1  ) 


   (  2  ) 


   𝛥  =  𝛥  (  𝑘  )  =  (  𝑘  −  1    )  2   −  4  ⋅        (  𝑘  −    1  2   )   2   = 


   =    𝑘  2   −  2  𝑘  +  1  −  4    𝑘  2   +  2  𝑘  −  1  =  −  3    𝑘  2   +  2  𝑘  . 


   𝛥  (  𝑘  )  <  0    ⟺    −  3    𝑘  2   +  2  𝑘  <  0    ⟺    3  𝑘      (  𝑘  −    2  3   )   >  0  . 


   𝛥  (  𝑘  )  <  0    ⟺    𝑘  ∈    (  −  ∞  ;  0  )   ∪    (    2  3   ;  +  ∞  )     . 


     𝑘  ∈    (  −  ∞  ;  0  )   ∪    (    2  3   ;  +  ∞  )     .  


   𝛥  (  𝑘  ) 


   {            𝛥  (  𝑘  )  >  0  ,          𝑧  1   ∈  (  0  ;  1  )  ,          𝑧  2   ∈  (  0  ;  1  )  .         


   𝛥  (  𝑘  )  >  0 


   𝑘  ∈    (  0  ;    2  3   )  


     𝑧  1   ∈  (  0  ;  1  )    ∧      𝑧  2   ∈  (  0  ;  1  )  ⟹    𝑧  1   +    𝑧  2   ∈  (  0  ;  2  )    ∧    𝑧  1     𝑧  2   ∈  (  0  ;  1  )  . 


       −  2     −  3    ∈  (  0  ;  2  )     oraz       0    −  3    ∈  (  0  ;  1  )  . 


   𝛥  (  𝑘  )  =  0 


     𝑧  1  


     𝑧  2  


     𝑘  1   =  0 


     𝑘  2   =    2  3  


   𝑘  =  0 


     𝑧  0  ′   =      −  (  0  −  1  )   2   =    1  2   . 


     1    (  1  +    𝑟  ′     )  8     =    1  2   ⟹  (  1  +    𝑟  ′     )  8   =  2  ⟹    𝑟  ′   =    2  8   −  1  ≃   0,09   . 


   𝑘  =    2  3  


     𝑧  0  ″   =      −    (    2  3   −  1  )    2   =    1  6   , 


     𝑟  ″   =    6  8   −  1  ≃   0,25   . 


     𝑧  1   ∉  (  0  ;  1  ) 


     𝑧  2   ∉  (  0  ;  1  ) 


   𝛥  >  0 


     𝑧  1   ,    𝑧  2  


       (  𝑘  −    1  2     )  2    1   <  0 


     𝑧  1   =      −  (  𝑘  −  1  )  −      −  3    𝑘  2   +  2  𝑘     2   ⩾  1 


     𝑧  2   =      −  (  𝑘  −  1  )  +      −  3    𝑘  2   +  2  𝑘     2   ⩾  1  . 


     𝑧  1   ⩾  1 


   −  𝑘  −  1  ⩾      −  3    𝑘  2   +  2  𝑘    , 


     𝑧  2   ⩾  1 


       −  3    𝑘  2   +  2  𝑘    ⩾  𝑘  +  1  , 


   −  3    𝑘  2   +  2  𝑘  ⩾    𝑘  2   +  2  𝑘  +  1 


   0  ⩾  4    𝑘  2   +  1 


     𝐹  1   =   100  


     𝑃  1   =   91,67  


     𝐹  2   =   100  


     𝑃  2   =   110  


     𝑟  ∗   =   0,1  


   𝐶    𝐹  0   =  −  (  3  ⋅   110   +  5  ⋅   91,67   )  =  −   788,35   . 


   𝑟  =  𝐼  𝑅  𝑅 


    788,35  


   𝐶    𝐹  1   =   530  


   𝐶    𝐹  2   =   330  


   𝐶    𝐹  0   =  −   788,35  


   𝑃  𝑉  =  𝐶    𝐹  0   +  𝐶    𝐹  1   𝑣  +  𝐶    𝐹  2     𝑣  2   , 


    330     𝑣  2   +   530   𝑣  −   788,35   =  0  . 


   𝛥  =  1     321      522  


     𝑣  =   0,938749551   =    1    1  +  𝑟    


   1  +  𝑟  =   1,065246848  


   𝐼  𝑅  𝑅  =  𝑟  ≃   6,52   % 


   𝑖  =   0,10  


     𝑑  ‾  


   𝐶  𝐹  (  𝑡  )  =  1 


     𝑉  𝐴  


     𝑉  𝐵   =   20  


     𝑉  𝐴   >  0 


   𝐼  𝑅    𝑅  𝐴   >  𝐼  𝑅    𝑅  𝐵  


     ∑    𝑘  =  1   ∞       𝑘  𝑥   𝑘   =    𝑥    (  1  −  𝑥    )  2     . 


   𝑉  =    ∑    𝑘  =  1   ∞   1    (  1  +  𝑟    )  𝑘    =    1  𝑟   =   10   . 


     𝑥  =    1    1  +  𝑟    


     ∑    𝑡  =  1   ∞     𝑡    (  1  +  𝑟    )  𝑡     =      1  +  𝑟     𝑟  2    . 


   𝑟  =  𝑖 


     𝑑  ‾   =    1    𝑃  𝑉    =    ∑    𝑡  =  1   ∞     𝑡    (  1  +  𝑖    )  𝑡     =     110    10    =   11   . 


   𝐼  𝑅    𝑅  𝐵  


   0  =  −    𝑉  𝑏   +      1  +  𝑟     𝑟  2    , 


   𝐼  𝑅    𝑅  𝐵   =   0,25  


   𝑃    𝑉  𝐴   (  𝑟  ) 


   𝑟  ↦  𝑃    𝑉  𝐴   (  𝑟  ) 


       𝐼  𝑅  𝑅   𝐴   ⩽      𝑉  𝐼  𝑅  𝑅   𝐵   ⩽  𝑃    𝑉  𝐴   (  𝐼  𝑅  𝑅  𝐵  )  ⩾  0  , 


   −    𝑉  𝐴   +   10     ∑    𝑡  =  1    10         0,05     𝑑  ‾      (   1,25     )  𝑡     +      𝑑  ‾     (   1,25     )   10      ⩾  0  . 


   0  ⩽    𝑉  𝐴   ⩽   2,2   +   8,8   ⋅  (   0,8     )   10    ≈   3,1448   . 


     𝑡  2   =  2 


     𝑃  1   =   504  


     𝑃  2   =  2     400  


   𝑡  =  3 


     𝐵  1   =  1     910  


     𝐵  3   =  1     000  


     𝑖  1   =   0,25  


   𝑖  ∈  [   0,25   ;   0,30   ] 


   𝑣  ∈  [   0,60   ;   0,91   ] 


     𝑣  1   =   0,60  


     𝑣  2   =   0,91  


   [   Z3.      EA      12   .   10   .   02   .  ] 


    70      000  


    40      000  


    55      770  


   (  𝑚  +  1    )  2  


   (  𝑚  −  1  ) 


     𝑖  1  


     𝑖  2  


           𝐶    𝐹  0   =  −  1     000   ,     𝐶    𝐹  1   =   200   ,     𝐶    𝐹  2   =  −   100   ,        𝐶    𝐹  3   =   500   ,     𝐶    𝐹  4   =   200   ,     𝐶    𝐹  5   =   300       


    40      000  


    22      000  


    17      000  


        110    30    ⋅  𝑘  


        100    30    ⋅  𝑘  


   𝑡  =  2 


    48  


    240  


    460  


   [   Z6.      EA      25   .   01   .   03   .  ] 


   𝑃 


   𝑏  % 


   𝑁  𝑃  𝑉  (   12   ∶   3,0   ;  8  %  )  =   100  


   𝑁  𝑃  𝑉  (   15   ∶   4,0   ;   12   %  )  =   120  


   𝑁  𝑃  𝑉  (  𝑃  ;  𝐴  ;  𝑏  %  ) 


   𝑁  𝑃  𝑉  (  𝑃  ;   0,8   ;   20   %  )  =  0 


    09   .   12   .   00   . 


     𝑟  𝑘  


   𝑘  ∈  {  1  ,  2  ,  …  ,  𝑛  } 


     𝑂  𝑘  


     𝑇  𝑘  


     𝑆  𝑘  


   𝑘  ∈  {  1  ,  2  ,  …  ,  𝑛  ,  𝑛  +  1  } 


     𝑆  1   =  𝐾 


     𝑆    𝑛  +  1    =  0 


     𝑂  𝑘   =    𝑟  𝑘     ⋅      𝑆  𝑘  


     𝑆    𝑘  +  1    =    𝑆  𝑘   +    𝑂  𝑘   −  𝐶    𝐹  𝑘  


       ∑    𝑘  =  1   𝑛   𝐶    𝐹  𝑘   =  𝐾  +    ∑    𝑘  =  1   𝑛     𝑂  𝑘   


     𝐼  1  


     𝐼  2  


     𝐼  1   =   0,1   ⋅   20      000   +   0,1   ⋅   19      000   +  …  +   0,1   ⋅  1     000   = 


   =   0,1   ⋅  (   20      000   +   19      000   +  …  +  1     000   )  = 


   =   0,1   ⋅       20      000   +  1     000    2   ⋅   20   =   21      000  


     𝐼  2   =   0,1   ⋅   20      000   +   0,1   ⋅   28      000   +  …  +   0,1   ⋅  2     000   = 


   =   0,1   (   20      000   +   18      000   +  …  +  2     000   )  = 


   =   0,1   ⋅       20      000   +  2     000    2   ⋅   10   =   11      000   . 


   𝛥  =    𝐼  1   −    𝐼  2   =   10      000   . 


    600      000  


     𝑟    (   12   )    =  6  % 


     𝑖    (  4  )    =  8  % 


    600      000   =  𝑋  ⋅      𝑎               420            0,005    =  𝑋  ⋅   175,38   , 


   𝑋  =  3     421,14  


   3     421,14   ⋅      𝑎               300            0,005    =  3     421,14   ⋅   155,20   ≃   530      960,67   . 


    600      000   −   530      960,67   =   69      039,28  


    265      480,34  


     𝑋  1  


    265      480,34   =    𝑋  1   ⋅      𝑎               40            0,02    =    𝑋  1   ⋅   27,355   , 


     𝑋  1   =  9     048,83  


     𝑂  1   =   120   ⋅  𝑋  −   69      039,28   = 


   =   120   ⋅  3     421,14   −   69      039,28   =   341      497,52   . 


     𝑂  2   =   40   ⋅  9     048,83   −   265      480,34   =   96      472,86   . 


    18      000  


    341      497,52   +   96      472,86   +   18      000   =   455      970,38   . 


    455      970,38  


   𝑃  𝑉  =   10      000   ⋅      𝑎                 30            0,08    =   10      000   ⋅   11,258   =   112      580   . 


    10      000   ⋅      𝑎                 30            0,08      = 


   =   10      000   ⋅      𝑎                 10            0,08    +  𝑋  ⋅    1    (   1,08     )   10      +  5     000   ⋅      𝑎                 20            0,04    ⋅    1     1,08    10     . 


   𝑋  = 


       =    (   10      000   (      𝑎                 30            0,08    −      𝑎               10            0,08    )  −  5     000       𝑎               20            0,04      1    (   1,08     )   10      )       (   1,08     )   10    


   𝑋  =   10      000   (      𝑎                 30            0,08    −      𝑎                 10            0,08    )    (   1,08     )   10     −  5     000       𝑎                 20            0,04    . 


       𝑎                 30            0,08    ≃   11,258   ,        𝑎                 10            0,08    ≃   6,710   , 


       𝑎                 20            0,04    =   13,590   ,      1    (   1,08     )   10      =   0,463   , 


   𝑋  =   10      000   ⋅  (   11,258   −   6,710   )  ⋅   0,463   −  5     000   ⋅   13,590   ≃   30      241   . 


   𝑋  =   30      241  


    300      000  


    5,5   % 


    120  


   𝐾  =   300      000      j.m.  


   𝑟  =   5,5   %  =   0,055   . 


     𝑟    (   12   )    =       5,5   %    12    ≃   0,46   %  =   0,0046   . 


    0,02   ⋅   300      000   =  6     000   . 


   𝐶    𝐹    −  3   


   𝐶    𝐹    −  2   


   𝐶    𝐹    −  1   


   𝐶    𝐹    −  3    =  𝐶    𝐹    −  2    =  𝐶    𝐹    −  1    =  𝐶    𝐹  0   =   300      000   ⋅   0,0046   =  1     375   . 


   𝐶    𝐹  1   ,  𝐶    𝐹  2   ,  …  ,  𝐶    𝐹   360   


     𝑆  𝑖  


     𝑆  1   =   300      000  


     𝑣  =    1    1  +    𝑟    (   12   )      ≃   0,995   


     𝑆  1   =   300      000   =  𝑣    ∑    𝑖  =  1    360    𝐶    𝐹  𝑖     𝑣  𝑖   . 


   𝐶    𝐹  1   =  𝐶    𝐹  2   =  …  =  𝐶    𝐹   360    =  𝐶  𝐹 


    300      000   =  𝑣    𝐶  𝐹    ∑    𝑖  =  1    360      𝑣  𝑖   = 


   =  𝑣    𝐶  𝐹      (  1  +    𝑣  1   +    𝑣  2   +  …  +    𝑣   360    )   = 


   =  𝑣    𝐶  𝐹      1  −    𝑣   360       1  −  𝑣    =   166,165   𝐶  𝐹  . 


   𝐶  𝐹  =  1     805,43   . 


     𝑆   120   


     𝑆   120    =  𝑣    𝐶  𝐹  ⋅  (  1  +    𝑣  1   +    𝑣  2   +  ⋯  +    𝑣   240    )  = 


   =  𝑣    𝐶  𝐹  ⋅      1  −    𝑣   240       1  −  𝑣      =     251      496,39   . 


    251      496,39   ⋅  (  1  +   0,0046   )  ≃   153      501,90   . 


     𝑂  𝑖   =    𝑆  𝑖   ⋅    𝑟  𝑖  


     𝑂  𝑖  


     ∑    𝑖  =  1    120      𝑂  𝑖   =  𝑟    ∑    𝑖  =  1    120      𝑆  𝑖   =  𝑟  (    𝑆  1   +    𝑆  2   +  ⋯    𝑆   120    )  = 


   =  𝑟      (  𝑣      1  −    𝑣   360       1  −  𝑣    𝐶    𝐹  0   +  𝑣      1  −    𝑣   359       1  −  𝑣    𝐶    𝐹  0   +  ⋯  +  𝑣      1  −    𝑣   240       1  −  𝑣    𝐶    𝐹  0   )     . 


     ∑    𝑖  =  1    120      𝑂  𝑖   =      𝑟  𝑣  𝐶    𝐹  0      1  −  𝑣    [   120   −    𝑣   240        (  1  +    𝑣  1   +    𝑣  2   +  ⋯  +    𝑣   120    )   ]  . 


     ∑    𝑖  =  1    120      𝑂  𝑖   =       0,0046   ⋅   0,995   ⋅   1805,43     0,005        (   120   −   0,3   ⋅      1  −   0,548     0,005    )   = 


   =   153      501,90   . 


    153      501,90   +  1     156,88   +  (  3  ⋅  1     375,00   )  +  6     000,00   =   164      783,78   . 


    164      783,78   +   251      496,39   =   416      280,17   . 


   𝐾  =   150      000  


     𝑅  1  


     𝑖  1   =   0,05  


     𝑖  2   =   0,1  


    75      000  


     𝑅  2  


     𝑖  3   =   0,15  


   [   Z7.      EA      06   .   12   .   03   .  ] 


    150      000  


   𝑖  =   0,11  


    0,03  


   [   Z2.      EA      15   .   01   .   00   .  ] 


   1     253  


   1     763  


    17   .   06   .   00   . 


   [   Z6.      EA      17   .   06   .   00   .  ] 


     𝑖    (  4  )    =   0,08  


   [   Z8.      EA      17   .   05   .   03   .  ] 


     𝑖    (  2  )   


     1  3  


   [   Z9.      EA      09   .   12   .   00   .  ] 


     𝑖    (  4  )    =   0,16  


   𝐿 


     𝑖    (   12   )    =   0,18  


    0,15  


   [   Z8.      EA      12   .   10   .   02   .  ] 


    0,25  


    0,50  


    450      000  


    0,14  


    0,12  


    0,10  


    0,08  


   [   Z3.      EA      17   .   05   .   03   .  ] 


    500      000  


    0,40  


   [   Z4.      EA      25   .   01   .   03   .  ] 


     𝑖    (  4  )   


    32  


   [   Z9.      EA      11   .   10   .   03   .  ] 


     𝑖  1   =   0,10  


     𝑖  2   =   0,12  


    16  


   … 


   [   Z5.      EA      10   .   10   .   05   .  ] 


   𝑋  ,    (  𝑋  +  𝑎  )  ,    (  𝑋  +  2  𝑎  )  ,    …    ,    (  𝑋  +   19   𝑎  )  , 


   𝑋  ,  𝑎  ∈  ℝ 


     𝑖    𝑒  𝑓    =   0,07  


   𝑎 


    0,60  


   [   Z7.      EA      20   .   03   .   06   .  ] 


    400      000  


   𝑅 


   𝑅  ,    (  𝑅  −   1000   )  ,    (  𝑅  −   2000   )  ,  …  ,  (  𝑅  −   9000   )  , 


    0,09  


    0,07  


    35      774,12  


   [   Z9.      EA      26   .   03   .   18   .  ] 


   𝑃  ,    (  𝑃  −   500   )  ,    (  𝑃  −  1     000   )  ,  …  ,  (  𝑃  −  7     000   ) 


   𝑄  ,    (  2  𝑄  )  ,    (  3  𝑄  )  ,  …  ,  (   15   𝑄  )  . 


   𝑅  ,    [  (   1,1   )  𝑅  ]  ,    [  (   1,1       )  2   𝑅  ]  ,  …  ,    [  (   1,1     )   14    𝑅  ]  . 


   𝑖  =   0,07  


   [   Z7.      EA      15   .   12   .   08   .  ] 


   𝑟  =   0,04  


     𝑆  𝑟  


    10   ,   11   ,  …  ,   19  


     𝑆  𝑖  


         𝑆  𝑖     𝑆  𝑟    


   [   Z9.      EA      08   .   10   .   07   .  ] 


   𝑟  (  𝑡  ) 


   𝑂  (    𝑡  1   ;    𝑡  2   ) 


   [    𝑡  1   ;    𝑡  2   ] 


   𝐶  𝐹  (    𝑡  1   ;    𝑡  2   ) 


   𝑔  (  𝑡  ) 


   𝑆  (  𝑡  ) 


   𝑆  (  0  )  =  𝐾 


   𝑆  (  𝑇  )  =  0 


   𝐶  𝐹  (    𝑡  1   ;    𝑡  2   )  =    ∫    𝑡  1     𝑡  2    𝑔  (  𝑠  )  𝑑  𝑠  . 


   𝑂  (    𝑡  1   ;    𝑡  2   )  =    ∫    𝑡  1     𝑡  2    𝑟  (  𝑠  )  𝑆  (  𝑠  )  𝑑  𝑠  . 


   𝑆  (    𝑡  2   )  =  𝑆  (    𝑡  1   )  +  𝑂  (    𝑡  1   ;    𝑡  2   )  −  𝐶  𝐹  (    𝑡  1   ;    𝑡  2   )  , 


   𝑆  (    𝑡  2   )  −  𝑆  (    𝑡  1   )  =  𝑂  (    𝑡  1   ;    𝑡  2   )  −  𝐶  𝐹  (    𝑡  1   ;    𝑡  2   )  . 


     𝑡  1   =  𝑡 


     𝑡  2   =  𝑡  +  𝛥  𝑡 


   𝛥  𝑆  (  𝑡  )  =    ∫    [  𝑡  ;  𝑡  +  𝛥  𝑡  ]    𝑟  (  𝑠  )  𝑆  (  𝑠  )  𝑑  𝑠  −    ∫    [  𝑡  ;  𝑡  +  𝛥  𝑡  ]    𝑔  (  𝑠  )  𝑑  𝑠  , 


   𝛥  𝑡 


       𝛥  𝑆     𝛥  𝑡    =    1    𝛥  𝑡      ∫    [  𝑡  ;  𝑡  +  𝛥  𝑡  ]    𝑟  (  𝑠  )  𝑆  (  𝑠  )  𝑑  𝑠  −    1    𝛥  𝑡      ∫    [  𝑡  ;  𝑡  +  𝛥  𝑡  ]    𝑔  (  𝑠  )  𝑑  𝑠  . 


       𝛥  𝑆     𝛥  𝑡    = 


   =        ∫    [  0  ;  𝑡  +  𝛥  𝑡  ]    𝑟  (  𝑠  )  𝑆  (  𝑠  )  𝑑  𝑠  −    ∫    [  0  ;  𝑡  ]    𝑟  (  𝑠  )  𝑆  (  𝑠  )  𝑑  𝑠     𝛥  𝑡    −        ∫    [  0  ;  𝑡  +  𝛥  𝑡  ]    𝑔  (  𝑠  )  𝑑  𝑠  −    ∫    [  0  ;  𝑡  ]    𝑔  (  𝑠  )  𝑑  𝑠     𝛥  𝑡    . 


     𝐹  (  𝑠  )  ∶  =  ∫  𝑟  (  𝑠  )  𝑆  (  𝑠  )  𝑑  𝑠  


     𝐺  (  𝑠  )  ∶  =  ∫  𝑔  (  𝑠  )  𝑑  𝑠  


       𝛥  𝑆     𝛥  𝑡    =        𝐹  (  𝑡  +  𝛥  𝑡   )  −  𝐹  (  𝑡  )     𝛥  𝑡    −      𝐺  (  𝑡  +  𝛥  𝑡  )  −  𝐺  (  𝑡  )     𝛥  𝑡    , 


   𝛥  𝑡  →  0 


     𝑆  ′   (  𝑡  )  =  𝑓  (  𝑡  )  −  𝑔  (  𝑡  )  =  𝑟  (  𝑡  )  𝑆  (  𝑡  )  −  𝑔  (  𝑡  )  , 


   𝑓  (  𝑡  )  =    𝑓  ′   (  𝑡  )  =  𝑟  (  𝑡  )  𝑆  (  𝑡  ) 


   𝑔  (  𝑡  )  =  𝑟  (  𝑡  )  𝑆  (  𝑡  )  −    𝑆  ′   (  𝑡  )  . 


   𝑖  =   0,24  


     𝑖    𝑘  𝑤    =     0,24   4   =   0,06  


   [  (   1,06     )  4     ]  5   =    𝑒    5  𝑟    , 


   5  𝑟  =   ln       (   1,06     )   20     =   20      ln       (   1,06   )  


   𝑟  =  4     ln       (   1,06   )   ≃   0,233   =   0,233   . 


    0,06  


    0,233  


   𝐴  (  2  ) 


   𝐴  (  0  )  =   10  


   𝛿  (  𝑡  )  =   ln     2  +  2  𝑡     ln     3  +    2  𝑡      ln     2     ln     4 


   𝐴  (  𝑡  )  =  𝐴  (  0  )    𝑒      ∫  0  𝑡   𝛿  (  𝑠  )  𝑑  𝑠   


   𝐴  (  2  )  =  𝐴  (  0  )    𝑒      ∫  0  2   𝛿  (  𝑠  )  𝑑  𝑠    =  𝐴  (  0  )    𝑒      ∫  0  2   (   ln     2  +  2  𝑠     ln     3  +    2  𝑠      ln     2     ln     4  )  𝑑  𝑠    = 


   =   10     𝑒    (   ln     2    ∫  0  2   𝑑  𝑠  +   ln     3    ∫  0  2   2  𝑠  𝑑  𝑠  +   ln     2     ln     4    ∫  0  2     2  𝑠      ln     2     ln     4  𝑑  )    = 


   =   10     𝑒    [  2     ln     2  +  4     ln     3  +   ln     4     ln     2      2  𝑠      ln     2      |  0  2   ]    =   10     𝑒    [   ln     4  +   ln      81   +    (    2  2   −    2  0   )      ln     4  ]    = 


   =   10     𝑒    [   ln     4  +   ln      81   +   ln      64   ]    =   10     𝑒    [   ln       3  4   +   ln       4  4   ]    = 


   =   10     𝑒     ln       (    3  4   ⋅    4  4   )     =   10   ⋅    3  4   ⋅    4  4   =   10   ⋅      (  3  ⋅  4  )   4   = 


   =   10   ⋅     12   4   =   10   ⋅     144   2   =   10   ⋅   20      736   =   207      360   . 


   𝐴  (  2  )  =   207      360  


   𝑌  𝑇  𝑀 


   𝐶    𝐹  0   =  −  𝑃 


   𝐶    𝐹  1   ,  𝐶    𝐹  2   ,  …  ,  𝐶    𝐹    𝑛  −  1   


   𝐶    𝐹  𝑛  


     𝑡  0   ,    𝑡  1   ,    𝑡  2   ,  …  ,      𝑡  𝑛  


   𝑃    ⋅    (  1  +  𝑌  𝑇  𝑀    )    𝑡  𝑛    = 


   =  𝐶    𝐹  1   ⋅  (  1  +  𝑌  𝑇  𝑀    )      𝑡  𝑛   −    𝑡  1     +  𝐶    𝐹  2   ⋅  (  1  +  𝑌  𝑇  𝑀    )      𝑡  𝑛   −    𝑡  2     +  … 


   …  +  𝐶    𝐹    𝑛  −  1    ⋅  (  1  +  𝑌  𝑇  𝑀    )      𝑡  𝑛   −    𝑡    (  𝑛  −  1  )      +  𝐶    𝐹  𝑛  


   0  =  𝐶    𝐹  0   +      𝐶    𝐹  1      (  1  +  𝑌  𝑇  𝑀    )    𝑡  1      +      𝐶    𝐹  2      (  1  +  𝑌  𝑇  𝑀    )    𝑡  2      +  … 


   ⋯  +      𝐶    𝐹    𝑛  −  1       (  1  +  𝑌  𝑇  𝑀    )      𝑡  (   𝑛  −  1  )      +      𝐶    𝐹  𝑛      (  1  +  𝑌  𝑇  𝑀    )    𝑡  𝑛      . 


   𝐵  (    𝑡  𝑛   ) 


     𝑡  0   ,    𝑡  1   ,  …  ,    𝑡  𝑛  


   𝐵  (    𝑡  𝑖   )    =   df      1    (  1  +  𝑌  𝑇  𝑀    )    𝑡  𝑖      , 


   𝐵  (    𝑡  0   )  =  (  1  +  𝑌  𝑇  𝑀    )  0   =  1  . 


   𝑅  (    𝑡  𝑛   )  =  𝑌  𝑇  𝑀 


   𝑡  ∈  {    𝑡  0   ,    𝑡  1   ,  …  ,    𝑡  𝑛   } 


   0  =  𝐶    𝐹  0   ⋅  𝐵  (    𝑡  0   )  +  𝐶    𝐹  1   ⋅  𝐵  (    𝑡  1   )  +  𝐶    𝐹  2   ⋅  𝐵  (    𝑡  2   )  +  … 


   …  +  𝐶    𝐹    𝑛  −  1    ⋅  𝐵  (    𝑡    𝑛  −  1    )  +  𝐶    𝐹  𝑛   ⋅  𝐵  (    𝑡  𝑛   )  . 


   𝐵  (  𝑡  ) 


   𝑡  ∈  {    𝑡  1   ,    𝑡  2   ,  …  ,    𝑡    𝑛  −  1    } 


   𝑃  =  𝐶    𝐹  1   ⋅  𝐵  (    𝑡  1   )  +  𝐶    𝐹  2   ⋅  𝐵  (    𝑡  2   )  +  …  +  𝐶    𝐹  𝑛   ⋅  𝐵  (    𝑡  𝑛   )  . 


    1895  


   𝐹 


   𝐹  𝑟 


   𝑔 


   𝐹  𝑟  =  𝐶  𝑔 


   𝐾  =  𝐶    𝑣  𝑛  


   𝐺 


   𝐺  𝑖  =  𝐹  𝑟 


   𝑃  >  𝐶 


   𝑃  −  𝐶 


   𝑃  <  𝐶 


   𝐶  −  𝑃 


    premia   =  𝑃  −  𝐶  =  (  𝐹  𝑟  −  𝐶  𝑖  )      𝑎              𝑛              𝑖    =  𝐶  (  𝑔  −  𝑖  )      𝑎              𝑛              𝑖    ,     gdy     𝑔  >  𝑖  , 


    dyskonto   =  𝐶  −  𝑃  =  (  𝐶  𝑖  −  𝐹  𝑅  )      𝑎              𝑛              𝑖    =  𝐶  (  𝑖  −  𝑔  )      𝑎              𝑛              𝑖    ,     gdy     𝑔  <  𝑖  . 


    nominalna stopa procentowa   =     roczny kupon    nominał obligacji    . 


   (  𝑌  𝑇  𝑀  ) 


   𝑃  =  𝐹  𝑟    𝑎              𝑛              𝑖   +  𝐶    𝑣  𝑛   =  𝐹  𝑟    𝑎              𝑛              𝑖   +  𝐾 


   𝑃  =  𝐶  +  (  𝐹  𝑟  −  𝐶  𝑖  )    𝑎              𝑛              𝑖  


   𝑃  =  𝐺  +  (  𝐶  −  𝐺  )    𝑣  𝑛  


   𝑃  =  𝐾  +    𝑔  𝑖   (  𝐶  −  𝐾  ) 


     𝐵  𝑡  


     𝐵    𝑡  +  1   


     𝐵    𝑡  +  1    =    𝐵  𝑡   (  1  +  𝑖  )  −  𝐹  𝑟  , 


     𝐵  𝑡   (  1  +  𝑖  )  −  𝐹  𝑟  =    [  𝐹  𝑟    𝑎              𝑛  −  𝑡          +  𝐶    𝑣    𝑛  −  𝑡    ]   (  1  +  𝑖  )  −  𝐹  𝑟  = 


   =  𝐹  𝑟  (  1  +  𝑣  +  …  +    𝑣    𝑛  −  𝑡  −  1    )  +  𝐶    𝑣    𝑛  −  𝑡  −  1    −  𝐹  𝑟  = 


   =  𝐹  𝑟    𝑎              𝑛  −  𝑡  −  1          +  𝐶    𝑣    𝑛  −  𝑡  −  1    =    𝐵    𝑡  +  1    . 


     𝐵    𝑡  +  𝑘   


   0  <  𝑘  <  1 


   𝐹    𝑟  𝑘  


   𝐶    𝑟  0   =  0 


   𝐹    𝑟  1   =  𝑟 


     𝐵    𝑡  +  𝑘   𝑓  


   𝑡  +  𝑘 


    cena brudna  


     𝐵    𝑡  +  𝑘   𝑚  


    cena czysta  


     𝐵    𝑡  +  𝑘   𝑓   =    𝐵    𝑡  +  𝑘   𝑚   +  𝐹    𝑟  𝑘   ,     dla     0  <  𝑘  <  1    . 


     𝑟  𝑑   =      (    𝐹  𝑃   )     1  𝑛    −  1     oraz       𝑟    𝑐  𝑡    =    1    𝑡  𝑛       ln       (    𝐹  𝑃   )   . 


   𝑄 


   𝐶  =  𝐹 


   (  𝑣  =    1    1  +  𝑖    ) 


   {            𝑃  =   40       𝑎              𝑛              𝑖    +  𝐶    𝑣  𝑛   ,        𝑄  =   30       𝑎              𝑛              𝑖    +  𝐶    𝑣  𝑛   ,        𝑅  =   80       𝑎              𝑛              𝑖    +  𝐶    𝑣  𝑛   .         


       𝑎              𝑛              𝑖   


   𝐶    𝑣  𝑛  


   {            𝑃  =   40       𝑎              𝑛              𝑖    +  𝐶    𝑣  𝑛   ,        𝑄  =   30       𝑎              𝑛              𝑖    +  𝐶    𝑣  𝑛   .         


   𝑃  −  𝑄  =   10       𝑎              𝑛              𝑖       przy     𝑄  =   30       𝑎              𝑛              𝑖    +  𝐶    𝑣  𝑛   . 


       𝑎              𝑛              𝑖    =    1   10    (  𝑃  −  𝑄  ) 


   𝑃  =  4  (  𝑃  −  𝑄  )  +  𝐶    𝑣  𝑛   , 


   𝐶    𝑣  𝑛   =  4  𝑄  −  3  𝑃  . 


   𝑅  =   80   ⋅    1   10    (  𝑃  −  𝑄  )  +  4  𝑄  −  3  𝑃  . 


   𝑅  =  5  𝑃  −  4  𝑄 


     𝑟  ∗   =   0,03  


     𝑖  1   =   0,05  


     𝑖  2   =   0,04  


   𝐹    𝑟  ∗  


           𝐶    𝐹  0   =  −  𝑃  =  −   10      000   ,        𝐶    𝐹  1   =  𝐹    𝑟  ∗   =  0     03   ⋅   10      000   =   300   ,        𝐶    𝐹  2   =  𝐹  +  𝐹    𝑟  ∗   =   0,03   ⋅   10      000   +   10      000   =   10      300   ,      


     𝑟  ∗  


     𝑣  1   =    1   1,05       oraz drugi:       𝑣  2   =    1     1,05   ⋅   1,04     . 


   𝑃  𝑉  =  𝐶    𝐹  1     𝑣  1   +  𝐶    𝐹  2     𝑣  2   , 


   𝑃  𝑉  =     300    1,05    +       10      300       1,05   ⋅   1,04     ≃  9     717,94   . 


     𝑖  2   =   0,04  


   𝐹    𝑟  ∗   ⋅  (  1  +    𝑖  2   )  =   300   ⋅  (  1  +    𝑖  2   )  . 


    300   ⋅  (  1  +    𝑖  2   ) 


    300   ⋅  (  1  +    𝑖  2   )  ⋅    𝑣  2   =   300   ⋅  (  1  +    𝑖  2   )  ⋅    1    (  1  +    𝑖  1   )  ⋅  (  1  +    𝑖  2   )    = 


   =     300     1  +    𝑖  1     =     300    1,05    . 


     𝑟  •  


   𝑃  −  𝐹    𝑟  ∗   ⋅    1    1  +    𝑟  •     −  (  𝐹  +  𝐹    𝑟  ∗   )  ⋅    1    (  1  +    𝑟  •     )  2     =  0  . 


   (  1  +    𝑟  •     )  2  


   9     717,94   (  1  +    𝑟  •     )  2   −   300   (  1  +    𝑟  •   )  −   10      300   =  0  . 


   𝑡  ∶  =  1  +    𝑟  •  


   9     717,94     𝑡  2   −   300   𝑡  −   10      300   =  0  . 


   𝛥  =   40      046      900  


     𝛥   ≃   20      011,725  


     𝑡  1   <  0 


     𝑡  2   =   1,0450633  


   𝑡  ≃   1,045   % 


     𝑟  •   ≃   4,5   % 


   𝐹    𝑟  ∗   (  1  +    𝑖  2   ) 


   𝐹  +  𝐹    𝑟  ∗  


   𝐹  𝑉  =   300   ⋅   1,04   +   10      300   =   10      612,00   . 


   𝑃    𝑉    𝑟  𝑒  𝑛  𝑡  𝑦    =  𝑋  ⋅    𝑎  ¨                        10                0,045     . 


   𝑖  =   0,045   % 


     𝑎  ¨                        10                0,045     ≃   8,2687901   . 


   𝑋  =      𝑃    𝑉    𝑟  𝑒  𝑛  𝑡  𝑦         𝑎  ¨                        10                0,045       =       10      612,00     8,2687901    ≃  1     283,38      j.m.  


   𝑋  ≃  1     284  


    80   % 


   𝑃    𝑉   12   


   𝑃    𝑉   10    =   800       (    1    (   1,06     )  2     +    1    (   1,06     )  4     +  …  +    1    (   1,06     )   10      )   +       10      000      (   1,06     )   10      , 


   𝑃    𝑉   12    =   800       (    1    (   1,06     )  2     +    1    (   1,06     )  4     +  …  +    1    (   1,06     )   12      )   +       10      000      (   1,06     )   12      . 


   𝐾  (  0  )  =   0,8   (  𝑃    𝑉   10    +  𝑃    𝑉   12    )  , 


   𝑃    𝑉   10    =  8     442,23      oraz     𝑃    𝑉   12    =  8     225,55   , 


   𝐾  (  0  )  =   0,8   (  𝑃    𝑉   10    +  𝑃    𝑉   12    )  =   13      334,22   . 


     𝑆   10     (  3  )   


     𝑆   12     (  3  )   


     𝑆   10     (  3  )    =   10      000   ⋅    𝑣  𝑠  7   +   800   ⋅  (    𝑣  𝑠  7   +    𝑣  𝑠  5   +    𝑣  𝑠  3   +    𝑣  𝑠   )  ≃  9     755,15  


     𝑆   12     (  3  )    =   10      000   ⋅    𝑣  𝑠  9   +   800   ⋅  (    𝑣  𝑠  9   +    𝑣  𝑠  7   +    𝑣  𝑠  5   +    𝑣  𝑠  3   +    𝑣  𝑠   )  ≃  9     610,12   , 


       𝑣  𝑠   =    1    1  .   05     


     𝑆    (  3  )   


     𝑆    (  3  )    =    𝑆   10     (  3  )    +    𝑆   12     (  3  )    =   19      365,27   . 


   𝐾  (  3  )  =  𝐾  (  0  )    ⋅    (   1,08     )  3   , 


   𝐾  (  3  )  =  𝐾  (  0  )  (   1,08     )  3   =   13      334,22   ⋅  (   1,08     )  3   =   16      797,28   . 


   𝑍 


   𝑈  (  3  ) 


   𝑍  =    𝑆    (  3  )    +  𝑈  (  3  )  −  𝐾  (  3  )  . 


   𝑈  (  3  )  =   1600   ⋅  (  1  +    𝑟  𝑈   ) 


     𝑟  𝑈   =   0,07  


   {            𝑈  =  1     600   ⋅   1,07   =  1     712   ;        𝑊  =   0,2   (  𝑃    𝑉   10    +  𝑃    𝑉   12    )  =  3     333,56   .         


   𝑍  =  4     280  


   (  1  +    𝑟    𝑒  𝑓      )  3   =    𝑍  𝑊   . 


   (  1  +    𝑟    𝑒  𝑓      )  3   =      4     280,00      3     333,56     ≃   1,2839127  


     𝑟    𝑒  𝑓    =     1,2839127   3   −  1  ≃   1,0868722   −  1  ≈   0,087   . 


     𝑟    𝑒  𝑓    ≃   0,087  


   1     500  


   1  % 


    75  


   𝐶  =  𝐹  =  1     500  


   𝑖  =   0,03  


   𝑣  =  (   1,03     )    −  1   


   𝑃  =  𝐹  𝑟      𝑎              𝑛          𝑖   +  𝐶    𝑣  𝑛  


     1  2   𝐹  𝑟  =    1  2   ⋅  1     500   ⋅  𝑟  . 


   1     500   =    1  2   ⋅  1     500   ⋅  𝑟  ⋅      𝑎              2  𝑛           0,03    +  1     500   ⋅    1     1,03     2  𝑛     . 


    0,01  


   1     500   +   75   =    1  2   ⋅  1     500   ⋅  (  𝑟  +   0,01   )  ⋅      𝑎              2  𝑛           0,03    +  1     500   ⋅    1     1,03     2  𝑛     . 


    75   =    1  2   ⋅  1     500   ⋅      𝑎              2  𝑛           0,03   


       𝑎              2  𝑛           0,03    =   10   , 


   1  −    1    (   1,03     )    2  𝑛      =   0,3   , 


   (   1,03     )    2  𝑛    =     10   7   . 


   𝑛  =       ln        10   7      2     ln   (   1,03   )    ≃  6    ,   033311839   . 


   𝑛  =  6 


     𝑃  ∗  


     𝑃  ∗   =    1  2   ⋅  1     500   ⋅   0,07   ⋅      𝑎               24            0,03    +  1     500   ⋅    1    (   1,03     )   24      . 


     𝑃  ∗   =    1  2   ⋅  1     500   ⋅   0,07   ⋅      (   1,03     )   24    −  1     (   1,03     )   24    ⋅   0,03     +  1     500   ⋅    1    (   1,03     )  2   4    =  1     627   . 


   𝑃  =  1     627  


   3  𝑖 


     𝑟  ∗   =  3  𝑖 


   𝐶  =  1     000  


   𝑃  =  1     500  


   𝑃  =  𝐹    𝑟  ∗   ⋅      𝑎               20               𝑖    +  𝐹    𝑣   20    . 


         𝑎               20               𝑖    =      1  −    𝑣   20     𝑖   


   1     500   =  1     000   ⋅  3  𝑖  ⋅      1  −    𝑣   20     𝑖   +  1     000     𝑣   20    =  3     000   −  2     000     𝑣   20    . 


     𝑣   20    =      1     000      2     000     =   0,75   , 


     𝑣   10    =     0,75    =        3  4     =        3   2   ≃   0,8660254   


   𝑋  =  𝐹    𝑟  ∗     ⋅        𝑎               10               𝑖    +  𝐹    𝑣   10    , 


   𝑋  =  1     000   ⋅  3  𝑖      1  −    𝑣   10     𝑖   +  1     000   ⋅    𝑣   10   


   𝑋  =  3     000   −  2     000     𝑣   10    =  1     000       (  3  −  2  ⋅      3   2   )   = 


   =  1     000   (  3  −    3   )  ≃  1     267,9492   . 


   𝑋  =  1     270  


    10   . 


    70   % 


     𝑖    𝑒  𝑓   


     𝑖  1    (  2  )    =   10   % 


     𝑖  2    (  2  )    =  6  % 


     𝑖  3    (  2  )    =  8  % 


     𝑖  4    (  2  )    =   16   % 


       𝑖  𝑧   =      𝑖  1    (  2  )    2   =       10   %   2   =  5  %  


    38  


             𝑃    𝑉   10      =   50       ∑    𝑗  =  1    20      𝑣  𝑧  𝑗   +  1     000     𝑣  𝑧   20    =   50       ∑    𝑗  =  1    20      1    (   1,05     )  𝑗     +  1     000     ⋅      1    (   1,05     )   20      ,           𝑃    𝑉   11      =   50       ∑    𝑗  =  1    22      𝑣  𝑧  𝑗   +  1     000     𝑣  𝑧   22    =   50       ∑    𝑗  =  1    22      1    (   1,05     )  𝑗     +  1     000     ⋅      1    (   1,05     )   21      ,         .          𝑃    𝑉   19      =   50       ∑    𝑗  =  1    38      𝑣  𝑧  𝑗   +  1     000     𝑣  𝑧   38    =   50       ∑    𝑗  =  1    38      1    (  1  .   05     )  𝑗     +  1     000     ⋅      1    (   1,05     )   38      .       


                    𝑃  𝑉  =  𝑃    𝑉   10    +  𝑃    𝑉   11    +  …  +  𝑃    𝑉   19    =          =    [   50       (    ∑    𝑗  =  1    20      𝑣  𝑧  𝑗   +    ∑    𝑗  =  1    22      𝑣  𝑧  𝑗   +  …  +    ∑    𝑗  =  1    38      𝑣  𝑧  𝑗   )   ]   +         +  1     000     ⋅      (    𝑣  𝑧   20    +    𝑣  𝑧   22    +  …  +    𝑣  𝑧   38    )   .       


   𝑃  𝑉  =   50       (    𝑣  𝑧       1  −    𝑣  𝑧   20       1  −    𝑣  𝑧     +    𝑣  𝑧       1  −    𝑣  𝑧   22       1  −    𝑣  𝑧     +  …  +    𝑣  𝑧       1  −    𝑣  𝑧   30       1  −    𝑣  𝑧     )   + 


   +  1     000   ⋅    (    𝑣  𝑧   20    +    𝑣  𝑧   22    +  …  +    𝑣  𝑧   38    )   = 


   𝑃  𝑉  =   50         𝑣  𝑧       [  (  1  −    𝑣  𝑧   20    )  +  (  1  −    𝑣  𝑧   22    )  +  …  +  (  1  −    𝑣  𝑧   38    )  ]      1  −    𝑣  𝑧     + 


   =   50         𝑣  𝑧       [   10   −    (    𝑣  𝑧   20    +    𝑣  𝑧   22    +  …  +    𝑣  𝑧   38    )   ]      1  −    𝑣  𝑧     + 


   +  1     000       (    𝑣  𝑧   20    +    𝑣  𝑧   22    +  …  +    𝑣  𝑧   38    )   = 


   =   50       {      𝑣  𝑧     1  −    𝑣  𝑧         [   10   −    (    𝑣  𝑧   20        1  −    𝑣  𝑧   20       1  −    𝑣  𝑧  2     )   ]   }   +  1     000   ⋅    (    𝑣  𝑧   20        1  −    𝑣  𝑧   20       1  −    𝑣  𝑧  2     )   = 


   =   500       𝑣  𝑧     1  −    𝑣  𝑧     +   50     𝑣  𝑧   20        1  −    𝑣  𝑧   20       1  −    𝑣  𝑧  2         (   20   −      𝑣  𝑧     1  −    𝑣  𝑧     )   = 


   =    |                𝑣  𝑧   =    1    1  +    𝑖  𝑧     ,          a więc:               𝑣  𝑧     1  −    𝑣  𝑧     =    1    𝑖  𝑧    .         |   =   500     1    𝑖  𝑧    +   50     𝑣  𝑧   20        1  −    𝑣  𝑧   20       1  −    𝑣  𝑧  2         (   20   −    1    𝑖  𝑧    )       . 


     𝑖  𝑧   =   0,05  


       1    𝑖  𝑧    =    1   0,05    =   20   


   𝑃  𝑉  =  𝑃  𝑉  (  𝑖  )  =   500   ⋅   20   =   10      000     j.m.  


   𝐾  (  0  )  =   0,7   ⋅  𝑃  𝑉  =  7     000   , 


   𝑊  =   0,3   ⋅  𝑃  𝑉  =  3     000   . 


     𝑖  𝑘     =   df        𝑖  4    (  2  )    2   =       16   %   2   =  8  % 


   𝐾  (  2  )  =  𝐾  (  0  )  ⋅  (  1  +    𝑖  𝑘     )  4   =  7     000   ⋅  (   1,08     )  4   ≃  9     523,423   . 


   𝑈  (  2  ) 


     𝑟  𝑈     =   df        𝑖  3    (  2  )    2   =      8  %   2   =  4  %  . 


   𝑈  (  2  )  =   500       [  (  1  +    𝑟  𝑈     )  3   +  (  1  +    𝑟  𝑈     )  2   +  (  1  +    𝑟  𝑈   )  +  1  ]   = 


    500   [  (   1,04     )  3   +  (   1,04     )  2   +   1,04   +  1  ]  =   500       1  −  (   1,04     )  4      1  −   1,04     ≃ 


   ≃   500   ⋅   4,246465   ≈  2     123,2325   . 


     𝑖  𝑠     =   df        𝑖  2    (  2  )    2   =      6  %   2   =  3  %  . 


     𝑣  𝑠   =    1    1  +    𝑖  𝑠     =    1   1,03    ≃   0,9708737   . 


   𝑆  (  2  ) 


   𝑆    (  2  )   =   500     1    𝑖  𝑠    +   50     𝑣  𝑠   16        1  −    𝑣  𝑠   20       1  −    𝑣  𝑠  2         (   20   −    1    𝑖  𝑠    )   = 


   =   16      666,667   +   50   ⋅   0,6231669      0,4463242    0,05704    (   20   −   33,333333   )  ≃ 


   ≃   13      436,531   . 


   𝑍  =  𝑆  (  2  )  +  𝑈  (  2  )  −  𝐾  (  2  )  = 


   =   13      436,531   +  2     123,2325   −  9     523,423   ≃  6     036,3405   . 


   (  1  +    𝑟    𝑒  𝑓      )  2   =    𝑊  𝑍   =      6     036,3405      3     000     =   2,01211135  


     𝑟    𝑒  𝑓    =     2,01211135    −  1  =   1,4184899   −  1  =   0,4184899   ≈   42   % 


     𝑟    𝑒  𝑓    ≈   42   % 


     𝐶   10    =    𝐹   10    =   100      000      j.m.  


   𝑟  =   0,05  


    0,05   ⋅   100      000   =  5     000  


   𝑖  =  6  % 


     𝑣  =    1   1,06    


   𝑃    𝑉   10    =    𝑃   10    =    𝐹   10    𝑟  (  𝑣  +    𝑣  2   +  …  +    𝑣   10    )  +    𝐹   10      𝑣   10    = 


   =    𝐹   10    𝑟      𝑎               10            0,06    +    𝐹   10      𝑣   10    =    𝐹   10    𝑟      1  −    𝑣   10     𝑖   +    𝐹   10      𝑣   10    = 


   =  5     000   ⋅      1  −   0,5583947     0,06    +   100      000   ⋅   0,5583947   = 


   =  5     000   ⋅   7,3600871   +   55      839,47   =   36      800,435   +   55      839,47   = 


   =   91      639,905   . 


   𝑃    𝑉   10    =  𝑃    𝑉  7  


     𝐹  7  


     𝐶  7  


   𝑃    𝑉    𝑐  𝑜  𝑢  𝑝  𝑜  𝑛    =    𝑃  𝑐   =   0,03     𝐹  7   𝑣  +   0,05     𝐹  7     𝑣  2   +  …   0,15     𝐹  7     𝑣  7  


   𝑃    𝑉    𝑐  𝑜  𝑢  𝑝  𝑜  𝑛    =    𝑃  𝑐   =  (   0,03   𝑣  +  0     05     𝑣  2   +  …  +   0,15     𝑣  7   )    𝐹  7   . 


    0,02  


     𝑃  𝑐   𝑣  =  (   0,03     𝑣  2   +   0,05     𝑣  3   +  …   0,15     𝑣  8   )    𝐹  7   . 


     𝑃  𝑐   −    𝑃  𝑐   𝑣  =  (   0,03   𝑣  +   0,05     𝑣  2   +  …  +   0,15     𝑣  7   )    𝐹  7   + 


   −  (   0,03     𝑣  2   +   0,05     𝑣  3   +  …   0,15     𝑣  8   )    𝐹  7   = 


   =  (   0,03   𝑣  +   0,02     𝑣  2   +   0,02     𝑣  3   +  …  +   0,02     𝑣  7   −   0,15     𝑣  8   )    𝐹  7   = 


   =  [  (   0,02   𝑣  +   0,02     𝑣  2   +   0,02     𝑣  3   +  …  +   0,02     𝑣  7   )  +   0,01   𝑣  −   0,15     𝑣  8   ]    𝐹  7   = 


   =    [   0,02   (  𝑣  +    𝑣  2   +  …  +    𝑣  7   )  +   0,01   𝑣  −   0,15     𝑣  8   ]       𝐹  7   . 


     𝑃  𝑐   =        [   0,02   (  𝑣  +    𝑣  2   +  …  +    𝑣  7   )  +   0,01   𝑣  −   0,15     𝑣  8   ]       𝐹  7      1  −  𝑣    = 


   =       0,02   𝑣      1  −    𝑣  7      1  −  𝑣    +   0,01   𝑣  −   0,15     𝑣  8      1  −  𝑣      𝐹  7   = 


   =       0,02       1  −    𝑣  7    𝑖   +   0,01   𝑣  −   0,15     𝑣  8      1  −  𝑣      𝐹  7   . 


   𝑃    𝑉  7   =  𝑃    𝑉    𝑐  𝑜  𝑢  𝑝  𝑜  𝑛    +    𝐹  7     𝑣  7   , 


   𝑃    𝑉  7   =    𝑃   10   


     𝑃   10    =    𝑃  𝑐   +    𝐹  7     𝑣  7   . 


     𝑃   10    =    (  𝑟      1  −    𝑣   10     𝑖   +    𝑣   10    )       𝐹   10   


     𝑃  𝑐   =       0,02   ⋅      1  −    𝑣  7    𝑖   +   0,01   𝑣  −   0,15     𝑣  8      1  −  𝑣      𝐹  7   . 


     (  𝑟      1  −    𝑣   10     𝑖   +    𝑣   10    )       𝐹   10    = 


   =       0,02   ⋅      1  −    𝑣  7    𝑖   +   0,01   𝑣  −   0,15     𝑣  8      1  −  𝑣      𝐹  7   +    𝐹  7     𝑣  7   . 


     𝐹  7   =      𝑃   10           0,02   ⋅      1  −    𝑣  7    𝑖   +   0,01   𝑣  −   0,15     𝑣  8      1  −  𝑣    +    𝑣  7     = 


   =        (  𝑟      1  −    𝑣   10     𝑖   +    𝑣   10    )       𝐹   10            0,02   ⋅      1  −    𝑣  7    𝑖   +   0,01   𝑣  −   0,15     𝑣  8      1  −  𝑣    +    𝑣  7     . 


     𝑃   10   


     𝑃   10    =   91      639,905  


   𝑖  =   0,06  


   𝑣  =   0,9433962  


        0,02   ⋅      1  −    𝑣  7    𝑖   +   0,01   𝑣  −   0,15     𝑣  8      1  −  𝑣    +    𝑣  7   =  ≃   1,141521   . 


     𝐹  7   =         91      639,905     1,141521    ≈   81      154,769      j.m.   


    81      155  


   𝑃  =  𝐶    𝐹  0   =  3  ⋅   110   +  5  ⋅   91,67   =   788,35      j.m.  


   𝐶    𝐹  0   =   788,35  


    788,35   =     530     1  +  𝑟    +     330     (  1  +  𝑟    )  2    


   𝑥  ∶  =  1  +  𝑟 


    788,350     𝑥  2   −   530   𝑥  −   330   =  0  . 


   𝑥  =   1,0652  


   𝐼  𝑅  𝑅  =  𝑟  =   6,52   % 


    930  


    648,36  


   1     100  


   𝐹  =  1     000  


   𝐶  =  1     050  


   [   Z3.      EA      15   .   01   .   00   .  ] 


     𝑖    (  2  )    =   0,04  


   𝑖  =   0,10  


   [   Z5.      EA      17   .   06   .   00   .  ] 


   𝐹  =  1     000  


     𝑟  ∗   =   0,06  


   [   Z10.      EA      24   .   03   .   01   .  ] 


     𝑡  ∗  


   [   Z10.      EA      10   .   12   .   00   .  ] 


     𝐹  𝑛   =    𝑛  2  


   𝑣  =   0,95  


   [   Z6.      EA      08   .   10   .   07   .  ] 


     𝐶  𝑘   =    𝑘  2  


   𝑇  >  0 


   0  <    𝑡  1   <    𝑡  2   <  …  <    𝑡    𝑛  −  1    <    𝑡  𝑛   =  𝑇  , 


   𝐶    𝐹  1   ,  𝐶    𝐹  2   ,  …  ,  𝐶    𝐹    𝑛  −  1    ,  𝐶    𝐹  𝑛  


     𝑃  𝑉  =    ∑    𝑖  =  1   𝑛   𝐶    𝐹  𝑖     ⋅    𝐷  𝐹  (    𝑡  𝑖   )  


   𝑃  𝑉  >  0 


     𝑑  ‾     =   df      ∑    𝑖  =  1   𝑛         𝑡  𝑖   𝑃    𝑉  𝑖      𝑃  𝑉    =    1    𝑃  𝑉      ∑    𝑖  =  1   𝑛     𝑡  𝑖   ⋅  𝐶    𝐹  𝑖   ⋅  𝐷  𝐹  (    𝑡  𝑖   )  . 


     𝑐  ‾     =   df      ∑    𝑖  =  1   𝑛         𝑡  𝑖  2   𝑃    𝑉  𝑖      𝑃  𝑉    =    1    𝑃  𝑉      ∑    𝑖  =  1   𝑛     𝑡  𝑖  2   ⋅  𝐶    𝐹  𝑖   ⋅  𝐷  𝐹  (    𝑡  𝑖   )  . 


   𝑟  =   10   % 


   𝐶    𝐹  𝑛   =  𝑎    ⋅    𝑛  +  5 


   𝑖  =   0,04  


       𝑑     ‾     =   df      ∑    𝑖  =  1   𝑛         𝑡  𝑖   𝑃    𝑉  𝑖      𝑃  𝑉    =    1    𝑃  𝑉      ∑    𝑖  =  1   𝑛     𝑡  𝑖     ⋅    𝐶    𝐹  𝑖     ⋅    𝐷  𝐹  (    𝑡  𝑖   ) 


   𝑃  𝑉  =    ∑    𝑖  =  1   𝑛   𝐶    𝐹  𝑖     𝑣  𝑖  


       𝑑     ‾     =   df      ∑    𝑖  =  1   ∞         𝑡  𝑖   𝑃    𝑉  𝑖      𝑃  𝑉    , 


   𝐷  𝐹  (    𝑡  𝑖   )  =    𝑣  𝑖  


     𝑃  𝑉  =    ∑    𝑖  =  1   ∞   𝐶    𝐹  𝑖     𝑣  𝑖   .  


       𝑑     ‾   =        ∑    𝑛  =  1   ∞     𝑡  𝑛   𝐶    𝐹  𝑛     𝑣  𝑛        ∑    𝑛  =  1   ∞   𝐶    𝐹  𝑛     𝑣  𝑛     . 


     𝑡  𝑛   =  𝑛 


   𝐷  𝐹  (    𝑡  𝑛   )  =    𝑣  𝑛  


     𝑑  ‾   =        ∑    𝑛  =  1   ∞   𝑛  (  𝑎    ⋅    𝑛  +  5  )    𝑣  𝑛        ∑    𝑛  =  1   ∞   (  𝑎    ⋅    𝑛  +  5  )    𝑣  𝑛     . 


   (  2  .   31   ) 


   (  𝐼  a    )              ∞                  𝑖    =    𝑣    (  1  −  𝑣    )  2     , 


     𝑎              ∞                  𝑖    =    𝑣    1  −  𝑣    . 


     𝑑  ‾   =      𝑎      2  (  𝐼  a    )              ∞                  𝑖    −    𝑎              ∞                  𝑖       1  −  𝑣    +  5  (  𝐼  a    )              ∞                  𝑖       𝑎  (  𝐼  a    )              ∞                  𝑖    +  5    𝑎              ∞                  𝑖      = 


   =      𝑎          2  𝑣     (  1  −  𝑣    )  2     −    𝑣    1  −  𝑣       1  −  𝑣    +  5    𝑣    (  1  −  𝑣    )  2            𝑎  𝑣     (  1  −  𝑣    )  2     +      5  𝑣     1  −  𝑣      = 


   =      𝑣  [  𝑎  (  1  +  𝑣  )  +  5  (  1  −  𝑣  )  ]     𝑣  (  1  −  𝑣  )  [  𝑎  +  5  (  1  −  𝑣  )  ]    =      𝑎  +  5  +  (  𝑎  −  5  )  𝑣     𝑎  +  5  −  (   10   +  𝑎  )  𝑣  +  5    𝑣  2     =   50   . 


   𝑣  =    1    1  +  𝑖    =    1   1,04    =  ≃   0,962   . 


   𝑎  (   50   𝑣  −   50     𝑣  2   −  𝑣  −    𝑣  2   )  = 


   =  5  𝑣  −  5    𝑣  2   +   250     𝑣  2   −   250     𝑣  2   −   250     𝑣  3   −   250   𝑣  +   250     𝑣  2   , 


   𝑎  =  𝑎  (  𝑣  )  =       495     𝑣  2   −   250     𝑣  3   −   245   𝑣      49   𝑣  −   51     𝑣  2     =       495   𝑣  −   250     𝑣  2   −   245       49   −   51   𝑣    . 


   𝑎  =  𝑎  (   1,0962   )  ≃   4,6  


       1  


         1  +  𝑖   𝑖   


   𝑃  𝑉  [  𝑣  (  𝑖  )  ]  =    ∑  𝑘  ∞     𝑋  𝑘     𝑣  𝑘   (  𝑖  )  =      𝑋  1     1  +  𝑖    +      𝑋  2     (  1  +  𝑖    )  2     +      𝑋  3     (  1  +  𝑖    )  3     +  …  , 


   𝑃    𝑉  ′   [  𝑣  (  𝑖  )  ]    =      ∑    𝑘  =  1   ∞     𝑋  𝑘   𝑘    𝑣    𝑘  −  1    (  𝑖  )  =    −      𝑋  1     (  1  +  𝑖    )  2       −        2    𝑋  2      (  1  +  𝑖    )  3       −        3    𝑋  3      (  1  +  𝑖    )  4     −  …  . 


     𝑑  ‾   =          𝑋  1     1  +  𝑖      +        𝑋  2     (  1  +  𝑖    )  2       +        3    𝑋  3      (  1  +  𝑖    )  3     +  …         𝑋  1     1  +  𝑖    +      𝑋  2     (  1  +  𝑖    )  2     +      𝑋  3     (  1  +  𝑖    )  3     +  …    =      1  +  𝑖   𝑖   , 


   𝑃    𝑉  ′   [  𝑣  (  𝑖  )  ]  (  1  +  𝑖  )  =  −      1  +  𝑖   𝑖   𝑃  𝑉  [  𝑣  (  𝑖  )  ]  . 


   (  1  +  𝑖  ) 


   𝑃    𝑉  ′   [  𝑣  (  𝑖  )  ]  =  −    1  𝑖     𝑃  𝑉  [  𝑣  (  𝑖  )  ]   . 


   𝑃    𝑉  ″   [  𝑣  (  𝑖  )  ]  =  −      𝑃    𝑉  ′   [  𝑣  (  𝑖  )  ]  ⋅  𝑖  −  1  ⋅  𝑃  𝑉  [  𝑣  (  𝑖  )  ]     𝑖  2    . 


     𝑐  ‾   =      𝑃    𝑉  ″   (  𝑖  )     𝑃  𝑉  (  𝑖  )    =  −      𝑃  𝑉  [  𝑣  (  𝑖  )  ]     𝑃  𝑉  [  𝑣  (  𝑖  )  ]  ⋅  𝑖    +    1    𝑖  2    =    2    𝑖  2    , 


     𝑐  ‾   =    2    (   0,1     )  2     =   200   . 


   𝐶    𝐹  5   =  𝐹  ,    𝐶    𝐹  𝑖   =  0     dla     𝑖  ≠  5     oraz     𝑃  𝑉  =  𝑃    𝑉  5   =    𝐹    (  1  +  𝑟    )  5     . 


     𝑑  ‾   =  5      𝑃    𝑉  5      𝑃  𝑉    =  5     oraz       𝑐  ‾   =    5  2       𝑃    𝑉  5      𝑃  𝑉    =   25   . 


   𝐶    𝐹  1   =  𝐶    𝐹  2   =  𝐶    𝐹  3   =  𝐶    𝐹  4   =   0,1   𝐹     oraz     𝐶    𝐹  5   =   1,1   𝐹  . 


   𝑃  𝑉  =       0,1   𝐹    1,1    +       0,1   𝐹     (   1,1     )  2     +       0,1   𝐹     (   1,1     )  3     +       0,1   𝐹     (   1,1     )  4     +       1,1   𝐹     (   1,1     )  5     = 


   =       0,1   𝐹    1,1    +       0,1   𝐹     (   1,1     )  2     +       0,1   𝐹     (   1,1     )  3     +       1,1   𝐹     (   1,1     )  4     =  ⋯  =       1,1   𝐹     1    ,  1    =  𝐹  . 


     𝑑  ‾   =       0,1   𝐹      1,1   𝐹    +  2       0,1   𝐹     (   1,1     )  2   𝐹    +  3       0,1   𝐹     (   1,1     )  3   𝐹    +  4       0,1   𝐹     (   1,1     )  4   𝐹    +  5      (   1,1   )  𝐹     (   1,1     )  5   𝐹    = 


   =     0,1    1,1    +     0,2     (   1,1     )  2     +     0,3     (   1,1     )  3     +     0,4     (   1,1     )  4     +     5,5     (   1,1     )  5     =   4,1699   , 


     𝑐  ‾   =    1  2        0,1   𝐹     (   1,1   )  𝐹    +    2  2        0,1   𝐹     (   1,1     )  2   𝐹    +    3  2        0,1   𝐹     (   1,1     )  3   𝐹    +    4  2        0,1   𝐹     (   1,1     )  4   𝐹    +    5  2        1,1   𝐹     (   1,1     )  5   𝐹    = 


   =     0,1    1,1    +     0,4     (   1,1     )  2     +     0,9     (   1,1     )  3     +     1,6     (   1,1     )  4     +     27,5     (   1,1     )  5     =   19,2658   . 


   𝐶    𝐹  1   =  𝐶    𝐹  2   =  𝐶    𝐹  3   =  𝐶    𝐹  4   =   0,08   𝐹  ,     oraz     𝐶    𝐹  5   =   1,08   𝐹  . 


   𝑃  𝑉  =       0,08   𝐹    1,1    +       0,08   𝐹     (   1,1     )  2     +       0,08   𝐹     (   1,1     )  3     +       0,08   𝐹     (   1,1     )  4     +       1,08   𝐹     (   1,1     )  5     =   0,9242   𝐹  . 


     =  ‾            0,08   𝐹    1,1    +  2       0,08   𝐹     (   1,1     )  2     +  3       0,08   𝐹     (   1,1     )  3     +  4       0,08   𝐹     (   1,1     )  4     +  5     1,08     (   1,1     )  5         0,9242   𝐹    = 


   =         0,08    1,1    +     0,16     (   1,1     )  2     +     0,24     (   1,1     )  3     +     0,32     (   1,1     )  4     +     5,4     (   1,1     )  5       0,9242    =   4,2814  


     𝑐  ‾   =        1  2        0,08   𝐹    1,1    +    2  2        0,08   𝐹     (   1,1     )  2     +    3  2        0,08   𝐹     (   1,1     )  3     +    4  2        0,08   𝐹     (   1,1     )  4     +    5  2        1,08   𝐹     (   1,1     )  5         0,9242   𝐹    = 


   =         0,08    1,1    +     0,32     (   1,1     )  2     +     0,72     (   1,1     )  3     +     1,28     (   1,1     )  4     +     27     (   1,1     )  5       0,9242    =   20,0363   . 


     𝑑  ‾   =  5 


     𝑐  ‾   =   25  


     𝑑  ‾   =   4,1699  


     𝑐  ‾   =   19,2658  


     𝑑  ‾   =   4,2814  


     𝑐  ‾   =   20,0363  


   𝐶    𝐹  𝑡   =  (   10   −  𝑡  )  , 


   𝑡  ∈  [  0  ;   10   ] 


     ∫    [  0  ;   10   ]      𝑡  2     𝑒    [  −   ln       (   1,05   )   ]  𝑡    𝑑  𝑡  =   232,25   . 


   [   Z8.      EA      15   .   01   .   00   .  ] 


     𝑑  ‾  


       (    𝑑  ‾   𝑎  )               𝑘                    𝑖   


        lim     𝑘  →  ∞        𝑑  ‾   


   [   Z8.      EA      17   .   06   .   00   .  ] 


   𝐶    𝐹  𝑡   =  2  𝑡  +  3 


   [   Z4.      EA      02   .   06   .   01   .  ] 


   𝜚  (  𝑡  )  =    𝑡  3  


     𝑑  ‾       (    𝐼  ‾     𝑎  ‾   )   =  𝛼 


   [   Z6      EA      05   .   12   .   05   .  ] 


    17,5  


   [   Z9.      EA      06   .   04   .   09   .  ] 


     1  𝑛   ) 


   𝑆 


   𝑡  ∈  {  0  ,  1  ,  .  .  .  ,  𝑛  } 


     𝐵  0   =  𝐴 


     𝐵  𝑛   =  𝑆 


     𝐷  𝑡  


     𝐷  𝑡   =    𝐵    𝑡  −  1    −    𝐵  𝑡  


     𝑈  𝑡  


     𝑖  𝑡  


   [  𝑡  −  1  ;  𝑡  ] 


     𝑟  𝑡  


       (    𝑟  𝑡   =      𝐷  𝑡     𝐵    𝑡  −  1     )   


     ∑    𝑡  =  1   𝑛     𝐷  𝑡   =  𝐴  −  𝑆  ,      𝑈  𝑡   =    ∑    𝑠  =  1   𝑡     𝐷  𝑠  


     𝑈  𝑡   +    𝐵  𝑡   =  𝐴  ,      𝐵  𝑡   =    ∑    𝑠  =  𝑡  +  1   𝑡     𝐷  𝑡   +  𝑆  , 


     𝑈  𝑡   −    𝑈    𝑡  −  1    =    𝐵    𝑡  −  1    −    𝐵  𝑡   =    𝐷  𝑡   ,      𝑈  0   =  0  ,    𝑈  𝑛   =  𝐴  −  𝑆  . 


   𝑆  =  0 


   𝑆  >  0 


   𝑆  <  0 


   𝑆  =  𝐴 


     𝑖  𝑡   =        𝐶    𝐹  𝑡    𝐴   


   𝐴  ≠  𝑆 


   𝐴  <  𝑆 


   𝐴  >  𝑆 


   𝐶    𝐹  𝑡   =  𝐴    𝑖  𝑡   +      𝐴  −  𝑆       𝑠              𝑛                  𝑗     


     𝐴    𝑖  𝑡   


         𝐴  −  𝑆       𝑠              𝑛                  𝑗      


   (  𝐴  −  𝑆  ) 


     𝐴  𝐼   =   10      000  


     𝑆  𝐼   =  1     000  


     𝑛  𝐼   =   10  


     𝐾  𝐼  


     𝑃  𝐼  


     𝐾  𝐼   =   500   +  4    𝑃  𝐼  


     𝐴    𝐼    𝐼    =   20      000  


     𝑆    𝐼    𝐼    =  2     000  


     𝑛    𝐼    𝐼    =  5 


     𝐾    𝐼    𝐼    =  1     000   +  2    𝑃    𝐼    𝐼   


     𝑃  𝐼   =    𝑃    𝐼    𝐼   


   𝑖  =   0,05  


     𝐾  𝐼   =   10      000   +  (   500   +  4  𝑃  )      𝑎               10                0,05     −  1     000     𝑣   10   


     𝐾    𝐼  𝐼    =  [   20      000   +  (  1     000   +  2  𝑃  )      𝑎              5               0,05     −  2     000     𝑣  5   ]  (  1  +    𝑣  5   )  . 


   𝑃  =    𝑃  𝐼   =    𝑃    𝐼    𝐼   


    10   𝑃 


     𝐾  𝐼   =    𝐾    𝐼    𝐼   


   𝑃  =  1     770   . 


     𝑆  𝐼   =  0 


    15      000  


     𝑆    𝐼    𝐼    =  0 


   𝑖  =   10   % 


   𝑧 


    50      000   =  (  1     000   ⋅  𝑧  −   10      000   )  ⋅      𝑎               10                0,1     . 


    10      000   =  (  𝐾  ⋅  𝑧  −   15      000   )      𝑎              5               0,1     . 


   {            (  1     000   ⋅  𝑧  −   10      000   )  ⋅      𝑎               10                0,1     =   50      000   ,        (  𝐾  ⋅  𝑧  −   15      000   )  ⋅      𝑎              5               0,1     =   10      000   .         


   (  𝑧  −   10   )  ⋅      𝑎               10                0,1     =  5  ,     a stąd     𝑧  =    5      𝑎               10                0,1      +   10   . 


   𝐾  𝑧  =       10      000        𝑎              5               0,1      +   15      000   . 


       𝑎              5               0,1     =   3,7908  


       𝑎               10                0,1     =   6,1446  


   𝑧  ≃   10,8137      oraz     𝐾  ≃  1     631,0759   ≈   1631   . 


   𝐾  =  1     631  


     𝑀  1  


     𝑀  2  


     𝑀  3  


     𝑃  1  


     𝑃  2  


     𝑃  3  


   𝑆  =  1     000  


    37      000  


    38      000  


    39      000  


   [   Z2.      EA      02   .   12   .   00   .  ] 


   [   Z2.      EA      24   .   03   .   01   .  ] 


   𝑏 


   𝐴  𝐿  (  𝑡  ) 


   𝐴  𝑆  (  𝑡  ) 


   𝑡  ∈  ℝ 


   𝑓  ∶    ℝ  +   →  ℝ 


   𝑓  (  𝑡  )  =  𝐴  𝑆  (  𝑡  )  −  𝐴  𝐿  (  𝑡  ) 


   [   Z2.      EA      17   .   06   .   00   .  ] 


    3591      65  


    1912,09  


    54  


    41,4  


    11,8   % 


   1     537,60  


   1     573,51  


   1     593,84  


   1     608,43  


    11,30   % 


    11,49   % 


    11,66   % 


    0,003   % 


   1  ,    (  3  )  % 


    14      376,7  


   𝐹    𝑉    (  𝐼    𝐼    𝐼  )    =  1     786,2  


   3     540  


    01   .   02   .   1995  


   𝐾  (  2  )  =  3     218,4  


     𝑟  ‾   =   26,85   % 


    432      189,6   $ 


     𝑟  ‾   =   30,47   % 


     𝐾   15        ≃     400      945,68  


     𝐾   10        ≃     314      115,31  


     𝐾  8       ≃     284      939,0  


   𝑃    𝑉   (i)    ≃   484      100  


   𝑃    𝑉   (ii)    ≃   467      094  


   𝑃    𝑉   (iii)    ≃   473      867  


   𝑂  ≃  −   39,3  


    250  


    183  


    34  


    281  


    45      454  


    45      351,5  


    45      279,1  


    45      241,9  


   𝐾  (  1  )  =  1     000     ∫  0  1     𝑒    −    𝑡  2     𝑑  𝑡  ≈  2     100  


   𝑡  =   0,5  


   𝑡  =  4 


   𝜚  (  𝑡  )  =  𝑡  +  1 


    32,5  


   𝛼  ≃  −    2  3  


   𝑡  =  1 


   𝐾  (  1  )  ≃   2,9  


     𝑟  ‾   ≃   0,058  


     𝑟   kw    =   0,02  


     𝑒   miesięczna    =   0,009488  


     𝑟  𝐵   =   0,3447  


     𝑒    𝑛  𝑜    𝑚  𝐵     =   0,3399  


    11,37  


     𝑟    𝑒  𝑓    =   0,093  


    489,6  


    5,7   % 


   1     727,79  


    518  


   1     209,45  


     𝑟    𝑛  𝑜  𝑚    =   0,59   % 


     𝑟    𝑟  𝑒  𝑎  𝑙    =   0,4   % 


     𝑍    𝑛  𝑜  𝑚    =   59  


     𝑍    𝑟  𝑒  𝑎  𝑙    =   40  


   𝑒  =   18   % 


   𝑒  =   14,35   % 


   𝑃  𝑉  =  1     578  


   𝐹  𝑉  =  1     767  


    24      486  


    64  


    647      575  


   2     795  


    836  


   1     615  


    12,5  


   𝑛  ≃   6,18   >  7 


    540  


    0,56  


   𝑃  𝑉  (  𝑣  )  =         48   −   24     𝑣  2   +  4    𝑣  4      8  −   121     𝑣  2   +  6    𝑣  4   −    𝑣  6     


   𝑃    𝑉  ′   (  𝑣  )  =         30     𝑣  5   +   400     𝑣  3   +   250   𝑣     (  5  −    𝑣  2     )  4     


    723  


     𝐾  =    ∫  0  6   𝑚    𝑡  3     𝑒    −    ∫  0  𝑡   𝑘    𝑠  8   𝑑  𝑠    𝑑  𝑡  =    𝑚  𝑘       (  1  −    𝑒    −   324   𝑘    )   


         𝑅  1     𝑅  2    =   2,25   


       𝑅  0   =    ∑    𝑡  =  6    15      6  𝑡   


       𝑅  2   =    ∑    𝑡  =  6    15      8  𝑡   


   𝐾  (  7  )  ≃   58  


     𝑡  ∗   =    1  2  


     𝑟    𝑒  𝑓    =   4,7   % 


     𝑎  ‾           𝑖    =   ln       (  1  +  𝑛  )  


    4,7   % 


     𝑛  ≃       ln       (   14,65   )       ln       (   1,12   )     ≈   23,69   


    23,69  


    126      887  


    10,678   % 


    10,6  


   9     861  


   8     970  


   9     000  


   𝑟  ≃   0,392   =   39,2   % 


       𝛼  𝛽   =   1,0025   


    76      571  


    285  


    17,6   % 


   𝐼  𝑅  𝑅  ≃   9,9   % 


   𝑚  ∈  (  −  ∞  ;  −   2,5   )  ∪  (   1,5   ;  +  ∞  ) 


   𝑚  ∈  (  −    5  3   ;  1  ) 


   𝑚  ∈  ℝ 


   𝑚  ∈  (  −  5  ;  3  ) 


   (  −    5  3   ;  1  ) 


   𝑚  ∈  (  −  ∞  ;   15   ) 


   𝑚  ∈  (  −  ∞  ;   15   )  ∩  (  −    5  3   ;  1  )  =  (  −    5  3   ;  1  ) 


   𝑁  𝑃  𝑉  =  −   38,11  


   𝑁  𝑃  𝑉  ≃  −   2,38  


   𝐼  𝑅  𝑅  ≃   0,1764  


    0,3  


   𝑃  =   3,8  


    31      553  


   𝑟  =   12,8   % 


   1     475  


    17   −      𝑎  ¨               6                  𝑖    −   11     𝑣  6  


   3     450  


     𝑖    (  2  )    =   8,85   %  =   0,0885  


   𝐿  =   48      242  


    213      046  


    126      226  


     𝑟    (  4  )    ≃   8,8   % 


   𝛥  𝑂  ∶  =    𝑂  2   −    𝑂  1  


   𝛥  𝑂  =   100      000           [          (       15   −    𝑣  2       1  −    𝑣  2   30       1  −    𝑣  2  2        )       |      𝑣  2   =    1   1,12           𝑎               50                0,12      −        (       15   −    𝑣  1   11        1  −    𝑣  1   30       1  −    𝑣  1  2        )       |      𝑣  1   =    1   1,10           𝑎               50                0,10        ]       . 


   𝑎  =   330  


    224      760  


    235      760  


         𝑆  𝑖     𝑆  𝑟    ≃   1,4   


   𝑟  =      (     1000    930    )   1   −  1  =    7   93    ≃   0,075  


   𝑟  =   0,08   =      (    𝐹   648,36    )   1   −  1 


   𝐹  ≃   700,23  


    110      119  


   𝑃  =  1     250   −   200     𝑣   40   


   𝑃  ≃   854  


   𝑃  ≃  1     100  


     𝑡  ∗   =   5,72  


    14      820  


     𝑑  ‾   ≃   3,1  


    21  


    39,66  


         3  𝛼     𝛿  2      𝑎  ‾   


     𝑃  1   =  3     700   <    𝑃  2   =  3     800   <    𝑃  3   =  3     900  


    172  


   𝑡  =    𝑛  2  


   𝑇  =  8 


    03   .   12   .   07  


2.3 Renty—modeleciggle . . . . . . ... ... ... ... .. 98

2.3.1 Symbolika aktuarialna dla modeli cigglych . ... 99
2.3.2 Cwiczenia . .. .................... 102
233 Przyklady .......... ... ... ... .... 102
2.3.4 Zadania do samodzielnego rozwigzania . ... .. 106

2.4 Dyskonto i dyskontowanie . . . ... ... ... ...... 108
2.4.1 Podstawowe definicje i wlasno$ei . ... ... ... 108
2.42 Cwiczenia . .. .................... 110
243 Przyklady .......... ... ... ..., 111
2.4.4 Zadania do samodzielnego rozwigzania . .. . .. 122

2.5 Wewnetrzna stopa zwrotu IRRi NPV . . ... ... ... 125
251 Definicje .. ... ... ... .. .. . 0. 125
2.5.2 Istnienieijednoznacznos¢IRR .. ... ... ... 127
253 Cwiczenia . . ..................... 128
254 Przyklady .......... ... ... ....... 129
2.5.,5 Zadania do samodzielnego rozwigzania . . . . .. 139

3 Plany splaty dlugéow 141
3.1 Metoda amortyzacji . . ... ... ... ... ........ 141
3.1.1 Oznaczenia . . . ... ... ... ... ...... 141
312 Przyklady ........... ... ... ....... 142
3.1.3 Zadania do samodzielnego rozwigzania . ... .. 148

3.2 Ciagglasptatadiugu . . ... ... ... .. ..... . ... 153
321 Przyklady .......... ... ... ....... 155

4 Obligacje 159
4.1 Podstawy teoretyczne . . . . ... ... ... ... ..... 159
411 Premiaidyskonto ... ... ............. 160
4.1.2 Wartosci obligacji miedzy ptatnosciami kuponu . . 161
413 Cwiczenia . .. ... ... ... 162
414 Przyklady .......... ... ... ....... 163
4.1.5 Zadania do samodzielnego rozwigzania . ... .. 181

5 Duration i convexity 183
5.1 Niezbedne definicje i wlasnosei . . . ... ... ... ... 183
511 Cwiczenia . ... ................... 183
51.2 Przyktady ... ........... . ........ 185
5.1.3 Zadania do samodzielnego rozwigzania . . .. . . 190



6 Metody amortyzacji sSrodkéw trwalych
6.1 Podstawy teoretyczne . . .. ... ... ... ........

6.1.1
6.1.2
6.1.3
6.1.4

Oznaczenia . . . . . ... ... ... .. .......
Cwiczenia . . ... ..................
Przyklady .............. ... ......
Zadania do samodzielnego rozwigzania . ... ..

7 Odpowiedzi do zadan do samodzielnego rozwigzania

Ad 1.1.3.

Bibliografia

193
193
194
196
197
198

201
201
201
202
203
203
204
204
205
206
207
208
208
209

211






Cwiczenia i zadania ze wstepu do matematyki finansowej

Streszczenie: Podrecznik Cwiczenia i zadania ze wstepu do matema-
tyki finansowej jest adresowany do studentéw kierunku matematyka
Politechniki Lubelskiej, dla ktérych wstep do matematyki finansowej
jest jednym z przedmiotéw prowadzonych na pierwszym roku studiow.
Zakres tematyczny podrecznika obejmuje procesy akumulacji, renty dys-
kretne oraz ciggle, dyskonto i dyskontowanie, wewnetrzng stope zwrotu,
plany splaty dlugéw, obligacje, a takze metody amortyzacji Srodkéw
trwalych. Kazdy z rozdzial6w rozpoczyna sie od wstepu teoretycznego,
po ktérym zamieszczony jest zestaw pytan teoretycznych i nietrudnych
zadan rachunkowych dotyczacych przedstawionej teorii. Po nim naste-
puje podrozdzial zawierajgcy przykladowe zadania wraz ze szczegdéto-
wymi rozwigzaniami. Kolejny i ostatni podrozdzial stanowig zadania
przeznaczone do samodzielnego rozwigzania. Ostatni rozdzial zawiera
odpowiedzi do trudniejszych zadan.

Stowa kluczowe: stopa procentowa, stopa zwrotu, akumulacja, dyskon-
towanie, renta



Exercises and Problems in the Introduction to Financial Mathematics

Summary: The Exercises and Problems in the Introduction to Finan-
cial Mathematics textbook is addressed to students of the Mathematics
programme at the Lublin University of Technology, for whom the “In-
troduction to Financial Mathematics” is one of the subjects taught in
the first year of studies. The content of the textbook begins with ac-
cumulation processes and covers discrete and continuous annuities,
discounting and discount rates, internal rate of return, loan repayment
plans, bonds, and concludes with methods for the depreciation of fixed
assets. Each chapter begins with a theoretical introduction, followed by
a set of theoretical questions and straightforward calculation problems
related to the presented theory. This is followed by a subchapter with
illustrative problems and detailed solutions. The final subchapter conta-
ins problems designed for independent solving. The last chapter of the
textbook provides answers to the more challenging problems.

Key words: rate of interest, accumulation, discounting, annuity
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Wstep

Przedmiot ,wstep do matematyki finansowej” wystepujgcy w progra-
mie kierunku matematyka prowadzonym w Politechnice Lubelskiej od
pietnastu lat, jest jednym z przedmiotéw zaliczanych do grupy przedmio-
tow praktycznych. Historycznie, czyli w poczgtkowych latach istnienia
tego kierunku, byl on realizowany na pigtym semestrze studiéw pierw-
szego stopnia. Kolejne modyfikacje programéw ksztalcenia zwigzane
ze zmianami natury prawnej i organizacyjnej spowodowaly, Ze obecnie
znajduje sie¢ na drugim roku studiéw pierwszego stopnia. Ta techniczna
informacja jest istotna z punktu widzenia zawartosci ksigzki. W prakty-
ce zagadnienia zwigzane z funkcjg akumulacji cigglej oraz powigzane
z tg tematyka sg realizowane w postaci okrojonej. Natomiast z punktu
widzenia wiedzy i umiejetnosci absolwentéow studiéw drugiego stopnia,
przedmiot ten jest, zgodnie z nazwg, wprowadzeniem do matematyki
finansowej. Jego kontynuacjg jest przedmiot ,wstep do inzynierii finan-
sowej”, wyposazajacy absolwentéw w znacznie bardziej rozlegla wiedze
i umiejetnosci.

Uktad podrecznika zostal pomyslany w taki sposéb, by wyekspono-
wa¢é na poczgtku rozdzialu elementy wiedzy niezbednej do sprawnego
rozwigzywania zadan i éwiczen, ktére w dalszych czesciach ksigzki trak-
towane sg jako umiejetnosci oczywiste. Zdecydowalem, aby proponowane
w podreczniku zadania poprzedzi¢ niezbednym wstepem teoretycznym.
Nastepny podrozdzial w kazdym przypadku zawiera moze nie tyle wzor-
cowe, ile przykladowe zadania rozwigzane krok po kroku z wyekspono-
waniem aspektu teoretycznego odpowiedzi. Kazdy z rozdzialéw zawiera
podrozdzial zlozony z ¢wiczen lub pytan natury teoretycznej, waznych
dla rozumienia mechanizméw wystepujacych w matematyce finansowej.

Zatrzymajmy sie chwile nad doborem zadan, w tym wystepujacych
w podreczniku zadan do samodzielnego rozwigzania. Prezentowany Pan-
stwu zestaw sklada sie z zadan pochodzgcych z réznych zrédel, a niektore
z nich sg mojego autorstwa. Celem zestawu jest oméwienie zagadnien
analizowanych w ramach wyktadu ze wstepu do matematyki finansowe;.
Zadania tu zebrane byly juz testowane przez studentéw na éwiczeniach,
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kolokwiach i egzaminach konicowych z tego przedmiotu, a wiec majg juz
wlasng historie. Czesé sposrdd nich to zadania, ktére wystepowaly na eg-
zaminach aktuarialnych z matematyki finansowej organizowanych przez
Komisje Nadzoru Finansowego (KNF) dla kandydatéw na aktuariuszy.
Rokrocznie kolekcja zadan jest wzbogacana o nowe pozycje, a wiec zestaw
ma charakter rozwojowy. W praktyce dydaktycznej od poczatku istnienia
kierunku matematyka zostata przyjeta zasada, wedlug ktérej rdzeniem
¢wiczen audytoryjnych majg by¢ zadania, pochodzace z zestawéw egza-
minéw aktuarialnych, przeprowadzanych przez KNF, dla kandydatéw
na aktuariuszy. Powody tej decyzji sa dwa. Pierwszy z nich to fakt, ze ma-
tematyka finansowa jest relatywnie nowym przedmiotem wykladowym
na kierunkach matematycznych, nie dysponuje wiec rozlegltg bazg litera-
turowa, a drugi to uznanie, ze egzaminy aktuarialne wyznaczajg poziom
wiedzy oczekiwanej z tego przedmiotu przez KNF. Zadania z egzaminéw
aktuarialnych z zakresu matematyki finansowej, podobnie jak z pozo-
stalych przedmiotéw egzaminacyjnych, byly i sg dostepne na stronach
internetowych KNF. Zakladamy bowiem, ze przynajmniej cze$¢ naszych
absolwentow zdecyduje si¢ przystgpi¢ do egzaminéw aktuarialnych.

Zachecam Czytelnikéw do samodzielnego rozwigzywania zadan
z podrecznika, bo to wlasnie w trakcie ich rozwigzywania poznajemy
zaréwno swoje mocne, jak i stabsze strony. Nalezy wzigé¢ pod uwage dwa
elementy: tempo rozpoznania modelu oraz czas potrzebny do wykonania
niezbednych obliczen.

Wszystkie zadania majg charakter praktyczny, odnoszg sie bowiem
do konkretnych danych, wystepujacych w praktyce aktuarialnej. Wyni-
kiem rozwigzania zadania w warunkach egzaminu aktuarialnego jest
liczba, a nie metoda czy tez szczegély teoretyczne. Doradzam jednak,
by w warunkach domowych Panstwa rozwigzania nie byly zbyt lapidar-
ne i by poszczegélne etapy rozwigzan byly wzbogacane argumentacja
teoretyczng. Tylko takie postepowanie pozwala na wzmocnienie wiedzy
teoretycznej i uzyskanie efektu ,,pewnej reki” w starciu z problemem.

Chce bardzo podziekowaé wszystkim studentom, ktérzy wzieli czyn-
ny udzial w akcjach rozwigzywania zadan. Nazwiska tych studentéw
umieszczono przy rozwigzaniach zadan w wersji elektronicznej. Rozwig-
zania te zostaly rozpowszechnione w formie plikéw pdf. Za aktywno$é
w rozwigzywaniu zadan chce szczegélnie podziekowaé: Martynie Kalince,
Karolinie Bartkowicz oraz Karolowi Warminskiemu.
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Dla porzadku pragne poinformowad, ze zadania pochodzace z egza-
minéw aktuarialnych zostaly opatrzone numerem zadania i datg egza-
minu, z ktérego pochodzg (np. [Z3. EA 03.12.07]). Na wykorzystanie ich
uzyskatem zgode firmy MS Products Michat Stanczuk, ktéra publikuje
je na stronie msproduct.pl. W podreczniku wykorzystane sg takze zada-
nia z innych Zrédel, a ich pochodzenie zostalo wskazane w bibliografii.
Zadania, ktérym nie towarzyszg odsylacze, sg albo mojego autorstwa,
albo tez powstaly jako modyfikacje zadan znanych z literatury.

Moéwigc o zadaniach, warto poruszy¢ problem precyzji wynikéw.
Rezultaty rachunkéw zwigzanych z rozwigzywaniem zadania zalezg od
klasy uzywanego kalkulatora, prosze wiec przygotowac si¢ na drobne,
indywidualne rozbiezno$ci wéréd wynikéw uzyskiwanych przez rézne
osoby. Ponadto, zadania pochodzace z egzaminéw aktuarialnych zostaly
przeze mnie zmodyfikowane i zamiast wersji z wyborem wyniku mamy
do czynienia z jednym mozliwym wynikiem przyblizonym.

Chce poinformowa¢ Czytelnikéw, ze uzywam w skrypcie znaku [
jako symbolu zakonczenia rozumowania dotyczacego rozwigzywanego
zadania.

Na zakonczenie chce wyrazié mojg gteboka wdzieczno$é Pani Profe-
sor Ewie Lazuce i Panu Profesorowi Pawlowi Wlaziowi za okazang mi
zyczliwo$c¢ i serdeczng pomoc w redagowaniu podrecznika.

Janusz J. Szuster
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1.

Rachunek czasu w matematyce finansowe;j
oraz akumulacja

Istotg wszystkich prezentowanych w matematyce finansowej modeli jest
umiejetny, tzn. zgodny z rzeczywistoscig lub jej bliski, opis zachowania
sie pienigdza w czasie. Méwimy o pienigdzu ze wzgledu na mierzal-
nos¢ i tatwy opis, jakkolwiek naszym celem jest ogélny opis akumulacji.
Istnieje kilka sposobéw liczenia czasu trwania inwestycji, a przez to
réwniez czasu akumulacji, ktére zostang teraz szczegélowo oméwione.
Podkreslmy, ze czas t bedzie wyrazany w latach.

I

IIL.

Dokladna liczba dni. Jesli przez mq oznaczymy liczbe dni roku
zwyklego, za$ przez mq liczbe dni roku przestepnego trwania
inwestycji (akumulacji), to doktadna liczba dni (rozumiana jako
czes¢ roku) wyniesie wtedy

mp Mgy

t = % % (1.1)

Obliczony na podstawie doktadnej liczby dni procent prosty nazy-
wany jest procentem doktadnym (exact implicit interest).

Zasada ré6wnych miesiecy. Dla uproszczenia rachunku przyjmu-
je sie w niej, ze kazdy z miesiecy roku ma 30 dni, a rok ma ich 360.
Woéwecezas czas inwestycji ¢ jest rowny

m

= 360°

(1.2)
gdzie m oznacza pomnozong przez 30 liczbe miesiecy kalendarzo-

wych i powiekszong o liczbe dni rozpoczetego miesigca. Skrot DMY
oznacza dzien-miesigc-rok.

15



Jesli D{MY; oraz DoMoY 5 sg odpowiednio dniem-miesigcem-
-rokiem rozpoczecia i zakoniczenia inwestycji, to

m = (D2 _Dl) + 30- (M2 _Ml) + 360 - (Y2 — Yl) (1.3)

Procent prosty obliczony zgodnie z tg zasadg nosi nazwe procentu
zwyktego (ordinary simple interest).

III. Regula bankowa. Czas jest w niej obliczany wedlug zasady

m

= 360°

gdzie m oznacza dokladng liczbe dni [1, 4].

1.1. Procesy akumulacji i dyskontowania

Z doswiadczenia wiemy, ze wartosci débr, ustug, ale i technologii, ulegaja
zmianie, zmianie dokonujgcej sie w czasie. Zjawisko to jest nastepstwem
zmiany wartosci kapitalu w czasie.

Rozpatrzmy przedzial lewostronnie domkniety [0; +o00), w ktérym
bedzie analizowana zmienna wartosé kapitatu badz w chwilach ¢; €
[0; +o0), gdzie i € I — przy I rozumianym jako zbiér indekséw, badz
w podprzedzialach domknietych [¢,_1;¢;], gdy i € I, przy I C N. Przyj-
mijmy, ze K = K (¢;) oznacza warto$¢ kapitatu w chwili ¢;, K (¢; + A¢;)
jego wartosé zakumulowang w przedziale [¢;;¢; + At;], za$ réznica
K (t; + At;) — K (t;) oznacza odsetki od kapitatu. Proces dojscia kapitatu
od kwoty K, = K (¢() w chwili ¢y do kwoty K (¢;) w chwili ¢; nazywamy
jego akumulacjq, natomiast matematyczny model tego procesu — funk-
¢jg akumulacji. Formalnie przez funkcje akumulacji rozumiemy kazda
funkcje A: [0; +00) — R, gdzie R, = (0; +0), bedacg funkcjg czasu ¢,
taka ze

A0 =1,

(ii) A jest rosnaca;

(iii) jesli odsetki narastajg w sposéb ciggly, to funkcja A jest takze
funkcja ciagla.

Wyrézniamy trzy rodzaje funkcji akumulacji: funkcje akumulacji
prostej A, (indeks dolny s pochodzi od angielskiego stowa simple), funkcje
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akumulacji zlozonej A, (indeks c od ang. stowa composed) oraz funkcje
akumulacji ciaglej A.; (ct od ang. continuous).

Podstawowym pojeciem dla procesu akumulacji jest okres bazowy,
utozsamiany zwykle z okresem jednego roku. Na og6l liczba okreséw ba-
zowycht € N, jest liczbg naturalng i wtedy, jesli r jest stopg procentows,
to zachodzg réwnosci

przypadek akumulacji prostej — A (t) =1+rt,
przypadek akumulacji ztozonej — A, (¢) = (1 +71)?, (1.4)
przypadek akumulacji ciaglej — A, = e®?,

gdzie 0 = In (1 + r) nosi nazwe intensywnosci oprocentowania lub tez
sity stopy procentowej.

Wprowadzone pojecie funkcji akumulacji ma na celu uporzadkowa-
nie znaczenia pojecia oprocentowania. Oprocentowania rozumianego
intuicyjnie jako proces przyrostu nominalnej kwoty kapitalu w procesie
utraty wartosci pienigdza w czasie. Oprocentowanie proste daje si¢ mo-
delowaé za pomocg ciggu arytmetycznego, zas oprocentowanie zlozone —
za pomocg ciggu geometrycznego. Oprocentowanie ciggte, bedace gra-
nicznym przypadkiem oprocentowania zlozonego, modelujg natomiast
ciggi typu Eulera. Ciagi, a Sci§lej wymienione ich rodzaje, wystepuja
w odpowiednich dla oprocentowania funkcjach akumulacji. Uwzglednia-
jac role funkcji akumulacji, mamy, ze warto$¢ przyszia kapitatu FV, to
znaczy jego wartosé w chwili konicowej inwestycji wynosi

FV=K(T)=K-A(T)=K(0)-A(T).

W przedziale [0;T] okreslamy nowg funkcje D : [0;T] — [0;+o0),
zwang funkcjq dyskontowania i okreslong réwnoscig

a1 - , _
DT = A czyli A@)-D@) =1. (1.5)
Obie funkgcje, tak A jak i D, przyjmujg wartosci niemianowane, bedac
funkcjami argumentu ¢t € [0;T]. Fakt ten uniemozliwia traktowanie
funkcji D jako funkcji odwrotnej do A w sensie algebraicznym. Warto tez
podkreslié, ze o ile A jest funkcjg rosnaca, o tyle D jest funkcjg malejgca
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na [0; +00). Z tego powodu
PV =K(0)=K(T)-D(T)=FV -D(T).

W sytuacji, gdy funkcja D — opisujgca dyskontowanie, czyli uaktual-
niajgca (urealniajgca) wartosé kapitalu — nie jest stala w czasie, a zatem,
gdy wartos¢ funkceji D jest zalezna od czasu ¢, to czynnik dyskontujgcy
(ang. discount factor) oznaczamy symbolem DF (t) przy t € [0;T].

Nazwa ,dyskonto” historycznie oznacza oplate pobrang z géry za
korzystanie z cudzych pieniedzy, natomiast stopa dyskonta w chwili t to
stosunek zysku (nazywanego wowczas dyskontem) do koricowej wielkosci
kapitalu, a zatem

ar K (¢) — K (0)

D) = T
Postugujac sie intuicjg fizyczna, jest to chwilowa stopa dyskonta. W skali
okresu bazowego (rozumianego jako rok), czyli srednia stopa dyskonta
w przedziale [0;t] C [0;T], jest réwna

A df K@) —K(0)

D) = TR
gdzie t oznacza czas liczony w latach (okresach bazowych) [1, 4].

1.1.1. Akumulacja prosta

Gléwne fakty dotyczgce procesu akumulacji prostej z odpowiadajaca
mu funkcjg akumulacji prostej A;. W konsekwencji funkcje dyskonta
prostego postaci opisujg warunki

{ Ag : [0;400) = [0; +00),
(1.6)
A;t) =1+t-r,
{ D, : [0;+00) = [0;+00),
1 (1.7)
Ds@® = 1+t-r’

gdzie r oznacza nominalng (roczng) stope procentowg [1, 4].
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1.1.2. Przyktady

1. Dnia 20 czerwca 2001 roku pan Malinowski mial na swoim ROR!
kwote 2500 j.m. W okresie od 1 lipca do 30 wrzes$nia tego roku
dokonano dwéch wptat na rachunek:

(i) 3250 j.m. — 12 lipca,
(ii) 1600 j.m. — 17 sierpnia,

oraz trzech wyplat:

(i) 4200 j.m. — 23 lipca,
(ii) 1900 j.m. — 5 sierpnia,

(iii)’ 300 j.m. — 18 wrzesnia.

Bank dopisuje odsetki do rachunku na koniec kazdego kwartatu.
Przy dodatnim saldzie nalicza odsetki wedlug rocznej stopy 12%.
W przypadku salda ujemnego — odsetki ,karne” przy stopie zwigk-
szonej o 50%. Czas oprocentowania jest obliczany jako dokladna
liczba dni przy dlugosci roku 365 dni. Obliczyé odsetki nalezne
panu Malinowskiemu za trzeci kwartat.

Rozwiazanie. Rozpocznijmy od przyjecia oznaczen, uporzadkowa-
nia waznych terminéw oraz okreslenia kwot przeptywéw wynikaja-
cych z przeprowadzanych na rachunku operacji. A zatem

’ chwila ‘ tO H tl ‘ t2 t3
data 20.06. || 01.07. | 12.07. | 23.07.
CF(t;) | 2500 0,00 | +3250 | —4200

| chwila | t, | t5 | te || t: |
data 05.08. | 17.08. | 18.09. || 01.10.
CF(t;) | —1900 | 1600 —300 51,87

Podkreslmy, ze podwéjne linie pionowe || symbolizujg zmiane kwar-
tatu. Kwota przeptywu CF (¢7) jest rowna kwocie odsetek skapita-
lizowanych na zakonczenie trzeciego kwartatu.

1 ROR - Rachunek Oszczednosciowo Rozliczeniowy.
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Na wstepie ustalmy sposéb akumulacji. Jako sposéb rachuby czasu
obowigzuje zasada doktadnej liczby dni. Dla k-tego okresu miedzy
operacjami niech m oznacza dokladng liczbe jego dni. Wiemy, ze
odsetki od depozytu sg oprocentowane w skali roku w wysokosci
i1 = 0,12 (czyli 12%), a od debetu iy = 0,18 (czyli 18%) — w stosun-
ku do stanu konta. Podkreslmy tez, ze zgodnie z trescig polecenia
w przypadku oprocentowania prostego, odsetki sg dopisywane (ka-
pitalizowane) na koniec kwartatlu. Rozumiemy to tak, ze chwilg,
w ktorej sg one dopisywane, jest godzina 0:00. Jesli oznaczymy
przez K (t;,_1) stan konta w chwili ¢,_; dla przedziatu [¢;_1;tz)
przy k € {1,2,3,4,5,6,7}, to kwota odsetek w chwili ¢, wyniesie

Ik =I(tk) = ll K(tk 1)

365
lub
=1(ty) = % ig - K(tp_1),

odpowiednio w przypadku salda dodatniego oraz debetu. Stan kon-
ta bedzie wéwczas réwny

K(ty) =K(tp_1) + CF (),

gdzie CF (¢;,) jest przeplywem wynikajacym z kwoty operacji.
W ten spos6b uzyskujemy nastepujgce wyniki:

I(ty) = (31605 0 12) .2500 = 8,22

K (t1) = 2500 + 8,22 = 2508,22;

I(ty) = (31615 0 12) 19250822 = 9.07:

K (t5) = 2508,22 + 3250 = 5758,22;

I(ty) = ( e 12) . 5758,22 = 20,82;

K (t3) = 5758,22 — 4200 = 1558,22;

I(ty) = ( 31635 0 12) . 1558,22 = 6,66:

K(ty) = 1558,22 — 1900 = —341,78;
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I(ts) = (£ . 0,18) - (—341,78) = —2,02;

365
K (t5) = —341,78 + 1600 = 1258,22;
32
I(tﬁ) = (% . 0,12) . 1258,22 = 13,24,
K (tg) = 1258,22 — 300 = 958,22;
13
I(tq) = (% . 0,12) - 958,22 = 4,10;

K (t7) = 958,22 + 51,87 = 1010,09.

7
Odsetki nalezne za trzeci kwartal wynoszg Y I(¢;) =51,87. O
k=2

2. Pozyczka w wysokosci 1200 j.m. zostanie sptacona jednorazowo po
uplywie czterech miesiecy wraz z odsetkami sktadanymi, obliczo-
nymi przy miesiecznej stopie procentowej 1,3%. Wyznaczyé kwote
potrzebng do splaty tej pozyczki.

Rozwiazanie. Poniewaz znana jest miesieczna stopa procento-
wa, a oprocentowanie jest skladane, to kwota potrzebna do splaty
pozyczki wyniesie:

K = (1,013)%4-1200j.m. ~ 1263,63.

Warto podkreslié, ze jest to splata jednorazowa. O

3. Rozpatrzmy rachunek bankowy o nastepujgcych warunkach:

oprocentowanie wynosi 4,5% w skali roku;

wlasciciel moze zaciggnac¢ kredyt odnawialny (debet) do wyso-
kosci 3000 j.m.;

oprocentowanie kredytu wynosi 18% w skali roku;

rachunek czasu jest oparty na réwnych miesigcach, z ktérych
kazdy ma 30 dni.

Obliczy¢ odsetki nalezne wtascicielowi rachunku za drugi kwartal.

Rozwigzanie. Tak jak w poprzednim zadaniu, réwniez i teraz
ustalamy oznaczenia, daty, przeplywy. Mamy
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’ chwila H tl tz t3
data 01.04. | 12.04. 20.04
CF (t;) || +3000 | —5000 | +1000

|t |t te | g
25.04. | 15.05. | 20.05. || 01.07.
+2000 | +3000 | —6000 || —41,38

1(ty) = 0,00:
K(t1) = 3000 + 0 = 3000;
11
I(ty) = (@ - 0,045) .3000 = 4,12;
K (ty) = 3000 — 5000 = —2 000;
8
I(ts) = (% : 0,180) - (=2000) = —8,00;
K (t5) = —2000 + 1000 = —1000;
5
I(ty) = (% - 0,180) - (=1000) = —2,50;
K(ty) = —1000 + 2000 = 1000:
I(ts) = (£-0045) -1000 = 2,50;
57713860 I
K (t5) = 1000 + 3000 = 4000;
5
I(tg) = (% - 0,045) . 4000 = 2,50;
K (tg) = 4000 — 6000 = —2000;
40
I(ty) = (% - 0,180) - (=2000) = —40,00;

K (t;) = —2000 — 41,38 = —2041,38.
7
Stad CF(t;) = Y CF(t;) = —41,38.
k=2
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1.1.3. Zadania do samodzielnego rozwigzania

1. Rozpatrzmy rachunek bankowy o nastepujacej historii:

* od dnia 1 stycznia 2001 roku w banku obowigzywala stopa
oprocentowania srodk6w na rachunkach w wysokosci 12%
w stosunku rocznym;

= stan poczgtkowy rachunku na dzien 1 stycznia 2001 roku
wynosit 800 j.m.;

* w dniu 26 stycznia 2001 roku wptynela na rachunek kwota
2200 j.m.;

=  wdniu 10 lutego 2001 roku wyptacono kwote 1100 j.m.;

=  wdniu 28 lutego 2001 roku zmieniono oprocentowanie rachun-
kéw bankowych z 12% na 9% w stosunku rocznym:;

=  wdniu 13 marca 2001 wplynela kwota 1300 j.m.;

*  wdniu 31 marca 2001 roku wyptacono calg kwote bedacg na
rachunku i rachunek zlikwidowano.

Obliczy¢ odsetki nalezne wlascicielowi rachunku za pierwszy kwar-
tal 2001 roku.

2. Rozpatrzmy rachunek bankowy o nastepujgcych warunkach:
— oprocentowanie rachunku wynosi 4,5% w stosunku rocznym,;

— wlas$ciciel moze zaciggngé kredyt odnawialny (debet) do wysokosci
3000 j.m.;

— oprocentowanie kredytu wynosi 18% w stosunku rocznym;

—rachunek czasu oparty na réwnych miesigcach, z ktérych kazdy
ma 30 dni.

Historia rachunku jest nastepujgca:

= na poczatku trzeciego kwartatu 2002 roku stan konta wynosit
3000 j.m.;

=  wdniu 12.04 nastgpita wyptata 5000 j.m.;
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=  wdniu 20.04 wplyneto 1000 j.m.;
*  w dniu 25.04 wplynelo 2000 j.m.;
=  wdniu 15.05 wplyneto 3000 j.m.;
=  wdniu 20.05 nastgpila wyptata 6 000 j.m.

Wyznaczy¢ odsetki nalezne posiadaczowi rachunku za drugi kwar-
tal 2002 roku.

1.2. Akumulacja ztozona

Powréémy do wspomnianej wecze$niej akumulacji zlozonej oraz jej pod-
stawy — funkcji akumulacji zlozonej o wzorze

A ¥ 1+,

gdzie t € N, zas r € R, roczng stopg oprocentowania. Dodajmy, ze
wartos$é funkcji akumulacji ztozonej w przedstawionej postaci dotyczy
przypadku, gdy czas jest wielokrotnoscig okresu bazowego, a wiec jedne-
go roku. Natomiast, gdy czas jest dodatnig liczbg rzeczywista (t € R, ),
to warto$é funkcji akumulacji ztozonej jest réwna

A ) = A+nA+ {8,

gdzie [t] oraz {t} oznaczajg odpowiednio: czes¢ calkowitg (ceche) liczby
rzeczywistej t € R, oraz jej cze$¢ utamkows (mantyse).

Funkcja akumulacji zlozonej podlega ogélnym zasadom natozonym
na funkcje akumulacji. Poprzestaniemy wiec na przedstawionych juz
informacjach [1, 4].

1.2.1. Przyktady

1. (i) Jakag wartosé osiggnie kapitat K = 1800 j.m. po 4 latach
oprocentowania rocznego przy stalej stopie procentowej r =
6%?

(ii) Jaka jest wartosé odsetek naliczonych za poszczegélne lata
inwestowania?
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(iii) Przy jakiej stopie 1gczna wartosc¢ 4-letnich odsetek bylaby
wigksza 0 58 j.m.?

Rozwigzanie. Korzystajgc z faktéw pochodzacych z tresci zadania,
otrzymujemy:
(i) K(4) =1800- (1+0,06)4 = 2272,46.
(ii) Wartosé odsetek za poszczegélne lata
0, =108, Oy =11448, O3 =121,35, O4 = 128,63.

(iii) Przy nieznanej stopie procentowej dajacej odsetki wieksze o 58
j.m., otrzymujemy 1800 - (1 +i)* — 1800 = 530,58, a stad
i ~ 0,0666999. O

. Po ilu latach kapital w wysokosci 2500 j.m. wygeneruje odsetki
w wysokosci 3 500 j.m. przy rocznej stopie réwnej 25% oraz kapita-
lizacji zlozonej?

Rozwigzanie. Poniewaz

2500 (1+0,25)" —2500 = 3500,

to
2500 (1+0,25)" = 6000
i dalej
6000
n — —
wiec
nln (1,25) =1n (2,4),

co daje

_ In(24) _ _
Moéwigc $cisle bedg to 3 lata i 11 miesiecy. O

. Ile lat nalezy lokowac¢ kapitatl, aby wzrést on co najmniej dwa i p6t
raza, ale nie wiecej niz trzykrotnie, przy zatozeniu, ze roczna stopa
oprocentowania bedzie r6wna 14%?

Rozwigzanie. Poniewaz w zadaniu mamy miare wzgledng wzrostu
kapitatu, to zainwestowana kwota nie ma znaczenia, znaczenie
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majg jedynie stopa procentowa i krotno$é sumy zainwestowane;j.
Z tego powodu przyjmijmy dla wygody, ze inwestujemy 1 j.m. Wtedy
warunki zadania mozna wyrazi¢ podw6jng nieré6wnoscig

2,56 < (1,149)" < 3.
Logarytmujac stronami przy podstawie e, uzyskujemy
In (2,5) <nln(1,14) <In (3).

Skoro In1,14 > 0, to

In (2,5) In (3)
i "< Thaid’

co po wyliczeniu wartosci logarytméw daje oszacowanie
7 ~6,993077028 < n < 8,34544437.

Wyrazajac odpowiedz w tradycyjnych jednostkach pomiaru czasu,
okres lokowania powinien by¢ w zakresie od okoto 7 lat do mniej
niz 8 lat, 4 miesigce i 6 dni. O

. Obliczyé wartos$é odsetek sktadanych wygenerowanych w ciggu 3
lat, 3 miesiecy i 3 dni przez kapital w wysokosci 1000 j.m. przy
rocznym, efektywnym oprocentowaniu 24%. Bank podjat decyzje
o naliczeniu odsetek prostych za niepelny rok. Jaka musiataby byé
roczna stopa procentowa w ostatnim, niepelnym okresie, by ogélna
kwota odsetek nie zmienila sie po podjeciu przez bank decyzji o na-
liczaniu odsetek prostych? Kwota ulokowana zostata 31.12.1996
roku.

Rozwigzanie. Obliczmy okres trwania inwestycji wyrazony w la-

tach 31+28+31+3
Stosujgc model jednolitego oprocentowania sktadanego (wyktadni-

czego), dostajemy:

K (3,25) =1000(1 + 0,24)3:25 = 2011,97 j.m.,
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a odsetki wynoszg wéwczas
I =K(3,25) -K =2011,97 — 1000 = 1011,97 j.m.

W przypadku, gdy za niepelny rok odsetki naliczane sg w spos6b
prosty, sytuacja depozytariusza jest bardziej korzystna, poniewaz
odsetki proste i sktadane sg réwne dopiero w przypadku jednego,
pelnego okresu oprocentowania. W przedziale (0, 1), wyrazajgcym
czas w latach, odsetki proste sa w kazdej chwili wieksze od odsetek
naliczanych w spos6b ztozony. Na tym odcinku prostal : y = x lezy
ponad kazdg z parabol P : y = x%, gdy @ > 1. Dokladniej: z jednej
strony K, (t) = K(1 +rt), a z drugiej K, (t) = K(1 +r)?.

W drugim wariancie, gdy bank nalicza odsetki proste za niepelny
okres, lokata przyniesie depozytariuszowi wyzsze odsetki. Obliczy-
my je zgodnie z zaleznoscig:

I'n;m)=KA+nr*(1+mr)—-K,

gdzie n wyraza catkowitg liczbe lat trwania lokaty, zas m bedace
utamkiem wlasciwym — cze$é okresu, w ktérym obowigzuje opro-
centowanie proste.

W przypadku n = 3im = 0,25, dostajemy I"(3,25) = 1021, zatem
odsetki rosng o 10 j.m.

Wyznaczymy teraz wysoko$¢ oprocentowania w niepelnym okresie,
przy ktérej kwoty odsetek obliczane obydwoma metodami bylyby
réwne. Mamy

KA+rym _K=KA+r)"(1+mry) — K,
a stad
(1+r)"m—_K=0+nr"(1+mr;) < A+r)"=1+mr;

i dalej

1
0,25

r1=%[(1+r)m_1] = [(1+0,24)%25 — 1] = 22,1%.
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Oznacza to konieczno$¢ obnizenia oprocentowania w niepelnych
okresach prawie o 2%. O

. Depozytariusz chcialby przez 6 kolejnych kwartatéw odbierac kwote
600 j.m. Jakg kwote powinien dzi§ zdeponowaé w banku? Nominal-
na stopa procentowa wynosi 16% w stosunku rocznym.

Rozwiazanie. Popatrzmy na caly proces, jak na wartosé obecna
szesciu ptatnosci. Mamy wiec

PV =600 -v; + 600 - vg + 600 - vg + 600 - v + 600 - v5 + 600 - vg,

gdzie v; sg czynnikami dyskontujacymi wyptat dokonywanych na
koniec i-tego kwartatu przy i € {1, 2, 3,4, 5, 6}.

W zadaniu nie zostala wyraznie wskazana obowigzujgca funkcja
akumulacji, wskutek czego nie zostala takze jednoznacznie okreslo-
na metoda dyskontowania, nalezy zatem rozpatrzec trzy przypadki:

1. akumulacji prostej w calym okresie trwania inwestycji;

2. akumulacji ztozonej w tym samym okresie z kapitalizacjg
kwartalnag;

3. akumulacji zloZonej przy rocznym okresie kapitalizacji i kapi-
talizacjg prosta w okresach krétszych niz rok.
Zatem po kolei:

Ad 1. Model kapitalizacji prostej.

W tym przypadku
by = — ~ 09615, vy = —— ~0,9259
17104 7 » "27 108 7 ’
=L ~08929 =L 08621
BT T2 T TS PaT11e T U
Ds = —1 ~0,8333, vg= —— = 0,8065
5_1,20_ ’ s 6—1,24— , .

PV =600-v; + 600 - vy + 600 - v3 + 600 - vy + 600 - v5 + 600 - vg =
= 600 - 5,2822 ~ 3169,32.
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Ad 2. Model kapitalizacji zlozonej, w cyklu rocznym.

Oznacza to w warunkach zadania, ze gdy r = 0,04, to

1

"= 104

=~ (0,9615 = const.,

PV =600(v + v2 + v3 + v + v° +v%) ~ 3144,86.

Ad 3. Model kapitalizacji zlozonej z rocznym okresem bazo-

wym oraz kapitalizacjg prosta w okresach kroétszych
niz bazowy.

W takim przypadku w pierwszych czterech kwartalach obowig-
zujg kapitalizacja i dyskontowanie proste, a po roku nastepuje
kapitalizacja odsetek. Wtedy

1 1
v1 = g7 = 09615 vp = 55 = 0,9259,
1 1
vs = 773 = 08929 vy = 775 = 08621,
11
vs =11 oz = %8289
11

Y6 =116 1,08 ’

PV =600-v; +600-vy +600-v3 +600-v, +600-v5+600-vg =~
=~ 600 - 5,2695 = 3161,70.

O

. Obliczy¢ warto$¢ koricowg kapitalu K = 1000 j.m. oraz odsetki po

dwoch latach, jesli warunki oprocentowania skladanego sg okre-
Slone przez nominalng stope procentowg 24% i okres kapitalizacji

o dlugosci:
1. rocznej;
2. pétrocznej;
3. kwartalnej;

4. oprocentowania cigglego.
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Rozwiazanie. Przyjmujac odpowiednie oznaczenia oraz wartosci,

mamy:
rt) = Tmom = 0,24; r2 = Tnem = 0,12;

rd = rn% =0,06; 7y =rpom =0,24.

Ad 1. Otrzymujemy r = r(1) = 0,24, a takze liczbe okreséw kapita-

lizacji m; = 2, co daje w konsekwencji

K(2) =1000(1+0,24)2 = 1537,60 j.m.

oraz I}? = K (2) — K (0) = 1537,60 — 1000 = 537,60 j.m.

Ad 2. W takim przypadku kapitalizacja nastepuje co poét roku,

otrzymujemy wiec:

r@ = Tnom 0’224 = 0,12,
ponadto mg =2 - 2.

Woéwecezas
K(4) =1000(1+0,12)% = 1573,52;

a ponadto 154) = 573,52 j.m.

Ad 3. Przy kapitalizacji kwartalnej r4 = r"% = 0’24

Poza tym m,4 = 2 -4 = 8, skutkiem czego jest
K (8) =1000(1+ 0,06)8 = 1593,85
oraz I\®) = 593,85 j.m.
Ad 4. Teraz r,; = 24%, co powoduje, ze
K (2) = 1000e%242 = 1000e°%48 = 1616,07 j.m.,

stad tez IS = 616,07.
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. Klient wplacil na lokate bankowg 10 000 j.m. Oprocentowanie wy-
nosi 7% w skali roku?. Ponadto obowigzuje podatek od zyskéw
kapitatowych wysokosci 19%. Jakg kwote otrzyma klient na konicu
roku, jesli

1. odsetki sg kapitalizowane na koncu roku i podatek jest pobie-
rany po roku?

2. odsetki sg kapitalizowane co jeden miesigc i podatek jest po-
bierany po roku?

3. odsetki sg kapitalizowane co miesigc i podatek jest pobierany
co miesigc?

Rozwigzanie. Mamy po kolei
Ad 1. Odsetki naroste przez rok wyniosg

I =r-K=0,07-10000 = 700j.m.

Podatek jest naliczany od zysku, a wiec od naliczonych odsetek,
i wyniesie p = 0,19 - I; = 133 j.m. Kwota wyptaty po zamknieciu
lokaty rocznej bedzie wiec r6wna

10000 + 700 — 133 = 10567 j.m.

Ad 2. W tym przypadku wartosé przyszta kapitatu, czyli kwota po
zakonczeniu akumulacji, wyniesie

, 0,07\ 2 .
K’ (1) = 10000 (1 + T) = 10722,90j.m.

Zatem
Ii =K’'(1) —K(0) = 722,90j.m.

i od tej kwoty naliczony zostanie podatek w kwocie wynoszacej
p’ =0,19-1; = 137,35 j.m., a wyplata bedzie réwna

10000 + 722,9 — 137,35 = 10585,55 j.m.

W literaturze uzywa sie do oznaczenia oprocentowania w skali roku laciriskiego
skrétu p.a. pochodzacego od stéw: per annum.
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Ad 3. Mozemy sie domyslac, ze skoro w tym przypadku co miesigc
pobierany jest podatek, to podstawa akumulacji ulega przez to
zmniejszeniu i z oczywistych powodéw kwota konncowa powinna
byé mniejsza niz w poprzednim przypadku. SprawdZmy to jednak
rachunkowo.

Skoro kazdego miesigca z naroslej kwoty odsetek potracanych jest

19% w formie podatku, to w efekcie oznacza to obnizenie stopy
oprocentowania. Mamy bowiem:

gy _ 0,07
L T)

0,07
12

0,07

-0,19- 19

=0,81-

Wiedzgc to, mozemy natychmiast wyznaczy¢ kwote wyptaty:

12
K”(1) =10000- (1+ )" =

12
= 10000 - (1 +0,81- %) = 10581,97 j.m.
W istocie troska o ,biezgcy stan budzetu panstwa” jest dla nas
kosztowna. O

. Inwestor chce umiescié¢ pewng kwote dolaréw amerykanskich na
lokacie na okres szesciu lat. Ma do wyboru dwie lokaty roczne
w dwoéch réznych bankach:

1. pierwszg z oprocentowaniem statlym 4% w skali roku;

2. drugg z oprocentowaniem zmiennym o stopie procentowej
w kolejnych latach réwnej: 5%, 3%, 4%, 3%, 3%, 6% (a zatem
wynoszgcej Srednio 4%) p.a.

Ktora lokate inwestor powinien wybrac?

Rozwigzanie. Oznaczmy przez K = K(0) wymieniong, a nie
okreslong w zadaniu kwote do zainwestowania.

Biorgc pod uwage mozliwo$é inwestowania w pierwszym banku,
dostaniemy:

K’ (6) = (1+0,04)K = 1,265319 - K.
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W przypadku drugim funkcja akumulacji zmienia sie co rok, ale
oprocentowanie pozostaje zlozone, otrzymujemy wiec

K”(6) =(1+0,05)(1+0,04)(1+0,03)3(1+ 0,06)K =
=1,2648534 - K.

Odpowiedz jest oczywista. Uzyskalismy jg w wyniku stosownych
rachunkéw, jednak mozna jg byto przewidziec i bez tego, korzystajac
z nieré6wnosci miedzy Srednimi arytmetyczng i geometryczna:

X1 +Xo+...+Xx
L2 L >nfx] Xg Xy

n
Jak wiadomo, zachodzi ona dla dowolnych liczb rzeczywistych nie-
ujemnych i staje si¢ ostra, gdy nie wszystkie uczestniczace w niej
liczby x;, dla x; € R, sg identyczne. Na mocy tej nier6wnosci mamy

(1+0,O5)+(1+0,O3)+(1+0,04)+(1+0,03)+(1+O,03)+(1+0,06)>
6 =

> f\‘/(1+ 0,05)-(1+0,03)-(1+ 0,04)-(1+0,03)-(1+0,03)-(1+ 0,06).
Wskutek podniesienia stronami do potegi szdstej otrzymujemy

(14 0,04)% > (1 +0,05) (14 0,04) (1 +0,03)3(1 + 0,06).

Uogodlnijmy problem. Rozpatrzmy przypadek dwéch lokat trwajg-
cych przez n lat. Jak poprzednio, pierwsza z nich ma stale oprocen-
towanie réwne r, natomiast druga zmienne, wynoszgce w kazdym
roku odpowiednio 1,79, ...,r,,, ale jednoczesnie takie, ze

7‘1+7‘2+...+7‘n _
n

Dla lokaty pierwszej otrzymujemy K’ (n) = K-(1+r)", dla drugiej
zas
K'(n)y=K-(1+4+ry)-(A+ry)-...-(1+r,).

Ponownie odwotujac sie do nieréwnosci miedzy Srednimi, otrzymu-
jemy

A+rpD+Q4+ry)+...+ (1 +r,)

p” > A+r)A+ry) .. T+1y,),
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a nastepnie, po odpowiednim spotegowaniu

n
(1+r1+r2:"'+r”) > (14ry) - (L4rg) - (L47).

Na tej podstawie ustaliliSmy, ze dla inwestora bardziej rentowna
okaze sie inwestycja oparta o stale oprocentowanie ztozone, niz
inwestycja oparta na oprocentowaniu zlozonym i zmiennym, w kté-
rym Srednie oprocentowanie jest réwne oprocentowaniu stalemu.
Rozumiemy, ze obie te inwestycje majg taki sam czas trwania. [J

. Fundacja stypendialna dysponuje kwotg 100 000 j.m. na cele statu-
towe, czyli fundowanie stypendiéw. Fundacja ma zamiar wyplacaé
stypendia w wysoko$ci 11 000 j.m. na koniec kazdego roku. Posia-
dany kapital fundacja lokuje przy 10% stopie efektywnej. Po ilu
latach wyczerpie sie fundusz stypendialny? Jak wysokie powinny
by¢ roczne wyplaty z funduszu stypendialnego, aby maégt on istnieé
wiecznie?

Rozwigzanie. Na poczatku zapiszmy kilka informacji o stanie
kapitatu fundacji na koncu k-tego roku, gdzie dla ustalonegon € N
jest, ze k € {0,1,...n}. Mamy

K (0) = 100000;
K (1) =100000-1,1 -11000 = 99 000;
K (2) =[100000-1,1 -11000]-1,1 —11000 = 97 900;

Sprytniej mozemy to zapisa¢ w postaci

K (0) = 100000 - 1,19;
K (1) =100000-1,11 — 11000 - 1,19;
K(2) =100000-1,12 —11000-1,11 — 11000 - 1,19

n
K(n) =100000-1,1" —11000- Y 1,1%,
k=1
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Nas interesuje odpowiedZ na pytanie, dla jakiego najmniejszego
n € N, zachodzi nieré6wnosé

K@) <0?

Zauwazmy, ze zalezno$é na K (n) wygodniej jest zapisa¢ w réwno-
waznej postaci
n—1
K(n) =100000-1,1" — 11000 - Z 1,1%,
k=0

Zatem K (n) < 0, co oznacza, ze

n—1
100000 - 1,1" < 11000 " 1,1%
k=0
i dalej prowadzi do nieréwnosci
n—1
100-1,1" < 11- Z 1,1%.
k=0
Po przeksztalceniu dostajemy

100 1 &, 1 0l-1,17
11 < 1,171'21’1 =1 M1 T
k=0
1 111
=117 01

Po nietrudnych przeksztalceniach otrzymujemy ré6wnowazng nie-
réwnosé

E < 1-— L
11 1,17
i dalej
1 1 n
1in < 11 = 11< (1,1)?,

a logarytmujac stronami, otrzymujemy

In11
In1,1

Inll<nlnll < <n
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10.

Po wykonaniu potrzebnych obliczenn dostajemy 25,15 < n, co ozna-
cza, ze najmniejszg liczbg naturalng, dla ktérej stan konta fundacji
okaze sie ujemny, jest 26, zatem fundusz wyczerpie sie po 25 latach.

Odpowiedz na drugie pytanie opiera sie na powszechnie znanej
opinii, ze nie nalezy wydawac wiecej, niz si¢ zarabia. Jesli przez
W oznaczymy roczng wysokosé funduszu stypendialnego, to musi
zachodzié warunek

100000 -1,1 — Wj.m. > 100000, j.m.
co daje, ze

W <100000(1,1 —1) = 10000j.m.

Zakladajgc brak innych kosztéw, zarzad fundacji moze przeznaczaé
na cele statutowe maksymalnie 10 000 j.m. i pod warunkiem, zZe
oprocentowanie kapitatu fundacji bedzie wieczyscie wynosi¢ 10%.
O

W banku zdeponowano pewng kwote kapitalu w formie pigcioletnie;j
lokaty. W ciggu pierwszych trzech lat kapital byl oprocentowany
przy stopie 32% w skali roku, zas przez nastepne dwa lata stopa
oprocentowania wyniosta 30%. Jakg kwote zdeponowano, jesli po
wygasnieciu lokaty, czyli po pieciu latach, przy rocznej kapitalizacji
odsetek kwota odsetek byta réwna 30000 j.m.?

Rozwiazanie. Oznaczmy przez K = K (0) zainwestowang kwote,
a ze wysoko$¢ odsetek jest réznicg miedzy przyrostem wartosci
zainwestowanego kapitalu, a jego poczatkowg wysokosScia, otrzy-
mujemy

K-A.(5) —K =30000j.m.,
gdzie ze wzgledu na strukture terminowg stép procentowych

r(t) = 0,32, dlat € (0;3],
~ 1 0,30, dlate (3;5],
dzigki czemu otrzymujemy A, (5) = (1,32)3 - (1,30)2, a zatem

B 30000
T (1,32)3-(1,30)2 -1

=~ 10391,60 j.m.
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1.2.2. Zadania do samodzielnego rozwiazania

1. Wyznaczy¢ stope procentowa dla kapitalu w kwocie 2000 j.m.,
jesli po dwéch latach przyniést on 500 j.m. odsetek, przy zatozeniu
rocznej kapitalizacji.

2. Obliczy¢ wartos$¢ koncowg kapitalu K = 1000 j.m. oraz odsetki po
dwéch latach, jesli warunki oprocentowania sktadanego sg okre-
§lone przez nominalng stope procentowg 24% i okres kapitalizacji
o dlugosci:

1. rocznej;
2. pétrocznej;
3. kwartalnej;
4. miesieczne;j.
3. Efektywna stopa procentowa jest réwnar,r = 0,12. Jaka jest nomi-

nalna stopa procentowa, jesli stosowana jest kapitalizacja zlozona
z dotu:

1. miesiecznie;
2. kwartalnie;
3. pétrocznie?

4. Wyznaczy¢ tygodniowa, miesieczng i kwartalng stope oprocentowa-
nia prostego dla stopy nominalnej (rocznej) wynoszacej r,,,, = 0,16.

5. Przez pietnascie lat na koniec roku dokonywane byly wptaty na
rachunek oprocentowany wedlug stopy efektywnej wynoszacej: 6%
— przez poczatkowa dekade, i 4% — przez nastepne lata. Kazda
z pierwszych pieciu wpltat bytla réwna 670 j.m., a kazda z nastepnych
dziesieciu 850 j.m. Jakg kwote zgromadzono na koncie bankowym
na koniec pietnastego roku?

6. Zwyciezcy telewizyjnego turnieju zaproponowano wybér jednej
z nagrod:

1. 1000 j.m. obecnie;
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2. 1700 j.m. po uplywie trzech lat;
3. po 500 j.m. platnych na koniec kolejnych trzech lat;

4. 300 j.m. ptatnych obecnie i na koniec kolejnych trzech lat kwot
330 j.m., 360 j.m. i 390 j.m.

Ktora z nagréd powinien wybraé zwyciezca, jezeli w ciggu naj-
blizszych trzech lat prognozowana roczna stopa procentowa ma
wynosic¢ 18%? [2].

. W Banku Serca Polski oprocentowanie wkladéw oszczedno$cio-
wych podlegalo zmianie trzy razy w ciggu roku. W pierwszym
kwartale obowigzywala nominalna stopa procentowa w wysokos$ci
15%, w drugim kwartale bylo to juz 28%, a w drugim pélroczu —
13%. Wyznaczy¢ warto$é konta na koniec roku, na ktérym inwe-
stor mial w dniu 1 stycznia 3 000 j.m. Jaka byla przecietna stopa
oprocentowania rocznego dla tej inwestycji?

. Wdniu 1 lutego 1993 klient umiescit na lokacie terminowej w Ban-
ku Kresowym roku swoje oszczednosci w kwocie 2000 j.m. Wy-
bral proponowang przez Bank dwuletnig lokate o oprocentowaniu
zmiennym z odsetkami naliczanymi w spos6b prosty. Gdy wptacal
pienigdze, roczna stopa oprocentowania tej lokaty wynosita 36%.
W ciggu kolejnych miesiecy Bank zmieniatl stope, obnizajac jg 1
maja 1993 roku do 34%, 1 stycznia 1994 do 30%, 1 lipca 1994 do
25% oraz 1 stycznia 1995 do 22%. Po uplywie dwéch lat, 1 lutego
1995 roku, klient wycofal wptacong kwote wraz z naleznymi odset-
kami. Bank Kresowy liczy dni w spos6b dokladny i zaklada rok
o dlugosci 365 dni.

Obliczyé

1. jakag kwote otrzymat klient po dwéch latach?

2. ile wyniosla przecietna stopa procentowa?

. Jako klient Bank of Western Texas Chuck Norris ulokowal w nim 1
lutego 1993 roku swoje oszczednosci w wysokosci 50 000$, na loka-
cie terminowej. Wybral proponowang przez Bank dwuletnig lokate
0 oprocentowaniu zmiennym z odsetkami naliczanymi w sposéb
prosty. Gdy wpltacal pienigdze, roczna stopa oprocentowania tej
lokaty wynosita 36%. W ciggu kolejnych miesiecy Bank zmienial
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10.

11.

12.

stope, obnizajac ja 1 maja 1993 roku do 34%, 1 stycznia 1994 do
30%, 1 lipca 1994 do 25% oraz 1 stycznia 1995 do 22%. Po uptywie
dwéch lat, 1 lutego 1995 roku, Chuck wycofal wptacong kwote wraz
z naleznymi odsetkami. Bank of Western Texas liczy dni w sposéb
doktadny i stosuje rok o dtugosci 365 dni.

1. Jakg kwote otrzymat Chuck po dwéch latach?

2. Ile wyniosla przecietna stopa procentowa? [2].

Rodzenstwo w wieku 8, 10 i 15 lat odziedziczyto w spadku kwote
1000000 j.m. zlozong w banku, w ktérym kapitalizacja odsetek
odbywa sie raz w roku z dotu, a roczna stopa oprocentowania lokat
jest stata i wynosi 5%. Wolg spadkodawcy bylo, by kazdemu z dzieci
w chwili ukoniczenia dwudziestego pierwszego roku zycia bank
wyplacil takg samg kwote. Obliczy¢ sumy, jakie przypadly dzieciom
w kwocie spadkowej w chwili uruchomienia procedury.

Wlasciciel firmy budowlanej otrzymuje zapytania ofertowe doty-
czgce realizacji réznych inwestycji. Przedsiebiorca ma mozliwos¢
wyboru jednego sposréd trzech wariantéw realizacji projektéw
w okresie najblizszych trzech lat, w ktérych uzyska nastepujace
przychody:

1. 190000 j.m. dzi$, 140000 j.m. za rok i 200 000 j.m. po trzech
latach;

2. 240000 j.m. dzi$ i 260000 j.m. za dwa lata;
3. 180000 j.m. dzis i 360000 j.m. po trzech latach.

Ktéry wariant powinien wybraé przedsigebiorca, jezeli roczne opro-
centowanie zlozone lokat wynosi obecnie 7% i mozna przewidywac,
ze nie zmieni sie w najblizszych latach? Nalezy przyjaé, ze sytuacja
ta ma miejsce w panstwie, w ktérym nie ma podatku od zyskéw
kapitatowych.

Zakon Szpitala Najswietszej Marii Panny Domu Niemieckiego w Je-
rozolimie, w ktérym Ulrich von Jungingen pelnil funkcje Wielkiego
Mistrza, zdajac sobie sprawe z nieuchronnosci wojny z Polska, od-
kladat talary w banku biskupim w Trewirze. W dniu 28 lutego
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14.

1408 roku Ulrich mial na swoim rachunku bankowym 11 000 j.m.
(talar6w). W okresie od 1 marca do 31 marca dokonat czterech
wplat na konto: 3 200 talaréw — 7 marca, 2 000 talaréw — 19 marca,
3000 talaréw — 23 marca i 2300 talaréw — 28 marca oraz jednej
wyplaty: 16 000 talar6w — 1 marca. Bankier dopisuje odsetki na
koniec kazdego miesigca i w przypadku dodatniego salda sg one
réowne 7% wedlug stopy nominalnej, a przy saldzie ujemnym ob-
cigza klienta odsetkami przy stopie réwnej 15%. Czas liczony jest
jako doktadna liczba dni w roku liczgcym 365 dni. Obliczyé odsetki
nalezne Ulrichowi von Jungingen za marzec 1408 roku — wiedzac,
ze w Trewirze obowigzywal 17% podatek od zyskéw kapitatowych.

Piotr zdecydowal, ze przez dwa lata, poczawszy od 1 stycznia 1996
roku, do 31 grudnia 1997 roku bedzie odktadal na lokacie co kwar-
tal po 3000 j.m. Zebral oferty czterech bankéw, dotyczace warun-
kéw oprocentowania lokat:

1. Bank A oferuje comiesieczng kapitalizacje przy nominalnej
stopie rocznej ry, = 0,12.

2. Bank B proponuje klientom oprocentowanie zlozone przy pod-
okresowej stopie réwnowaznej rocznej efektywnej stopie pro-
centowej rg = 0,165.

3. Bank C oferuje oprocentowanie skladane przy kwartalnej sto-
pie procentowej proporcjonalnej do nominalnej rocznej stopy
procentowej wynoszgcej rqo = 0165.

4. Bank D kapitalizuje odsetki na koniec roku, a od wplat uisz-
czanych w ciggu roku nalicza odsetki proste, opierajac sie
w obu przypadkach na stopie procentowej rp = 0,17.

Ktora z ofert powinien wybraé Piotr, aby uzyskaé mozliwie najwiek-
szg kwote na koniec trwania inwestycji?

Bank stosuje roczne nominalne stopy procentowe dla lokat pieniez-
nych wedlug zasady:

1. lokaty kwartalne — 15%;
2. lokaty pélroczne — 17%;
3. lokaty roczne — 18%.
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Odsetki dopisywane sg do kapitalu po deklarowanym okresie trwa-
nia lokaty. Niepodjecie kapitatu wraz z uptywem ustalonego wcze-
$niej okresu jest réwnowazne jego wplacie na nastepny taki sam
okres. Wybra¢ najkorzystniejszy wariant ulokowania kwoty 5000
j-m. na dwa lata. Jakie straty poniéstby wtasciciel kapitalu przy
wyborze najgorszego wariantu?

1.3. Akumulacja ciagta

Analizujgc procesy akumulacji, zaktadaliémy dotad, ze wzorcowym okre-
sem akumulacji — okresem bazowym — jest rok, przy czym zmienna ¢
wyrazala wtedy liczbe lat. W sytuacji, gdy interesuje nas okres krétszy
niz rok i jest on %—ta} tego okresu, przy m € N, to zgodnie z wcze$niej-
szymi obserwacjami dotyczgcymi akumulacji zlozonej akumulacja ciggla
— oznaczymy ja przez A, — bedzie funkcjg graniczng dla akumulacji
zlozonej, przy liczbie okreséw kapitalizacji m dgzacej do nieskoniczonoéci.
Rozpocznijmy od modelu dyskretnego, dotyczacego kapitalizacji ztozone;.
W takim przypadku

A 21+ 2)"]

a przy niewielkiej modyfikacji ostatniego zapisu mamy, ze

aw=[(+2)""

Odwotujac sie¢ do wtasnosci ciggu Eulera e (historycznie w literaturze
pierwszym jego oznaczeniem bylo {en}neN+), ciggu o wyrazie ogélnym

1 n
en=(1+ﬁ) ,

otrzymujemy

m rt
Aa®) = Jim A0 = Jim | (14 2)" | -
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m 1t
= lim A.(t) = lim_ [(1 + %) l =e’t,

Przyjmujac § = In (1 + ), dostajemy A, (¢) = e%t. W ten sposoéb, przy
zalozeniu niezmiennosci w czasie stopy zwrotu (czyli w przypadku szcze-
gblnym stopy procentowej), otrzymujemy model ciggly akumulacji. W lite-
raturze wielko§é 0 nazywana jest intensywnosciq oprocentowania. Jesli
0 okaze sie by¢ funkcjg czasu, bedziemy o niej méwié jako o chwilowej sto-
pie procentowej. Funkcja dyskonta ma w cigglych procesach akumulacji
postaé

{ D, : [0; +00), (18)

D, (t) =e™ "

Jesli w przedziale czasu [#;t + h] wielkosé platnosci w chwili ¢ wynosi
o(t), to przy odpowiednio malym A > 0 platno$é¢ w przedziale czasu
[¢;¢ + h] wynosi h-9(t). Funkcje ¢ argumentu ¢ nazywamy gestoscig
ptatnosci. Przy h — 0% platnosé przypadajgca na chwile ¢ jest réw-
na ¢ (t)dt. Intuicyjnie gesto$¢ ptatnosci mozna rozumieé jako predkosé
zmian strumienia kapitalu w bardzo krétkich odcinkach czasu. Przy
gestosci strumienia ptatnosci réwnej ¢ (¢) w chwili £ nominalna wielkos¢
platnosci w przedziale [0; T'] jest réwna

T
M) £ [ otyat. (1.9)
0

Z powodu zmiany wartosci pienigdza w czasie mozna wyznaczy¢ wartosc¢
obecng strumienia ptatnosci w postaci

T
PV = [ o(tyv(t)dt, (1.10)
0
pod warunkiem, ze ostatnia catka jest zbiezna. Ponadto

T
1
PV =PV (0) = [ o(t)—dt.
{ At
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Natomiast u nas wartosc¢ przyszila F'V (T') cigglego strumienia wplat jest

réwna [1, 4]
T

FV(T) = [ o(®A(0;T)dt.
0

1.3.1. Cwiczenia

AR, - R,

1. Niech dana bedzie funkcja { A(t) =12 + 2t + 3.

1. Pokazaé, ze A jest funkcjg akumulacji.

2. Znalez¢ funkcje oprocentowania kapitalu jednostkowego «
odpowiadajacg funkeji akumulacji A. Dla n € N, wyznaczy¢
I

ne

2. Wyprowadzi¢ formule na liczbe rat n potrzebnych do osiggniecia
wartosci koncowej F'V renty, gdy ustalona rata X jest znana, a stopa
procentowa w calym okresie zycia renty jest stala i rowna r.

3. Wyprowadzié zaleznos¢ okreslajgcg czas trwania lokaty w kwo-
cie K = K(0) potrzebny do jej podwojenia, jesli stopa nominalna
procentowa jest stata i rowna r.

4. Znalezé moment (punkt), w ktérym réznica miedzy funkcjg aku-
mulacji oprocentowania prostego, a funkcjg akumulacji oprocento-
wania zlozonego (przy tej samej stopie bazowej) jest najwieksza.

5. Czy z r6wnowazno$ci kapitalow o nominalnej wartos$ci K; w chwili
t1 oraz Ko w chwili ¢ wynika réwnowazno$¢ kapitaléw o nominal-
nej warto$ci AK; oraz AKy; w momentach odpowiednio ¢; oraz ¢y
przy A € R, ? OdpowiedZ uzasadnié.

6. Czy z r6wnowazno$ci kapitaléw o nominalnej wartosci K; w chwili
t1 oraz Ko w chwili ¢ wynika réwnowazno$¢ kapitaléw o nominal-
nej wartosci K + a oraz Ky + @ w momentach odpowiednio ¢; oraz
to przy a € R, ? OdpowiedZ uzasadnic.

7. Niech A bedzie funkcjg akumulacji z okresowym dopisywaniem pro-
centu, zgodng oraz taka, ze r = A(1) — 1. Pokazad, ze nastepujgce
warunki sg réwnowazne:
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11.

1. funkcja A jest funkcjg oprocentowania prostego z okresowg
kapitalizacjg odsetek;

2. dlan € N funkcja akumulacji A spelnia nastepujgce rownanie

rekurencyjne
An)=An-1) +r;

3. kwota odsetek funkcji akumulacji A jest stata we wszystkich
okresach bazowych, czyli:

An) —A(n-1)=A1) —A0);
4. funkcja akumulacji A; spelnia zalezno$¢:
Al (t]_ + tz) = Al (tl)Al (tz)

dla dowolnych ¢{,%9 € R, za$ funkcja akumulacji A, spelnia

zaleznos¢
A(tl + tz) =A(t1) +A(t2) -1

dla dowolnych ¢1,t5 € R. Ponadto A (10) = A5 (10) = 15.

01(5)
02(5)

centowania odpowiednio funkcji A i Ag. Poda¢ przyblizong war-
tosc.

Wyznaczyé , gdzie 01 i 89 sg funkcjami intensywnosci opro-

. Sformulowaé definicje renty arytmetycznej oraz renty geometrycz-

nej.

. Przedstawic¢ metode zaburzeri i z jej pomoca wyznaczyé¢ formule

na wartosé obecng renty arytmetycznej, gdy w okresie zycia takiej
renty obowigzuje stala stopa procentowa i, a staly zwigzany z nig

czynnik dyskontujacy jest réwny v = it

Czy odsetki narosle w przypadku akumulacji prostej podlegajg
kapitalizacji?

Sformutowacé definicje dyskonta oraz oméwic¢ powody, dla ktérych
rézni sie ono od odsetek.
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12. Czym jest stopa dyskontowa (dyskonta handlowego) i czym sie
rézni od stopy procentowe;j?

13. Czy w modelu akumulacji prostej stosunek odsetek do wartosci
poczatkowej jest rosngcg funkcjg liniowg czasu?

14. Przyjmijmy, ze I; oznacza wartos¢ odsetek za j-ty rok, jezelij €

{1,2,...,n} generowanych przez kapital K przy kapitalizacji rocznej
i stopie r > 0. Wykazad, ze

Y L=K[1+n"-1].
J=1

15. Jaka jest moc zbioru rozwigzan réwnania A, () = A, (¢)?
16. Sformulowaé zasade ré6wnowaznosci stép procentowych.
17. Na czym polega reguta bankowa obliczania czasu, jaki uplynal

miedzy dwiema datami?

1.3.2. Przyktady

1. Stopa procentowa w procesie kapitalizacji pétrocznej wynosi r(2) =
10%. Wyznaczyé réwnowaznag jej stope oprocentowania ciggtego.

Rozwiazanie. Przypusémy, ze 0 oznacza intensywno$é oprocen-
. o rm
towania przy akumulacji cigglej, podczas gdy —.— = roznacza

stope w jednym podokresie, gdzie n jest liczbg podokresé6w w okre-
sie bazowym. Z zasady réwnowaznosci stop procentowych wynika
wowczas, ze
K =K-(1+2)",
n

a w konsekwencji:
s r\"
e? = (1 + —) ,
n
lub réwnowaznie po zlogarytmowaniu:

3=1n(1+%)n=nln(l+%),
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a takze s
r=n (eﬁ — 1).

W tym konkretnym przypadku mamy:

0.1

3=21n(1+ 5

) = 0,09758 ~ 9,76%.

Zatem stopg akumulacji ciaglej réwnowazng stopie 72) = 10% jest
stopa 6 = 9,76%. O

. Bank udziela pozyczki przy rocznej stopie procentowej z kapitaliza-
cja ciggla i odsetkami placonymi co kwartal. Wyznaczyé wysokos¢
odsetek kwartalnych.

Rozwiagzanie. Dla wygody wyznaczmy kwartalng stope procento-
wa, bo w oparciu o nig bedzie nam tatwo wyliczy¢ kwote odsetek.

7 zaleznosci s
r=n (eﬁ - 1) ,

0.08
r=4 (e T — 1) = 0,0808 ~ 8,08%.

otrzymujemy

Dlatego tez kwartalna stopa procentowa wynosi

0,0808

i 0,0202 = 2,02%.

Jedli zatem kapital na poczagtku kwartatu wynosit K, to wysokosé
odsetek bedzie réwna 0,0202 - K. O

. Patrycjusz postanowil zainwestowaé kapital K na dwa lata. Bank
przedstawil mu dwie oferty:

1. w ofercie I zagwarantowano efektywng roczng stope zwrotu
15% w kazdym roku trwania inwestycji;

2. wofercie Il zagwarantowano, ze intensywnos$¢ oprocentowania
(force of interest) & bedzie wynosié 0 (t) = %t w ciggu calego
okresu trwania inwestycji.
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Patrycjusz zdecydowal, ze kwote aK zainwestuje, korzystajac z ofer-
ty I, oraz kwote (1 — @)K, korzystajac z oferty II. Po dwéch latach
inwestor posiadal kwote K (2) = 200 000 j.m. Wiadomo poza tym,
ze gdyby inwestor zainwestowal kwote 2aK, korzystajac z oferty
I, oraz kwote (1 — 2a)K, korzystajac z oferty I, to po dwoéch la-
tach miatby 205 000 j.m. Jaka byta kwota K zainwestowana przez
Patrycjusza?

Rozwigzanie. Dla porzadku zauwazmy, ze

fz Lsds 1,212
e0 10 — e[%t ]o =02
Teraz wykorzystajmy dane z zadania. Dostajemy na ich podstawie

uklad ré6wnan

aK(1+0,15)2 + (1 —a)Ke®2 = 200000,
2aK (1+0,15)2 + (1 —2a)Ke%2 = 205 000.

Mnozgc pierwsze z réwnan przez 2 i wykonujac dzialania, dostaje-
my réwnowazny ukltad réwnan

2aK (1,15)2 + 2Ke02 — 2q¢Ke0-2 400000,
2aK (1,15)2 + Ke%2 — 2aKe%2 = 205000.

Po odjeciu od pierwszego réwnania ré6wnania drugiego otrzymuje-
my:
Ke%2 = 195000,

a stad juz mamy K = % =~ 160 000. O
e b

. Przypusémy, ze bank oferuje lokate z oprocentowaniem rocznym
4%. Obliczymy kwote koricowq tej inwestycji po roku przy zalozeniu,
ze zdeponowali$émy 1 000 j.m., a kapitalizacja jest:

. roczna;

. potroczna;

1
2
3. kwartalna;
4. miesieczna,;
5

. tygodniowa;
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6. dzienna;

7. godzinowa,;

8. minutowa;

9. sekundowa.

Rozwigzanie. Niech n oznacza liczbe okresow kapitalizacji wyste-

pujacych w okresie bazowym, podczas gdy K,, (1) kwote wyplaty
po roku trwania inwestycji.

| nl K.Q) |
1 || 1040,000
2 || 1040,400
4 || 1040,604
12 || 1040,742
52 || 1040,795

365 || 1040,808

8760 || 1040,811
525600 || 1040,811
31536000 || 1040,811

Od przejscia na godzinowe oprocentowanie przy zainwestowane;j
kwocie réwnej 1000 j.m. wynik konicowy nie rézni sie juz do trze-
ciego miejsca po przecinku. Oznacza to, ze cigg wynikéw jest zbiez-
ny — i to dos¢ szybko — do liczby 1040,811, tak tez powinno by¢
w +oo. Tymczasem, przyjmujac 6 = r = 0,04 dostajemy K (1) =
1000 - %94 ~ 1040,811. O

. Rozwazmy funkcje akumulacji A{(¢) = (1 + t)_% z intensywno-
$cig oprocentowania 0 (¢) oraz funkcje akumulacji Ao, dla ktérej
intensywno$é oprocentowania 0y (¢) w chwili ¢ wyraza sie zalezno-
Scig

20+ 2t + 1
(a+t)(a+t+1)°

0o (t) =

Wyznaczyé efektywng stope procentowg pomiedzy chwilami n
oraz n + 1 dla funkcji akumulacji dla A, (¢), gdy

a = }Lrgo 31(t).
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Rozwigzanie. Mamy

ft31(s)ds 1
A{(t) =e0 = (1+t)7°.

7 tego powodu
¢
[ d1()ds=In 1+ 57T
0

a w konsekwencji

dJ 1 1
01(t) = 7 [—?ln(1+t)] = t—21n(1+t) -

_ 1
t(1+1t)°

Przechodzac do granicy, dostajemy

. 3 1 1
fm b1 = Jim |30 (40— s | -

1 0
$2 iS00 2 (t+1)

= lim
t— oo

Dla danych z zadania mamy zatem @ = tlim 01(t) = 0. Wrezultacie
otrzymujemy réwnosé

2t +1
02(1) t(t+1)
Skoro
[ 82(s)ds
AZ(t)zeo )
to ;
J‘sfjii)ds 28+i =
Ay(t) = €0 _ s(s+1)
1 1
==+
s s+1

¢
1 1
f ( + 1)ds .
20 s s+ =e[lns+ln(s+1)]o=

_ MG DG _ In[t¢+ D] Z 4 1)
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Dostajemy stad, ze

Ag(n+1) (+1D(n+2) n+2
As(n) = n(n+1 — n

Zgodnie z poleceniem mamy wyznaczy¢ efektywng stope procento-
wa pomiedzy chwilami n i n + 1 dla funkcji akumulacji dla A4 (¢)

Ag(n+1) —An) _

rep(n;n+1) = A0
A, (n+1) _n+2 2

. Funkcje akumulacji A; i Ay dla dowolnych ¢, € R spelniajg
uktad réwnosci:

{ Aj(ty +1ta) =A1(t1A; (),
Az(t]_ + tz) =A2(t1) +A2(t2) - 1.

Wiadomo ponadto, ze A; (10) = A5(10) = 15.

Wiedzac, ze 8 i 85 sg funkcjami intensywnosci oprocentowania
odpowiednio dla funkcji akumulacji A; i Ay, wyznaczyé przyblizong
01(5)

02.(5)

wartosé ilorazu

Rozwigzanie. Warunek zgodnosci dla funkcji akumulacji A ; (funk-
cji akumulacji ztozonej) prowadzi do obserwacji

Ai(n) =A;(1+1+...+1) =[A (D] =A% (D).

n —skladnikéw

Wynika stad, ze A; (10) = A%O (1) = 15, co prowadzi do wyniku
Aq(1) = 'Y15.

W rezultacie .
A;(n) = (15%1)" = 1501 »

i dalej
A (t) = 15917,
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Z kolei dla funkcji akumulacji A5 — funkcji akumulacji prostej —
warunek zgodnosci daje nam zaleznos§é

Ag(n) =As(1l+1+...+1) =

n —skladnikéw

= (Ag(1) +As() + ... +Ag(1)) — (n—1) =nAs(1) — (n—1).

N —skladnik

Stad dla n = 10 mamy
Ay (10) =10A5(1) —9=15

i dalej
Ay (1) =24.

Dlan =t jest
Ag(t) =Ag (1) -t —(t—1)=24t— (t—1) =14t + 1.
Poza tym

f@l(s)ds ft82(s)ds
A{(t) =eoO oraz Ay (t) = e

i dalej po zlogarytmowaniu:

¢ ¢
InA{(t) = J' 51 (s)ds oraz InAy(2) = f 32(3)0[8.
0

(=)

Rézniczkujac, otrzymujemy:

31 (t) = 2122 oraz 32(t) = ilz g; ,
a zatem
5yt = 22 1'5?;’11; 15 0115
oraz
b(t) = 1,411;5i1'
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Ostatecznie mamy

$1(5) _0,1-In15 _0,1-In15 _08-In15 _

14 T 14 T 14
02.(5) 1,4 5+1 R
4 [l
=z In15 ~ 1,5474573 ~ 1,55.

. Funkcja intensywnosci oprocentowania w chwili ¢5 dla kwoty za-
inwestowanej w chwili 1 przy 0 < ¢; < ty przyjmuje wartos$é

Ot = T
w chwili ¢ kwoty zainwestowanej w chwili ¢;. Wyznaczy¢ rézni-
ce A(1;4) — [A(1;2) -A(2;4)] — (réznica miedzy akumulacjg bez
reinwestycji i z reinwestycja).

. Funkcja A(tq,t5) jest funkcjg akumulacji

Rozwigzanie. W tym zadaniu rzecz sprowadza si¢ do wyznaczenia
wartosci funkcji akumulacji w oparciu o dang funkcje intensywno-
$ci oprocentowania. Z tresci zadania mamy

1
S(t1;t) = ———
(t131) = 7 +t + ¢
stad
4 1 4 1
A(1;4) = f T { 2 eln(2+t)|§f — ln6-In3 _ ,In2 _ o
Podobnie
—_dt 1
A(l 2) _ f 1+1+t { 2_ 1n(2+t)|1 _ e1n4_1n3 _ eln% _ g,
a takze
—L _dz 1
A(2:4) = f 1+2+t £ 347 eln(3+t)|‘21 — In7-In5 _ eln% _ %

W ten sposéb uzyskujemy odpowiedz

A(1;4) — [A(1;2) -A(2:4)] =2 — % : % _oV—2 2
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8. Funkcja intensywno$ci oprocentowania ma postaé

1 1
00) = g + Too0mr-

Obliczy¢ efektywnag stope zwrotu w pigtym roku trwania inwestycji,
tzn. w okresie od ¢t = 4,0 do ¢t = 5,0.

Rozwigzanie. Mamy

iesz(4;5)—1=e —-1=
5 5 5
1 3 1 3
— e{ t+1dt+{ 1+222tdt —_1= e{ t+1dt . e{ 1+2e2t

Policzmy potrzebne catki:

1{ ;5] =f —dt=1n|t+1|| =In6—-In5=In—
4

9 bt 1 5
oraz s
) 3 3et
15501 = dt = dt =
2 { 1+ 2e2¢ { el + 23t
u=et
t 4 5
u et e
B du = eldt ) o5 3, j5 6w )
= = 2du - - =
3etdt _ 3du et u et 2u® +1
e3t +et  u(2u2+1)
3 _38__6u
uu2+1) u 2u2+1
35 3 e5
=3lnlul| —=Inu2+1)| =
et 2 o4

=3 (lne® —Inet) — %m (2¢10+1) + gln (28 +1) =
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3. 28+1 3 208 +1

W rezultacie otrzymujemy

8
7145 né 3+3In2e+l

[4:5]  7[4;5] [4;5]
S s S [ § —1=e"5.g 2 201041 _ 1 =

=e

(z5)° 5

_6 3 In 22:10++11 _% 3 2% +1)* =
=ge-e =g %10+ 1 ~0,2=20%. O
. Rachunek oszczednosciowy zostal zatozony w chwili ¢y = 0 z poczat-
kowg wplatg w wysokosci 1 j.m. Na rachunek funduszu dokonywa-
ne sa w kazdej chwili¢ € R wplaty, odbywajace sie w sposéb ciagly,

z roczng intensywnos$cig ¢(¢) = (1 +1¢) In(1 +¢). Ciaggla intensyw-

nosé oprocentowania srodkéw na rachunku wynosi 6 (t) = %—I—t
Wyznaczyé zakumulowang wartosé srodkéw w chwili ¢; = 6,75.
[Z3.EA10.10.05.]

Rozwiazanie. Stan konta tworzg dwa skladniki: wartosé zaku-
mulowanej 1 j.m. wplaconej na poczatku inwestycji oraz warto$é
cigglego procesu wplat o intensywnosci

o) =1A+t)In(1+1),

przy czym oba sktadniki wyznaczane sg w kontekscie intensywno-

$ci oprocentowania réwnej 0 (¢) = %th Tym samym mamy

gdzie

}*S(t)dt
Ky(t,) =1-A(t,) =e0

oraz .

Ly —[ 8(s)ds
Ky(t,) =At,)-[ oe © dt,
0
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zatem

Ly —f@(s)ds
K(t,) =A@,) +A®t,)-[ ot)e © dt =
0

L —ft3(s)ds
=At,) [1+ [ o@)e © dt
0

Mamy réwnoczeénie, ze

[T ma+o[’ _ 1nase)-n1 _ In (14
A(t,) =e0 =e 0 = ln(1+%,)-In =€n(+*)=1+t*-

t, Ly
f o)e e dsgy =f [1+t)In(1+¢)]eInA+O)-Inl]gs —
0 0

t
= [ [A+)In A +1)]e" 4Dt =
0

t,
=[[d+n In(1+8)]e™ Tds =
0

o~

&

t
1 *
[(1+10) ln(1+t)]1—+tdt= { In (1+t)dt =

O

ff@y=1 g =In1d+1¢)

fo =t &=

=[tln(1+t)— %Hdt]:=
=[tln(1+t)_f(i_ii_1iﬂ)dt]:=
:[tln(1+t)—fdt+f%+tdt]::
=[tln(l+t)—t+1n(1+t)]:=[(1+t)ln(1+t)—t]:=
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10.

=A+t)In(1+¢,)—-¢t,—1-In1+0=(1+¢t,)In(1+¢,) —t,.

W konsekwencji
K(t,)=0Q+t) [1+¢t)In(1+¢,) —¢,],
a w przypadku ¢, = 6,75 otrzymujemy
K (6,75) = 7,75[7,751n (7,75) — 6,5] =78,427051. O

Stopa procentowa przy kapitalizacji pétrocznej wynosi i(2) = 0,10.
Wyznaczyé réwnowazng stope oprocentowania ciggtego.
Rozwiazanie. Niech symbol 6 oznacza stope procentows przy aku-
()

mulacji ciggtej, natomiast ZT = i bedzie oznaczac stope w jednym
podokresie, gdzie n jest liczbg podokreséw w okresie bazowym.
Na mocy zasady réwnowaznos$ci stép procentowych mamy w tej
sytuacji

. \n
Ke3=K-(1+i) :
n

a w konsekwencji
n
ed = (1 + %)

lub réwnowaznie po zlogarytmowaniu

3=ln(1+%)n=nln(1+%)

r=n(e%—1).

W tym konkretnym przypadku otrzymujemy:

oraz

$=2In (1 + %) — 0,09758 ~ 9,76%.

Stopa akumulacji ciggtej réwnowazng stopie i(2) = 10% jest stopa
0 =9,76%. O
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11. Bank udziela pozyczki przy rocznej stopie procentowej i = 0,08,
z kapitalizacjg cigglg i odsetkami ptaconymi co kwartal. Wyznaczy¢
wysoko$¢ odsetek kwartalnych.

Rozwigzanie. Dla wygody wyznaczmy kwartalng stope procento-
wa, bo w oparciu o nig bedzie nam latwo wyliczy¢ kwote odsetek.

i=n(e%—1)

0.08
i=4 (e T _ 1) = 0,0808 ~ 8,08%,

7 zaleznosci

mamy

zatem kwartalna stopa procentowa wynosi

0,0808

T = 0,0202 = 2,02%.

Jesli wiec kapital na poczgtku kwartatu wyniést K, to odsetki bedg
réwne 1(0,25) = 0,0202 - K. O

1.3.3. Zadania do samodzielnego rozwigzania

1. Pan Ryszard jest goicem w firmie XeNoV. Przetozony nakazal mu
wplaci¢ do banku 1000000 j.m. i wplaci¢ je na konto firmy. Bank
stosuje oprocentowanie ciagle z roczng stopg procentowg 16%. Pan
Ryszard pobrat pienigdze o godzinie 8:00 rano, a 0 9:00 wplacit na
swoje prywatne konto w tym samym banku, po czym o godz. 19:00
wyplacil pienigdze ze swego konta i wptacit na konto firmy. O jaka
kwote wzbogacil si¢ tym sposobem pan Ryszard?

2. James Bond postanowil podzieli¢ premie od Jej Krélewskiej Mo-
Sci za sprawne wykonanie zadania na cztery réwne czesci i kazda
z kwot w wysokosci K wptacit do czterech bankéw. Kazdy z nich sto-
suje nominalng roczng stope procentowg 25%, przy czym pierwszy
stosuje oprocentowanie proste, drugi skladane kwartalne, trze-
ci sktadane miesigczne, a czwarty cigglte. Po jakim czasie kwota
zainwestowana przez Bonda podwoi si¢ w kazdym z tych bankéw?

3. Roch, milo$nik klasykéw motoryzacji, upatrzyt sobie Jaguara XJ
LX358, jednak do ceny zakupu brakuje mu 50 000 j.m. Wlasciciel
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samochodu zgodzit sie zaczeka¢ p6t roku ze sprzedazg, az Roch
zbierze brakujgcg kwote. Jakg kwote Roch musi zainwestowaé, by
przy stopie procentowej 20% zebraé brakujgce 50 000 j.m., jesli:

1. oprocentowanie jest proste,
2. oprocentowanie jest kwartalne skladane,
3. oprocentowanie jest miesieczne sktadane,

4. oprocentowanie jest ciggle?

. Xawery inwestuje kwote 1000 j.m. na okres jednego roku przy
natezeniu oprocentowania O(t) = et Tle wynosi warto$é kapitatu
wraz z odsetkami na koniec okresu inwestycji, w zaokragleniu do

50 j.m.? [Z1.EA24.13.01.]
. W funduszu A natezenie oprocentowania wynosi 04 = HLI, aw fun-
duszu B jest to ig = tzzi -. W chwili ¢ = 0 inwestujemy 100 000

j-m. w kazdy z funduszy. Wiedzac, ze K4 () oraz Kg(t) oznaczaja
odpowiednio kwoty zgromadzone w funduszach A i B w chwili ¢,
znalez¢ te wartosc ¢, dla ktérej funkcja

{ ¢ ¢ [0;+00) = [0;+00)
p(t) =Ky (t) —Kg (1)
osigga maksimum. [Z10.EA 02.06.01.]

. Niech K 4 (t) oznacza warto$¢ Srodkéw zgromadzonych w funduszu
A w chwili ¢, gdzie t € R, . Wiadomo, Ze wartos¢ srodké6w zgroma-
dzonych w funduszu A w chwili¢ € R, jestréwna K4 (¢) = 1+ %\/E,
zas w funduszu B jest to Kg (t) = 2 + t. Wyznaczyé chwile ¢, kie-

dy natezenie oprocentowania w funduszu B bedzie r6wne 3" to
natezenia funduszu A. [Z1.EA 15.06.02.]

. Rachunek oszczedno$ciowy zalozono w chwili 0 bez poczatkowych
wplat. Nastepnie na rachunek dokonywane sg w sposéb ciggly
wplaty z roczng intensywnos$cig ¢ () w chwili ¢ > 0. Ciggla in-
tensywno$é oprocentowania §rodkéw na rachunku wynosi 6 (t) =
7 za$ zakumulowana warto$é funduszu w chwili £ > 0 wynosi
K (t) =t(1+1t). Wyznaczy¢ ¢(¢). [Z5.EA05.12.05.]
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8. Rachunek oszczednosciowy zatozono w chwili O z poczgtkowg wpla-
tg w wysokosci 1 j.m. Dalsze wplaty na rachunek dokonywane sg
w spos6b ciggly z roczng intensywnoscig réwng

o) = (1+t)In(1+1)

w chwili ¢ > 0. Ciaggla intensywno$¢ oprocentowania srodkéw na

rachunku wynosi: 8 (¢) = Tt Ile wynosi zakumulowana wartos¢

srodkéw w chwili ¢, = 4,57 [Z3.EA10.10.05.]

9. Rachunek oszczednosciowy zalozono w chwili ¢ty = 0 z wplata po-
czgtkowg 1 j.m. Nastepnie wplaty dokonywane sg w sposdb ciggly

z roczng intensywnoscig ¢ () = IL-I—tK (t), gdzie K (t) oznacza war-

to$é rachunku w chwili ¢ > 0. Ciggla intensywnos¢ oprocentowania
wynosi 0 (t) = T a5t Wyznaczyé wartosé «, jezeli K (1) = 2e.
[Z5.EA 14.05.07.]

10. Fundusz inwestycyjny zostal zalozony w chwili ¢, = 0 z wplata
poczatkowg réwng 1 j.m. Stan funduszu w chwili ¢ wynosi K (¢).
Whplaty na rachunek dokonywane sg w spos6b ciggly z roczng inten-

sywnoscig ¢ (t) = ;1 Ciggla intensywnos¢ oprocentowania
K@)
srodkéw na rachunku wynosi 0 (¢) = T}{(t) Jaki jest stan fun-

duszu w chwili ¢t = 1? [Z6.EA 15.120.08.]

1.4. Stopy procentowe nominalna i efektywna

Rozpatrzmy przypadki dyskretne funkcji akumulacji, a wiec funkcje aku-
mulacji prostej oraz funkcje akumulacji ztozonej [1, 4]. R6znica miedzy
nimi jest istotna, wiec przy poréwnywaniu proceséw akumulacji istotne
jest wyrazne okreslenie rodzaju procesu. Jesli wybieramy oprocento-
wanie proste, to proces ten prowadzi do nominalnej stopy procentowej,
za§ w przypadku wyboru oprocentowania zlozonego do efektywnej stopy
procentowej.
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Gdy proces bogactwa wyraza sie zaleznoscig
Kt+h)=K@®t)[1+h-rih)],

gdzie stopa zwrotu w odniesieniu do okresu bazowego wynosi r(¢; k), to
stope te nazywac bedziemy stopg nominalng i definiowaé jako

L aKt+h) —K@®) _K@+h) —K@®) 1
Tnom GR) = = T ) K@)

(1.11)

Funkcja akumulacji prostej, bedaca juz funkcjg dwéch zmiennych —
chwili poczatkowej ¢ oraz dlugosci przedzialu trwania inwestycji lub
inaczej przyrostu czasu oznaczanego przez h, ma teraz postac:

Alt;h) =1+h-r,,, (t;h),
w zwigzku z czym
Ait;h) -1
—

W szczegdlnosci, jezeli h = 1, to A jest okresem bazowym i mamy zalez-
nosci:

Tnom (& h) = (1.12)

Kit+1)—K@®) K@t+1)—K(@)
1-K() - K(t)

Tnom ;1) =

oraz
Tnom (8;1) =A(;1) — 1.

Jesli wartosé inwestycji opisuje formuta
K@t+h) =K@ [1+r@h)]",

gdzie stopa zwrotu odniesiona do okresu bazowego wynosi r(¢;h), to
stope takg nazywac bedziemy stopq efektywnq i oznaczac ja symbolem
Tef =Tef(t3h).

W takim przypadku mamy do czynienia z funkcjg akumulacji ztozo-
nej opisang ré6wnoscig:

At = [L4rp:]", (1.13)

.z df p N _h’K(t"'h)_

a stad

60



Idgc tym samym tokiem rozumowania co poprzednio, poniewaz 1 +
Tef (¢;h) > 1 (dla dodatnich przyrostéw czasu k), to 1+ ref(t;h) moze
byé przy ustalonym A traktowane jako warto$é pewnej funkcji wykladni-
czej argumentu ¢, czyli:

L+ryp(t;h) = edth)
skad dostajemy & (¢) = In (1 +ror(t;h) ) W takim za$ przypadku
A.(t;h) = ehd(t:h)

oraz
K(t;h) = K (t;0)ehd &R

lub tez w alternatywnym zapisie
K(t+h) = K(t)ehdo@h),

Wartosé funkeji 0 dla argumentu (¢;4), czyli liczbe S (¢;2), nazywamy
efektywngq intensywnosciq oprocentowania w przedziale [¢;t + h].

Dla dowolnej chwili czasu ¢ € [0, +o0) zachodzg nastepujgce warunki
(zob. [1, 3]):

rnom(t;h) <ref(t;h)> gdy he€(0,1),
Tnom (& 1) =Tep(t;h), gdy h=1, (1.14)

Tnom (&) > Tep(th), gdy h € (1,+00).

1.4.1. Cwiczenia

1. Czy przyjmujgc do opisu procesu bogactwa na dowolnym odcinku
czasu raz funkcje akumulacji prostej, a raz zlozonej, otrzymamy
w kazdym przypadku identyczny wynik?

2. Co w perspektywie jednego roku wyraza efektywna stopa procen-
towa?

3. Kiedy warunki oprocentowania skladanego sg ré6wnowazne?
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4. Sformutowac definicje przecietnej stopy procentowej przy oprocen-
towaniu prostym.

5. Sformulowac definicje przecietnej stopy procentowej przy oprocen-
towaniu zlozonym.

6. Sformulowacé definicje przecietnej stopy procentowej przy oprocen-
towaniu cigglym.

1.4.2. Przyktady

1. Pani Kornelia zlozyta 46 000 j.m. na lokacie o miesigcznej kapitali-
zacji i oprocentowaniu ztozonym. Przez 14 kolejnych miesiecy nie
potrzebowata ulokowanych §rodkéw. Nominalne roczne oprocento-
wanie lokaty zmienialo sie i byto rowne: 11% przez pierwsze cztery
miesigce, 8% przez kolejnych osiem miesiecy oraz 6% w ostatnich
dwoch miesigcach. Obliczy¢:

1. wielkos$é odsetek uzyskiwanych przez panig Kornelie po kaz-
dym z wyréznionych trzech okreséw oraz wartosé kapitatu
wyplaconego jej po 14 miesigcach (z uwzglednieniem podatku
od zyskow kapitatowych w wysokosci 19% w skali roku),

2. roczng efektywng stope oprocentowania tej lokaty,

3. przecietng miesieczng stope oprocentowania tej lokaty.

Rozwiazanie. Ad 1. Rozpocznijmy od ustalenia najwazniejszych
faktow, gdzie liczby w nawiasach przy wartos$ci zainwestowanej
kwoty oznaczajg miesigce, a Scislej ich konce.

K (0) = 46000;

K (4) = 46000 (1+ %)4 = 47710;

K (12) = 46000 (1 + %)4 (1+ %)8 = 50314,70;

K (14) = 46000 [(1 + %)4 (1+ %)8 (1+ %)2] =
= 50819,10.
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Stad dalej

1(0;4) = K(4)—K (0) = 46000 -
1(4;12) =K(12) —K(4) =

| —

(1+%)4!—1]=1710;

=46000-(1+011)4-( + 2)8_46000.(“&)4:
=46000-(1+°11) [(1+w)8_1]=
2

8
= 47710,00 [(1 + 2 08) — 1] = 2604,70;

1(12;14) = K(14) — K (12) =
— 46000 (1 + E) (1+M)8 [(1 +%)2—1] —504,40.

Miesieczna stopa procentowa podatku od zyskéw kapitalowych
wyniesie ’}(J}fi) =0,19- 1—12 = 0,0158, zas efektywnos¢ zyskéw bedzie
réwna

K =K(©0)+(1- ﬁ?) -1(0;14) =

= 46000 + 0,7998 - 4819,10 =~ 49 854,14.

Dalej
I**(0;4) =1(0;4) - (1- 1(71?;) = 1604,46;
I'*(4;12) =1(4;12) - (1- %3)) = 2292,49;
I**(12;14) =1(12;14) - (1 - r<1§l>) = 488,55.

Ad 2. Czas trwania lokaty, liczony w latach, wynosi 12 = % a sym-

bol r.r 0znacza roczng stope efektywng. A wigc:

_K@14)
(1+ ef) K (0)

i dlatego

K(14)17 50819,10
ef - -1=\—%5

6
7
K (0) 46000 ) —1=10,089 = 8,9%.
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Ad 3. Oznaczmy Srednig miesieczng stope procentowg przez r. Za-
chodzi wéwczas réwnosé

0,11 0,088 6 \2
714 — = — =
1+7)*= (1+ 1 ) (1+ 1 ) (1+ 12) 1,0749,

stad zas
7= 1410749 — 1 = (1,0740)71 — 1 = 1,0062 — 1 = 0,052%. [J

. W ciggu ostatniego roku wielokrotnie zmieniano oprocentowanie
rachunku bankowego. W pierwszym pélroczu stopa nominalna
wynosita 12%, a odsetki kapitalizowano co kwartal. Poczawszy
od trzeciego kwartatu odsetki byly kapitalizowane co miesigc, za$
stopa nominalna wynosita 10% w okresie od lipca do wrzesnia, 9%
w pazdzierniku i listopadzie oraz 8% w grudniu. Obliczy¢:

1. efektywng stope oprocentowania rachunku;
2. przecietng stope kwartalnag;

3. wartosé kapitalu 10000 j.m. na koniec roku.

Rozwigzanie. Ad 1. Skoro w pierwszym péiroczu w banku obo-

wigzywala nominalna stopa procentowa r(? = r"% = 12%, to

stopa kwartalna wynosita (%) = 12% = 3%. W trzecim kwartale
stopa nominalna wynosita 10%, a wiec r(12) = %;/0 = 0,8(3)%.

W czwartym kwartale obowigzywala kapitalizacja miesieczna, ale
przy réznych stopach, mamy wiec w pazdzierniku i listopadzie

r2) — Si‘;o = 0,75%, za$ w grudniu r(12)” =0,6(6).

Wykorzystujgc znane twierdzenie dotyczace calkow1teJ stopy zwro-
tu, otrzymujemy

0,103 0,09 0,08
— 2 > =) =
r = (1,03) (1 + 15 ) (1 TN ) (1 + 15 ) 1,111380.

Efektywna stopa oprocentowania rachunku wynosi zatem

ref =1i—1=11,1380%.
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Ad 2. Dla wyznaczenia przecietnej stopy kwartalnej »(4) skorzysta-
my z naturalnej réwnosci:

(1 +r<_4))4 = (1+r®)% (1 +r19)° (1 +r(12)')2 (1+r03279),

W zwigzku z tym

r® =1 +r)20 +r12)31 470221 4702") —1 =
=4/1,111380 — 1 = 2,6752%.

Ad 3. Warto$¢ kapitatlu na koniec roku wynosi zatem

K =11113,80j.m. 0
. Lokata bankowa ma stope nominalng w wysokosci 12% z kwartalng
kapitalizacjg odsetek. Mamy na koncie 10 000 j.m. i jest to nasz
kapital poczgtkowy (tzn. K (0) = 10000 j.m.). Ile wyniesie kwota
odsetek, gdy bedziemy je wyptacac po uptywie okresu kapitalizacji?
Zakladajac, ze zamierzamy utrzymac¢ w banku pienigdze przez
rok, obliczy¢, ile wyniesie kwota odsetek, jezeli nie bedziemy ich
wyplacaé w trakcie trwania inwestycji, a dopiero na koniec? Ile
w takim przypadku wyniesie stopa efektywna z tej inwestycji?

Rozwigzanie. Przy wyplacie odsetek po kazdym kwartale ich
Iaczna wysoko$é po roku wyniesie

I’(1) = [10000 - (0,03)] -4 = 1200,00j.m.,
a gdy odsetki nie bedg wyptacane dostaniemy odsetki w kwocie
I” (1) =10000- (1,03)4 — 10000 = 1255,08 j.m.

7 uwagi na to, Ze czas zycia inwestycji jest w tym przypadku réwny
1, otrzymujemy

_4[1125508 | L 5
Top = \'W 1=1,125508 — 1 = 0,125508 ~ 0,12550.

O
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1.4.3. Zadania do samodzielnego rozwigzania

1. Firma AGAT zalozyla lokate w banku na okres trzech lat w wy-
sokosci 38 000 j.m. Obecne saldo jej rachunku wynosi 45000 j.m.
Wyznaczyé przecietng stope procentowg zalozonej lokaty [3].

2. Roczna efektywna stopa procentowa wynosi r,r = 0,0855. Obliczy¢
nominalng kwartalng stope procentows.

3. Roczna efektywna stopa procentowa wynosi r,r = 0,12. Obliczy¢
nominalng miesieczng stope procentows.

4. Bank A oferuje ztozong kapitalizacje kwartalng z nominalng stopa
procentowg r,,, , = 0,36. Bank B natomiast oferuje roczng ka-
pitalizacje ciagla rg. Jaka powinna byé wysoko$¢ rocznej stopy
procentowej banku B, aby warunki kapitalizacji w obu bankach
byly réwnowazne [6]?

5. Bank A oferuje kapitalizacje prosta przy stopie nominalnej ré6wnej
4 = 0,25. Bank B oferuje pétroczng kapitalizacje ztozong oparta

Lnom 4
na nieznanej chwilowo stopie nominalnej i, ,. Wiadomo réwno-

czesdnie, ze inwestycje o jednakowym czasie zycia ¢ dajg nastepujace
rezultaty:

1. kwota K4, = 2000 j.m. zainwestowana w banku A daje na
koniec czasu trwania inwestycji kwote K4 (£) = 5500 j.m.,

2. kwota Kg zainwestowana na ten sam okres czasu daje Kg (¢) =
9Kp.

Wyznaczyé wysokos$¢ stopy 7,0p,,, [6].
6. Inwestor chce dokonaé trzech wptat do banku:

1. na poczatku pierwszego roku w wysokosci 1,
2. na poczatku drugiego roku w wysokosci 2,

3. na poczatku trzeciego roku w wysokosci 4,

jednoczesnie planujgc wyplacenie calej lokaty (zainwestowanego
kapitalu wraz z odsetkami) po dziesieciu latach.
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Gdyby inwestor wybrat bank A, oferujacy efektywna roczng stope
zwrotu ryr , to po dziesieciu latach méglby wyplacié kwote 8, gdyby
zas wybral bank B, oferujacy efektywng roczng stope zwrotu Tef >
to po dziesieciu latach mégltby wyptacié kwote 10. Ile bedzie mégt
wyplacié¢, wybierajac bank C oferujacy efektywng roczng stope
zZwrotu (refA +r,r )? [Z9. EA 15.06.02.]

efp

7. Dane sg trzy fundusze, odpowiednio Fy, Fj; oraz Fpy, oprocentowa-
ne przy efektywnej rocznej stopie zwrotu (ang. annual effective in-
terest rate) rownej odpowiednio I; = 0,111 = 0,08 oraz I;;; = 0,06.
Odsetki z kazdego z funduszy sg wyplacane na koncu kazdego roku
oraz reinwestowane w nastepujacy sposoéb:

1. odsetki z funduszu F; sg reinwestowane w funduszu Fy, a z fun-
duszu F; sa reinwestowane w funduszu Fyy;

2. odsetki z funduszu Fy7 sg reinwestowane w tym samym fun-
duszu.

W chwili poczatkowej t; = 0 do funduszu dokonywana jest wplata.
Wyznaczyé efektywng roczng stope zwrotu z inwestycji, jezeli po
dziesiecioletnim okresie inwestowania wszystkie srodki zgromadzo-
ne w poszczegblnych funduszach zostang umorzone (wyptacone).
[Z3. EA 25.01.03.]

1.5. Inflacja, realna stopa zwrotu i RRSO

Pojecie inflacji, rozumiane jako spadek wartosci pienigdza (w jego kon-
kretnym przejawie, czyli konkretnej jednostki monetarnej j.m.), moze
by¢ modelowane przy uzyciu procesu akumulacji.

Podstawowym narzedziem do ustalania inflacji jest zdefiniowany na
poczatku tego procesu tzw. koszyk dobr konsumpcyjnych. Jest to zestaw
1800 ddbr, corocznie przegladany i w razie potrzeby modyfikowany przez
specjalistéw z banku centralnego. Celowo podkreslona zostata umownosé
tego koszyka (zakladamy tu dobrg wole oséb dokonujgcych wyboru débr
wchodzgcych w sklad koszyka). Ceny débr koszyka w chwili ¢ stanowig
podstawe do wyznaczenia indeksu cenowego konsumenta (consumer price
index) CPI (t), co oznacza warto$é koszyka w chwili ¢ w jednostkach
monetarnych (j.m.). Inflacja zalezy od czasu i jesli ¢t € (¢;,t;,1) przy
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i € {1,...,t,) oraz ustalonym n € N, przez stope inflacji w okresie
(t;,t;41) — Scislej w przedziale otwartym czasu (¢;,¢;,1) — rozumieé
bedziemy przyrost wzgledny indeksu CPI w tym przedziale. Stopa inflacji
oznaczana jest jako ropy (¢;,t,11):

CPI (t;.1) — CPI(t;)
repr(ttiv1) = Lalul(t_) = (1.15)
l

Inng miarg utraty wartosci pienigdza jest realna stopa zwrotu, oznacza-
na dla ustalonego procesu akumulacji A (¢) przez r,,,; (¢). Definiujemy
ja jako
_A@®)-K

T'real @) = CPI () s
gdzie K oznacza warto$é inwestycji w chwili poczatkowej ¢;. Realna stopa
zwrotu pozwala na wyrazenie kwoty K (¢) = K (t1)A(¢;) przy i € I, zas
ie{l,...,t,}, gdziei € (1;n], przy ustalonym n € N.

(1.16)

Najwazniejszg formulg matematyczng odnoszaca si¢ do realnej stopy
zwrotu jest wzor Fishera, ktéry przy wczesniej przyjetych oznaczeniach
ma postacé
r(tiv1,ti) —repr(testy)

L+repr(tive,t)

Treal Crstiv1) =

1.5.1. Cwiczenia

1. Co to jest koszyk débr konsumpcyjnych?
Co to jest indeks cenowy konsumenta CPI?
Zdefiniowac pojecie inflacji.

Podac¢ definicje realnej stopy zwrotu.

AN S

Podaé¢ wzér Fishera (ewentualnie wzbogaci¢ odpowiedz o dowé6d
wzoru).

1.5.2. Przyktady

1. Rozpatrzmy sytuacje, gdy bank proponuje klientom roczng lokate
o oprocentowaniu stalym 8%. Wyznaczymy realng stope zwrotu
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z tej lokaty, jesli roczna stopa inflacji 7 wyniesie odpowiednio: (a)
5%, (b) 7%, (c) 10%. [4]

Rozwigzanie. Na podstawie wzoru Fishera wiemy, ze

r—aT
Treal = 1+ 7’

a stad dalej

0,08 — 0,05

Treal (@) = 1+0,05 = 2,86%,
0,08 — 0,07
Treal (b) = W = 0,0093%,
0,08 — 0,01
Treal,(c) = T0,0l = —1,82%.

Zatem realna stopa zwrotu wynosi odpowiednio: (a) 2,86%, (b)
0,93%, (c) —1,82%. O

. Bank ustalil, ze pozyczka o wartosci K = PV = 15000 j.m. ma
zostaé splacona po dwéch latach w kwocie FV = 21 000 j.m. Zalozo-
no, ze stopa inflacji bedzie stata i wyniesie 3%. Wyznaczy¢ realng
roczng stope oprocentowania pozyczki, gdy:

1. stopa inflacji bedzie zgodna z z przyjeta prognoza,

2. w pierwszym roku zycia pozyczki inflacja wyniosta 2,0%, a w na-
stepnym 1,5%.

Rozwiazanie. Dla rozpatrywanej pozyczki w chwili ¢ = 0 jest
PV = 15000, natomiast po dwéch latach kwota jej splaty wynosi
FV = 21000. Z uwagi na to, ze

FV =PV(1+rum),

dostajemy
FVv

Tnom = W_L
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co w przypadku tego zadania prowadzi do réwnosci

N ,21000_1_\E_1_
rom = \15000 5~
= 1,183215957 — 1 ~ 1,183 — 1 = 0,183 = 18,3%.

Przypomnijmy, ze zgodnie z umowg z zadania co do inflacji mamy
Fing(1) = 2% oraz Tin(2) = 1,5%, zatem inflacja w ciggu dwéch
lat wynosi

Fin = (1+0,02) (1+0,015) — 1 = 1,0353 = 0,035.

Wtedy
dwuletnia _ nom ~Tinfl _ 0,830,035 _ 0,148 _ ' .
real ~ 14r,g 140035 1,035 T

Zatem $rednioroczna realna stopa oprocentowania jest réwna
r{gﬁz”a = 0,069. Skoro juz to wiemy, to odpowiedzmy na nieza-
dane pytanie: ile wyniosla nie zalozona warto$¢ przyszla, ktéra,
jak pamietamy, wynosita FV = 21000 j.m., ale realna warto$¢

przyszla oparta na ,twardych” obliczeniach? Ot6z

FV,pq =PV - (1 + rdwuletniay = 15000j.m. - (1 + 0,143) =
=17145,
a wiec bank ,przeszacowal”(?) kwote sptaty o 3 855 j.m.! O

1.5.3. Zadania do samodzielnego rozwigzania

1. Rozpatrzmy sytuacje, w ktorej gospodarka jest wolna od inflacji,
czyli roczna jej stopa wynosi Tinfl = 0,1, rynkowa stopa procentowa
[ = 0,04, natomiast podatek od dochodéw ma stopg r,,q = 0,3.
Dysponujgc dos¢ pokazng kwotg kapitatu pozyczamy klientowi
sume 20 000 j.m. na okres dwéch lat na zakup samochodu.

Wyznaczyé:

(i) wartos$é zysku brutto od tej transakeji, w skali dwéch lat,

(ii) kwote podatku od tej kwoty,
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(iii) wielko$é oraz stope zysku netto (po optaceniu podatku).

. Pozostajgc przy tej samej transakcji, jednak w przypadku, gdy
rmg = 0,1, a nominalna rynkowa stopa procentowa jest ré6wna
[ = 0,14, wyznaczy¢:

(i) kwote zysku brutto oraz kwote naleznego podatku,

(ii) kwote zysku netto i wysoko$¢ stopy zysku netto (po opodatko-
waniu).

. W banku zalozono roczng lokate w kwocie 10 000 j.m. przy rocznej
stopie procentowej depozytéw r = 0,026. Wyznaczyé r,,,,, Oraz ..,
jak réwniez nominalng i realng wartos¢ odsetek na koniec roku
przy rocznej stopie inflacji r;,,4 = 0,02. Ustali¢ wysokos¢ realnego
przyrostu wartosci lokaty na jej koniec.
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2. Renty

Przez rente dyskretng rozumiemy cigg przeplywéw finansowych, skonczo-
ny lub nieskoniczony CF € RY, ktérego wyrazy nazywamy wyplatami
renty dokonywanymi w chwilach ¢; € N oraz takimi, ze dla dowolnego
i € N, zachodzi warunek ¢; —¢;_; = const. Dlugos¢ przedziatu czasu
At; = t; — t;_1 nosi nazwe okresu wyptaty. Z przyczyn historycznych
w przypadku rent stopa procentowa jest oznaczania przez i, a nie, jak
poprzednio, przez r.

Poza rentami dyskretnymi istniejg renty cigglte, ktérym poswiecimy
osobng cze$¢ rozdzialu, a ktérych rola w matematyce finansowej ma
znaczenie zaréwno teoretyczne, jak i praktyczne [1, 4].

2.1. Modele dyskretne

Renty dyskretne dzielg sie
I. ze wzgledu na czas trwania na

= renty pewne, czyli takie, ktérych czas trwania jest skoniczony (renta
ma skoriczong liczbe wyptat);

= renty wieczyste, czyli renty, ktérych czas trwania jest nieskonczony
(renta ma nieskoniczong liczbe wyplat).

II. ze wzgledu na moment rozpoczecia wyptat na

= natychmiast platne, gdy wyptata nastepuje natychmiast po usta-
nowieniu renty,

= odroczone, gdy znany jest czas przesuniecia pierwszej wyplaty
renty wzgledem momentu jej ustanowienia;

III. ze wzgledu na moment wyptaty na
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= renty platne z goéry, gdy wyplaty nastepujg na poczatku okresu
wyplaty;

= renty platne z dotu, gdy wyplaty nastepujg na konicu okresu wy-
platy.

Kazda z rent jest, jak zauwazamy, okreslona przez czas trwania,
moment rozpoczecia, momenty wyplaty, a takze niewspomniane jeszcze:
kapital rentowy i kwote wyplaty.

Przez kapital rentowy rozumiemy zaktualizowang na chwile ustano-
wienia renty warto$¢ wszystkich wypltat, rozumiang jako warto$¢ obecng
(w chwili ustanowienia) albo PV (present value). Z kolei ze wzgledu na
kwote wyplaty renty dzielimy na renty state oraz renty zmienne, czyli
takie, ktorych kwoty wyplat nie sg stale dla calego czasu trwania renty.

Przyjmujac umowe, ze zwigzane z rentg przeptywy finansowe CF),
oznaczaja kwoty wyplat w chwilach ¢, otrzymujemy nastepujace zalez-
nosci dla rent pewnych:

e dla renty n okresowej ptatnej z dotu

n

n k
PV=) CF,DF, =) CF, l DF(tj_l,tj)], 2.1)
k=1 =1

k=1 J=

e renty n okresowej platnej z gory
. n—1 n—1 k
PV=CFo+ ) CF}-DF,=CFo+ ) CF: IHDF(tj_l,tj)]. (2.2)
k=1 k=1 j=1

Natomiast dla rent wieczystych dostajemy
o warto$é obecng renty wieczystej platnej z dotu

00 ) k
PV=) CF,DFy=) CF: [HDF(tj_l,tj)l, (2.3)

» wartosé obecng renty wieczystej platnej z géry

o0 oo k
PV=CF, + Z CF},-DF,=CF, + Z CFk-[ DF(tj_l,tj)]. (2.4)
k=1 k=1 J=1

Warto podkreslié, ze takie rozumienie wartosci obecnej dopuszcza
zmienno$¢ zaréwno kwot wyplat, jak i czynnikéw dyskontujgcych w po-

74



szczegblnych okresach wyplat. Jest rzeczg zrozumialg, ze tak daleko
posunieta dowolnosé parametréow rent jest utrudnieniem w przypadku
rent pewnych, a w przypadku rent wieczystych — wrecz uniemozliwia
ich modelowanie.

Z tego powodu w praktyce rozwaza sie na ogét przypadki rent, dla
ktorych w ciggu catego okresu ich zycia, stopy procentowe — a co za tym
idzie réwniez czynniki dyskontujgce — sg stale, a kwoty wypltat podlegaja
jakiej$ formie regularnosci. Jesli wiec mamy do czynienia ze stalym
oprocentowaniem, to DF (¢;_1;¢;) = v = const i wtedy

k
DF}, = DF (to;t) = | | DF (t;_1,t;) = v*. (2.5)
j=1

W zwigzku z tym

o dla renty n okresowej ptatnej z dotu
n
PV, = Z CF;, - v*. (2.6)
k=1
e dla renty n okresowej platnej z géry
.e n
PV, = Z CF;, - v*—1, @2.7)
k=1
o dla renty wieczystej ptatnej z dotu
PV = Z CF,, - v*, (2.8)
k=1
o dla renty wieczystej ptatnej z géry
.. ©
PV, = Z CF,, - vk—1. (2.9)
k=1
W przypadku, kiedy kwoty wyplat sg state, czyli gdy zachodzi row-
nosé CFj, = X = const, sytuacja si¢ upraszcza. W tym przypadku uzy-

wamy juz oficjalnej symboliki aktuarialnej, pamietajac, ze czynnik dys-

kontujacy jest jednoznacznie okreslony przez stope procentowg z uwagi
na znang zalezno$é v = %H inaodwréti =1 —1:
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* ay;;; — dla wartosci obecnej renty pewnej, n okresowej, platnej
z dotu, przy plaskiej strukturze terminowej, przy stopie i w catym
okresie zycia renty;

* dy;; — dla wartosSci obecnej renty pewnej, n okresowej, platnej
z gory, przy plaskiej strukturze terminowej, przy stopie i w calym
okresie zycia renty;

*  ag); — dla wartosci obecnej renty wieczystej, platnej z dotu, przy
plaskiej strukturze terminowej, przy stopie i w calym okresie zycia
renty;

* dgy; — dla wartosci obecnej renty wieczystej, platnej z géry, przy
plaskiej strukturze terminowej, przy stopie i w calym okresie zycia
renty.

*  @x); —dlawartosci obecnej odroczonej o k okreséw wyptat, renty
wieczystej, ptatnej z dotu, przy plaskiej strukturze terminowe;j,
przy stopie i w calym okresie zycia renty;

* pdc; — dla wartosci obecnej odroczonej o & okreséw wyptat renty
wieczystej, ptatnej z gory, przy plaskiej strukturze terminowe;j,
przy stopie i w calym okresie zycia renty.

W przypadku gdy CF; = X = 1, otrzymujemy

n ) n _ 1—n
n; = 1.v = Zv’ =v3 , (2.10)
Jj=1 J=1 -V
n . n 1—n
dmi = Z 1‘01_1 = ka_l = 1 _— R (2_11)
Jj=1 Jj=1
=) . o 1
awi=21-l}]=zvj=vl_v, (2_12)
Jj=1 Jj=1
d;\i = Z ]_-Uk_l = ka_l = ]_i . (2.13)
Jj=1 Jj=0 v
k Un+1 5
k|ami=v ami=ami aml—l—v(l—v ), (2.14)
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n
.. ke o .. v k
ksl =V ami—aﬁ%i_ami——l_v(l_v ). (2.15)

Podkreslmy, ze jesli wyplaty renty sg stalte i na przyklad ré6wne
X, to warto$ci obecnej renty z takimi wyplatami, zalezg od X jako od
mnoznika. Sprawy komplikujg si¢ w przypadku wyptat o zmiennych
wysokosciach.

Poza wartoscig obecng renty mozemy zdefiniowad jej wartosé przy-
szlg, nazywang zgodnie aktuarialng tradycja future value, oznaczang
symbolem FV.

Tak jak istniejg symbole aktuarialne dla wartosci obecnych, tak tez
istniejg odpowiadajgce im symbole warto$ci przysztych:

*  S;1; —dlarenty pewnej n okresowej ptatnej z dotu,
*  d5;; —dlarenty pewnej n okresowej ptatnej z géry,

* lag; — dla renty pewnej n okresowej ptatnej z dotu, odroczone;j
0 k okreséw wyplat,

*  lds; — dla renty pewnej n okresowej platnej z géry, odroczonej
o k okres6éw wyplat,

. sm(':l ) _dla renty pewnej n letniej ptatnej z dotlu w m podokresach

w ciggu roku,

. aﬁ’? ) _ dla renty pewnej n letniej ptatnej z géry w m podokresach
w ciggu roku [1, 4].

2.2. Renta arytmetyczna i renta geometryczna

W tym rozdziale zajmujemy sie umiejetno$ciami niezbednymi do roz-
wigzywania zadan ze wstepu do matematyki finansowej. W przypadku
modeli dyskretnych sg to metody algebraiczne, a takze wybrane metody
analityczne, natomiast w odniesieniu do modeli ciggltych sg to metody
analityczne. Fakt, ze zajmujemy sie nimi w poczgtkowej czesci zbioru
zadan sugeruje, ze ich opanowanie stanowi dla rozwigzujacych zadania
wazng umiejetno$é rachunkows.
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2.2.1. Renta arytmetyczna

Niech cigg wyplat
CF{,CF,,...CF,,

renty bedzie ciggiem arytmetycznym, a dla wygody przyjmijmy, ze CF}, =
X, =k dla ke€{1,2,...,n}.

Rozpatrzmy przypadek renty ptatnej z dotu. W tym przypadku przy
wzorcowej wysokosci CF{ = 1, réznicy ciggu arytmetycznego wyplat X,
wynoszgcej 1 oraz przy stalym czynniku dyskontujacym v dostajemy

n n
PVE = (a)y; = ) Xpoh =) kot
k=1 k=1

Metoda zaburzen. Jej istotg jest wyznaczenie analitycznej badz inaczej
jawnej postaci sumy n poczgtkowych wyrazéw nieskoriczonego ciggu
liczbowego a € RN jako funkcji indeksu n. Rozpatrzmy zatem taki
cigg oraz jego sumy poczatkowych wyrazéw S,, oraz S,, 1. Bezposérednio
z definicji mamy

n
Spi1=0ap+a1+..a,_1+a,=8S,+a, =ag+ Z Qi1 (2.16)
k=0

Celem procesu zwanego metodg zaburzen jest takie przedstawienie sumy
n
Spi1= Z a,,, aby byla ona pewng liniowg funkcjg f sumy S,,, czyli by
k=0
mozliwa byla jej reprezentacja w postaci

S,+1=8,+a, =f(S,) +DHn), (2.17)

gdzie @ (n) jest jawng formulg argumentu n, zas f pewng funkcjg liniowa
argumentu S,,. Zatem ze zrozumialych powodéw zachodzi réwnosé

f(S,) =AS,, (2.18)

f nie moze by¢ funkcjg stala, to zas oznacza, ze A # 1. W tych warunkach
z (2.17) i (2.18) dostajemy zaleznos¢

1-M)S, = ®(n) —a,, (2.19)
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a stad juz otrzymujemy

_ P(n) —a,

Sp=—12 ) (2.20)

Z ostatniej zaleznosci na S,, widaé¢ dodatkowy pow6d zastrzezenia, ze
A+ 1

Dla ilustracji przedstawionej metody przeanalizujmy nastepujacy
przyklad.

Przyklad. Uzyjemy metody zaburzen do wyznaczenia jawnej postaci
sumy

n
S, = Z kvk—1, (2.21)
k=1

wyrazajgcej warto$¢ obecng renty arytmetycznej platnej z gory, ktorej
symbolem aktuarialnym jest (Id);;;.

Z definicji sumy S,, ,; wiemy, Ze jesli pierwszym wyrazem ciggu a
jest aq, to otrzymamy

n+l n

Spi1= Z kvk—1 = Z EvE=1 + (n + 1)v™,
k=1 k=1

czyli przy standardowym oznaczeniu
S,i1=S5,+ (n+1)v" (2.22)

Sume S,,, ;1 mozemy zapisa¢ takze w postaci
n+l n+l

Sur1= ) koFl=1+) kok-1L,
k=1 k=2

Dokonujgc podstawienia & := k + 1 przy jednoczesnym zachowaniu sensu
sumowania, dostajemy

n n n
S,i1 =1+ Z(k+1)vk= Zkvk+ (1+ ka) =
=1 k=1 =1

n

n
kok + Z vk,
1 k=0
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Napiszmy wyraznie:

n

n
Spi1 = kv® + Z vk,
k=1 k=0

Stad, po nietrudnej modyfikacji, dostajemy

1— vn+1 1— Un+1

n
S,i1=0 Z:kv""_1 + —=05, +

(2.23)
= 1-v

Konfrontujac réwnosci (2.22) i (2.23) oraz rugujac z nich S,, 1, otrzymu-
jemy zaleznosé

1— vn+1

S, + (n+1ov* =vS, +
1-v
Porzadkujac dalej z myslg o wyznaczeniu S,,, otrzymujemy

1— vn+1

(1 —U)Sn = —(I’L + 1)Un + ]_——U

Po nietrudnych przeksztalceniach dostajemy

_1—(n+ 1" +not!

Sh 1-0)2 5 (2.24)
a w konsekwencji
n
_ 1—(n+ 1)v" + no*tl
];kvk 1= 102 . (2.25)
(I

Metoda przesuniecia. Rozpatrzmy przypadek wyznaczania wartosci
obecnej rent arytmetycznych, z wyptatami réwnymi X, = k, przy statlej
stopie procentowej i > 0, a wiec takze stalym czynniku dyskontujgcym

1 . .
V=137 Poszukujemy:

(i) wartosci obecnej renty arytmetycznej pewnej ptatnej z dotu, z wypla-
tamiréwnymi X, = kdlak € {1,2,...,n}. Symbolem aktuarialnym
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(ii)

tej renty jest (Ia);;. Mamy wtedy

n
PV = (Ia);; = k-vk =
nli k; (2.26)

=v+202+ 303 +...(n = v 1 4+ non.

Z drugiej jednak strony

n
PV-v=v- Z vk =02 +203 + ...+ (n — DHv" + no"tl. (2.27)
k=1

Odejmujac stronami od réwnosci (2.26) ré6wno$c¢ (2.27), otrzymuje-
my
1-v)PV=>0A-v)Ua);; =

= @W+v2+0v3+ ... +0") + vt = a;; + no

co prowadzi do réwnosci

a;; + nontl

PVZ(Ia)ml: 1—0v

(2.28)

wartosci poczqtkowej renty wieczystej ptatnej z dotu majacej wyplaty
X, = kdlak € N,. Symbolem aktuarialnym tej renty jest (Ia)«;.
Mamy wtedy

PV = (a)g; = ) kovk =

hel (2.29)
=202 4+33+...(n=Dv* L 4+nv" + ...,
i dalej
PV.-v=(Ua =1V =v- k'Uk=
Ce)s ,; (2.30)

=024+ 203 +3vt+...(n—Dv* +nv*tl 4 .,
a stad po odjeciu stronami przedstawionych réwnosci mamy

1-v)PV=>0A-v)Ua);; =

=v+v?+0d 0"+ =0y = T
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Z uwagi na to
v

PV = (Ia)g‘i = m

(2.31)

Metoda analityczna. Podobnie, jak w poprzednich przypadkach, kolej-
na metoda uzyteczna przy rozwigzywaniu zadan rachunkowych stuzy
wyznaczaniu wartosci obecnej rent lub inaczej wyznaczaniu kapitatu
rentowego.

Tym razem poza umiejetno$ciami algebraicznymi wykorzystane
zostang wlasnosci ciggéw i szeregéw funkcyjnych. Nalezy pamietac, ze
postugiwanie sie tymi narzedziami zalezy od uprzedniego sprawdzenia
zalozen stojacych za wykorzystywanymi w tym procesie twierdzeniami,
zwlaszcza tym o rézniczkowaniu szeregéw funkcyjnych wyraz po wyrazie.
Podobnie jak poprzednie, réwniez metoda analityczna sluzy wyznaczaniu
wartosci obecnej rent arytmetycznych.

Dla renty arytmetycznej rosnqgcej ptatnej z géry mamy

Ji)ss=14+204+302 +403 +...= w+v2+0v3+..) =

(1Y 1 1
- (1——0) T (1-v)2 42
W przypadku renty arytmetycznej rosnqcej ptatnej z dotu, ktorej
kwoty wyptat w kolejnych latach sg kolejnymi krotno$ciami wyplaty
w pierwszym roku, mamy, ze jej obecna wartosé oznaczana przez (Ia)
Wynosi:
Ia)ss=v+ 202 +3v3 +4vt + ... =
1

=v(1+2v+3v2+...):v.d_2=

(2.32)

~ | =

1
7
2.2.2. Renta geometryczna

W tym przypadku cigg wyplat CF{,CFy, ... jest ciaggiem geometrycznym.
Tu réwniez rozpatrzymy na wstepie ciggi skoriczone, n wyrazowe, a na-
stepnie zajmiemy sie¢ ciggami nieskoniczonymi, a wlasciwie szeregami.

Przypadek renty geometrycznej pewnej, ptatnej z dotu. Jesli CF; = 1
oraz iloraz wyplat jest liczbg q € R, to CF, = 1- g*~1. Dostajemy
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wtedy przy stalym czynniku dyskontowym, ze

n n
PV = ()m=) ¢ Nh=) (¢"1)vk=
k=1 k=1

n
_ k-1 _  1—(qu)" 4
_kal(qv) _v—l—qv ,

a wiec
1- ()"

T—qv (2.33)

PV§= (Ig)m:l)

Przypadek renty geometrycznej pewnej, ptatnej z gory. Réznica w sto-
sunku do renty platnej z dolu polega jedynie na ,pézniejszym” dyskonto-
waniu, bowiem

n n
PVf = (Ig)q = Z pk—1 — Z (qk—l) k-1 —
k=1 k=1

n _ 1_ n
=CF; ) (gt = 2
k=1 q

a zatem
1— (qu)™

g (2.34)

PVy = (1&)7 =
Rozpatrujgc wieczystg rente geometryczng, zamiast skoriczonych ciggéow
geometrycznych rozpatrujemy ciggi nieskoriczone, a wartos¢ obecna jest
odpowiednig sumg szeregu geometrycznego. Jego zbieznos¢ zapewnia
jedynie iloraz z przedzialu (—1;1). W przypadku wyptat mogg wystgpic¢
tylko ilorazy dodatnie, a wiec dostajemy, ze 0 < qu < 1. Przy tym
warunku dla renty wieczystej platnej z dolu otrzymujemy zaleznosé

v

PVE = U)w1= 1= o

, (2.35)

Poniewaz wsréd symboli aktuarialnych nie ma takich, ktére odpowiadalyby warto-
Sciom obecnym rent geometrycznych, to symbole (Ig);, oraz (Ig); wprowadzamy
w tym tekscie na odpowiedzialno$é autora, podobnie jak ich odpowiedniki dla wie-
czystych rent geometrycznych.
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a dla renty wieczystej ptatnej z géry zalezno$¢ zmodyfikowang do postaci

1

PV%:o == (Ig)@= l—qv'

(2.36)

Zauwazamy z latwoscig, ze renta geometryczna daje si¢ sprowadzié¢
do przypadku renty o stalych wyplatach i zmodyfikowanym czynniku
dyskontujgcym.

2.2.3. Cwiczenia

1. Wyznaczy¢ formule na wartosé przysztg arytmetycznej n okresowe;j
renty platnej z dotu (I3);;1; przy stalej stopie procentowej (ptaskiej
strukturze terminowej).

2. Wyznaczyé formule na warto$é przyszlg wieczystej renty arytme-
tycznej ptatnej z dotu (Is); przy stalej stopie procentowe;j (pta-
skiej strukturze terminowej).

3. Wyznaczyé formule na warto$é obecng n okresowej renty aryt-
metycznej platnej z géry (Id);;; przy stalej stopie procentowej
(ptaskiej strukturze terminowej).

4. Wyznaczy¢ formule na warto$¢ obecng wieczystej renty arytmetycz-
nej platnej z gory (Id)7; przy stalej stopie procentowej (ptaskiej
strukturze terminowej).

5. Wyznaczy¢ formule na wartosé przyszlg n okresowej renty aryt-
metycznej platnej z dotu (Is);;; przy statej stopie procentowej
(ptaskiej strukturze terminowej).

6. Wyznaczyé formule na warto$é przyszlg wieczystej renty arytme-
tycznej platnej z gory (I5);1; przy stalej stopie procentowej (pla-
skiej strukturze terminowej).

7. Zakltadajgc schodkowg postaé struktury terminowej stop procento-
wych, czyli statosé czynnikéw dyskontujgcych w obrebie kazdego
okresu wyplaty X, dla k € {1,2,...,n} renty n okresowej platnej
z dotu oraz dla renty wieczystej platnej z dotu, przedstawié wartosé
czynnika dyskontujgcego dla k-tej wyplaty.
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10.
11.

12.

13.

14.

15.
16.

17.

. Zakladajgc schodkowg postac¢ struktury terminowej stop procento-

wych, czyli statos$é czynnikéw dyskontujgcych w obrebie kazdego
okresu wyplaty X, dla k € {1,2,...,n} renty n okresowej platnej
z gory oraz renty wieczystej platnej z goéry, przedstawi¢ wartosé
czynnika dyskontujgcego dla k-tej wyplaty.

. Wyznaczy¢ formule na wartosci obecng oraz przyszig n okresowej

renty geometryczne;.
Przedstawi¢ metode zaburzen oraz zakres jej stosowalnosci.

Stosujac metode zaburzen, wyznaczy¢ w jawnej postaci sume

n n n
G S, = Z kR (i) Z k20k ) (ii) Z k3pk.
k=1 k=1 k=1

Wykonaé polecenia zadan 1-6, postugujgc sie metodg zaburzen.
Pokazaé, ze
. 1 N 1
(1) axy; = e (iv) dz51; = 3’
(ii) agym) — L v) dJ‘"_l) — L
eelt im)’ colt dm)’
;(m) _ym
(iii) 1— v = ld<'n>, wi) 22 1 0
m m .
. .. b—a
Pokazag, ze jezeli a;;;=a oraz $;;=0, to d = pra

o . N T ) . )
Dowies¢, ze az1; (1 +0)% =8, 37, + a7

Dowiesé, ze jesli a;;; = p oraz (Ia);; =q, to

i=——P
(n+p—q’

Dowiesé, ze
2k |1 .
Z . =n +Sk_1 i
k-1 "kl
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18. Zbadad, czy dla n,t € N, prawdziwa jest nier6wnosé

tt+1) t—ayg;
nn+1) " n—ay;

19. Zakladajac, ze stopa procentowa oprocentowania zlozonego z dotu
jest réwna i oraz ze stopa dyskontowa oprocentowania zlozonego

z gory d sg r6wnowazne, dowiesé, ze
a2  (i-d)? 1

1-d)2  1-v gly v=17

=1-d.

2.2.4. Przyktady

1. Przez dwa lata na koniec kazdego miesigca wplacamy 200 j.m. na
rachunek oprocentowany wedlug stopy i (12) = 0,005. Wyznaczy¢
stan oszczednosci na koniec drugiego roku.

Rozwiazanie. Wplaty tworzg rente o liczbie rat n = 24. Jest to
renta pewna, platna z dotu, o jednakowej kwocie wyptat réwnej
X =200 oraz i =i12) = 0,005. Mamy wiec

24 24 _
FV =535 = Ua) 5 =200y SFO0)" =2 — 5086,392m.

= O

2. Saldo rachunku bankowego, oprocentowanego przy stopie nomi-
nalnej i kwartalnej kapitalizacji odsetek, wynosi 10 000 j.m. Jakg
kwote mozna pobierac co kwartatl z tego rachunku przez trzy lata,
jesli pierwsza wyptata nastapi dokladnie za trzy miesigce?

Rozwigzanie. Jedli przez trzy lata mamy wybieraé co kwartatl
ustalong kwote X raty renty, to w ten sposéb otrzymujemy rente
platng z dolu, o dwunastu ratach przy stopie procentowej i =
i(12) = % = 0,02. W ten sposéb

PV=X-aﬂ.
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Zatem skoro

1

0 = 122 1 1 - To ™ _
121 =~ (1+0,02)t 1-1,02 11— Tr0.03
_1-(102)712 _
= 508 = 10,57534 ~ 10,5753,
to 10000

. Renta wieczysta wyptaca jedng j.m. na koniec pierwszego roku,
dwie na koniec drugiego roku i trzy na koniec trzeciego, zwiekszajac
sie co roku o jeden. Ktére z nastepujacych wyrazen przedstawia
obecng wartos¢ renty?

1-—

(i) %2 (i) d—2d, (iii) % +e9?

Rozwiazanie. Poniewaz mamy

Sw1= ) =v+ 202 + 303 + 40t + ... =

1 11

— 2 S

=v(l+20+3ve+..)=v 7 g

oraz I
sw=%=1+2v+3v2+...=(1d)m=

1y 1 1
— 2 3 [ — -
_(U+l) +v +) —(1_0) _(1—U)2_d2’

to odejmujac stronami, dostaniemy:

s 1
E—s@=s@(——l):l+v+v2+...=

i v
_ 1 _ 1 1+
1-v 1_1+ri i

Zatem s = 1:i,awiqcs@= li—;—i. O
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4. Znalezé warto$¢ obecng ciggu ptatnosci X, gdy stopa procentowa
jest stale réwna i = 0,05, za§ wyraz og6élny ciggu ma postac

x. [ #@0—k), dla ke{12,..,20},
R~ o, dla ke {21,22,..}.

Rozwigzanie. Mamy:

20
A5 = Z k(20 — k)vk =
k=1

=1(20—1)v+2(20—2)v2 +... +19(20—19)v12 + 20(20 — 20) v29.

Ale réwniez:

a
%m = 1(20—1)+2(20—2)v+...+19(20—19)v 18 +20 (20— 20)v19.

Poza tym jest:
k(20 —-Fk) —(R—1)[20— (k—1)] =21 — 2.

W konsekwencji mozemy zapisaé:

%20 = 194 ) (21— 2k + 1)k =
— -~ Qgg = Ggp) i = +};[ -2k + D" =

19
- k _
=19+ ) (19— 2k)v* = 19 + 19a55) — 2055 - O,

k=1
Stad
19 + 19&@ - 2&@@@
U5q) = - =~ 836,
, a4y — no™
gdzie A55019] = — 7 O

5. Wyznaczyé obecng wartos$¢ platnosci dokonywanych na koniec kaz-

dego roku przez trzydziesci lat, jezeli wysoko$é platnosci w roku ¢

k(k+1)

jest réwna X3q_;, gdzie X;, = . Do obliczen przyjmujemy

techniczng stope procentowa réwnag i = 0,05.

88



Rozwiazanie. Dla wygody przyjmijmy oznaczenie: agg) = %I ,
gdzie

I=30(30+1)v+29(29 + Dv? + ... + 1(1 + 1)v30.
Stad natychmiast

I=30(30+1)v2+29(29 + )v3 +...+ 1(1 + 1)v3L.
I ponownie dla wygody mamy:

Iv—-I=1ww-1) =2 -v2+2-290v3+...4+42-2030+2 . 1131 -30 - 31v,

gdzie jesli
300 + 2902 + ... + 1v30 = Ay,
to
Aw—-1) =v2 +0v3 +...v30 + 31 — 300.
Wtedy otrzymujemy
Ao v(aﬁ —30)
v—1 )

To daje wynik

202 (a5~ — 30)
30] —30-31p

v—1 ~ 3450. O
v—1

A=

DNO| =

. Renta wieczysta wyplaca raty na konicu kazdego roku. W latach nie-
parzystych pierwsza rata wynosi dwa, a kazda nastepna jest o trzy
wigksza od poprzedniej, natomiast w latach parzystych pierwsza
rata wynosi trzy, a kazda nastepna jest o dwa wigksza od poprzed-
niej. Ile wynosi obecna wartos¢ tej renty, jezeli stopa procentowa
jest rowna i = 0,05?

Rozwigzanie.
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(I. sposéb) Bez zbednych komentarzy wprost z tre$ci zadania
mamy

PV = (202 +5034+8v%+...) + (Bv2+ 504 +Tvb +...) =
S Sy

o0

=Y @E-Du+ ) @2+ Dok,
k=1 k=1

Mamy, ze

Si = Z 3kv2k-1 =y Z (3k — 1)v2*-1) =
k=1 k=1

= 3v Z E@2)k—1 _y Z (v2)k-1 =
k=1 k=1

=3v Z [(UZ)k],— ! Z(UZ)k = =
k=1 k=1 v=+Ju
AT P ST G B
u 1—-u vul—u
k=1 k=1
l—-u+u Ju 3vVu Vu
“A-w? 1-u d-w? 1-u
— 2 3
=‘/53 1+u 2+u 24 v° v+ 2

1-wz Ma-wz "ad-unz” a-w?

Napiszmy z ulga, ze
¥+ 2
17 a -2

Obliczmy teraz sume Sy. Mamy

Sy = i (2k + Dok = i 2kv2k 4 i v2k =
k=1 k=1 k=1

o0 (o] 2
= 202 Z k (vz)k_1 + Z v2k =
k=1 k=1

u:=v
v=Ju
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’

=2u(Zuk) +A;uk=2u(lzu) +1Zu=

k=1
=2ul—u+u_|_ u =2u+u(1—u)=u(3—u)=
1-uw)? 1-u (1-u)? (1-u)?

_ 3u — u? 302 — vt

S (1-w)?Z  (1-v2)2

W takim razie

2 _ 4
gy = V=V
(1- v2)2
a w konsekwencji
S=8,+8 =lﬁ+2v-r&ﬂ_v4='w4+v&+&ﬂ+2v
1 2 (1 —0v2)2 (1-10v2)2 (1—02)2

Przy stopie procentowej i = 0,05 mamy, ze

1 1
1+i 1,05

v = =~ 0,952 381,
a wtedy S = 540. O

(I1. sposob) Taka rente mozemy podzielié¢ na dwie ,podrenty”.
Zajmijmy sie nimi po kolei.

Renta ptatna w latach nieparzystych. Dla tej renty jej k-ta wyplata
ma postacé
X, =2+ (*-1)-3,

a wiec jej wartosé obecna to

PV,, =Y X 0% 1= Y 12+ (k-1)-3] (12)" 7 =
k=1 k=1
=l22(2'02k + 3k - v2k —3-v2k) =
=

=i2(i3k'v2k—iv2k) =
vt =t k=1
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12 (3 Zk- (2)k — Z(v2)k) - % (3
k=1 k=1

ik-vk— iv’*’
k=1

k=1

),

gdzie U = v2. Nastepnie, korzystajgc ze znanych juz formul, otrzy-

mujemy
=2 = 2
_ v
Z Uk = — 5 = 1 — v2
k=1
oraz
) . n . 7 2
k-7° = lim k-0 = = ,
}; n—>ook;1 (1_5)2 (1_02)2
a poniewaz v2 = 0,906, to mamy
iﬁ = 1 ~ 10,64
2 _02 1-0,906 0%
stad za$
1 v2 v2
np = 3 ( (1—02)2 1—v2)
=3- 1 - 1 =3-(10,64)2 — 10,64 = 328,99
T (1-v2)2 1-02 ’ S

Renta platna w latach parzystych

i wtedy

FV, = ix,;'
k=1

=v Z B+ (k-12]- (2)* =0

+2Zk )

(L

X! =3+ (k—1)2

(vz)k 1oy ZX” (v

(1+2k) - (v2)* " =

k=1
1 U U
- 2 =
v ( 5" (1—6)2)
1)2 U2
—p2 (1_v2)2)_
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=1,05- (0,906 - 10,64 + 2 - 0,906 - (10,64)2) = 225,51.
Ostatecznie mamy
PV =PV, , + PV, ~ 328,99 + 225,51 = 554,50. 0

. Pracownik rozwaza metode zabezpieczenia swoich finanséw na mo-
ment przejScia na emeryture, co nastgpi za dziesieé lat. Zakladajac,
ze moze on z biezgcych dochodéw odlozyé na poczatku kazdego mie-
sigca tysigc zlotych i ze nominalna stopa oprocentowania lokat
ma by¢ réwna i = 0,05, to czy ze zgromadzonych pieniedzy moze
on liczy¢ na kwote dwunastu tysiecy wyptacanych na poczatku
kazdego roku, sposréd pietnastu, jakie emeryt zamierza przezy¢
od chwili uzyskania §wiadczen?

Rozwigzanie. Skoro do momentu przej$cia na emeryture czeka
pracownika jeszcze dekada, to jego regularne wplaty w kwocie 1 000
j-m. dokonywane na poczgtku miesigca stanowig dziesigecioletnig
rente ptatng z goéry, pamietajgc, ze stopa nominalna lokat jest
réwna i = 0,05. Tu warto zauwazy¢ rzecz oczywista, ze wplata
W pierwszym miesigcu bedzie oprocentowana na % - 0,05, druga
na % - 0,05, a ostatnia na 1—12 - 0,05, dlatego tez wygodniej nam
bedzie ustali¢ wysokos¢ rocznej wptaty wraz z oprocentowaniem.
Oznaczajac jg przez W, mamy

12 11
W = 1000 - (1+E'0’05) +1000- (1+E'0’05) ¥
+1000- (1+i-005) -
0,05 =
— 12000+ 2+ 11 +1é..+2+ 1 50= 12000+%-50= 12325,

Tym samym wplaty na lokate mozna uznac za rente platng z géry
o warto$ci przyszilej W = 12325, ale rente 9-letnig, bo pierwsza
taka kwota zostanie zgromadzona po uptywie roku, a ostatnia po
uplywie kolejnych 9 lat. A wiec warto$é przyszla, za dziesieé lat
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FV, wyniesie

1-1,05°
FV = W-a%’% =12825-1- 57— o¢ 05 =
= 12000-L9_1 =12000-20- (1,05° — 1) =
- 0,06 ’ -

= 240000 - (1,551328216 — 1)240000 - 0,551328216 =
= 132 318,7718.

Wszystko, co otrzyma emeryt, da sie zaktualizowaé na chwile ¢ =
10, czyli na moment przejscia na emeryture. Mamy wiec nowg rente
platng z gory przez pietnascie lat, przy tej samej stopie procentowej,
bo kapital, jaki zostal zgromadzony, bedzie tez ,obrastal odsetkami”
przy stopie i = 0,05. Zaktualizowang sume wyplat oznaczmy przez
PV4o. Mamy wtedy

15 15
1 1
1- (1,05) 1- 1,05)
1,05 1,05

1
1,05

= 12000 -21-0,518982901 = 132 318,7718.

15
— 12000-21- [1— ( ) ] = 12000-21- (1—0,481017098) =

Odpowiedz na postawione w zadaniu pytanie jest twierdzaca, po-
niewaz

FVio—PVyio=132318,7718 — 132 318,7718 = 1535,08052.

Gdyby jednak zapobiegliwy przyszly emeryt mial pecha i przezyl
na emeryturze wiecej, niz pietnascie lat, to po uplywie tego czasu
nie moglby juz liczy¢ na dodatkowe pienigdze. O

. Wyznaczy¢ wartos$¢ obecng renty wieczystej, ptatnej z dotu i wypla-
cajacej w roku k rate w wysokosci %, gdzie k € N, jezeli obowigzuje
plaska struktura stép terminowych, a stopa procentowa wynosi
i = 0,05.
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Rozwigzanie. Tradycyjnie niech PV oznacza warto$¢ obecng renty.
Skoro dana jest stopa procentowa i = 0,05, to przedstawmy wartos¢
obecng renty jako funkcje argumentu i. Zatem

PV (i) = i
k=1

Nie dysponujemy zalezno$cig, ktéra pozwalataby na zwarty zapis
ostatniej formuly, jednak traktujac prawg jej strone jako sume
szeregu potegowego, mozemy skorzystac z twierdzenia o rézniczko-

c(1+i0)7%.

| =

walnosci takiego szeregu ,wyraz po wyrazie”. Na wstepie obliczmy
pochodng PV (i).

= 1 1
PV’ (i) = — 1+4+4) k1=
Vo k;( +0) [(1+i)2+(1+i)3+ ]

Otrzymana suma szeregu geometrycznego ma iloraz %ﬂ < 1,

a wiec spelniony jest warunek jego zbiezno$ci. Dostajemy zgod-
nie z nim

1
o @+nZ -1
BV =="—""=71+0
T+i

Teraz mozemy si¢ powota¢ na twierdzenie o caltkowalnosci szeregu
potegowego ,wyraz po wyrazie”, co daje nam réwnos¢

. 1 . 1 1y .

143

=1In|l1+i| —Inli =ln‘

Dla i = 0,05 dostajemy

1+ 0,05
0,05

i to jest odpowiedZ na postawione w zadaniu pytanie. O

PV (0,05) = ln| —1n21 = 3,045
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2.2.5. Zadania do samodzielnego rozwigzania

1. Renta 5-letnia ptacgca z dotu raty roczne w stalej wysokosci X, =
5000 j.m. ma warto$¢ obecng PV = 16 375,10. Wyznaczy¢ wartos¢
stopy procentowej, przy ktérej wartos$¢ ta zostala osiggnieta [2].

2. Rozpatrzmy dwie renty pewne, 12-okresowe, placgce raty w wy-
sokosci X;, = 100 j.m. kazda, przy okresowej stopie procentowej
wynoszgcej i = 0,095, przy czym jedna z nich raty ptaci z gory,
a druga z dotu. Przy jakiej wartosci stopy procentowej zachodzitaby
réwnosé¢ |PV, — PVy| = 0,8 - X, [2]?

3. Rozpatrzmy rente 12-miesieczng ptatng z dotu, ktérej kwoty wyptat
opisuje nastepujacy warunek:

100 jm., dla %k €{1,2,3,4,5},
X, =4 200 j.m., dla k€{6,7,8,9},
150 jm., dla % €{10,11,12}.
Wiedzac, ze w czasie zycia renty obowigzuje nominalna stopa pro-
centowa i = 0,12 oraz kapitalizacja miesieczna, obliczy¢ dla tej
renty warto$ci obecng PV oraz warto$é przyszig F'V.

4. Dane sg dwie renty wieczyste. Pierwsza z nich w roku 2 € N
(k—12+1
2k—1. (k- 1)!
natomiast druga wyplaca rate na koncu roku w wysokosci Y, =
k(k + 2). Ile wynosi suma warto$ci obecnych tych rent, jezeli stopa
procentowa jest réwna i = 0,045? [Z2.EA 04.04.11.]

wyplaca rate w wysokosci X, = na poczgtku roku,

5. Renta wieczysta ptatna z dotu wyptaca w k-tym okresie kwote
w wysokosci X = 1+ % + % + ..+ %, dla £ € N,. Wiedzgc, ze
w czasie zycia renty stopa procentowa wynosi i = 0,05 i jest stala,
wyznaczyé PV — warto$¢ obecng renty [Z2.EA 14.05.07.]

6. Renta 20-letnia, ptatna z dotu, wyptaca w k-tym okresie kwote

2120 j-m. Wiedzgc, ze w czasie trwania renty
stopa procentowa jest stata oraz réwna i = 0,05, obliczy¢ wartosc
obecng renty. [Z6. EA 05.06.06.]

w wysokosci X, =
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10.

11.

12.

13.

. Obliczy¢ warto$¢ przyszig 15-miesiecznej renty o stalej wysokosci

wyplat kwartalnych, wiedzac, ze kwoty wyplat rosng w kolejnych
kwartatach o 4%. Pierwsza rata renty wynosi 150, a miesieczna
stopa procentowa jest réwna 2%. [Z9.EA 17.06.00.]

. Wyznaczyé wartosé obecng ptatnosci dokonywanych na koncu kaz-

dego roku przez okres 25 lat, wiedzac, ze wysoko$¢ ptatnosci w roku
k wynosi X, = k(26 —k) dlak € {1,2,...,25}. Przyjaé efektywng
roczng stopg i,r = 5,00%. [Z8. EA11.10.03.]

. Renta wieczysta ptaci na koniec roku o numerze 2 € N_ kwote

X, = . Efektywna roczna stopa dyskontowa jest zmienna,

_k
k+1

przy czym w roku k2 wynosi ona

A _]T_ T i, gdzie stale i = 0,08.
Wyznaczyé wartosc obecng tej renty. [Z8.EA 09.10.06.]

Renta wieczysta platna z dotu w roku o numerze £ € N | placi rate

1
X, = ——
T R(E+1)
N, . Ile co najmniej powinno wynosi¢ n, aby suma wartosci obecnych

. Rozpatrzmy n takich identycznych rent, gdzie n €

rent byta dwukrotnie wyzsza od wartosci obecnej renty wieczystej
ptatnej z dotu wyptacajacej kwote Y, = %, jesli obowigzuje staty
czynnik czynnik dyskontujacy v = 0,9? [Z3.EA 05.10.09.]

Warto$¢ obecng renty wieczystej ptatnej z dotu wyraza zalezno$é

PV = W, przy v generowanym przez obowigzujgcg w czasie
-V
zycia renty stope procentowa i. Jaka jest wyplata X7, jeslii = 0,05?

[Z8.EA 30.11.09.]

Renta wieczysta ptatna z dotu wyptaca w k-tym roku jej zycia
kwote w wysokosci X, =k, dla £ € N . Zakladajac, ze struktura
terminowa stop procentowych jest plaska w calym czasie zycia
renty oraz v = 0,49, obliczy¢ warto$é obecng renty.

[Z2.EA 31.05.10.]

Renta wieczysta ptatna z géry wyplaca raty X, na poczatku kazde-
go nieparzystego roku k. Wysokos¢ raty wyptacanej na poczatku
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roku 2n — 1, gdzie n € N, wynosi:

1
Xn = n+1)(n+2) .37

Obliczyé¢ warto$é PV tej renty na poczatku pierwszego roku, jezeli
stopa oprocentowania wynosi i = 0,045. [Z10.EA 20.06.11.]

14. Renta wieczysta wyplaca raty na poczatku kazdego nieparzystego
roku. Wysoko$¢ raty wyplacanej na poczagtku roku o numerze 2n+1,
gdzie n € N, jest réwna

C2n+1)@n+3)
Xopt1 = o :

Wyznaczyé formule wyrazajgcag warto$é obecng PV tej renty na
poczatku pierwszego roku, jezeli czynnik dyskontujgcy jest stale
réwny v. [Z2.EA 03.10.11.]

15. Renta wieczysta wyptaca raty na koncu kazdego parzystego roku.
Kwota raty wyptacanej na konicu roku 2n, gdzie n € N, wynosi:

_ n(2n—1)

Przyjmijmy, ze PV (v) oznacza warto$é obecng tej renty obliczo-
ng przy wartosci czynnika dyskontujgcego réwnej v. Wyznaczy¢
pochodng funkcji PV (v). [Z10.EA 15.06.15.]

16. Wyznaczyé wartos¢ obecng renty wieczystej platnej z dotu i wypla-
cajacej w roku k rate w wysokosci X;, = %, gdzie k € N, jezeli
obowigzuje ptaska struktura stép terminowych, a stopa procentowa
wynosi i = 0,05. [Z8.EA 05.12.05.]

2.3. Renty — modele ciagte

Dotychczas traktowaliSmy renty jako funkcje argumentu dyskretnego,
a wiec albo jako elementy zbioru ]R{il’z"“’"}, czyli renty pewne, albo
elementy zbioru RT*, czyli ciggi nieskoriczone — renty wieczyste. Jako
ze na etapie omawiania koncowej fazy procesu akumulacji dokonali§my
przejscia z liczbg przeplywoéw finansowych od przypadkéw skonczonych,
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poprzez nieskonczenie przeliczalne, do przypadkéw nieprzeliczalnych,
co oznacza w istocie modele ciggte.

Rozpatrujgc rente pewna n okresowa, o czasie zycia [0;T], taka, ze
wszystkie przeptywy wyplaty CF; sg réwne 1 j.m., zauwazamy, ze przy
stalej stopie procentowej i > 0 funkcja akumulacji cigglej A, : [0;T] —

R jest graniczng postacig przy n — +oo, funkcji akumulacji zlozonej
A, :[0;T] - R i ma posta¢

t

N
At = i aco = Jim [ (14 1)) -

it

= lim l(1+l)Ll =e't,

Przyjmujemy woéwczas, ze § ¥ 1n (1+1), co daje mozliwo§¢ nadania
funkcji akumulacji nowej postaci, a bardziej precyzyjnie: funkcji akumu-
lacji ciaglej jako funkcji zadanej réwnoscig

A, (t) =%, dla ¢ e [0;+0).

Niezmienno$¢ w czasie stopy zwrotu, algebraicznie wyrazona réwnoscig
0 = 8(t) = const w przypadku szczegélnym stopy procentowej, prowadzi
do modelu cigglego akumulacji. W literaturze wielko§é 6 nazywana
jest intensywnosciq oprocentowania, zas w sytuacji, w ktérej O nie jest
stalg funkcjg czasu, funkcje ¢ — 6 () nazywamy zwykle chwilowg stopg
procentowq.

2.3.1. Symbolika aktuarialna dla modeli ciagtych

1. Jednostka kapitalu ptatna réwnomiernie, czyli gdy o (¢) = 1 w cig-
gu roku przez T lat.

Jest to zatem forma renty pewnej, renty cigglej, gdy ¢ € [0;T].
Symbol aktuarialny wartos$ci obecnej takiej renty to a7, a wiee
mamy

PV = f o(t)-e=Otdt = — _(St‘ = (l—e—‘s’f) (2.37)
[0;T]
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Wartosé przyszla takiej renty ma nastepujgce symbol i formule:

_ stg_ Losl _1 (s
FV = f o(t)-e tdt—geto—g(et—l). (2.38)

[0;T]

Dla renty cigglej z jednostka ptatng réwnomiernie w ciggu roku
przez T lat mamy zatem:

* @) — wartos¢ obecna renty cigglej przy ¢(t) = 1oraz ¢ €
[0;T].

* 55— wartos¢ przyszia renty cigglej przy ¢(t) = 1l orazt €
[0;T].

. Jednostka kapitatu ptatna réwnomiernie, czyli gdy ¢(¢) = 1 w cig-
gu roku, ale wieczyscie.

Jest to zatem forma renty pewnej, ale ciggltej, w ktorej t € [0;T'].
Symbol aktuarialny wartos$ci obecnej takiej renty to a7, a wiee
mamy

T
—_ . —8t — _1 1 _St =
PV —f o(t) e %%t = 5 Thm (e |0)

[0;F00) (2.39)

Lo (AL )L
TS\ 5T T 5 0) T

7 tatwoscig zauwazamy, ze wartosé przyszta takiej renty jest rowna

1 r
FV=f o) cedtdt = nglm (e‘gt‘ ) =

| [0 1"+°° 0
— ETl_i)I}_loo (65.T_68.0) — g (00 — 1) = +oo.

A zatem dla renty cigglej z jednostkg ptatng ré6wnomiernie w ciggu
roku wieczy$cie mamy, ze

* @y — wartosé obecna renty cigglej przy ¢o(¢) = lorazt €
[0; +00) jest odwrotnoscig intensywnosci oprocentowania, czy-

li %

o
* 55— wartos¢ przyszla renty cigglej, przy o(¢) = lorazt €
[0; o0) jest nieograniczona.
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3. Renty zmienne ptatne w sposéb ciggly.

Majgc na wzgledzie fakt, ze funkcja ¢ : [0;T] — R, jest ciggla, ale
nie jest okreslona jawnie, wymagamy od niej, by byta rosngca. W tej
sytuacji mozemy jedynie oméwié przyklad funkcji intensywnosci
przeplywoéw. Przyjmijmy, ze ¢ (¢) = t, do tego zal6zmy, ze T € N .
Wtedy warto$é obecna tak okreslonej renty cigglej jest wowczas
réwna

T tvt 1 T

PV = [ wtdt= [ t'dt= [1— —fl—vtdt] =

[0:T] % nv nv o

T —oT T G- —TvT

= L [wt— [vtar]” =1z T Imm P

Inv 0 62 ) 0

Zatem dla renty cigglej z rosngcg funkcjg przeptywéw postaci

o(t) =torazdlat € [0;T] mamy

. (Ia)ﬂ — wartos¢ obecna renty ciagglej przy ¢(t) =t orazt €
[0;T].

* 55— wartosé przyszla renty cigglej przy o(f) = lorazt €
[0; o0) jest nieograniczona.

Co do zasady, gdy funkcja intensywnosci (gestosci) przeplywow
finansowych ¢ : [0; T'] — R nie jest formalnie okreslona, to wartos¢
obecna takiej renty jest rowna

PV = fOT @ (HHvtdt,

gdy stopa procentowa i w czasie zycia renty jest stala, przez co

czynnik dyskontujacy jest réwniez staly, przy czym v = L

a intensywno$é oprocentowania 0 (t) = 6 = In (1 + i) nie zalezy
od czasu. Jesli natomiast 0 zalezy od czasu ¢, to dostajemy

¢
T —[ 8(s)ds
PV = fo o(t)e © dt.
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2.3.2. Cwiczenia

1. Dla przypadku funkcji akumulacji cigglej, funkcji intensywnosci
oprocentowania & oraz ciggltej funkcji gestosci ptatnosci o tak okre-
$lonych w przedziale czasu [0;T1], ze

0(t) = & = const oraz 0(t) = ¢ = const,

wyznaczy¢ wartosé obecng PV strumienia ptatnosci, jesli zachodzi
warunek 7' = 1. Co jest warunkiem koniecznym istnienia PV?

2. Wyznaczy¢ warto$¢ obecng PV renty cigglej o intensywnosci wyptat
o (t) = 1 oraz stalej funkcji natezenia oprocentowania S@) =0 =
const w przedziale [0; +0).

3. Jaka jest wartosé obecna ciaglej renty pewnej @;;; o intensywno$ci
oprocentowania réwnej 6 (¢) = & oraz gestosci platnosci o(t) =17

4. Jaka jest wartos$¢ obecna wieczystej renty ciaglej @ o intensyw-
nosci oprocentowania réwnej 6(t) = 0 oraz gestosci platnosci
o(t) =1?

2.3.3. Przyktady

1. Dane sg renty ciggle, w ktorych platnosé¢ w chwili ¢ jest réwna
o(t) = t, a natezenie oprocentowania zalezy od dtugosci okresu
wyplaty i wynosi & = % Wyznaczyé, ile razy warto$é obecna renty
wyplacanej przez trzy lata jest wieksza od wartosci obecnej renty
wyplacanej przez dwa lata.

Rozwigzanie. Rozpocznijmy od faktu:

¢
PV (@) = f Q(s)e_gsds.
0
W naszym przypadku

n n 1
PV(n) = f g(t)e‘atdt = f te~nldt.
0 0

Dla uproszczenia rachunkéw obliczmy catke nieoznaczong
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R ft)=t g =ent
f te~nwldt = =
0

£ty =1 g(t) =—ne"
= —nte~wt +n fe_%tdt = —nte~#t — p2e~wt + C.
Z kolei na mocy twierdzenia Newtona-Leibniza mozemy policzyé
PV (n) i mamy:

PV (n) = fte_%tdt = [—nte_’ltt - n2e—%t]z =

2
= —n?te 1 —n2te=1 + n2 = n2 (1 — E) .

Stad

Zatem A = 2,25. O

. Inwestor rozwaza nabycie 10-letniej renty pewnej cigglej, natych-
miast platnej, o intensywnosci wyplat okreslonej przez réwnosé
o(t) = t2. Wiadomo, ze w calym rozpatrywanym okresie inten-
sywnos$¢ oprocentowania jest stala i wynosi 67 = 7%. O ile mniej
zaplacitby inwestor, gdyby zrezygnowat z otrzymywania platnosci
w ostatnim, 5-letnim okresie wyplaty, a intensywnos$é oprocento-
wania zostalaby podwyzszona i wynosiltaby §5 = 10,00%? Cena
renty w kazdym rozpatrywanym przypadku jest réwna jej obecne;j
wartosci.

Rozwigzanie. Mamy
n
PV(n,0) = [ o(t)e~%dt,
0

a uwzgledniajgc postaci intensywno$ci wypltat oraz intensywnosci
oprocentowania wystepujace w tresci zadania, dostajemy

n
PV(n,d) = f t2e=Otdy.
0
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Wyznaczymy teraz funkcje pierwotng. Mamy

f@) =2, g't)=e%
ftze—&dt= =
Fr@) =2t g(t) = =te

_ @) =t git) =e %
= %t%—& + % [ te=0tdt = =
fi) =1, g1() = e o

-1 2 /-1, _ 1, _
=F+§(7te 3t+§fe Stdt) =

__12—8t 2. 5 2 — ot —Bt 1 2 2
—7t e —yte ge +C— (8+ 32 83)+C

W rezultacie, na mocy twierdzenia Newtona-Leibniza, mamy

[ (o 2]

1 2 2 2
—e‘”‘s( n?+ =n+ = ) + =
) 52" 83 03
Jesli przez A oznaczymy kwote, ktérg inwestor zaoszczedzi przy

rezygnacji z czesci okresu wyplat, ale przy podwyzszeniu intensyw-
nosci oprocentowania, to dostajemy

A =PV (20;0,07) — PV (15;0,1) =

14 ( 400 40 2 ) 2

0,07 T 0,0049 T 0,000343 ) T 0,000843 "

225 30 2 2
-1,5 _ -
te ( 01 001" 0,001) 0001 ~ 289

Zatem przyjmujemy A =~ 589. O

. Kapitat w kwocie 1 j.m. zostal zainwestowany w funduszu oprocen-
towanym w spos6b ciggly, z roczng intensywno$cig oprocentowania
w n-tym roku réwng 07 (n) = An. Znalezé wszystkie wartosci A,
przy ktorych odsetki zakumulowane na koniec pigtego roku wystar-
czg na zakup pietnastoletniej renty cigglej o rocznej intensywnosci
wplat w chwili £ réwnej ¢(¢) = 5A oraz rocznej intensywnos$ci
oprocentowania 0y () = A
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Rozwigzanie. Zacznijmy od ré6wnania wartosci. Mamy
20
1 ) B
5

20
BA _ 1 — Aty 2
e —1-! 5le~Atdt =51 (—Xe ¢

_ 1 201, 1 —5/1)

=51 ( e + 1°
i dalej

1 1
54
ot 1-5(k- L),
eBA 201
Po pomnozeniu stronami przez e202 dostajemy ré6wnanie
920/1 (e5}t _ 1) =5 (615/l _ 1),

a po uporzgdkowaniu

(€54 — 1) [e204 —5 (104 + €51 +1)] = 0.

(i) e’ —1=0 lub (i) €204 —5(el0 451 +1) =0.

Z réwnania (i) latwo dostajemy, ze 51 = 0, czyli A = 0. Poniewaz
intensywno$é oprocentowania 0 (¢) = At i ré6wnoczesnie t € [5;20],
to intensywnos¢ oprocentowania dla kazdego ¢t musi spetniaé¢ wa-
runek 0 < §(¢) < 2. W takim przypadku mamy, ze 201 < 2, czyli
A< 1—10. To dla nas wazna informacja, bowiem mamy ograniczenie
na u = e postaci u € (1;1,65), co po dokonaniu podstawienia
prowadzi do réwnosci

ut—5wWw?2+u+1) =0.

W celu oceny istnienia pierwiastkéw tego réwnania wielomiano-
wego wprowadzmy funkcje pomocniczg f okreslong w przedziale
u € (1;1,65) i majacg wzoér

fw) =u*-5@?+u+1).
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Jej pochodna ma postaé
f/(u) = 4u — 10u — 5,
a nieznacznie jg przeksztalcajgc, dostajemy

() = du (u2 - g) _5 uwe (1:165).

Na dziedzinie funkcji f” funkcja u — 4u (u2 — g) jest rosngca i do
tego przyjmuje wartosci ujemne, co oznacza, ze réwniez f’ (1) < 0.
Zatem f jest malejgca w dziedzinie, a ponadto

ue(llr;llf,65)f(u) =14,

co gwarantuje nieistnienie pierwiastkéw w dziedzinie. Skoro tak,
to dostajemy posrednio, ze rownanie (ii) nie ma rozwigzania. Wa-
runki zadania sg spelnione tylko przy A = 0. O

2.3.4. Zadania do samodzielnego rozwigzania

1. Rozpatrzmy dwie renty. Pierwszg arytmetyczng, n-letnia, z dotu,
natychmiast ptatng, o ratach w wysokosci

X, = 1000 + (¢ —1) - 500,

dlat € {1,2,...,n}, ktorych suma wynosi 332 500. Drugg, réwniez
natychmiast platna, ale cigglg, o czasie trwanian identycznym jak
w przypadku renty poprzedniej o intensywnosci wyptat o (¢) = A-¢.
Wartoéé obecna obydwu rent jest identyczna. Przy zalozeniach, ze:

= struktura terminowa jest ptaska oraz v = 0,9;

= intensywno$¢ jej wyplat opisuje formuta

0, dla ¢ € [0;5],
0+ (t) =
Fa+2)-t, dla te (5;n];

nalezy obliczyé wartosé obecng drugiej renty. [Z10. EA 12.10.02.]
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. Natezenie oprocentowania w chwili ¢t wynosi 8(¢) = kt3, zas§ K
jest wartoscig obecng sze$cioletniej renty cigglej o intensywnosci
wyplat o(¢) = mt3. Wyznaczyé wartosé K. [Z5.EA 15.01.00.]

. Dane sg renty cigglte, w przypadku ktérych intensywnosé ptatnosci
w chwili ¢ wynosi ¢(#) = ¢, natomiast natezenie oprocentowania
0 zalezne jest od okresu wyplacania renty n i wynosi 0 (¢) = %t.
Wyznaczyé, ile razy obecna warto$é renty wyplacanej przez okres
trzech lat jest wieksza od wartosci obecnej renty wyplacanej przez
dwa lata. [Z4. EA17.06.00.]

. Ile wynosi na koniec drugiego roku wartos¢ renty, w przypadku
ktorej kwota w wysokosci 1 j.m. wyplacana jest na poczatku kazde-
go roku przez 10 lat, natomiast oprocentowanie w roku ¢ wynosi

i(t) = 5i+t [Z3.EA 24.03.01.]

. Niech K (¢) oznacza stan §rodkéw w funduszu, w ktérym natezenie
oprocentowania opisuje zaleznosé 0 (¢) = mt2 + nt + k. W chwili
t = 0 do funduszu wptyneta kwota 1 j.m. Wiedzac, ze:

60’004, gdy t = 1’
K1) ={ %42 gody t=3,
el60  ody t=5,

wyznaczy¢ K (7). [Z10.EA 17.05.03.]

. Stopa procentowa i jest roczng efektywng stopa oprocentowania
réwnowazng intensywnosci oprocentowania, ktérg opisuje naste-
pujaca zaleznos¢

294603 +1)
16 +¢4 + 12124+ 8’

O(t) gdy te[0;1].

W chwili ¢ = 0 kwoty w wysokosci 1 j.m. zostajg wplacone do
funduszy A oraz B, w ktérych obowigzujg modele ciggle akumulacji,
przy czym

= w funduszu A jest to funkcja akumulacji proste;j,

= w funduszu B funkcja akumulacji z intensywnoscig oprocen-
towania 0.

107



Wyznaczyé chwile ¢, w ktorej funkcja K (¢) = K4 (t) — Kg(t) osia-
gnie maksimum, przy czym K, (¢) oraz Kg(t) oznaczajg odpo-
wiednio kwoty zgromadzone w funduszu A oraz w funduszu B.
[Z8.EA 15.06.02.]

7. Natezenie oprocentowania ¢ : R, — R okresla zalezno$é

1 1
o) =
) =T o T T3 302
Wyznaczyé roczng efektywng stope oprocentowania w trzecim roku
trwania inwestycji, czyli gdy ¢ € (2;3) lub inaczej, miedzy t; = 2,
aty =3. [Z10.EA 06.12.03.]

8. Intensywno$é oprocentowania & (¢) = L, gdzie funkcja f spelnia

f@)

dla wszystkich x, y zaleznos¢:

f(x+y) _ [f(x)+f(y)]'

2 2
Dodatkowo wiadomo, ze 0 () jest funkcjg ciggla spelniajgca warun-
ki: 6(0) = 1oraz 6(1) = 1. Obliczyé@yy;. [Z10.EA17.01.05.]
9. Rachunek oszczednosciowy zatozono w chwili O z poczgtkowa wpla-
ta w wysokosci 1 j.m. Dalsze wplywy na rachunek dokonywa-
ne byly w sposéb ciggly z roczng intensywnoscig ¢ : R, — R
w chwilach ¢ > 0. Ciggta intensywnos¢ wplat Srodkéw na rachunek
wynosita ¢(t) = (1 +¢)In(1+1), podczas gdy cigglta intensyw-
no$é oprocentowania §rodkéw zdeponowanych na nim wynosita
o) = li-i-t Obliczyé zakumulowang wartosé srodkéw w chwili
t =4,5. [Z3.EA 10.10.05.]

2.4. Dyskonto i dyskontowanie

2.4.1. Podstawowe definicje i wtasnosci

Ta cze$c jest rozszerzong kontynuacjg paragrafu w rozdziale dotyczagcym
funkcji akumulacji. Najogélniej méwigc, dyskontowanie jest odwrotno-
Scig oprocentowania. Proces dyskontowania pozwala wyznaczaé¢ war-
tosé obecng pienigdza, spodziewanego w przysztosci. W sposéb bardziej
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sformalizowany, zgodnie z definicjami wcze$niej wprowadzonych pojeé,
zachodzg réwnosci

FV PV 1

PV FV ~ (1+nr)?
gdzie ¢ oznacza czas (liczony w latach) dzielacy poczatek i koniec in-
westycji, za$ r jest stalg, nominalng stopg procentowg w tym czasie.
Zauwazamy, ze wykorzystujac definicje funkcji akumulacji A okreslonej
réwnoscig A (¢) df (1 +r)?, mogliby$my zapisaé

FV=00+rt-PV < =14+r)}t =

1
FV=PV.-At) < PV-= FV-M.
Powolujac sie na wcze$niejsze ustalenia, funkcje dyskontowania D moze-
my zdefiniowac¢ réwnoscig
ar 1
D) = AG)
o czym byla mowa wczeséniej. Pamietajgc, ze wtedy tez, przy ustalonej
nominalnej stopie procentowej r, przyjmowaliSmy
p 1
1+r
i nazywali§my czynnikiem dyskontujgcym. W nomenklaturze matema-
tyki finansowej przez stope dyskontowsa, oznaczang symbolem d, ro-
zumiemy stosunek odsetek do kwoty na koniec okresu inwestowania,

a wiec

o T
141

Zal6zmy, ze pozyczamy 1 j.m. przy efektywnej stopie dyskontowej d.

W rzeczywistosSci otrzymujemy realnie kwote 1 — d, zas d stanowi kwote

odsetek. Zgodnie z wczesniejszg definicjg stopy procentowej dostajemy

zaleznos§¢

d
=13
Poza dyskontem bezprzymiotnikowym w praktyce bankowej wystepuje
réwniez dyskonto handlowe oznaczane symbolem D), ktére definiowane
jest rownoscig

r

D, ¥YFv_pV.
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Zauwazmy, ze ze wzgledu na te definicje D), jest kwotg wyrazong w jed-
nostkach monetarnych, a wiec miarq bezwzglednq, nie za$ stopg procen-
towg wyrazong w jednostkach niemianowanych, czyli miarq wzgledng
[1, 4].

2.4.2. Cwiczenia

1. Sformulowac definicje dyskonta oraz stopy dyskonta.

2. Pokazaé, ze w modelu inwestycji opartej na funkcji akumulacji zto-
zonej, kapitalizacji rocznej i czasie trwania ¢ wyrazonym w latach,
stopie dyskonta D i stopie zwrotu r = r(¢) zachodzi r6wnosé:

[1+D@®)]-[1+r@)] =1.

3. Czy jesli v oraz vy sg funkcjami dyskonta, to czy sg nimi réwniez
funkcje

V¥ =v1-v9 lub v°=v14+vy?
4. Niech v : [0; +00)2 — [0; +0) bedzie okreslona warunkiem

1
v(s,t) = 1+ @—-35)’
1+ (—s), gdy s>t

gdy s<t,

Dowies¢, ze v nie jest funkcjg dyskonta.

5. Pokazad, ze jesli p: [0;+00) — [0;+00) jest dowolng funkcjg, to

funkcja v(s,t) = ;@ jest funkcjg dyskonta.

(s)

6. Rozpatrzmy inwestycje z modelem oprocentowania skladanego
i rocznym okresem kapitalizacji, gdzie symbol I oznacza wysoko$é
odsetek, K — kapital poczatkowy inwestycji, i — stope procento-
wa w czasie trwania inwestycji, w ktérym dla n € N zachodza
réwnosci

() FV=K@1+i)" oraz (i) I=K[(1+i)"—1],
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symbol D oznacza wysoko$é dyskonta w okresie jednego roku, v jest
rocznym czynnikiem dyskontujgcym, d — roczng stopa dyskontowg
(utratg wartoéci zainwestowanego kapitalu w ciggu roku), przy
czym spelnione sg zalezno$ci

1 i

117 oraz (iv) d=1—v=1+i.

(iii) v =
Udowodnié, ze w tym modelu D = 1.

7. Rozpatrzmy inwestycje modelowang przez funkcje akumulacji zto-
zonej o rocznym okresie kapitalizacji, kapitale poczatkowym K, sto-
pie procentowej i > 0 stalej w czasie zycia inwestycji oraz wartosci
odsetek I (k) —zarok k € {1,2,...,n}. Dowie$¢, ze w przedstawio-
nym modelu zachodzi ré6wno$é

ZI(k) =K-[(1+i)"—1].
k=1

8. Przedstawi¢ definicje realnej stopy zwrotu oraz dowiesé twierdzenie
zwane wzorem Fishera.

2.4.3. Przyktady

1. Dla t € [0;+00) na rynku obowigzuja: stala stopa procentowa i

oraz zwigzany z nig czynnik dyskontujacy v =

1+i°
(i) Rozpatrzmy rente wieczysta wyptacajaca na koniec kazdego
roku od chwili jej ustanowienia kwoty CF,, = n, tj. dlan € N.
Obliczy¢ warto$¢ obecng tej renty.
(ii) Rozpatrzmy rente wieczystg wyplacajaca na koniec kazdego
roku od chwili jej ustanowienia kwoty CF,, = n2,tj.dlan € N.
Obliczy¢ wartos$¢ obecng tej renty.

Rozwigzanie. Przyjmijmy klasyczne oznaczenia, a wiec niech

K (0) = PV oznacza poszukiwang kwote, bedacg w istocie kapita-
fem rentowym.
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Ad (i) Mamy réwnosci
PV =1v+2v2+3v3+... oraz PV.v=02+203 +3v%+..
Odejmujgc stronami, dostajemy

PV—PV.v=(1-v) -PV=v+0v2+0v3+..=

1-v’
a w konsekwencji otrzymujemy

PV=ﬁ=(Ia)@l

Renta okreslona w podpunkcie (i) nazywana jest wieczystq rentq
arytmetycznq ptatng z dotu, ktérej symbolem aktuarialnym jest
wprowadzony na koniec symbol (Ia) s ;.

O
Ad (i) Mamy

PV =12y + 22p2 + 32p3 4+ 42p% + ..

oraz
PV-v = 1202 + 223 + 32p4 + ..

Odejmujgc stronami dostajemy
PV —-PV.v=
=v+(22-12) -v2 4+ (82 -=22)v3 + (b2 —32)vd!4+! ... =
=v+302+503 +Tvd+ ... =
=@W+vZ+3+vt+.)+ (22 +403 +60+..) =
=v+ 302 +503 + Tvt+ ... =
=@W+v2+v3+vt+.) +20(1v + 202 + 303 +...).

Rownowaznie mozemy zapisaé

1-v)-PV= %4_20.(1_1)—1))2 =0 +2v (a) 5,
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a w konsekwencji mamy

v v 1 v v
PV =—— 49 = 20 ———— .
Va2 T2 a3 1—v[1—v+ ’ (1—v)2]

Otrzymali$émy zatem, ze

PV =12.p+22.p2 + 32,93 +42. p% .. =

v v ..
T 1-v [l—v +20-(1_U)2] = lg); [ax; + 20 ()& 4]

O

. Wyznaczy¢ kwote wplacong na 3-letnig lokate o kapitalizacji kwar-
talnej, gdzie przez 2 lata i kwartal oprocentowanie nominalne
wynosilo 12%, a przez pozostalg cze$¢ czasu jej trwania — 8%, jesli
po 3 latach wartosé lokaty wyniosta 25 479,60.

Rozwigzanie. Niech, podobnie jak w poprzednim zadaniu, K (0)
oznacza poszukiwang kwote, a F'V = K (4) = 25479,60. Czas trwa-
nia depozytu zostal podzielony na kwartaty w celach formalnych.
Mamy zatem, ze

D@ =n =L 1

12
1+ i 1,03

dla kwartatéw o numerach i € {1,2, ...,9}, a dla kwartalé6w o nu-
merach i € {10,11,...,16}

. 1 1
D@) =v; = —1+% =102

Zgrabniej byloby uzyé zapisu warunkowego

1
, dla ie{1,2,...,9},
. 1,03
D@G) = 1
102’ dla e {10,11,...,16}.
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W tej sytuacji dostajemy

16
K@©)=K(4)-D4) =K(4) - HD(L‘) =
i=1

9 16
—K(4) - [HD(L‘) . ]_[ D(i)].
i=1

i=10
Stad

1\ (1Y
K (0) = 25479,60 ( 1’03) : ( 1’02) ~ 17000.
Uwzgledniajgc doktadnos$é¢ uzywanych kalkulatoréw i biorgc pod
uwage przyblizenie, przyjmujemy wynik z doktadnoscig do jednej
jednostki monetarnej 17 000 j.m. O

. Pan Ernest planuje za dwa lata spedzi¢ wraz z zong i dwojgiem
dzieci tygodniowe wakacje w Turcji. Ocenia, ze na ten cel potrzeb-
nych bedzie okolo 4 000 €, co przy mozliwych wahaniach kurséw
walut oznacza konieczno$é zgromadzenia na ten cel okoto 20 000
PLN. Przewiduje sie, ze na przestrzeni dwéch lat bazowa stopa
oprocentowania rocznego lokat bedzie wynosi¢ r = 6%, o czym
s§wiadczyé moze oprocentowanie obligacji skarbowych. Jakg kwote
pan Ernest powinien jednorazowo uisci¢ na lokacie, jesli zakladamy,
ze kwoty wplaty moga by¢ wielokrotnoscig 200 PLN?

Rozwigzanie. Z tresci zadania wynika, ze pan Ernest dokona
wplaty w ztotéwkach, w ktérych zarabia. Kwota 20 000 PLN, jak
rozumiemy, oznacza wszystkie wydatki potrzebne na planowane
wakacje i potraktujemy ja jako wartosé przyszta wydatku réwna
FV = K (2) = 20000. Z kolei informacja o stalym oprocentowaniu
lokat terminowych, wynoszacym r = 6%, pozwala na okreslenie
funkcji akumulacji oraz funkcji dyskontowania w przedziale czasu
[0; 2] jako funkcji postaci A (¢) = (1+r)? oraz funkcji dyskontujgcej

D@) = Mamy zatem, ze

(1+nr)t’

PV =K(0)=D@®)FV,
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a stad otrzymujemy

1
PV =K@ =D2)  -FV = FV =
(0) =D(2) 10677
= 1 -20000 = 17799,928
©(1,06)2 B e

co przy koniecznosci wplaty bedacej wielokrotnoscig 200 zlotych
oznacza, ze wartos¢ obecna przyszlego wydatku, czyli PV rozu-
miane jako kwota wptaty K (0) musi wynie$§é co najmniej 17 800
ztotych. O

. Pan Krzysztof planuje za dwa lata spedzié¢ wraz z zong i dwojgiem
dzieci tygodniowe wakacje w Turcji. Ocenia, ze na ten cel potrzeb-
nych bedzie okoto 4 000 €, co przy mozliwych wahaniach kurséw
walut oznacza konieczno$é zgromadzenia na ten cel okoto 20 000
PLN. Przewiduje sie, ze na przestrzeni dwoéch lat bazowa stopa
oprocentowania rocznego lokat bedzie wynosi¢ r = 6%, o czym
Swiadczy¢ moze oprocentowanie obligacji skarbowych. Jakg sta-
1a kwote powinien wptacac pan Krzysztof na poczatku kolejnych
24 miesiecy, aby odlozy¢ niezbedne pienigdze, jesli zakladamy, ze
kwoty wplaty moga by¢ wielokrotnoscig 200 PLN.

Rozwiazanie. Rozkladajgc proces oszczedzania pieniedzy na po-
krycie kosztow przyszlej wycieczki, musimy wzig¢ pod uwage efek-
tywna stope procentowq r,.-, dla ktérej zachodzi réwnosé (1 +
Tef) 12 = 14 7,0m, gdzie przy danych z zadania mamy r,,,,,, = 0,06.
W zwigzku z tym

Tef = 12/1,06 — 1,

co daje r,r ~ 1,00486755 — 1 = 0,0049 — tyle wynosi miesigcz-
na stopa procentowa dla dwuletniego procesu oszczedzania. Nas
jednak interesuje miesigczny czynnik akumulacji a = 1 + ¢, Wy-
noszacy w warunkach zadania a = 1,0049.

Niech teraz Y oznacza comiesieczng rate wplaty. Mamy stad

FV =Y (a®* +a?3 +a?2 + ... +a% +a!) =
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24
1—a24
-Y. E_YV.q.
=Y kZla Y T—a

Uwzgledniajgc dane liczbowe, mamy

3 1—(1,0049)24]
20000 =Y [1,0049 10040 | =

24 _
_v. [1’0049(1,0049) 1] _

1,0049 -1

_y. L0049 T [(1,0049)24 — 1] =

11,0049 —

11,0049
0,0049

=Y -208,08-0,1245 = Y - 25,906.

S(1,1245 - 1) =

Jako konsekwencje tej informacji otrzymujemy

20000

= —25,906 =~ 772,022.

Poniewaz wplaty na lokate bankowg muszg by¢ wielokrotnosciami
200 PLN, to miesigczna rata bedzie rowna Y* = 800 PLN. Wtedy
jednak kwota zgromadzona na eskapade do Turcji wyniesie FV* =
800 - 25,906 = 20 724,80. O

5. Dwaj studenci zamierzajg wynaja¢ mieszkanie od osoby planujace;j
wyjazd na dwa lata za granice. Wtasciciel mieszkania proponuje
jednorazowg oplate w wysokosci 20 000 PLN, jednak studenci nie
dysponujg tak duzg kwotg i proszg o rozlozenie naleznos$ci na cztery
pélroczne raty. Wlasciciel przystaje na te propozycje i proponuje
raty w wysokosci 6 000 PLN wplacane z géry, a wiec w pierwszym
dniu kazdego pétrocznego okresu, na jego konto, na ktérym odsetki
naliczane sg miesiecznie przy miesiecznej stopie 0,95%.

(i) Jaka kwote otrzyma wtasciciel po powrocie z zagranicy?

(ii) Czy majgc mozliwo$¢ zaplacenia za mieszkanie z gory, studenci
powinni wybraé wariant ratalny?
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Rozwigzanie. Poniewaz wysoko$¢ raty jest ustalona i wynosi
X = 6000 PLN, to mozemy popatrzeé na proces zaplaty jak na
rente pewnag, czerookresowa, ptatng co p6t roku. Stad

7 drugiej strony cena wynajmu mieszkania zostata ustalona w chwi-
lity = 0 w kwocie X = 6 000 PLN i to na te chwile nalezy zannu-
alizowaé wszystkie zwigzane z wynajmem przeptywy finansowe.
Oznaczmy przez {;_; moment wplaty kwoty X na konto bankowe
wlasciciela mieszkania przy & € {1, 2, 3,4}. Mamy zatem, ze

CF,=X-DF(0;0) =X -1,
CF, =X -DF(0;6) = X - 0,947,
1
= CF, = X -DF(0;12) = X - 0,897,
CF3 =X - DF (0;18) = X - 0,850.

7Z tych to powodéw otrzymujemy, ze warto$¢ obecna, w rozumieniu
y p ymujemy,
yna chwile” ¢, = 0, jest réwna

PV = K(0) = CF, - DF (0;0) + CF; - DF (0;6)+

+CFy - DF (0;12) + CF3 - DF (0;18).

Z informacji zawartych w tresci zadania wiemy, ze kapitalizacja
odsetek w banku, w ktérym ma konto wtasciciel mieszkania, na-
stepuje na koniec kazdego miesigca — czyli z dotu i przy stopie
miesiecznej r = 0,0095 = 0,95%. W rezultacie czynnik dyskontujg-
cy (staly przy stalej stopie procentowej lokat) jest réowny

1 1

Y= 1%0,0095  1,0095

= 0,9905894 ~ 0,991.

Konsekwencjg tego sg wartosci potrzebnych nam czynnikéw opisa-
ne rownoscig
DF (0;k — 1) = v*~1
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i dalej
DFy = DF(0;0) = (v%)1-D =1,
DF, = DF (0;6) = (v5)®™",
DF, = DF (0;12) = (v5)®™",
DF, = DF (0;18) = (v8) 7V

Dysponujgc przedstawionymi wartosciami, otrzymujemy
PV =6000 (1+ 0,947 + 0,897 + 0,850) =

=6000 - 3,694 = 22164.

W zwigzku z tym odpowiedZ na postawione w zadaniu pytania
brzmi nastepujgco:

Ad (i) W przypadku powrotu z zagranicy wlasciciel mieszkania
bedzie mial na koncie kwote 22 164 PLN, przewyzszajgcg znacznie
zadang przez niego kwote 20 000 PLN.

Ad (ii) W tej sytuacji jest oczywiste, ze studenci powinni wybraé
mozliwo$é zaplaty z géry za wynajmowane mieszkanie. O

. Pan Kowalski chcialby kupi¢ mieszkanie i na ten cel powinien zgro-
madzi¢ kwote 600 000 PLN. Obecnie dysponuje kapitatem 16 000
PLN, ktéry ma mozliwos¢ ulokowania w inwestycje opartg na pro-
cencie sktadanym, naliczanym w skali roku i wynoszacym 32%.
Jak dlugo powinna trwacé ta inwestycja, aby Pan Kowalski mégt
kupié¢ zaplanowane mieszkanie, jesli w tym czasie jego cena nie
ulegnie zmianie?

Rozwigzanie. Jedynym problemem jest odpowiedzZ na pytanie o to,
przez jak dlugi okres czasu powinna trwaé inwestycja polegajaca
na depozycie bankowym, by jej zdyskontowana wartos$é przyszia
FV = 600000 PLN data kwote PV = 16 000 PLN.

Jako ze musimy udzieli¢ odpowiedzi w pelnych okresach kapitaliza-
cji, czyli w latach, to nalezy sie spodziewaé, ze wynik obliczerr musi
byé ograniczeniem gérnym kwoty PV. Zgodnie z wczesniejszymi
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umowami, spodziewamy sie, ze

1

— nt —
DE® =v"= G353

W konsekwencji tego
PV =DF () -FV,

co w kontekscie danych z zadania daje ré6wnanie

1
16 000 = 600 000 - ETEDR
a stad juz mamy, ze
600 000 600
t t _ t —
(1,32) = 16000 = (1,32)' = 16 = (1,32) 37,5.

Po zlogarytmowaniu stronami logarytmem naturalnym i uporzad-
kowaniu dostajemy wynik

In (37,5)

b= 132y

3,6243409

Oznacza to, ze deponujac na lokacie bankowej w swoim banku
posiadane 16 000 PLN przy stalej stopie oprocentowania depozytow
w wysokosci r = 0,32, pan Kowalski bedzie dysponowal kwotg
600000 PLN najwcze$niej po uplywie 13 lat i dwudziestu dni. [

. Wyznaczy¢ warto$é obecng renty wieczystej ptacacej wrokuk € N
kwote X, = F 1
dyskontujacy Jest réwny v = 0,49.

7 Przy zalozeniu, ze w czasie jej zycia czynnik

Rozwigzanie. Przejdzmy do obliczern. Mamy

. -
PV=) o Eg

k=1

NI»—A
ml»—A

l\DIl—‘
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MI»—A

A. (1)

i 1
=n+
Zauwazmy, ze mozemy skorzystac z analitycznych wlasnosci ostat-
niego szeregu potegowego, o ktérym wiemy, na mocy stosownego

twierdzenia z teorii szeregéw funkcyjnych, ze mozna go zaréwno
rézniczkowaé, jak i calkowaé wyraz po wyrazie. Stad

_ 1 wi R _
_mf(k;ln+lv 2)_dv—

l\'JIH

1 2
1 (1 per) 1 © L1
zﬂf[];(n+% +2)ldvzﬂf ;U 2)dv=
1 1 o 1 1 v
=ﬂf(—v};”k)dv=ﬂf(—vl_v)dv=

=— | ——d
5 T
poniewaz analizowany szereg jest zbieznym szeregiem geometrycz-

nym o ilorazie v = 0,49.
Dla wyznaczenia PV = A potraktujmy jako osobne zagadnienie

catke I = f 1= dv Mamy

VU =t

JU 1, B 282
Vudv = 2t2dt,

B 2(t2—1)+2 9 gt =

=- =T —f( + ) t=

1
= —f2dt—f(m = 1) dt = -2t —In|t — 1|+In (¢ + 1|=

VU +1
V-1

Dodajmy dla porzadku, ze aby uzyskaé przeksztalcenie tozsamo-
Sciowe, rézniczkujac, a nastepnie calkujac, przy braku statej pod

—240.

=ln|— —2t=1n
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znakiem pochodnej, stalg catkowania C uznajemy za réwng 0. Mo-
zemy teraz powroci¢ do wyznaczenia zaleznos$ci na A.

1 1 Vu+1 1 Vu+1
A-m'f-m'(“ Jv—l‘_2ﬁ) =35 " \/6—1‘_1'
Dostalismy, ze
1 VU +1
PV = g |1

co przy danym w zadaniu v = 0,49 (wysokos$é okazuje sie nieprzy-
padkowa) prowadzi do wyniku

PV (0,49) = -1 ‘ 1,7

5 17

~ 1,239 -1=0,239 = 0,3.

Zatem warto$¢ obecna renty wieczystej, o parametrach zawartych
w tresci zadania, wynosi PV = 0,3. O

. Firma zamierza sprzedaé nieruchomos¢ w drodze przetargu. Wia-
Sciciel otrzymal od potencjalnych nabywcéw trzy oferty. Pierwszy
z nich chcialby jg kupié¢ natychmiast, realizujgc naleznosé gotéwka
w wysoko$ci 250 000 PLN, drugi proponuje kwote 260000 PLN
przy zaplacie za rok, a trzeci gotéw jest zaptaci¢ 280 000 PLN za
trzy lata. Ktorg oferte nalezy wybraé, jesli istnieje mozliwosé ulo-
kowania gotéwki w banku przy oprocentowaniu 35% w skali roku?

Rozwigzanie. PodejdZzmy do problemu w nastepujacy sposéb: na
poczatku zaktualizujmy wszystkie wynikajgce z ofert kwoty, a wiec
wyznaczmy dla kazdej z kwot jej wartos¢ obecng. Niech PV, PV,
i PV3 oznaczajg wysoko$ci oferowanych kwot na chwile ¢ = 0. Czyn-
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niki dyskontujgce dla poszczegélnych ofert sg réwne

DF(0) =1,
DF(1) = — = ~0,7407
14035 0
DF(2) = — L+ ~ 05486,
(1+0,35)2
1
DF(3) = ——— ~ 0,4064421.
=37 +0,35)3

Otrzymujemy natychmiast, ze
PV, =250000-1 = 250000PLN,
PV, =260000-0,7407 ~ 192582 PLN,
PV3 = 280000 -0,4064 ~ 113 792 PLN.

Porzadkujac uzyskane wyniki, dostajemy zaleznosé:
PV3 < PVy < PV,

a to oznacza, ze najbardziej hojna byla pierwsza oferta i jg nalezy
wybraé. O

2.4.4. Zadania do samodzielnego rozwigzania

1. Kwota K = 1570 j.m. zostala zdeponowana w banku przy stopie
depozytowej r = 12% oraz rocznym okresie kapitalizacji. Ile lat
powinna ona pozostaé¢ w depozycie, by uzyskaé z tej inwestycji
K; =23000j.m.?

2. Wartos$¢ nowego ciggnika przeznaczonego do pracy w kamieniolo-
mach wynosi 975 000 j.m. Wartosé rynkowa takiego ciggnika spada
0 22,5% rocznie.
(i) Obliczy¢ wartosé rynkowg ciggnika po o$miu latach.

(ii) Jaki procent wartosci poczgtkowej wart jest ciggnik po oSmiu
latach?
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3. W oparciu o kwote K = 20000 j.m. stanowigcg kapital rentowy
ustanowiono rente pewna, ptatng z dotu, o stalych kwotach wyptat
réwnych X = 2000 j.m. Jak dlugo bedzie mozna co miesigc z ka-
pitatu rentowego wyptacaé kwoty X, przy zalozeniu kapitalizacji
miesiecznej oraz przy miesiecznej stopie procentowej r = 1%?

4. Organizatorzy konkursu przedstawili jego przyszlym uczestnikom
cztery mozliwe wersje wyplaty nagrody:

(i) zaraz po zakonczeniu turnieju zwyciezca otrzymuje kwote
10000 j.m.;

(ii) zaraz po konkursie zwyciezca otrzymuje 5000 j.m., a za dwa
lata kwote 7000 j.m.;

(iii) na poczatku kazdego kolejnego roku przez pieé lat zwyciezca
bedzie otrzymywat z géry po 2500 j.m.;

(iv) bedzie dostawal z géry kwote 1500 j.m. do korica zycia.

Ktéra z propozycji jest najkorzystniejsza dla zwyciezcy, jesli zalo-
zymy, ze stopa procentowa wynosi r = 20% [2]?

5. Franciszek kupil kino domowe za K j.m. Warto$é tego sprzetu
spada o r% rocznie przez okres pieé¢ lat. Na koniec pigtego roku
od jego zakupu wartosé rynkowa spadla do kwoty 1—12K . Znalezé
warto$¢ stopy r z dokladnoscig do trzech miejsc po przecinku.

6. Inwestor ma dwie mozliwosci ulokowania posiadanych pieniedzy:
w banku A, badz w banku B. Bank A oferuje kapitalizacje mie-
sieczng przy stopie bazowej wynoszgcej 18%. Jaka powinna byé
oferta banku B, aby przy kapitalizacji kwartalnej jego oferta byla
konkurencyjna wobec banku A?

7. Inwestorowi przedstawiono mozliwos¢ kupna jednej z dwéch rent
pewnych, natychmiast ptatnych, ktérych wartosci obecne sg jedna-
kowe i réwne K. Formuly wyplat tych rent sg postaci:

(i) Renta 99-letnia ma wyptaty X; dokonywane na koncu k-tego
roku, opisane zaleznoscig

Xs0=50-a
X, = 50 ’
k { Xs50-r = Xs04n = (B0—F) - a, dlak € {1,2,...,49}.
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10.

(ii) Renta 100-letnia ma wyplaty X; dokonywane na koricu k-tego
roku, opisane zaleznoscig

{X50=X51 =500,

X
F7 Xgoop = X514 = B0 —Fk) - B, dlak €{1,2,...49}.

Ustalié %, przyjmujgc do obliczen i = 0,07. [Z5.EA 24.03.01.]

. Obliczyé warto$é obecng renty wieczystej platnej z géry o kwotach

wyplat X, = k3 dla k € N przy stalej stopie procentowej i = 0,1.

. Dane sg dwie renty wieczyste ptatne z dotu o formutach wyplat:

(i) dla renty pierwszej:
k, dla 2=3n+3, gdy n€N,
Xl={k+2 dla k=3n+1, gdy n€N,
k+1, dla k=3n+2, gdy n€N,

(ii) dla renty drugie;j:

k
xp=L, da rew,.

Obliczyé sume wartosci obecnych obu rent przy zalozeniu, ze wy-

soko$é stopy procentowej jest stata i réwna i = 0,1.
[Z7.EA16.05.05.]

Ignacy w dniu rozpoczecia pierwszej pracy postanowil oszczedzac
na emeryture. Zalozy! przy tym, ze bedzie pracowal przez 40 lat,
a wiec odprowadzi na ten cel 480 sktadek, ptatnych z gory kazde-
go miesigca. Pierwsze honorarium Ignacego wyniosto 2000 j.m.
i bedzie wzrastaé o 3% kazdego roku, w spos6b ré6wnomierny. Ce-
lem Ignacego jest zgromadzenie na koniec okresu pracy, czyli po
40 latach, kwoty pozwalajgcej na kupno 20-letniej renty pewnej,
platnej kazdego miesigca z dotu, o wyplacie statej réwnej 60% jego
ostatniego (w rozumieniu 480-tego honorarium), wyliczanej przy
stopie procentowej, rownej 4%. Jaka czes¢ swojej pensji Ignacy
powinien odkladac, zakladajgc, ze w czasie jego czterdziestoletniej
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pracy stopy procentowe bedg okreslone warunkiem

. _ [ 006, dlake{12,..,20);
k=1 0,03, dlake {21,22,...,40}?

[Z3.EA 09.10.06.]

2.5. Wewnetrzna stopa zwrotu /RR i NPV

2.5.1. Definicje

Rozpatrzmy ciag ptatnosci (przeptywéw finansowych)
CFy,CF{,CF,,...,CF,

w chwilach odpowiednio: 0 =5 < t; <ty < .. <t, =T. Jesli w czasie
zycia inwestycji [0; T'] stopa procentowa jest stata i réwna r, to mamy:

n
PV=ZC—F"I,=CFO+L123+...+L’Q.
= 1+ (I+r) (1+r)n

W przypadku, gdy stope procentowg zastgpimy intensywnoscig oprocen-
towania, otrzymujemy:

PV =Y CFe % gdzie eS=r+1,

n
i=0

czyli jedng z metod dynamicznych oceny efektywnosci projektow inwesty-
cyjnych. Wyraza ona stope zwrotu z inwestycji, przy ktorej terazniejsza
warto$¢ ujemnych przeplywéw pienieznych (wydatkéw) réwnowazy sie
z terazniejszg wartoscig dodatnich przeplywéw pienieznych (wplywow)
projektu.

Przez wewnetrznq stope zwrotu — IRR (Internal Rate of Return)
rozumiemy jedng z wielu metod oceny efektywnosci inwestycji. Jest to
taka stopa, dla ktérej wartosé obecna jest réwna wartosci przeplywow
lokalnych z analizowanej inwestycji. Jako ze stopa IRR jest z zasady
dodatnia, to moze byé rozumiana jako dodatni pierwiastek réwnania
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wartosci
& CF;
Z — =0 (2.40)
= 1+

— o ile taki istnieje, bo réwnanie wartosci moze mieé jedynie pierwiastki
niedodatnie.

Natomiast wewnetrzng intensywnoscig nazywamy taka wartosé 6 >

0, dla ktorej
n
Y CFe® =0
i=0

Bezposrednio z definicji zauwazamy, ze wewnetrzna stopa zwrotu jest
takg stopg procentows, przy ktorej warto$é obecna wplywéw z inwestycji
jest rowna warto$ci obecnej nakladow inwestycyjnych — to taka ,stopa
rownowagi”, tak samo jak wewnetrzna intensywno$¢. Zalezno$é miedzy
nimi ustala ré6wnosé: IRR = e® — 1.

Podsumowujgc, mozna powiedzieé, ze IRR jest stopg rentownosci
ustalonego przedsiewziecia, a jednoczesnie jest ona stopg graniczng,
bedaca najwyzszg stopg zwrotu, akceptowalng przez inwestora i pozwa-
lajacag mu uznacé projekt jako wart realizacji.

Wewnetrzna stopa zwrotu wchodzi w sklad innego pojecia, miano-
wicie wielko$ci NPV zwanej zaktualizowang wartoscig netto inwestycji
(ang. net present value), definiowanej jako

n n

NPV = CF,|,
Z(1+IRR)k Z(1+IRR)k ICEol

gdzie CF( oznacza poczatkowy wklad finansowy w inwestycje, ktéry
z natury rzeczy jest wielkoScig ujemng z punktu widzenia inwestora, bo
jest dla niego wydatkiem. Przy tak okreslonych pojeciach zauwazamy,
ze IRR jest stopa, przy ktorej NPV = 0.

Jesli stopa oprocentowania rachunku bankowego jest réwna r, to
inwestycja, dla ktorej: (i) NPV > 0, jest bardziej optacalna od lokaty
bankowej, (ii) NPV = 0 jest r6wnowazna lokacie, (iii) NPV < 0 jest
mniej optacalna [1, 4].
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2.5.2. Istnienie i jednoznaczno$¢ IRR

Podstawowe wlasnosci dotyczace tytutowego zagadnienia zawarte sg
w nastepujacym ciggu faktow:

n
» JedliCFy < 0oraz Z CF; > 0, to istnieje IRR.
i=0

n
= JedliCFy=0,CF; <0oraz Z CF; > 0, to istnieje IRR.
i=0
= Jesli
CFO < O,CFl < O,,CFk <0

oraz
CFk+1 >O,CFk+2 >O,...,CFn >0,

n

a przy tym Z CF; > 0, to istnieje dokladnie jedna wewnetrzna
=

stopa ZWI’Otlll IRR.

= Jezeli IRR > r, to inwestycja jest oplacalna, a gdy IRR < r —
inwestycja jest nieoptacalna.

Dla zilustrowania pojecia wewnetrznej stopy zwrotu, rozpatrzmy naste-
pujace dwie inwestycje:

(i) Inwestycja A: naklady inwestycyjne wynoszg 7 000 j.m., za$ wplywy
— 3430 j.m., platne na koniec kazdego z trzech lat.

(ii) Inwestycja B: naktady inwestycyjne wynoszg 12 000 j.m., a wplywy
— 5520 j.m., platne na koniec kazdego z trzech lat.

Przy zalozeniu, ze koszt kapitalu wynosi rocznie 10% (taka jest rynko-
wa stopa procentowa), ocenimy, ktéry projekt nalezy wybrac, stosujac
kryteria PV oraz IRR.

W przypadku inwestycji A mamy IRR, = 20,05%, podczas gdy dla
inwestycji B — IRRg = 18,01%. W obu przypadkach stopy zwrotu sg
wyzsze od stopy rynkowej, a wiec obie sg optacalne.

Nie da sie jednoznacznie wskazac, ktérg nalezaloby wybracé, bo co
prawda w przypadku A stopa zwrotu jest wyzsza, a przez to i margines
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bezpieczenstwa wigkszy, ale za to wartosci obecne tych inwestycji sg
w porzadku odwrotnym, bo mamy: PV, = 1529,9 zas PVg = 1772,42.
[l

2.5.3. Cwiczenia

1. Czy wraz ze wzrostem wartosci inwestycji netto wzrasta rentow-
nos¢ inwestycji?

2. Czy wewnetrzna stopa zwrotu jest najwyzszg stopg oprocentowania
kredytu mozliwg do zaakceptowania przez inwestora?

3. Czy jest poprawnym twierdzeniem zdanie:

»Dla kazdego ciggu przeplyw6w pienieznych
CFy,CF4,...,CF},,CF}, 1,CF} o,...,.CF,,

gdzie n € N przy k < n, wewnetrzna stopa zwrotu IRR istnieje
oraz jest jednoznacznie okre§lona w przypadku, gdy przeptywy CF;
sg tylko ujemne dla i < £ + 1 natomiast tylko dodatnie dla i > £”?

4. Czy jest poprawnym twierdzeniem zdanie:

»Dla kazdego ciggu przeplywéw pienieznych

CF,,CF;,...,CF,,CFy,1,CFy,,...,CF,,

n
gdzie n € N, jezeli CFy < 0 oraz }_ CF; > 0, to istnieje IRR”?
i=0

5. Czy projekt inwestycyjny moze mieé¢ dwie wewnetrzne stopy zwro-
tu?

6. Zal6zmy, ze konkretna inwestycja ma dwie wewnetrzne stopy zwro-
tu. W jakim zakresie zmienno$ci IRR inwestycja taka jest optacal-
na?

7. Czy jest mozliwe, by NPV byla funkcjg rosngcg, ktérej argumentem
jest stopa procentowa? Podang odpowiedz uzasadnié.

8. Dzial finansowy spétki ALVARO S.A. przedstawil zarzgdowi spétki
raport odnoszgcy sie do planowanego zwiekszenia zewnetrznego
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finansowania biezacej dziatalnosci ALVARO. Raport sktadal sie
z nastepujacych trzech pozycji:

(i) kredyt —30000 j.m.;
(ii) stopa procentowa r = 0,12;

(iii) wewnetrzna stopa procentowa IRR = 0,13.

Czy zarzad powinien (dla dobra spétki) zdecydowaé o zwiekszeniu
finansowania biezgcego funkcjonowania ALVARO S.A.? Przedsta-
wi¢ argumentacje za podang odpowiedzig.

9. Wewnetrzna stopa zwrotu z inwestycji IRR = 0,15, natomiast no-
minalna stopa procentowa pozyskania kapitatu r = 0,1505. Ustalié
znak NPV i przedstawié precyzyjne uzasadnienie udzielonej odpo-
wiedzi.

2.5.4. Przyktady

1. Inwestor ma otrzymac platnos$ci w wysokosciach odpowiednio: kwo-
te 4 w chwility = 0, w chwili ¢ = 2 —kwote (A + 1)2, natomiast
w chwili ¢; = 1 bedzie musial zaptaci¢ (A — 4). Sformulowaé wa-
runek konieczny i wystarczajacy ze wzgledu na parametr A € R,
ktory zagwarantuje istnienie dwéch réznych wewnetrznych stép
zwrotu ry oraz rg, spetniajacych jednoczesnie warunki:

(i) kazda z nich bedzie wigksza od 25%,
(ii) kazda z nich bedzie mniejsza od 100%,

(iii) ich suma bedzie mniejsza od 150%.

Rozwiazanie: Z definicji IRR wiemy (zakladajgc ptaskg struk-

ture terminowa, czyli stalo$é oprocentowania w przedziale czasu
[0; 2]), ze bedzie nig kazda wartosé v = 1—}_’4, przy ktorej PV = 0.
Napiszmy zalezno$é na warto$¢ obecng opisanego w zadaniu trdj-

wyrazowego ciggu przeplywéw o wyrazach:

CFy=4, CF{=—(A—-4), CFy=(A+1)>2
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Z uwagi na definicje IRR mamy

PV=40—(A-Hv+ A +1)2v2 =0,
a po uporzgdkowaniu otrzymujemy ré6wnanie kwadratowe
(1) A+D%2- A -4)v+4=0, LER.

Jak widaé, przy warunku nalozonym na parametr A réwnanie (1)
nie jest zawsze ré6wnaniem kwadratowym. Przestaje nim byé dla
A = —11 wtedy redukuje si¢ do ré6wnania liniowego

50 +4 =0,

co wyklucza istnienie dwéch stop IRR.

Dla A € R \ {—1} mamy, ze (1) jest réwnaniem kwadratowym
i mozemy wyznaczy¢ wyréznik. Otrzymujemy

A=AL) = AL =-4)2-16(1 +1)2 =
=[(A=4)+4A+D][(AL=4) —4(1L+1)] =

— 5A(—3)1 —8) = —151 (/1 + g)

Zatem istnienie dwoch réznych stép IRR: rq irg, a poSrednio dwéch
czynnikéw dyskontujgcych v; i vy, przeklada sie¢ na dodatniosé
wyroéznika, czyli

A) = —15) (A+§) >0 e

<=>/l()t+§) <0= A €e (—§;0).
3 3
Warunek ten jest jednak warunkiem wstepnym — zapewnia tylko

istnienie dwaéch réznych stop, ale w tresci zadania mamy jeszcze
warunki dodatkowe (i)—(iii).

Wydaje sie rozsgdnym wyrazenie tych warunkéw nie w jezyku stop
zwrotu, lecz w jezyku odpowiadajgcych im czynnikéw dyskonto-
wych.
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Mamy wymagania, by

(1) 7"1’2 > 0,25, (ii) 7‘1,2 < 1, (iii) ri+ro < 1,5

Z (i) oraz (ii) dostajemy % <rjpg <1.Stad mamy, ze

1
g<1+r1,2<2, N TO<(1+7"1)+(1+7'2)<4.

Nastepnie

§<L<2, A\ §<i+l<4

4 01’2 2 U1 Ug
Porzadkujac, otrzymujemy

1 4 5 vq+vg

2<U1,2<5 AN 2< V109 < 4.

W efekcie mozemy obecnie skorzystacé ze wzoréw Viéte’a i w wyniku
ich uzycia pojawiajg sie¢ nowe, wygodne warunki:

l<vi4+va<S A Lav,<® A 2 tittz gy

1T52>5 4~ 7172 > 95 2 " T vqvg '

Majac do dyspozycji wspétczynniki réwnania (1), uzyskujemy nowy
uktad réwnan, odnoszacy sie juz bezposrednio do parametru A,
przy czym z warunku na istnienie dwéch wewnetrznych stép zwrotu
dostalismy, ze A € (—%; — 1) U (—1;0). W zwigzku z tym dla takich
wartos$ci A muszg by¢ spetnione dodatkowo

A-4 _8
(A+12 °5

1< A l<L<E A §<u<4
4> A+D2 25 2574 ’
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czyli

re (-5;-1)u(-10), A e (-8-1) U (-1,0),
A+12< A -4, A2+ +5<0,
5A —20 <8(A+ D)%, 8A2 + 111 +28 > 0,
< A +1)2<16, <) aca+l<d,
2
(3)" < +12 0o<(A+1+3)(A+1-3),
S<4-1<4, <4 <5,
to
re (-5-1)u 10,
AED,
A ER,
= re(-53), —rED
A€ (—0—3) U (35+),
A € (14;20).

Rozumowanie zostalo poprowadzone krok po kroku, zeby nie po-
wstalo wrazenie, ze wynik wyskoczylt jak krélik z kapelusza, ale
z pewnoScig juz kilka krok6w wczesniej dato sie dostrzec sympto-
my tego, ze zbidr liczb A € R spelniajgcych warunki zadania jest
pusty.

Troche szkoda, ze otrzymali$my taki wynik, ale praca uszlachet-
nia! Zwlaszcza samodzielna praca rachunkowa podnosi odporno$é
psychiczng matematykom. O

. Rozwazmy inwestycje, o ktérej wiadomo, ze w chwili £ = 0 inwe-
stor otrzymuje kwote (k — %) 2, po o$miu latach (a wiec w chwili
t = 8) kwote (£ — 1), za$ na konicu szesnastego roku — czyli w chwili
t = 16 — kwote 1. W zaleznosci od £ wyznaczy¢ warunek koniecz-
ny i wystarczajgcy nieistnienia wewnetrznej stopy zwrotu dla tej
inwestycji.
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Rozwigzanie: Z definicji IRR wiemy (zakladajgc ptaskg struk-
ture terminowa, czyli stalo§é oprocentowania w przedziale czasu

[0;16] © t), ze bedzie nig kazda wartosé¢ v = %—kr’ przy ktorej

PV = 0. Napiszmy zaleznos$¢ na wartosé obecng opisanego w zada-
niu tréjwyrazowego ciggu przeplywow, w ktérym to ciggu mamy

2
CF0=(k—%), CFy=(k—1), CFy=1.

Indeksujgc latami cigg przeplywéw, uzyskalibySmy

CFo=CF(t=0) = (k- %)2,
CF{=CF@#t=8)=(k—1),
CFy=CF(t=16) = 1.

Wartos¢ obecna tak okres$lonego ciggu przeptywéw wynosi
PV = CFy° + CFv8 4+ CF4v1$,

a po wstawieniu wartosci kolejnych przeptywow

2
PV=(k—%) 94+ (B=1)-v8+1-v16.

7 drugiej strony widaé, ze réwnanie to mozna traktowac jako row-
nanie kwadratowe ztozonego argumentu, w ktérym nowg zmienng
jest np. z = v8. Mamy wtedy

) z2+(k—1)z+(k—%)2=0.

Poniewaz réwnanie to jest réwnaniem ,kontekstowym”, bo opisuje
zjawisko uwarunkowane ekonomicznie, w ktérym i > 0, to musi
byétez 0 <v < 1,atym samymz € (0;1).

W zadaniu mamy wyznaczyé warunek, przy ktérym IRR nie istnie-
je, a mowigc jezykiem algebry, kiedy wyréznik réwnania (2) jest
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ujemny. Policzmy, co trzeba

A= A(k) = (k—1)2—4-(k—%)2:

=k2 -2k +1—4k2+2k — 1= —3k2 + 2F.
A wiec

AR) <0 e —3k242k<0 3k(k—§) > 0.
W ten sposéb otrzymujemy

AkR) <0 <= ke (—;0)U (§;+00).

W konsekwencji warunkiem koniecznym i wystarczajacym nieist-
nienia wewnetrznej stopy zwrotu (/RR), dla przedstawionej w za-

daniu inwestycji jest, by k& € (—o0;0) U (%’ +°°)-

Skoro juz odpowiedzieliSmy na postawione pytanie, to mozemy sie
teraz zastanowié¢ nad pytaniami komplementarnymi:

=  (Czy istniejg dwie réozne stopy IRR?

= (Cgzy istnieje dokladnie jedna taka stopa?

Warunkiem wstepnym dla wszystkich przypadkéw jest nieujem-
nos$é wyroznika A (k). Kazdy z nich bedzie miat jednak nieco inne
ograniczenia dodatkowe. Mianowicie:

Ad (i) Warunki mialyby postaé

z1 € (0;1),

{ A(k) >0,
z9 € (0;1).

Wiemy, ze A(k) > 0dlak € (O; %) Przy pozostalych dwéch wa-
runkach mamy

z1 € (0;1) Nzg € (0;1) = 2z1 +29 € (0;2) Nzqy29 € (0;1).
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Postugujac sie wzorami Viéta’a dostajemy

-2 0
3 € (0;2) oraz —3 € (0;1).

Ostatni warunek nie jest spelniony, wiemy wiec, ze nie mogg istnie¢
dwie rézne stopy IRR.

Ad (ii) Przypadek jednej tylko wewnetrznej stopy zwrotu sktada
sie z dwoch podprzypadkéw:

1. gdy stopa jest pierwiastkiem podwdjnym réwnania kwadrato-
wego, czyli ze rownanie kwadratowe wigzgce stope procentowg
z warunkami zadania ma wyréznik A(k) = 0;

oraz

2. gdy istniejg co prawda dwa pierwiastki z; iz9, ale jeden z nich
nie spelnia warunku z € (0; 1). Bylyby dwie warto$ci krytycz-

ne dla &, czyli k; = O oraz kg = %

Przy k = 0 rozwigzanie ré6wnania (2) przyjmuje postac

/__(0_1)_1
=T Ty
Stad juz mamy
_ =1=>(1+r’)8=2=r’=§/§—1=009
1478 2 T

Dlak = % rozwigzaniem réwnania (2) jest
2
- -(3-1) _1
0 2 6’
co w konsekwencji daje

r’ =8/6-1=~0,25.

Przejdzmy do drugiego podprzypadku. Bedzie nadal A(k) > 0, ale
z1 € (0;1) lub z5 € (0;1). Wcigz pozostajemy przy warunku, ze
A>0,tzn. k € (0;%).
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Gdyby jeden z pierwiastkéw z1,z9 byl ujemny, a drugi dodatni, to
2

. i s (R=3) . o
zgodnie ze wzorami Viéte’a 12 < 0, a to jest niemozliwe.

Gdyby teraz jeden z pierwiastkéw byt wiekszy lub réwny 1, to przy

= —(k—1)—\/—3k2+2k>1
1=

2 =z
lub
—(k—1) + {—3k2 + 2k
29 = ) > 1.

Warunek z; > 1 jest réwnowazny nieré6wnosci

—k — 1> \—-3k2 + 2k,

w ktérej dla k € (O; %) lewa strona jest ujemna, a prawa nieujem-
na, zatem otrzymaliSmy sprzecznosé.

Warunek z9 > 1 po przeksztalceniu przechodzi w nieré6wnos¢

V=3k2+2k >k +1,

a poniewaz obie strony sg nieujemne, to po podniesieniu nieré6w-
nosci do kwadratu zachowujemy zwrot nier6wnosci i dostajemy
—3k2 4+ 2k > k2 + 2k + 1. Otrzymalismy nieréwnosé 0 > 4k2 + 1,
ktorej nie spetnia zadne k.

Widaé zatem, ze przypadek jednej tylko stopy /RR nie moze wysta-
pié przy dwéch réznych pierwiastkach réwnania (2). O

3. Inwestor ma w portfelu:

(i) piec obligacji zerokuponowych, kazda o wartosci nominalnej
F{ =100 j.m., cenie P; = 91,67 oraz rocznym terminie wyku-
pu,

(ii) trzy obligacje, kazda o warto$ci nominalnej F5 = 100, cenie
P, = 110, stopie kuponowej r,, = 0,1, dwuletnim terminie
wykupu oraz kuponach ptatnych corocznie z dotu.

Obliczyé wewnetrzng stope zwrotu z inwestycji opisanej portfelem.
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Rozwigzanie: Koszt zakupu opisanego portfela wynosi
CFy=—-(3-110+5-91,67) = —788,35.

Wewnetrzna stopa zwrotu r = IRR i zwigzana z nig stopa dys-
kontowania v (sprawdzié czy nie lepiej byloby napisaé czynnik
dyskontujacy), dla ktorej wartosé biezaca przychodéw z opisanego
portfela obligacji bedzie r6wna jego kosztowi zakupu, czyli 788,35
j-m. Innymi stowy r jest takg stopg procentows, dla ktérej wartosé
biezgca netto portfela jest rowna zeru.

Wyliczmy zatem, ile wynoszg przychody w zaleznosci od stopy dys-
kontowania v.

W pierwszym okresie wykupione zostaje 5 obligacji o cenie nominal-
nej 100 zl, otrzymujemy réwniez 30 zl z odsetek. W drugim okresie
otrzymujemy znéw 30 z! z odsetek oraz wykupujemy trzy obligacje
o cenie nominalnej 100 zi. Mamy wiec przeplywy CF; = 530 oraz
CFqy = 330, a CFy = —788,35 wyliczyliSmy juz wczesniej. Wiemy,
ze

PV=CF0+CFIU+CFZU2,

gdziev = %—i—r Réwnanie to zapiszmy w bardziej wygodnej postaci

33002 + 5300 — 788,35 = 0.

Do kosztu zakupu portfela otrzymalis§my ré6wnanie kwadratowe

o wyrézniku A = 1321522, Jedynym dodatnim pierwiastkiem
jest v = 0,938749551 = Lr, astad 1 +r = 1,065246848 oraz

1+
IRR = r ~ 6,52%. 0

. Przyjmujemy jako obowigzujacg ptaskg strukture terminowsg z efek-
tywnag roczng stopg procentows i = 0,10.

(i) Obliczyé $redni czas trwania d strumienia platnosci réwnych
CF(t) =1dlat € N.
(ii) Rozwazmy dwie inwestycje:

= zakup dziesiecioletniej obligacji ptacgcej roczny kupon 5%
nominatu réwnego d po cenie brudnej V4.
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=  zakup po cenie Vg = 20 instrumentu ptacacego ¢t w chwili
t,przyt € N,.

Wyznaczy¢ zbiér V4 > 0, przy ktérych IRR, > IRRp.

Rozwigzanie. a) Skorzystamy z zaleznosci

>, 1k
D ; x (1—x)2
Z 1(1+7)k = _10.
Stosujac (1) do x = 1 dostajem
)3 =1+ jemy
= t 1+r
2) t; TS e

W zwigzku z tym dla r = i otrzymujemy

110
PV Z (1+z)t =30 -1

d=

b) Z (2) wynika, ze IRRpg jest dodatnim pierwiastkiem réwnania

1+r
0=-Vy+——,
b 2
zatem IRRg = 0,25.

Niech PV 4 (r) oznacza wartosé obecng inwestycji A, wyznaczong
przy efektywnej rocznej stopie r. Poniewaz funkcja r — PV, (r)
$cisle maleje, to

IRR, < VIRRg < PV,(IRRB) >0

Z 0,05d d
— =
Va+10) Aoy * dzs0 7 °

Z uwagi na to

0<V,<22+838-(0,8)10 ~ 3,1448. 0
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2.5.5. Zadania do samodzielnego rozwigzania

1. O pewnej inwestycji wiadomo, ze w chwili ¢y = 0 oraz w chwili ¢y =
2 nalezy wplaci¢ odpowiednio kwoty P; = 504 j.m. oraz Py = 2400
j-m., natomiast w chwili ¢ = 1 oraz ¢ = 3 otrzymuje si¢ odpowiednio
kwoty B; = 1910 j.m. oraz B3 = 1000 j.m. Ktére z nastepujacych
sformutowan dotyczgcych tej inwestycji sg prawdziwe:

(i) istniejg dokladnie dwie wewnetrzne stopy zwrotu, z ktérych
jedna wynosi i; = 0,25;
(ii) warto$¢ obecna tej inwestycji jest funkcjg rosngcg stopy zwrotu
idlai € [0,25;0,30];
(iii) dla v € [0,60;0,91] wartos¢ obecna tej inwestycji jest mini-
malizowana dla v = 0,60, natomiast maksymalizowana dla
vg = 0,91. [Z3.EA 12.10.02.]

2. Planowana trzyletnia inwestycja wymaga natychmiastowego wy-
lozenia kwoty 70000 j.m., a takze kwoty 10000 j.m. na koniec
drugiego roku jej zycia. Natomiast przychody majg naptyna¢ na
koniec pierwszego roku w kwocie 40 000 j.m. oraz na koniec trze-
ciego roku, kiedy inwestor otrzyma zwrot w wysokosci 55770 j.m.
Oblicz IRR dla tej inwestycji.

3. Wiadomo, ze inwestor ma otrzyma¢ ptatnosci odpowiednio w wyso-
koéciach 4 w chwili ¢y = 0 oraz (m + 1)2 w chwili £, = 2. Wiadomo
tez, ze bedzie musiat zaptacié¢ (m — 1) w chwili ¢;. Podaé¢ warunek
konieczny i wystarczajacy dla parametru m, gwarantujacy, ze beda
istnialy dwie rézne wewnetrzne stopy zwrotu i oraz iy, spelniajgce
réwnoczesnie nastepujgce warunki:

(i) kazda z nich bedzie wigksza od 25%,
(ii) kazda z nich bedzie mniejsza od 100%,

(iii) ich suma bedzie mniejsza od 150%.

4. Cigg wszystkich przeptyw6w dotyczacych pewnej inwestycji w ciggu
roku ma postaé

CFy=—1000, CF, =200, CFy=—100,
CF3 =500, CF, =200, CFs=300
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przy stopie rynkowej r = 0,04. Obliczyé NPV inwestycji
citepokl.

. Przedsigbiorstwo rozwaza wdrozenie trzyletniego projektu inwe-
stycyjnego, ktérego wydatki i wplywy sg nastepujace:

= naktad inwestycyjny wynosi 40 000 j.m.,
=  wplywy wyniosg po pierwszym roku 16 000 j.m., po drugim
22000 j.m., a po trzecim 17 000 j.m.

Obliczyé NPV oraz IRR, jezeli stopa dyskontowa wynosi 13%. Zin-
terpretowaé otrzymane wyniki.

. O pewnym planie wplat i wyptat wiadomo, zZe jezeli w chwili przy-

stgpienia otrzyma sie z niego wypltate w wysokosci %, to na konicu
110

pierwszego roku po przystgpieniu nalezy wptaci¢ kwote 30 k,
a rok pézniej otrzyma si¢ kwote % -k. Do planu mozna przystgpié
na poczatku kazdego roku, ale wyjscie z niego nastepuje zawsze na
konicu drugiego roku, liczgc od daty przystgpienia. Do planu mozna
przystepowaé wielokrotnie, niekoniecznie po uprzednim wyjsciu
z niego. Inwestor przystepuje do planu trzykrotnie: w chwili £ = 0,
w chwili ¢ = 1 oraz w chwili ¢ = 2, kazdorazowo otrzymuje wyptaty
odpowiednio: 48 j.m., 240 j.m. oraz 460 j.m. Obliczy¢ sume czyn-
nikéw dyskontujgcych v odpowiadajgcych wewnetrznym stopom
zwrotu, zrealizowanym przez inwestora. [Z6.EA 25.01.03.]

. Po przeanalizowaniu inwestycji o stalej wysokosci osigganych do-
chodéw P w kolejnych latach, o stalej wysokosci A kosztéw stalych
oraz stalej wysokosci kosztéw zmiennych b% osigganych przycho-
déw P, ustalono, ze

(i) NPV (12 : 3,0;8%) = 100,
(i) NPV (15 : 4,0;12%) = 120,

gdzie symbol NPV (P;A;b%) oznacza obecng wartosé zyskéw z in-
westycji wyznaczong przy stalej stopie procentowej i.

Wyznaczyé poziom statych dochodéw P, przy ktérych zachodzi row-
no$¢ NPV (P;0,8;20%) = 0. [Z7. EA 09.12.00.]
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3. Plany sptaty dfugow

3.1. Metoda amortyzacji

Istotg tej metody jest podziat czasu zycia dlugu (kredytu) na okresy
odsetkowe, zwykle jednakowej dtugosci. Odsetki od kredytu sg naliczane
na koniec okresu odsetkowego na podstawie zadluzenia z poczatku tego
okresu i zwane sg stanem zadluzenia, wielkoScig zadluzenia lub jeszcze
inaczej saldem dlugu. Wszystkie przeplywy gotéwki sg kumulowane, dla-
tego tez zwykle majg miejsce na koniec okresu odsetkowego. Przeptywy
te nazywane sg zamiennie sptatami kredytu lub jego rat.

Kazda z rat kredytu sktada si¢ z czesci odsetkowej oraz czesci kapita-
towej (chyba ze tre§é umowy kredytowej dopuszcza inne zasady). Podzial
raty na czes¢ odsetkowg i kapitalowg powoduje fakt, ze cze$¢ kapitalo-
wa zwolniona jest z podatku, w przeciwienistwie do czesci odsetkowej,
stanowigcej przychéd kredytodawcy.

W sytuacji, gdy kwota przeptywu nie pokrywa wysokosci raty do
splacenia w ktoryms z okreséw, réznica miedzy kwotg przeptywu a kwotg
raty zostaje dopisana do kwoty zadluzenia. Ma wtedy miejsce zjawisko
zwane amortyzacjq ujemng lub amortyzacjq negatywng.

Przedstawiony schemat ma charakter ogélny, od przedstawionej za-
sady istniejg bowiem odstepstwa zalezne od warunk6w umowy zawartej
miedzy kredytodawcg a kredytobiorcg. Okres zycia kredytu nastepuje,
gdy suma wplat jest réwna kwocie kredytu [4].

3.1.1. Oznaczenia

W skrypcie uzywane bedg klasyczne oznaczenia matematyki finansowej
zwigzane ze splatg kredytéw (dtugéw), a mianowicie:

= K — wysokos$¢ zaciggnietego kredytu;

= n — liczba okreséw, na ktére podzielono czas zycia kredytu;
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= r, — stopa procentowa w k-tym okresie, dla k € {1,2,...,n};
» O — odsetki naliczone w k-tym okresie, dla k € {1,2,...,n};
» CF) — przeplyw gotéwki na koniec k-tego okresu, & € {1,2,...,n};
= T, —rata kapitalowa na koniec k-tego okresu, dlak € {1,2,...,n};

» S, —stan zadluzenia w k-tym okresie, dla k € {1,2,...,n,n + 1}
oraz Sl = K, Sn+1 = 0.

Przyjmujemy ponadto, ze wszystkie salda S;, oraz stopy r;, sg nieujemne.
Konsekwencjg przyjetych oznaczen sg nastepujace fakty:
- Ok =Tp 'Sk,

* Spi1 =5+ 0, —CFy,

. iCFk =K+i0k’
k=1 k=1

gdzie n oznacza liczbe okreséw splat, zas k € {1,2,...,n}.

3.1.2. Przyktady

1. Pozyczka 20-letnia ma by¢ sptacana poprzez dokonywanie réwnych
splat kapitatu w wysoko$ci 100 j.m. oraz odsetek od biezacej kwoty
zadluzenia, na koniec kazdego roku. O ile zmniejszy si¢ wysokos¢
zaplaconych odsetek, jesli rata kapitalowa ulegnie podwojeniu?

Rozwigzanie. Zgodnie z przyjetag konwencjg oznaczmy odsetki
w pierwszym i drugim przypadku odpowiednio przez I oraz I,.
Mamy wtedy

I; =0,1-20000 + 0,1-19000 + ... + 0,1 - 1000 =

=0,1-(20000+4 19000 + ... + 1000) =

20000 + 1000

=0,1 >

-20 = 21000
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oraz
I, =0,1-20000 + 0,1- 28000 + ... + 0,1 - 2000 =

= 0,1(20000 + 18000 + ... +2000) =

=0,1-200002ﬂ-10= 11000,

W rezultacie A =1; — I, = 10 000. O

. Pozyczka w wysokos$ci 600 000 j.m. ma by¢ sptacona w ciggu trzy-
dziestu pieciu lat w réwnych comiesiecznych ratach ptatnych z dotu,
przy stopie oprocentowania r12) = 6%. Prowizja pobierana przez
bank wynosi 3%. Po dziesieciu latach pozyczkobiorca zdecydowat,
ze splaci potowe pozostalego zadluzenia, a pozostalg potowe spla-
ci w ciggu dziesieciu lat w réwnych kwartalnych ratach ptatnych
z dotu przy stopie oprocentowania i¥) = 8%. Ile wyniést koszt
pozyczki?

Rozwigzanie. Niech X oznacza wysokos¢ comiesiecznej raty wy-
razonej w jednostkach monetarnych. Wtedy mamy, ze przy trzy-
dziestu pieciu latach splat jest:

600000 =X - agsq oo =X - 175,38,

co daje X = 3421,14.

Do splacenia po dziesieciu latach pozostaje

3421,14 - @30010.005 — 3421,14 - 155,20 = 530 960,67.

Sptacit nie za wiele, bo tylko 600 000 — 530 960,67 = 69 039,28.

Potowa tej kwoty wynosi 265 480,34 i jg wla$nie sptaca pozyczko-
biorca, a identyczng kwote pozostawia do splaty na dekade w ratach
kwartalnych. Rate kwartalng w tych warunkach oznaczmy przez
X;. Otrzymujemy woéwczas:

265480,34 = X4 "®4000.02 = X7 - 27,355,

a stad X; = 9048,83.
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Policzmy teraz koszty. Jak wiemy, w pierwszym okresie sptat od-
setki wyniosty
0O, =120-X —69039,28 =

= 120 -3421,14 — 69 039,28 = 341497,52.

W drugim okresie natomiast byly réwne
Oy =40-9048,83 — 265480,34 = 96472,86.

Do tego dochodzi jeszcze prowizja w wysokosci 3%, ktorej koszt to
18000 j.m.

Calkowity koszt tego kredytu wynosi
341497,52 + 96 472,86 + 18000 = 455 970,38.

Otrzymany wynik rozumiemy jako 455970,38 j.m. O

. Pozyczka ma byé splacona w ciggu trzydziestu lat rocznymi ratami
w wysokosci 10 000 j.m., ptatnymi z dotu, przy efektywnej stopie
oprocentowania réwnej 8%. Po dziesieciu ptatnosciach pozyczko-
biorca chciatby wplaci¢ jednorazowo kwote X, w takiej wysokoS$ci,
aby pozostaty dlug mégt sptaci¢ w ciggu dekady ratami ptatnymi
co p6t roku w wysokosci 5000 przy nominalnej pétrocznej stopie
oprocentowania 4%.

Rozwigzanie: Wysoko$é pozyczki w momencie jej wyptaty mozna
przy warunkach zadania obliczyé jako

PV =10000 - @3010.08 = 10000 - 11,258 = 112 580.

Natomiast réwnanie wartosci dla tej pozyczki ma postaé

10000 - a3010.08 =

1 1
= 10000-a75), o5 + X - 70810 + 2000 5010 04 " Tg10°

Przeksztalcajgc te réwnosé, wyliczmy kwote X jako
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X =

1 10
= (10 000 (a%’0,0S - amo’os) -5 OOOamo’MW) (1,08)

i dalej

_ 10
X =10000(agq)) 00 = @ig)y o) (1,08) 17 = 5000055 -

Po wykonaniu stosownych obliczeri mamy, zZe

351008 = 11258, agy o = 6,710,

1

aWO,O4 = 13,590, W = 0,463,

podstawiamy i otrzymujemy
X =10000- (11,258 — 6,710) - 0,463 — 5000 - 13,590 ~ 30 241.

W chwili koniczgcej pierwszg i rozpoczynajgcej kolejng dekade po-
zyczkobiorca powinien dokonaé jednorazowej wplaty w wysokosci
X =30241j.m. 0

. Zaciggnieto kredyt w wysokosci 300 000 j.m. przy nominalnej rocz-
nej stopie oprocentowania wynoszacej 5,5%. Prowizja dla banku za
jego udzielenie wyniosta 2% wartosci. Kredytobiorca wybral opcje
trzymiesiecznej karencji w splacie kapitatu (przez pierwsze trzy
miesigce splaca wyltacznie odsetki). Po trzech miesigcach karencji
kredyt jest splacany w 360 réwnych miesigecznych ratach platnych
z dotu. Po zaptaceniu 120 rat kredytobiorca splaca cato$é pozosta-
fego do sptaty kredytu jednorazowo na koniec kolejnego miesigca.
Ile wyniosla 1gczna nominalna suma kosztéw tego kredytu?

Rozwigzanie. Na poczgtku wypiszmy dane, jakie mamy w zada-
niu. Wysokos§é kredytu:

K = 300000 j.m.
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Stopa procentowa (stata przez caly okres zycia kredytu):
r =5,5% = 0,055.

Jako ze kredyt jest splacany w miesiecznych ratach, stopa, ktorg
bedziemy sie postugiwaé wynosi:

raz) - 55% 0,46% = 0,0046.

12
Bank pobiera prowizje w wysoko$ci 2%, a wiec od razu mozemy
wyliczyé nalezng mu kwote:

0,02 - 300000 = 6 000.

Wiemy ponadto, ze kredyt jest sptacany w 360 j.m. réwnych ratach
oraz ze po splacie 120 j.m. z nich kredytobiorca podjal decyzje
o uregulowaniu pozostalej naleznosci.

Mamy réwniez informacje, ze kredytobiorca zdecydowal sie na
trzymiesieczny okres karencyjny. Oznaczmy te splaty kolejno CF_s,
CF_2, CF_l, gdzie:

CF_3 =CF_y =CF_; = CF, = 300000 - 0,0046 = 1375.

Na poczgtku zajmijmy sie obliczeniem wysoko$ci raty miesiecz-
nej po okresie karencji. Kolejne raty bedziemy oznaczac przez
CF{,CFy,...,CF3g,. Ponadto przez S; oznaczymy kwote zadluze-
nia w i-tym okresie. Wiemy, ze S; = 300 000, na ktére bedzie sie

skladaé¢ suma wszystkich rat zdyskontowanych wspétczynnikiem
1

R RRNCEY
z dotu, a wiec nalezy pamietac o przemnozeniu sumy przez czynnik

dyskontujgcy). Po czym otrzymujemy:

=~ 0,995 (z tresci zadania wiemy, ze raty sg placone

360
S1=800000=0v ) CFu'.
i=1
Ze wzgledu na to, ze raty sg stale, czyli CF{ = CFg = ... = CF3gg =

CF, otrzymujemy
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3
300000 =vCF ) v =

o2}
[«

~
Il
-

=vCF (1+vl+0v2 + ... +0360) =

1 — 1360
Stad po podzieleniu mamy:
CF = 1805,43.

Teraz skupmy sie na fakcie, ze po 120 ratach kredytobiorca sptacit
reszte kredytu. Znajac wysokosé rat, mozemy obliczy¢ stan zadlu-
zenia po 120 miesigcach, czyli kwote S;9¢. Mamy zatem:

S120 =vCF - (1 4+ vl +0v2 + - +0240) =

_ 240
—pcF. 12V

1-v
Wiemy, ze pozostalg czesé kredytu kredytobiorca sptaci dopiero
na koniec kolejnego miesigca, wiec pozostalg kwote mnozymy raz

jeszcze przez miesieczny czynnik akumulujacy:

=251496,39.

251496,39 - (1 + 0,0046) =~ 153501,90.

Do obliczenia pozostata wysokosé odsetek, jakie urosty przez okres
120 miesiecy, kiedy kredytobiorca regularnie sptacal kredyt. Sko-
rzystamy z zaleznoéci O; = S; - r;, gdzie O; oznacza wysoko$é
odsetek w i-tym okresie. Przy zaltozeniu, ze stopa jest stata, suma
odsetek wyniesie:

120 120
Oi =r ZSL = T(Sl +S2 + "'S120) =
i=1 i=1
1— 0360 1— U359 1— 0240
=r (Ul——UCFO + Ul——UCFO + -+ Ul——vCFO)
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Po wyciggnieciu powtarzajacych sie czynnikéw i uproszczeniu wy-
razenia w nawiasie dostajemy:

120

Z 0, = rvCFy [120 — 0240 (1 + vl 402 4 - +0120) ]
~ 1-v

Dalej, po zapisaniu wyrazenia w nawiasie w postaci sumy ciggu
geometrycznego i podstawieniu, mamy:

120
) O
i=1

_0,0046 - 0,995 - 1805,43
- 0,005

(120 -0,3- ﬂ) =

0,005
= 153501,90.
Dostajemy zatem tgczny koszt obslugi kredytu w wysokos$ci
153501,90 + 1156,88 + (3 - 1375,00) + 6 000,00 = 164 783,78.

Laczny koszt kredytu jest sumg otrzymanej kwoty oraz Sy,
w zwigzku z czym dostajemy:

164 783,78 + 251 496,39 = 416 280,17. O

3.1.3. Zadania do samodzielnego rozwigzania

1. Czternastoletnia pozyczka w wysokosci K = 150 000 j.m. miata by¢
splacona przy uzyciu renty pewnej, natychmiast ptatnej, o réwnych
splatach R; dokonywanych na koncu kazdego roku. Do kalkulacji
splat przyjeto strukture stép procentowych, w ktorej efektywna
roczna stopa procentowa bedzie wynosi¢ w pierwszym okresie sied-
mioletnim i; = 0,05, a w drugim siedmioletnim okresie splaty
ig = 0,1. Po zaplaceniu trzech rat pozyczkobiorca zdecydowal sie
pozyczy¢ dodatkowo 75000 j.m. oraz splacié calo$é zadluzenia réw-
nymi sptatami w wysokosci R, dokonywanymi na koncu kazdego
roku przez okres dwudziestu lat, poczgwszy od tej chwili. Przy
kalkulacji kwot platnosci Ry przyjeto efektywng roczng stope pro-
centowg réwng i3 = 0,15. Wyznaczy¢ R,. [Z7.EA 06.12.03.]
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2. Pozyczka w kwocie 150 000 j.m., zaciggnieta przy stalej stopie pro-
centowej i = 0,11, ma by¢ splacana przez okres dwudziestu pieciu
lat w ré6wnych ratach ptatnych na koricu kazdego roku. Prowizja po-
bierana przez pozyczkodawce przy zawieraniu umowy i potrgcana
z udzielonej pozyczki wynosi 0,03. Wyznaczyé roczng stope zysku
pozyczkodawcy, jesli ten zdecyduje sie sptaci¢ pozostalg czesé diugu
Iacznie z drugg rata. [Z2.EA 15.01.00.]

3. Pozyczkobiorca sptacit dziesiecioletnig pozyczke w réwnych ratach
platnych na koniec kazdego roku. Ile wyniosta calkowita kwota
splaconych odsetek, jesli

(i) kapitat sptacony w pierwszych trzech ratach wynosi 1253;

(ii) kapital splacony w ostatnich trzech ratach wynosi 1763?
[Z3.EA 17.06.00.]

4. Pozyczka jest sptacana za pomocg 10 malejgcych rat w kwotach
odpowiednio 20 j.m., 19 jm., 18 jm., ..., 12 j.m., 11 j.m., dokony-
wanych na koncu kazdego roku. Znalezé wysoko$¢ oprocentowania
zaplaconego w piatej racie. [Z6.EA 17.06.00.]

5. Pozyczka w wysokosci 100 000 j.m. jest splacana za pomocg rosng-
cych sptat dokonywanych na konicu kazdego pétrocza. Pierwsza
splata wynosi 3 000 j.m., a kazda nastepna jest wyzsza od poprzed-
niej 0 3000 j.m. (z wyjatkiem ostatniej raty — nizszej od wynikajacej
z tej zaleznosci, na tyle wysokiej, by po jej uiszczeniu sptacone zo-
stalo cale pozostale zadluzenie). Wiedzgc, ze nominalna roczna
stopa procentowa naliczana kwartalnie wynosi i(4) = 0,08, wy-
znaczyé wysokosé odsetek zaplaconych w czwartym roku trwania
umowy pozyczki. [Z8.EA 17.05.03.]

6. Pozyczka zaciggnieta przy stopie procentowej i jest sptacana
przez okres osiem lat za pomocag réwnych rat dokonywanych na
konicu kazdego kwartatu. W przypadku wydtuzenia okresu sptat do
szesnastu lat (bez zmiany pozostatych warunkéw) wysokos$é kazde;j
raty zmniejszy sie o % Wyznaczyé wysokosé stopy procentowej i (2).
[Z9.EA 09.12.00.]
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7. Rozwazmy kredyt w wysokosci 240 000 j.m., ktéry ma zostac spla-
cony w ciggu 20 lat i wiadomo tez, ze w ciggu pierwszej dekady
raty sg platne na koncu kazdego roku, a w ciggu kolejnych 10 lat
—na konicu kazdego kwartalu. Wiadomo tez, ze tgczna suma uisz-
czona w ciggu kazdego z dwéch rozpatrywanych okreséw splaty
jest taka sama, a w trakcie kazdego z nich wysoko$¢ raty pozostaje
stata. Przy kalkulacji wysokosci rat zalozono, ze w pierwszej deka-
dzie sptacania pozyczki efektywna roczna stopa procentowa wynosi
i = 0,12 oraz, ze nominalna roczna stopa procentowa w trakcie
drugiej dekady splaty jest réwna ¥ = 0,16.

Natychmiast po zaplaceniu szesnastej raty kredytobiorca pozyczyl
dodatkowo kwote L, w zwigzku z czym bank zmodyfikowal zasady
splaty obecnego tgcznego zadluzenia. Wiadomo, ze wedlug nowego
planu sptaty zmodyfikowana rata ma by¢ platna na koricu kazdego
miesigca przez okres pozostajgcy do konca oryginalnie ustalonego
terminu splaty, a jej wysoko$¢é pozostaje stata. Wiemy dodatkowo,
ze przy kalkulacji zmodyfikowanej raty uzyto nominalnej stopy
procentowej i, a wtedy i(12) = 0,18. Obliczy¢ wysokosé L, jesli wia-
domo, ze suma faktycznie zaptaconych odsetek jest o 0,15 wyzsza
od sumy odsetek, ktéra zostataby zaptacona, gdyby nie nastgpity
zadne zmiany. [Z8. EA12.10.02.]

8. Rozpatrzmy plan splaty czterdziestoletniego kredytu w nieznanej
wysokosci L, jesli wiadomo, ze:

(i) w pierwszej dekadzie na koricu kazdego roku sptacane bedzie
jedynie 0,25 kwoty odsetek od oryginalnego zadluzenia;

(ii) przez kolejng dekade na konicu kazdego roku splacane beda
jedynie odsetki od biezgcego zadluzenia;

(iii) przez ostatnig dekade na koncu kazdego roku sptacany bedzie
jedynie kapital przy uzyciu réwnych rat, przy czym lgcznie
w tym okresie zaplacone zostanie 0,50 nominalnej kwoty za-
dtuzenia.

Obliczy¢ wysokosé stalej raty ptatnej na koricu kazdego roku w trze-
ciej dekadzie splaty, jesli wiadomo, ze gdyby w pierwszej oraz dru-
giej dekadzie splaty na koncu kazdego roku sptacane bylo 0,50
kwoty odsetek od oryginalnego zadluzenia, przy niezmienionych
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10.

11.

platnosciach w ostatniej dekadzie sptaty, to wynositaby ona 450 000
j.m. Wiadomo ponadto, ze efektywna roczna stopa procentowa wy-
niesie odpowiednio 0,14, 0,12, 0,10 oraz 0,08 w kolejnych dekadach
splaty. [Z3.EA17.05.03.]

. Rozpatrzmy plan splaty trzydziestoletniego kredytu w kwocie

500000 j.m., o ktérym wiadomo, ze:

(i) przez pierwszych dziesieé lat na koncu kazdego roku sptacane
bedg jedynie odsetki od kwoty biezacego zadluzenia;

(ii) przez kolejnych dziesie¢ lat na koricu kazdego roku sptacany
bedzie jedynie kapital przy uzyciu réwnych rat, przy czym
Igcznie nominalnie zaplacone zostanie 0,40 pierwotnej kwoty
zadluzenia;

(iii) przez ostatnig dekade na koncu kazdego roku sptacone zosta-
nie pozostale zadluzenie przy uzyciu réwnych rat.

Obliczy¢ wysoko$¢ raty platnej w ostatnim dziesiecioletnim okresie
splaty, jesli wiadomo, ze w calym okresie splaty efektywna roczna
stopa procentowa wyniesie i = 0,08, z wyjatkiem roku 5, 15 oraz
25, kiedy to w wyniku wahan kursowych efektywna roczna stopa
procentowa wzrosnie i wyniesie odpowiednio 0,10, 0,12 oraz 0,14.
[Z4.EA 25.01.03.]

Pozyczka oprocentowana przy nominalnej rocznej stopie procen-
towej naliczanej kwartalnie i(4) miala byé splacana przez okres
32 lat za pomocg platnosci dokonywanych wraz z koricem kazdego
kwartalu, przy czym platnosci dokonywane na koniec kwartatu
parzystego (tj. na konicu pélrocza) mialy by¢ dwa razy wieksze od
ptatnosci dokonywanych na konicu kwartalu nieparzystego. Po za-
placeniu polowy rat wydluzono pozostaly okres splaty do 32 lat
(bez zmiany pozostalych warunkéw), w wyniku czego wysoko$é
kazdej raty zmniejszyta sie o 20%. Wyznaczyé stope procentowg
i, [Z29.EA 11.10.03.]

Inwestor bierze kredyt w wysokosci 100 000 j.m. splacany w 50
réwnych rocznych ratach ptatnych z dotu przy stopie i; = 0,10.
Bezposrednio po zaplacie 10-tej raty renegocjuje warunki kredytu.
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12.

13.

14.

Pozostala do splaty czesé kredytu bedzie teraz sptacona przez ko-
lejne 30 lat (tgcznie 40 lat) w réwnych ratach ze zmieniong stopg
ig = 0,12. Wyznaczy¢ réznice miedzy sumg odsetek zaptaconych
na koniec 12, 14, 16, ..., 40 roku przy nowych warunkach, a su-
ma odsetek, ktora bylaby zaptacona w pierwotnej formule sptaty
kredytu w tym samym czasie. [Z5.EA 10.10.05.]

Kredyt w wysokosci 100 000 j.m. jest sptacany w 20 ratach platnych
na koniec kolejnych lat w wysokosciach

X, X+a), X+2a),.., X+19a),

gdzie X,a € R. Efektywna roczna stopa oprocentowania kredytu
wynosii,r = 0,07. Wyznaczy¢ wartosc a, przy ktorej 0,60 dziesigte;
raty stanowig odsetki. [Z7.EA 20.03.06.]

Kredyt hipoteczny o wartosci 400 000 j.m. bedzie sptacany przez 30
lat ratami ptatnymi na koricu kazdego roku, w nastepujacy sposoéb:

(i) w pierwszej dekadzie kredyt splacany jest réwnymi ratami
w wysokosci R,

(ii) w drugiej dekadzie raty tworzg cigg malejacy o wyrazach

R, (R —1000), (R — 2000), ..., (R — 9000),

(iii) w trzecim dziesiecioleciu kredyt ponownie sptacany jest rata-
mi o stalej wartosci,

(iv) oprocentowanie kredytu w pierwszym dziesiecioleciu wynosi
0,09, w drugim 0,08, a w trzecim 0,07.

Wiedzac, ze wartosé kapitatu sptaconego w ratach siedemnastej
i dwudziestej si6dmej wynosi w sumie 35774,12 j.m., obliczy¢
kwote odsetek zaptaconych w drugim dziesiecioleciu.

[Z9.EA 26.03.18.]

Trzy osoby biorg z banku kredyty w wysokosci 100 000 j.m. kazda.
Kredyty sg splacane za pomocg rat ptatnych na koniec kazdego
roku przez najblizszych pietnascie lat. Kazdy z kredytobiorcéw ma
inny plan splaty.
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Pierwszy sptaca kredyt za pomocg rat postaci:
P, (P —-500), (P—-1000),..., (P —"7000)

(kazda rata jest o 500 j.m. mniejsza od poprzedniej).

Drugi sptaca kredyt za pomocg rat postaci:

Q, (2Q), (3Q@), ..., (15Q).

Trzeci sptaca kredyt za pomocg rat postaci:
R, [(LDHR], [(L,D?R], ..., [(L,1)*R].

Roczna efektywna stopa procentowa jest réwna i = 0,07. Obli-
czyé warto$é sumarycznych odsetek zaplaconych przez wszystkich
trzech kredytobiorcow w ciggu calego okresu sptacania kredytow.
[Z7.EA15.12.08.]

15. Kredyt hipoteczny w wysokosci 500 000 j.m. splacany jest w 40
réwnych rocznych ratach, ptatnych z dolu przy stopie i = 0,05. Bez-
posrednio po splacie 6smej raty ulega zmianie stopa procentowa.
Jednoczesnie kredytobiorca decyduje sie na skrécenie pozostalego
okresu kredytowania. Pozostala czesé kredytu bedzie teraz spla-
cana przez kolejnych dwadziescia lat w réwnych, ptatnych z dotu,
rocznych ratach, ze zmniejszong stopg r = 0,04. Niech S, oznacza
sume odsetek zaplaconych w pierwszych dziesieciu latach nowego
kredytu (tj. w latach 10,11, ..., 19, liczgc od momentu zaciggnie-
cia pozyczki), natomiast S; sume odsetek, ktore bylyby zaptacone

w tym samym okresie w oryginalnej formie. Obliczy¢ S—l
r

[Z9. EA 08.10.07.]
3.2. Ciaggta sptata dtugu
Ciggta sptata dlugu jest to model teoretyczny, oparty na akumulacji
cigglej, w ktérym tak odsetki, jak i sptaty kapitalu odbywajg sie w sposéb

ciggly. W istocie jest to graniczny model kredytu ciggu modeli splat
dyskretnych, gdy liczba okreséw splaty dgzy do nieskoriczonosci [4].
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Przypatrzmy sie ciggtemu planowi splaty kredytu w oparciu o meto-
de amortyzacji. Wezmy kredyt o jednorazowej wyplacie oraz bez prowizji
i koszté6w manipulacyjnych. Zakladamy, ze kredyt zostal zaciggniety
w chwili ¢ = 0 [4].

Do tego celu przyjmijmy oznaczenia

= K — wysoko$¢ zaciggnietego kredytu;

= T —czas zycia kredytu;

= r(t) — stopa procentowa w chwili #;

=  O(t1;t9) — odsetki naliczone w okresie [£1;%5];

= CF(tq;t9) — wplaty (przeptyw gotowki) w okresie [t1;t5];

= g(t) — gesto$é strumienia platnosci w chwili ¢;

= S(¢) —stan zadluzenia w chwili ¢, gdzie S(0) = K, S(T) = 0.
Zalozeniem dodatkowym jest, ze: wszystkie salda S(t), stopy r(¢), ge-

stosci g (¢) w chwili ¢ sg nieujemne, a wszystkie wymienione funkcje sg
mierzalne dla argumentéw nieujemnych.

W przedziale [t;;¢5] przeplyw gotéwki jest zalezny od gestosci stru-
mienia platnosci i wynosi:

to
CF (t1;t9) = f g(s)ds.
i

Wielkosé odsetek jest wyznaczona przez stan zadluzenia i przez stope

procentowg:
lo
O(ty;t) = f r(s)S(s)ds.

t1

Zmiana stanu zadluzenia zalezy od strumienia wplat i od kwoty odsetek.
Mamy wtedy:

S(tZ) = S(tl) + O(tl;tQ) - CF(tl;tz),
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a wiec

Przyjmujac t1 =t oraz to =t + At, dostajemy zalezno$é

AS(t) = [ r)Ses)ds— [ g(s)ds,
[#;t+ A¢E] [¢;t+ A¢E]

a nastepnie dzielgc stronami przez At, otrzymujemy

AS 1 1
—_— = r(s)S(s)ds — — g(s)ds.
At A [t;t-{At] At [t;t{At]

Modyfikujac zapis, otrzymujemy

48 _
At
r(s)S(s)ds — f r(s)S(s)ds f g(s)ds — f g(s)ds
_ [0;t+A¢] [0;¢] _ [05¢+A¢] [0:¢]
- At At

Przyjmujgc F(s) := fr(s)S(s)ds oraz G(s) := fg(s)ds, dostajemy
w konsekwencji zalezno§é

AS _F(@+4)-F@) GE+4)-G@®)

At At At ’

a przy At — 0 otrzymujemy
S't)y=f@) —g@t) =r@®)S) —g),
gdzie f(t) =f"(t) =r(®)S(t).
Otrzymana zalezno$é ma jeszcze i te dobrg strone, ze dostajemy

z niej formute na gestosé

gt) =r@®S@) —S'@).

3.2.1. Przyktady

1. Bank kapitalizujgcy co kwartal z dotu, przy nominalnej stopie
procentowej i = 0,24, zamierza przej$¢ na kapitalizacje cigglta. Wy-
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znaczy¢ wysokos§é nominalnej stopy procentowej przy kapitalizacji
ciaglej, aby w czasie pieciu lat obydwa warianty oprocentowania
byly jednakowo atrakcyjne.

Rozwigzanie. W sytuacji opisanej w zadaniu kwartalna stopa
oprocentowania wynosi iz, = O’T = 0,06. Przyjmijmy, ze r jest no-
minalng stopg kapitalizacji cigglej. Biorac pod uwage tre$c zadania,
dostajemy réwnosé [ (1,06)4]1% = e, ktoéra po zlogarytmowaniu
daje 57 = In (1,06)29 = 201n (1,06) i z ktérej dostajemy

r =41n (1,06) ~ 0,233 = 0,233.

Stad stopa kapitalizacji cigglej, réwnowazna w okresie pieciu lat
kapitalizacji kwartalnej wynoszacej 0,06, jest réwna 0,233.

Zauwazamy, ze zadanie to nie odnosi sie do zadluzenia, ale do de-
pozytu. Klopot formalny zwigzany z mozliwoscig stosowania ciggte;j
sptaty dtugu polega na stronie prawnej. Mianowicie, w przypadku
dyskretnego modelu sptaty dlugu dzieli raty na czes¢ obarczong
podatkiem i cze$é wolng od podatku. O

. Wyznaczyé A (2), gdy
1)AW0) =10, @() o) =ln2+2tIn3+2t1n2In4.

ft S(s)ds
Rozwiazanie. Z uwagi na to, ze: A(t) = A(0)e® , to w tym
przypadku:
2 2
[ S(s)ds [ In2+2s1ln3+2%1n21ln4)ds
A(2) =A(0)e = A(0)ed =

0

2 2 2
(ln2f ds+In3 [ 2sds+In21n4 [ 28 1n21n4d)
= 10e 0 0

25 |2
_ 10e[21n2+41n3+1n41n2m|0] _ 10e[1n4+1n81+(22_20) 1n4]

— 10e[In4+In81+In64] _ loe[ln34+ln44] _

= 10e(3*4%) Z10.34.44 = 10. (3-4)% =
=10-124 = 10 - 1442 = 10 - 20 736 = 207 360.
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W konsekwencji otrzymujemy wiec A (2) = 207 360 j.m.
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4. Obligacje

4.1. Podstawy teoretyczne

Na wstepie przedstawimy metode wyznaczania stopy zwrotu z obligacji
do momentu jej zapadalnosci, w jezyku angielskim zwanej w skrécie
YTM (Yield to Maturity) W przypadku obligacji o stalym oprocentowaniu,
z ktérg wigze sie¢ n + 1 przeplywéw pienieznych, najwczesniejszym
przeptywem jest CFy = —P ijest to kwota, za ktérg inwestor zakupit
obligacje. Przeptywy

CF{,CF,,...,CF,_4

sg kuponami, natomiast przeptyw ostatni CF,, jest sumg kuponu oraz
kwoty bedacej ceng wykupu. Wymienione przeptywy majg miejsce odpo-
wiednio w chwilach ¢y,%1,ts,..., ¢,.

Jak juz wspomnieliSmy, stopa procentowa YT M jest stopg zwrotu
z obligacji do momentu jej zapadalnosci. Zakladamy, ze odsetki (w tym
przypadku kupony) sg reinwestowane z takg samg efektywng stopag
zwrotu. Efektywna stopa zwrotu YT'M spelnia zatem réwno$é:

P-(1+YTM)ir =
=CF;-(1+YTM)'»" "1 + CFo- (1 + YTM)'» 2 + ..
it CF,_1- (1 +YTM)"»tn-1 4 CF,
Réwnosci tej mozna nadaé¢ r6wnowazng postac

CF, N CF, N
(1+YTM)r  A+YTM)2

O=CFO+

CF,_; . __CF,
A+ YTM)! ™D A+ YTM)™
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Stad juz tylko krok do czynnikéw dyskontujacych B(¢,,), odpowiadajg-
cych chwilom ¢, 4, ...,¢,,, majacym postacie

df 1

5O = Ty

a w szczeg6lnosci
B(ty) = (1+YTM)? = 1.

Wynika z tego, ze efektywna stopa procentowa zwrotu z inwestycji w roz-
patrywang obligacje jest réowna stopie zwrotu do momentu zapadalnosci.
A zatem R (¢,,)) = YTM. Poniewaz znane sg czynniki dyskontujgce dla
poszczegélnych chwil ¢ € {t(,tq,...,¢,,}, wiec mozemy zapisac

0=CFy-B(ty) + CFy -B(t;) + CFy - B(ty) + ...

..+ CF,_1-B(t, 1) +CF, -B(,).

Znajac B(¢) dlat € {t{,tq,...,t,_1}, warto$¢ B(t,,) wyznaczamy z zalez-
nosci

Sposob ten nosi nazwe metody taricuchowej.

Przyjmujemy oznaczenia obowigzujgce w matematyce finansowe;j.
Warto dodaé, ze sg to oznaczenia zatwierdzone przez Miedzynarodowe
Towarzystwo Aktuarialne, ktérego historia siega 1895 roku.

cena (rynkowa) obligacji

nominatl obligacji

cena wykupu (kwota ptacona posiadaczowi w dniu wykupu)

stopa kuponowa obligacji (kupon/nominat)

wysoko$¢ kuponu

zmodyfikowana stopa kuponowa, g definiuje jg réwnosé: Fr = Cg
stopa zwrotu z obligacji (do momentu zapadalnosci YTM)

liczba okreséw platnosci kuponu od daty obliczeri do daty wykupu
warto$é obecna, obliczana z uzyciem stopy i, ceny wykupu K = Cv"™
kwota bazowa obligacji, definiuje ja r6wnos$é Gi = F'r

QIX[3 | ~|m|J ¥ Q|

4.1.1. Premia i dyskonto

W przypadku gdy cena zakupu obligacji przewyzsza cene¢ wykupu
(P > C), m6éwimy, ze obligacja zostata kupiona z premiqg. Réznica P — C
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jest kwotg premii. Moze by¢ wyrazona procentowo. Jezeli natomiast cena
zakupu jest nizsza od ceny wykupu (P < C), to méwimy, ze obligacja zo-
stata kupiona z dyskontem. Réznica C — P nazywana jest kwotg dyskonta
(moze tez by¢é wyrazona jako procent wykupu). Stad mamy zaleznosci:

premia =P — C = (Fr — Ci)ay; = C(g —i)az,, gdy g>1,

dyskonto = C — P = (Ci — FR)ay; = C(i — g)az,, gdy g<i.
Zajmujac sie obligacjami, mamy do czynienia z trzema stopami procen-
towymi:

1. Nominalna stopa procentowa — jest wyrazona w stosunku rocznym

stopg kuponowag, tzn.

roczny kupon
nominat obligacji’

nominalna stopa procentowa =

2. Biezqca stopa zwrotu (current yield) — jest stosunkiem rocznego
kuponu do ceny rynkowej obligacji.

3. Stopa zwrotu liczona do momentu zapadalnosci (YTM), czyli wy-
razona w stosunku rocznym wewnetrzna stopa zwrotu.

Cztery formuty wyrazajace cene obligacji

Ip. Nazwa Formula

1. Formuta podstawowa P=Fra,; + Cv* =Fra,;; +K
2. | Formuta premia/dyskonto P=C+ (Fr—-Ci)a;;

3. | Formula kwoty bazowe;j P=G+ (C-G)v"?

4 Formuta Makehama P=K+ ‘%(C —K)

4.1.2. Wartosci obligacji miedzy ptatnosciami kuponu

Oznaczmy przez B, i B; 1 ceny lub wartosci ksiegowe obligacji tuz po
dwéch kolejnych ptatno$ciach kuponu. Pamietamy, ze F'r jest wielko$cig
kuponu. Mamy wtedy
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przy zalozeniu stalej stopy zwrotu i. A oto powdéd tej zaleznoSci:
B,(1+i) —Fr = [Fram + C’v”_t] (1+i)—Fr=

=Fr(l+v+..+v* ") 4 Con—t-1 _Fr =

= Fram + Cynt-1 = Bt+]_'
Zajmiemy si¢ teraz zachowaniem B;,;, dla0 <k < 1.

Jezeli obligacja jest kupowana miedzy platno$ciami, to nalezy po-
dzieli¢ przyszly (w rozumieniu ,najblizszy”) kupon miedzy dwie strony
transakcji, poniewaz nowy posiadacz obligacji na koniec okresu otrzyma
caly kupon. Bedziemy uwazac, ze do chwili 2 narosta pewna czes$¢ kupo-
nu (oznaczana przez Fry), zwana po angielsku: accured coupon (kupon
skumulowany). Mamy przy tym: Cro = 0 oraz Fr{ =r.

Przez B’; + 0znacza sig pienigdze, ktére zmieniajg wtasciciela przy
zakupie obligacji w chwili t+% (w polskiej literaturze uzywa sie tez nazwy
cena brudna obligacji, ang. flat price). Symbolem B}, oznaczamy ceng
z wylgczeniem narostego kuponu (w polskiej literaturze cena czysta, zas
ang. market price). Mamy

B

vap =B, +Fry, dla0<k<l

W praktyce gieldowej ceny obligacji podawane sg w postaci dwéch sktad-
nikéw tej sumy, czyli jako cena czysta (kurs) oraz narosty kupon!

4.1.3. Cwiczenia

1. Sformutowaé definicje obligacji zerokuponowej oraz przedstawié
wartos¢ obecng takiej obligacji, jesli znane sg jej czas trwania,
nominalna rynkowa stopa procentowa oraz cena wykupu, a takze
przedstawic jej wartos§é obecng, gdy znane sg F', C, r.

2. Sformulowacé definicje obligacji kuponowej, jesli znane sg jej czas
trwania, nominalna rynkowa stopa procentowa oraz cena wykupu,
a takze przedstawic jej wartosc obecng, gdy znane sg F, C, r.

3. Sformutowa¢ definicje premii oraz definicje dyskonta. Poda¢ for-
mule wyceny obligacji dla przypadku premia/dyskonto, a takze
formuly na premie i na dyskonto.
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4. Uzasadnié, ze stope zwrotu w terminie do wykupu mozna analitycz-
nie wyznaczy¢ tylko i wylgcznie dla obligacji 0—kuponowe;j oraz ze
dla modeli dyskretnych i modeli cigglych dysponujemy odpowiednio
zalezno$ciami

F\7 1, (F
rq = (?) —1 oraz ry= t_ln(l_’)'
n

5. Sformutowaé definicje stopy procentowej YT'M oraz przedstawié
rozumowanie prowadzgce do wyznaczenia odpowiedniej formuly.

6. Sformutowacé definicje ceny czystej i ceny brudnej obligacji.

7. Omoéwic¢ zagadnienie ustalania wartosci obligacji miedzy platno-
Sciami kuponéw.

8. Omoéwié zagadnienie ustalania wartosci ksiegowej obligacji oraz
metody: teoretyczng, praktyczng i semiteoretyczng.

4.1.4. Przyktady

1. Dane sg trzy obligacje o tej samej wartosci wykupu i majace te
same terminy ptatnosci kuponéw:

(i) pierwsza z kuponem wysoko$ci 40 ma sume zakupu P;
(ii) druga z kuponem w wysokosci 30 ma cene zakupu @;

(iii) trzecia z kuponem w wysokosci 30 ma (nieznang) cene zakupu
R.

Wyznaczyé cene R trzeciej obligacji.

Rozwiazanie. Przyjmijmy, ze C oznacza cen¢ wykupu (wartos$é
wykupu) obligacji, a jak pamietamy — jest ona zwykle réwna war-
to$ci nominalnej obligacji, F', czyli C = F. Poza tym, mimo Ze nie
ma o tym mowy w tresci zadania, znana jest nam stopa oprocento-
wania i oraz fakt, ze mamy do czynienia z plaskg strukturg stép
procentowych. Dodatkowsg informacjg, ktorg nalezy przyjaé w ce-
lach technicznych, jest czas zycia obligacji wyrazony w latach —
oznaczmy go przez n.
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Oznaczmy tez zwyczajowo przez v zalezny od i czynnik dyskontujgcy

(v = %H) Przy przyjetych umowach informacje zawarte w tresci

zadania pozwalajg utworzy¢ uktad réwnan

P = 40az,, + Cv",
Q = 30az;, + Cv™,
R = 80az7; + Cv™.

Widzimy, ze jest to uktad réwnan liniowych z trzema niewiadomy-
mi:

*  ay); —rentg n-letnig ptatng z dotu, ze stopg procentows i,

=  (Cv™ — zaktualizowang na moment zakupu wartoscig nomi-
nalng obligacji,

= R — nieznang ceng trzeciej obligacji.
Poniewaz trzecie z réwnan ukladu jest ,konsumentem” informa-
¢ji mozliwych do uzyskania z ré6wnan pierwszego i drugiego, to

zajmijmy sie rozwigzaniem wspomnianego ,poduktadu”:

P = 40az,, + Cv",
Q = 30az;; + Cv™.

Odejmujac stronami drugie od pierwszego z réwnan wchodzgcych
w sklad uktadu, otrzymujemy

P —@Q = 10ay; przy Q = 30az;7; + Cv™.
Stad juz bez trudu dostajemy:
an; = 1—10(P -Q)
oraz po wstawieniu do drugiego ré6wnania
P =4(P -Q) +Cv",

a zatem
Cuv™ = 4@ - 3P.
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W konsekwencji mamy
R=80-1—10(P—Q) + 4@ — 3P.

Ostatecznie R = 5P — 4Q). O

. Obligacja dwuletnia o wartosci wykupu 10 000 j.m., ré6wnej war-
tosci nominalnej, placi roczne kupony réwne r, = 0,03 wartosci
nominalnej. Cena emisyjna wyznaczana jest w oparciu o nastepu-
jaca strukture stép procentowych: i; = 0,05 jest stopg procentowg
(forward) w pierwszym roku po emisji, zas i = 0,04 w drugim
roku po emisji. Wiadomo, ze pierwszy kupon bedzie reinwestowany
w momencie jego platnosci na okres pozostaly do wygasniecia obli-
gacji, przy stopie procentowej i5. Za zakumulowang wartosé wyplat
(uwzgledniajgc opisang reinwestycje kuponu) kupujemy w momen-
cie wygasniecia obligacji dziesiecioletnig rente o staltych, rocznych
platnosciach, ptatng na poczatku kolejnych lat, skalkulowang przy
stalej stopie technicznej réwnej wewnetrznej stopie zwrotu (YT M)
z obligacji. Jaka jest roczna wyplata z tej renty?

Rozwigzanie. Oznaczmy przez P cene emisyjng obligacji dwu-
letniej. Niech przy tym Fr, oznacza warto$¢ kuponéw pod koniec
pierwszego i drugiego roku zycia obligacji. Mamy wtedy z tresci
zadania, ze przeplywy finansowe wynoszg odpowiednio

CF, = —P = —10000,
CF, = Fr, = 003 - 10000 = 300,
CFy =F +Fr, = 0,03- 10000 + 10000 = 10 300,

gdzie r, oznacza stope kuponowa, zas F nominal obligacji.

W zadaniu mamy do czynienia z dwiema stopami procentowymi,
a przez to z dwiema czynnikami dyskontujgcymi. Pierwszy z nich
obowigzuje w roku pierwszym i wynosi:

1 oraz drugi: Vo = ;
1,05 gt 2~ 105-1,04°

v =

Stad:
PV = CF]_Ul + Cszz,
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czyli
300 10300
PV = 1.05 + 105.1.04 = 9717,94.
Zauwazmy, ze pierwszy z wyplaconych kuponéw zostal poddany

rocznej reinwestycji na rok, przy stopie i = 0,04, a jego warto$é

przyszta na koniec drugiego roku wyniosla
Fr,-(1+4+i5) =300-(1+1iy).

Jednak udziat tego kuponu w wartosci obecnej obligacji, czyli w PV,
wigze sie ze zdyskontowaniem kwoty 300 - (1 + i5) w dwuletnim
przedziale czasu. Proces aktualizacji jego wartosci na ,chwile ze-
rowq” jest oparty o czynnik dyskontujacy wtasciwy dla tego prze-
dzialu, czyli o czynnik vy. Z uwagi na to, udzial drugiego kuponu
w wartosci PV obligacji wynosi

1

~ 300 300
" 1+i, 1,05

Oznaczmy teraz przez r* wewnetrzng stope zwrotu IRR, a wtedy
réwnanie pozwalajgce na jej wyznaczenie ma postaé:
1 1

Tor I e =0

P—Fr,-

Po pomnozeniu stronami przez (1 + r*)2 i podstawieniu wezesniej
wyznaczonej wartosci na P dostajemy:

9717,94(1 +r*)2 —300(1 +r*) — 10300 = 0.

Podstawiajgc ¢ := 1 + r* i od razu zakladajac, ze t > 0, dostajemy
réwnanie:
9717,94t2 — 300t — 10300 = 0.

W rezultacie A = 40046 900 oraz VA ~ 20 011,725, a zatem jed-
nym z pierwiastkéw réwnania jest liczba ujemna ¢; < 0, drugim
za$ — nas interesujgcym — jest £ = 1,0450633. W nastepnej kolej-
nosci dostajemy ¢ ~ 1,045% i dalej r* =~ 4,5%.
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Teraz kupujemy rente! Oté6z do zainwestowania mamy zakumulo-
wang wartos¢ pierwszego kuponu: Fr, (1 + iy), plus drugi kupon
i kwote wykupu, ktére oznaczyli§my jako: F + Fr,. Stad mamy

FV =300-1,04 + 10300 = 10612,00.

Jednak F'V inwestycji to jest PV renty ptatnej z gory przez 10 lat
w rownych ratach po X. Mamy wiec:

PVirenty =X - d1g 0,045

Dla renty ptatnej z géry przy oprocentowaniu wynoszgcym i =
0,045% mamy, ze

dm0’045 =~ §8,2687901.

Stad mamy juz rate X

PV
X =Tl o ggg;%%ol ~ 1283,38j.m.
21010,045 ’

Przyjmijmy jako wynik przyblizony X =~ 1284 j.m. O

. Inwestor kupil w dniu emisji obligacje: 10-letnig i 12-letnig. War-
to$é wykupu kazdej obligacji wynosi 10 000 j.m. Kazda obligacja
wyplaca kupon o wartosci 800 j.m. co dwa lata, poczgwszy od konica
drugiego roku. Inwestor sfinansowat 80% wartosci zakupu obligacji
za pomocg kredytu, natomiast pozostalg cze$é optacit z wlasnych
srodkow. Odsetki otrzymane z obligacji sg reinwestowane w fundu-
Szu.

Po trzech latach inwestor sprzedaje obie obligacje, wycofuje srodki
z funduszu i sptaca kredyt w catosci wraz z naleznymi odsetkami.
Wiedzac, ze:

= cena zakupu obligacji zostala ustalona przy stopie procentowej
6%,

= cena sprzedazy obligacji zostala ustalona przy stopie procen-
towej 5%,
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= stopa zwrotu funduszu, w ktérym reinwestowane sg $rodki
otrzymane z wyptaconych kuponéw obligacji, wynosi 7%,

= oprocentowanie kredytu wynosi 8%,
obliczy¢ efektywnag (roczng) stope zwrotu z zainwestowanych $rod-
kéw wlasnych.

Rozwigzanie. Pamietajac, ze kupony w wysokosci 800 j.m. placone
sg co dwa lata i oznaczajgc obecne wartosci obligacji 10-cio i 12-
-letniej przez PV, oraz PV, mamy

1 1 1 10000
PV, =800 + + ...+ ,
10 ( (1,06)2 * (1,06)4 (1,06) 10) (1,06)10
1 1 1 10000
PV, =800 + + ...+ .
12 ((1,06>2 (1,06)% (1,06>12) T 1,062

Jesli K = K (0) jest kwotg zaciggnietego kredytu, to
K@) = 0,8(PV10 + PV12),

co wynika z tresci zadania. Po wykonaniu stosownych obliczeri
dostajemy, ze

PVj,=844223 oraz PV, = 822555,
a stad juz mamy kolejny potrzebny wynik:
K (0) =0,8(PVq1g+PVy) =13334,22.

Teraz oznaczmy przez S 5%) oraz S g) kwoty, za jakie zostaly sprze-
dane poszczegoélne obligacje w trzy lata po zakupie. Mamy, ze:

S =10000-v7 +800 - (v7 +v? +v3 +v,) ~ 9755,15
oraz

S{3) =10000-v2 + 800 - (v2 + v7 +v? +v3 +v,) ~ 9610,12,

gdzie vy, = 1 jest ustalonym na podstawie stopy sprzedazy
réwnej 5% czynnikiem dyskontujgcym sprzedazy. Kwota uzyskana
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ze sprzedazy obu obligacji S® po trzech latach ich zycia jest zatem
réwna
3) _ Q3 (3) _
S® =53 + 83 = 19365,27.

Jednak w miedzyczasie zaciggniety w chwili kupna obligacji kredyt
w kwocie K (0) ,,obrést” odsetkami, czyli zakumulowatl si¢ w sposéb
zlozony przy stopie oprocentowania kredytu wynoszacej — zgod-
nie z tre$cig zadania wynoszgcej 8%. A wiec w chwili sprzedazy
obligacji jego warto$é wyniosta

K (3) =K (0)-(1,08)3,
co w szczegoltach daje
K(3) =K (0)(1,08)3 = 13334,22 - (1,08)3 = 16 797,28.

Oznaczajgc przez Z zysk z inwestycji, wartosé srodkéw zgromadzo-
nych w funduszu po trzech latach trwania inwestycji przez U (3),
a udzial srodkéw wlasnych inwestora przez W mamy réwnanie:

Z=8® +U@B)-K(@3).

Mamy zgodnie z treécig zadania, ze U (3) = 1600 - (1 + ryy), gdzie
stopa zwrotu funduszu r;; = 0,07 — zgodnie z trescig zadania. Stad

U =1600-1,07 =1712;
W =0,2(PVy, + PVy9) = 3333,56.

Po podstawieniu stosownych wartosci liczbowych i wykonaniu ko-
niecznych dziatan otrzymujemy: Z = 4 280. Jezeli oznaczymy przez
ror efektywng stope stopg zwrotu inwestora z jego wlasnych srod-
kéw, to dostaniemy réwnosé

Z
3 —
(1 + ref) = W
Mamy wtedy
4280,00
3270 o
(1 +rp)° = 3333.56 1,2839127
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stad
Tef = 3/1,2839127 — 1 ~ 1,0868722 — 1 ~ 0,087.

Zatem r,, ~ 0,087. O

. Obligacja o warto$ci nominalnej, réwnej wartosci wykupu réwnej
1500 j.m., ze stopg kuponowg r bedzie wykupiona po n latach.
W przypadku gdy zwiekszymy stope kuponowsg o 1%, cena zakupu
wzros$nie o 75 j.m. Cena zakupu obligacji zostala wyliczona przy
stopie stopie zwrotu 6%, o pélrocznej kapitalizacji odsetek. Inna
obligacja o warto$ci nominalnej, réwnej wartosci wykupu 1500
j-m., bedzie wykupiona po 2n latach. Wiedzac, ze obie obligacje wy-
pltacajg pélroczne kupony, obliczyé¢ cene zakupu obligacji 2n letniej,
przy stopie zwrotu 6% o pétrocznej kapitalizacji odsetek, jezeli jej
stopa kuponowa wynosi 7%.

Rozwigzanie. Trzymajmy si¢ klasycznych oznaczen dotyczacych
obligacji. Niech tradycyjnie P oznacza cene zakupu obligacji, F’
cene nominalng, a C — cene jej wykupu. Do tego niech r oznacza
stope kuponowg. Z tre$ci zadania wiemy, ze

C=F =1500j.m.,

a nominalna stopa procentowa wynosir,,,,,, = 0,06, z czego z kolei
wynika wysoko$¢ stopy potrocznej wynoszaca i = 0,03. To ta stopa
wyznacza czynnik dyskontujgcy réwny v = (1,03) 1.

Odwolajmy sie teraz do formuly podstawowej dla wyceny obligacji
P = Fraz;; + Cv". Informacja, ze kupony ptacone sg co pét roku,
a stopa kuponowa jest okreslona w stosunku rocznym oznacza, ze
warto$¢ kuponu wynosi

1 1

W naszych warunkach dostajemy

1 1
(1) 1500=5'1500-r-a%0’03+1500-1’03271.

Przejdzmy do drugiego warunku zawartego w zadaniu, a zwigza-
nego ze wzrostem ceny zakupu obligacji w wyniku wzrostu stopy
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kuponowej o 0,01. Wtedy zachodzi r6wno$é

1
1,032n°

(2) 1500+ 75 = L -1500- (r +0,01) -a%003+1500-

2

Odejmujgc stronami od réwnania (2) réwnanie (1) dostajemy

-

75 = 3" 1500 - 930,03

i w efekcie przeksztalcen kolejng réwnosé

0%0,03 = 10,

ktora po uporzgdkowaniu prowadzi do zalezno$ci

1- 1 = 0,3,
(1,03)2n
a z niej
10
2n _ VY
(1,03)=" = i
Logarytmujgc stronami, dostajemy
In 10
n= m ~ 6,033311839.

A wiec dobrneliSmy do informacji, ze n = 6.

Przyszla pora na ostatni akord, jakim jest obliczenie ceny P* za-
kupu obligacji 2n letniej, przy stopie zwrotu 6%, o péirocznej kapi-
talizacji odsetek, jezeli jej stopa kuponowa wynosi 7%, a kupony
wyplacane sg co p6t roku. Mamy

s L 1

P =5-1500-0,07- U4l0,03 T 1500- (1,08)24°

Po wykonaniu wszystkich koniecznych rachunkéw, przy danych
z zadania dostajemy, ze

w1,
2

24 _
(1,03) 1 + 1500 - 1 = 1627.

P — =
(1,03)24.0,03 (1,03)24

1500-0,07 -
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W konsekwencji P = 1627. O

. Inwestor kupuje 20-letnig obligacje o wartosci wykupu réwnej
wartosci nominalnej 1000 j.m. przy zalozeniu efektywnej stopy
procentowej i za kwote 1500 j.m. Kupony ptatne sg corocznie,
a stopa kuponowa jest ré6wna 3i (trzykrotnej stopie procentowe;j
i). Po 10 latach, sprzedaje ja za kwote X, przy zalozeniu tej samej
efektywnej stopy zwrotu i. Obliczyé¢ wartosé X.

Rozwigzanie. Mamy przy standardowych oznaczeniach: r, = 3i
— stopa kuponowa, C = 1000 — warto$é wykupu (ré6wna cenie
nominalnej F), cena (rynkowa) zakupu: P = 1500, ze

P=Fr, "5 + Fv20,

Poniewaz mamy Ag5). = -
14

_ 1,20
1500 = 1000 - 3i - 1 iv + 1000029 = 3000 — 2000029,

A stad juz mamy:
90 _ 1000
v - —_—-
2000

czyli v10 = 1/0,75 = \E = g ~ 0,8660254.

Przejdzmy teraz do celu gtéwnego zadania. Poszukujemy wartosci
X, ktora oznacza cene sprzedazy obligacji po dziesieciu latach,
przy zalozeniu, ze stopa sprzedazy oraz stopa zwrotu przy zakupie
obligacji sg identyczne i wynoszg i (tak sobie zyczy autor zadania).
Mamy zatem

= 0,75,

X = Fr*~ami + Fvl0,
co w przetozeniu na wartosci liczbowe daje
X =1000-3i1=22 1 1000 - p10
i dalej

X =3000-200001° =1000 (3-2- ) =

=1000(3 — V3) =~ 1267,9492.
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Zatem X = 1270. (I

. Dany jest pakiet 10 obligacji o kuponach platnych pétrocznie w wy-
sokosci 50 j.m. kazdy i warto$ci wykupu réwnej 1000 j.m. Termin
wykupu obligacji przypada co roku, poczagwszy od konica 10. roku,
tj. pierwsza obligacja zapada na koricu 10. roku, druga na koncu
11. roku, ..., dziesigta obligacja zapada na konicu 19. roku. Inwestor
bierze kredyt na zakup obligacji w wysokosci 70% wartosci zakupu
obligacji, a za pozostalg czesé placi z wtasnych srodkéw. Odsetki
otrzymane z obligacji sg reinwestowane w funduszu. Inwestor po
dwoéch latach sprzedaje pakiet obligacji, wycofuje $rodki z funduszu
i splaca kredyt w calosci wraz z naleznymi odsetkami. Obliczy¢
efektywng roczng stopg zwrotu i, z zainwestowanych Srodkow,
jezeli wiadomo ze

1. cena zakupu pakietu obligacji zostala ustalona przy stopie
procentowe;j igz) = 10%;

2. cena sprzedazy pakietu obligacji zostala ustalona przy stopie
procentowe;j , i§2) = 6%;

3. fundusz, w ktorym inwestowane sg srodki otrzymane z zapa-

dtych kuponéw sg reinwestowane przy stopie i§2> = 8%;

4. kredyt na sfinansowanie zakupu jest oprocentowany przy sto-
pie if) = 16%.

Rozwigzanie. Rozpatrzmy wartosci obecne poszczegélnych ob-
ligacji przyjmujgc oznaczenie, ze stopa procentowa zakupu jest
réwna

L i) 10%

z 2 2
Poniewaz czas zycia obligacji z zakupionego pakietu waha sie od 10
do 19 lat, to liczba okres6w kapitalizacji kuponéw waha sie réwniez
od 20 do 38. Wyptata kuponéw nastepuje od momentu uplyniecia
p6t roku od zakupu do wykupu ostatniej dziesigtej obligacji. War-
tos$¢ obecna poszczegdlnych obligacji to

= 5%.

173



20 20
: 1 1
PV19=50) vl +1000v2° = 502 - +1000- ————,
J 20
= 5 (1 05) (1,05)
1
PVi1=50Y vl + 1000022 =50 +1000- ————,
,Zl Z (1, 05)J (1,05)
f ..................... iy o
PVig=50Y vl + 1000038 =50 +1000- "
= = (1.05Y (1,05)

Mamy stad, ze

PV =PV y+PVii+..+PVig =
20 38
[ (Z +Z +Zv’z)]+ (4.1)
J Jj=1
+1000- (v20 + 022 + ... +v38).
Porzadkujac otrzymujemy

1—220 1—0v22 1—v§0)

v etV
1-v, fl-v, fl-v,

PV =50 (vz

+1000 - (v20 + 022 + .. +038) =

PV — 50%Z [(1-v20) + (11—v§v2) +.o.+ (1-039)] N
- Yz

+1000- (v20 + 022 + .. +v38) =

vz[IO—(v +v22 + .. 402 )]
1-v,

=50

+1000 (020 +v22 + ... +038) =

v, 201 20 201 20
=50 10 — _— 1000 - —= | =
ot o (20525 ) [ om0 (0555

zZ
1—020 v
20—2 —_ 4 =
1—v2+50v2 1= 02 (20 1_v2)

=500
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1

T 1+i’ 1 1—v20 1
vz _1 4 z z
1-v, i,
. 1 1
I tu czeka nas nagroda, bo skoro i, = 0,05, to — = —— = 20.
iy 0,05

Zatem bez rachunkéw mamy, ze drugi sktadnik ostatniej sumy jest
réwny 0 — obeszlo sie bez forsownych obliczen — i summa summa-
rum mamy:

PV =PV (i) =500-20 = 10000 j.m.

Po tym sukcesie mozemy jeszcze raz popatrzeé na rachunki. Za-
uwazmy, ze w sumie (4.1) pierwszy skladnik (suma w nawiasie
kwadratowym), to nic innego jak wartos¢ obecna kuponéw wypta-
canych przez wszystkie obligacje na przestrzeni zycia inwestycji,
a drugi (suma w nawiasie zwyklym), to warto$§é obecna wyplat
warto$ci nominalnych obligacji w chwilach zapadalnosci!

To byt konieczny wstep, a teraz niech K = K (0) oznacza, tradycyj-
nie juz, zaciagniety kredyt, zas W — udzial w inwestycji sSrodkow
wlasnych inwestora. Z tresci zadania mamy, zZe

K(0) =0,7-PV =7000,
zas co oczywiste

W =10,3-PV =3000.

W zadaniu jest wazne, jaka kwota kredytu bedzie do sptacenia po
dwoéch latach trwania inwestycji, a wiec liczymy. Stopa oprocento-
wania kredytu wynosi if) = 16%, a wiec oprocentowanie w okresie
poélrocznym (w takim kredyt jest rozliczany), ktére oznaczymy dla

dr i _ 16% :
porzadku ij = 5 = 37 = 8%. Stad tez

K(2) =K(0) - (1+iz)*=17000-(1,08)% ~ 9523,423.

Po dwéch latach, zgodnie z tre$cig zadania, inwestor sprzedaje
obligacje i z funduszu wycofuje srodki U (2), ktore narosty w nim
wskutek inwestowania wszystkich kuponéw, jakie placilty obligacje
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w ciggu dwoéch lat bylo to dodajmy, czterokrotnie. Wysokosé wyptat
to oczywiscie 500 j.m. co pét roku. Stopa zwrotu funduszu

Latwo policzymy, ze bylo to
U@2)=500[A+ry)3+ Q+rp)2+ Q+ryg) +1] =

— 4
500[(1,04)3 + (1,04)2 + 1,04 + 1] = 500 20D~
1-1,04
=~ 500 - 4,246465 =~ 2 123,2325.

Pozostata nam jeszcze do wyznaczenia cena obligacji po uplywie
dwéch lat — pamietajgc, ze stopa procentowa zakupu i sprzedazy
sg rézne. Stopa procentowa sprzedazy obligacji wynosi

1(2)
i %
ig df —22 = —620 = 3%.

Stad tez czynnik dyskontujacy sprzedazy

1 1
Vs = T =108 0,9708737.

Do obliczenia warto$ci sprzedazy obligacji S(2) postuzmy sie do-
$wiadczeniem z wyceny obligacji w chwili zakupu. W formule jej
dotyczacej zmienia nam sie perspektywa, bo po dwéch latach czas
zycia wszystkich obligacji skrécit sie o 4 pétrocza, a wiec w kon-
sekwencji zmienia sie rowniez wartosé kuponéw. Poza tym, jak
juz wspomnieli§my, inna jest stopa oprocentowania i inny czynnik
dyskontujgcy. Skorzystamy juz z ostatniej, najwygodniejszej jej
postaci, ktéra zaadoptowana do obecnych warunkéw daje, ze:

1 — p20
S(2) = 500 + 50016 Y5 (20 _ i) _
Ls 1-v2 i

0,4463242
0,05704

=~ 13436,531.

= 16 666,667 + 50 - 0,6231669 (20 — 33,333333) ~
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Otrzymali$émy wiec, ze zysk Z inwestora wyniést
Z=S2)+U@2)-K(@2)=

= 13436,531 + 2123,2325 — 9 523,423 =~ 6 036,3405.

Teraz mozemy przej$é do odpowiedzi na zasadnicze pytanie: ,jaka
byla efektywna roczna stopa zwrotu inwestora z zainwestowanych
$rodkéw wlasnych?”. Mamy

W 6036,3405

2 - = =
(1 + 1) = 7 3000 2,01211135

i dalej
Ter = 12,01211135 — 1 = 1,4184899 — 1 = 0,4184899 ~ 42%

Zatem rpp ~ 42%. O

. Inwestor kupuje w momencie emisji 10-letnig obligacje o wartosci
nominalnej 100 000 j.m. z 5% kuponami rocznymi i wartoscig wy-
kupu réwng nominalnej. Inwestor natychmiast sprzedaje jednak
te obligacje i za uzyskang kwote kupuje w momencie emisji 7-let-
nig obligacje z rocznymi kuponami, ktérej warto§¢ wykupu réwna
jest wartosci nominalnej. Pierwszy kupon tej obligacji stanowi 3%
wartos$ci nominalnej, a kazdy nastepny wzrasta o 2 punkty pro-
centowe. Znalezé wartos¢ nominalng obligacji siedmioletniej, jezeli
oprocentowanie wynosi 6%.

Rozwiazanie. Rozpocznijmy od wyceny obligacji dziesiecioletniej,
bo ona jest warunkiem startu. Mamy, ze

ClO = FlO =100 OOOJm

podczas gdy stopa kuponowa wynosir = 0,05, skad wartosé kuponu
wynosi 0,05-100 000 = 5000. Stopa oprocentowania i = 6%, a wiec

v jest czynnikiem dyskontujgcym. Stad mamy, ze warto$é

- 1,06
obecna, czyli cena rynkowa obligacji, wynosi:

PVlO =P10 =F107‘(U+U2+...+U10) +F101)10=
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10
— 10 _ —v 10 _
—Floramo’% +F101) —Flol" i +F101) =

= 5000 L=0:5583947 | 166000 0,5583947 =
0,06
= 5000 - 7,3600871 + 55 839,47 = 36 800,435 + 55 839,47 =
= 91639,905.

Cena obligacji siedmioletniej, drugiej z obligacji, jest znana, bo
wiemy, ze PV, = PV;. Nie jest zas§ znana wartosé nominalna
obligacji siedmioletniej F'7, r6wna jej cenie wykupu Cy.

Wartosé obecna kuponéw, ktére daje obligacja siedmioletnia, wyno-
si
PVcoupon =P, =0,03F7v + 0,05F702 + ... 0,15F7U7

Po uproszczeniu zapisu mamy

PVcoupon =P, = (0,03v + 00502 + ... + 0,151)7)F7.

Z drugiej strony, wykorzystujgc fakt, ze kupony tworzg rente aryt-
metyczng o réznicy 0,02, mozemy, mnozac ostatnig ré6wnos¢ przez
czynnik dyskontujacy v, dostaé pomocniczg ré6wnosé

P.v = (0,03v2 + 0,050 + ...0,1508) F,.
Stad
P, —P.v = (0,030 + 0,0502 + ... + 0,1507 ) F+
—(0,03v2 + 0,0503 +...0,1508) F;, =
= (0,03v + 0,02v2 + 0,0203 + ... + 0,020 — 0,1508)F;, =
= [(0,02v + 0,02v2 + 0,0203 + ... + 0,0207) + 0,01v — 0,15081F; =
=[0,02(v +v? + ... +v7) + 0,01lv — 0,1508 | F.

Mozemy zatem napisaé

P - [0,02(0 +v2 4. +0v7) +0,01v — 0,1508]F7
¢ 1-v -
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]_ — U7 8
0,020 +0,010 — 0,150
- 1-v F, =
1—-v 7
7
L1-v 0,010 —0,1508

0,02 ;
- 1-v Fr.

Skoro mamy oczywistg rownosé
PV7 =PV oupon + Fou7,

a takze poniewaz zachodzi r6wnos$¢ PV, = P, to mozemy w wy-
godnej dla nas postaci zapisaé

Pl() =PC+F7U7.

Wczeéniej wyliczyliSmy, ze:

1-2910
P10= (7‘ i +U10)F10

oraz
1-0v7 8
0,02 - — 4+ 0,01v — 0,15v

P, = U F.
c 1—v 7
Mozna zatem utworzy¢ réwnanie z jedng tylko niewiadoma, nie-
wiadoma F'7 i mamy

_ ,10
(7’1 .v +UlO)F10 =

l

_ 7
0,02- 12Y° 4 0,010 — 0,1508

= : T F; +Fp".

Stad juz dostajemy poszukiwang réwnos¢

F;= P10 =
7
0,02 1 L.” +0,01v — 0,1508

1-v

+v7
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( 1-— vlo)Flo

1- + 0,01v — 0,15v8
1-v
Poniewaz znamy teraz warto$cé liczbowg P oraz wiemy, ze P =

91 639,905, to wystarczy obliczy¢é warto§é wyrazenia z mianownika
dlai = 0,06 oraz v = 0,9433962. Mamy zatem

0,02 -

+ 07

7
0,02 - 1- +0,01v — 0,1508
+v7 ==~ 1,141521.
1-v
91639,905 .
Warto$é nominalna obligacji siedmioletniej kupionej przez inwe-
stora jest réwna w przyblizeniu 81 155 j.m. O

. Inwestor ma w portfelu

(i) piec obligacji zerokuponowych, kazda o wartosci nominalnej
F{ =100 j.m., cenie P; = 91,67 oraz terminie wykupu 1 rok,

(ii) trzy obligacje, kazda o wartosci nominalnej Fg = 100 j.m.,
cenie P, = 110 j.m., stopie kuponowej r, = 0,1, terminie
wykupu 2 lata oraz kuponach ptatnych co roku z dotu.

Obliczy¢ wewnetrzng stope zwrotu opisanego portfela.

Rozwigzanie. Koszt zakupu opisanego portfela wynosi
P=CFy=3-110+5-91,67 ="788,35 j.m.

Wewnetrzna stopa zwrotu r = IRR bedzie takg stopg dyskontowa-
nia r, dla ktérej wartosc biezgca przychodéw z opisanego portfela
obligacji bedzie ré6wna jego kosztowi zakupu, czyli 788,35 j.m. Inny-
mi slowy, jest to taka stopa procentowa, dla ktérej wartosé biezgca
netto portfela jest réwna zeru.

Wyliczmy zatem, ile wynoszg przychody w zaleznosci od stopy dys-
kontowania r.

W pierwszym okresie wykupione zostaje 5 obligacji o cenie nominal-
nej 100 j.m. oraz otrzymujemy 30 j.m. z odsetek. W drugim okresie
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otrzymujemy znéw 30 j.m. z odsetek oraz wykupowane sg 3 obliga-
cje o cenie nominalnej 100 j.m. Mamy przeptywy CF; = 530 j.m.
oraz CFy = 330 j.m., a CFy = 788,35 j.m. wyliczone juz wcze$nie;j.
Réwnanie warto$ci ma wiec postaé

530 + 330
1+r  (1+r)2

788,35 =

do kosztu zakupu portfela otrzymujemy réwnanie kwadratowe. Dla
uproszczenia przyjmijmy x := 1 + r. Mamy wtedy

788,350x2 — 530x — 330 = 0.

Rozwigzujgc otrzymujemy jeden dodatni wynik x = 1,0652, a stad
IRR =r = 6,52%. O

4.1.5. Zadania do samodzielnego rozwigzania

1. Za 930 j.m. inwestor kupuje roczng obligacje zerokuponowg, o war-
tosci nominalnej 1 000 j.m. Obliczy¢ stope zwrotu inwestora.

2. Inwestor nabyl za 648,36 j.m. czysta obligacje dyskontowg (obli-
gacja zerokuponowa) na osiem lat przed wykupem z zamiarem
trzymania tej obligacji do momentu wykupu. Obligacja bedzie wy-
kupiona wedlug warto$ci nominalnej. Jaka jest warto§é nominalna
obligacji, jezeli roczna stopa zwrotu z tej obligacji wynosi 8%?

3. Obligacja 100-letnia o wartosci nominalnej wynoszacej 1000 j.m.
placi roczne kupony (z dotu) réwne 5% warto$ci nominalnej. Obecna
rynkowa wartosc¢ obligacji wynosi 1100 j.m. Jakg kwote nalezaloby
zainwestowa¢é dzisiaj w lokate bankowsa, aby przy oprocentowa-
niu réwnym stopie zwrotu z tej obligacji (YTM) po jednym roku
uzyskaé takg samg nominalng kwote odsetek, jak uzyskana z po-
siadanych obligacji przez caly okres inwestycji?

4. Rozpatrzmy 20-letnig obligacje o nastepujacych parametrach

= cenie nominalnej F = 1000 j.m.;
= cenie wykupu C = 1050 j.m.;

= placgcej pélroczne kupony w wysokosci 50 j.m.
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Obliczyé cene P wiedzgc, ze nominalna roczna stopa procentowa
przy poélrocznej kapitalizacji wynosi 8%. [Z3.EA 15.01.00.]

. Obligacja 10-letnia o warto$ci nominalnej F' = 1000 j.m. placi
kupony pélroczne w wysokosci 50 j.m. kazdy. Srodki uzyskane
z kuponéw sa reinwestowane przy stopie i(2) = 0,04. Wyznaczyé
kwote P, za ktorg inwestor zakupit obligacje, jesli stopa zwrotu
z inwestycji w ciggu 10-letniego okresu inwestowania wyniesie
i =0,10. [Z5.EA 17.06.00.]

. Inwestor rozwaza zakup n-letniej obligacji majacej nominal F' =
1000 j.m., cenge wykupu C = F oraz stope kuponowg réwna r, =
0,06. Ile inwestor powinien zaplacié za obligacje, aby rentownos¢
obligacji byta réwna 5%, jesli wiadomo, ze obligacja 2n-letnia kosz-
towataby 50 j.m. wiecej. [Z10.EA 24.03.01.]

. Obligacja 10-letnia o cenie wykupu C = 1000 j.m. ptaci kwartal-
nie kupony w wysokosci 50 j.m. Inwestor zamienia te obligacje
na dwie jednakowe platnosci dokonywane w odstepie jednego ro-
ku, przy czym suma tych dwéch ptatnosci jest réwna sumie no-
minalnych kwot otrzymanych z tytutu kuponéw oraz wykupu ob-
ligacji. Znalezé chwile t*, w ktorej ma miejsce z pierwszg z tych
dwéch platnosci, przyjmujac do obliczen stope procentowa i = 0,10.
[Z10.EA 10.12.00.]

. Ile wynosi w dniu emisji cena nieskoniczonego pakietu obligacji
zerokuponowych, takiego, ze w kazdg rocznice zakupu wygasa do-
ktadnie jedna obligacja z tego pakietu, natomiast n-letnia obligacja
ma nominal F,, = n2 j.m.? Wiadomo, ze stopa procentowa jest stala,
a czynnik dyskontujacy wynosi v = 0,95. [Z6.EA 08.10.07.]

. Portfel inwestycyjny P tworzy nieskonczony cigg obligacji zeroku-
ponowych, nabytych w dniu emisji (w chwili ¢ = 0), w ktérym
na koniec kazdego kolejnego roku wygasa dokladnie jedna obliga-
cja. Obligacja wygasajgca na koniec k-tego roku ma cene wykupu
C,, = k2, a ponadto od momentu zakupu portfela obowigzuje pta-
ska struktura terminowa, w ktérej czynnik dyskontujacy wynosi
v = 0,95. Wyznaczyé cene portfela P na dzienn emisji obligacji.
[Z6.EA 08.10.07.]
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5. Duration i convexity

5.1. Niezbedne definicje i wtasnosci

Rozpatrzmy inwestycje okreslong w przedziale czasu [0;T'], gdzie 7' > 0
oraz podzial tego przedzialu postaci

0<t1<t2<...<tn_1<tn=T,

gdzie przeplywy finansowe dokonujg si¢ w punktach podziatlu przedziatu,

tworzac ciag CF{,CFy,...,CF, _1,CF,, przy czym zaklada si¢ w tym
n

modelu, ze PV = Z CF;-DF(t;), ze PV > 0.

i=1
Przez duration inwestycji [4] rozumiemy $redni czas zycia ustalonej
inwestycji, wazony udzialem wartos$ci obecnej kolejnych przeptywoéw
gotéowki w wartosci obecnej catej inwestycji

n n
f tiPVi _ 1 . .
i§=1 = Py i§=1ti CF,-DF(t,).

Natomiast przez convexity (po polsku: wypuklo$é) rozumiemy Sredni
kwadrat czasu ustalonej inwestycji, przy czym

n 2 n
PV, 1N,
C_L_; PV _P_V;:lti CF;-DF (t;).

[1=3

d

5.1.1. Cwiczenia

1. Jaki dla obligacji zerokuponowej jest zwigzek miedzy duration
a dlugoscig terminu do wykupu?

2. Jaka jest relacja dla obligacji kuponowej miedzy jej duration a ter-
minem do wykupu?
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3. Jaka jest zalezno$¢ miedzy duration a oprocentowaniem obligacji
(przy tych samych stopie dochodu i terminie wykupu) oraz stopa
dochodu (przy tych samych oprocentowaniu i terminie wykupu)?

4. Czy istnieje wprost proporcjonalna zaleznosé miedzy duration a ter-

minem do wykupu obligacji (przy tym samym oprocentowaniu i sto-

pie dochodu) oraz silg reakcji ich ceny na zmiany stopy dochodu?

5. Ktore z ponizszych zdan jest zdaniem prawdziwym?

Wypuklosé obligacji jest miarg nieliniowosSci zmiany ceny obli-
gacji w zaleznos$ci od stép procentowych.

Im nizsze oprocentowanie obligacji, tym wieksza ich wypu-
klosé (przy réwnych stopach dochodu i réwnej diugosci okresu
do wykupu).

Im wyzsze oprocentowanie obligacji, tym wieksza ich wypu-
klosé (przy réwnych stopach dochodu i réwnych zmodyfikowa-
nych czasach trwania).

Im dtuzszy okres do terminu wykupu, tym wieksza wypuktosé
obligacji (przy réwnych stopach dochodu i ré6wnym oprocento-
waniu).

Im nizsza stopa dochodu w okresie wykupu (YTM), tym wiek-
sza wypuklosé obligacji.

Im dluzszy $redni termin wykupu, tym wieksza wypuktosé
obligacji.

6. Zakladajac, ze wyplaty nastepujg na koniec roku, struktura ter-
minowa jest ptaska, a stopa procentowa wynosi (w skali rocznej)
r = 10%, obliczy¢ §redni czas zycia (duration) i wypuklosé (convexi-
ty) nastepujacych inwestycji

(i) piecioletniej sptaty kredytu, w ratach réwnej wysoko$ci zawie-

rajacych sptate kapitatu i odsetki,

(ii) renty ptacgcej odsetki w nieskoriczono$é.
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5.1.2. Przyktady

1. Dany jest nieskoniczony cigg platnosci dokonywanych na koncu
kazdego roku, przy czym platno$é na koniec roku n jest rowna
CF,, = an+5. Jakg wartos¢ powinien mie¢ parametr a, by duration
tego ciggu platnosci, przy stopie procentowej i = 0,04, byta r6wna
50.

Rozwigzanie. Z uwagi na to, ze w definicji duration mamy

—a > tPV, 1
i=1 =1

n .
przy skonczonej liczbie ptatnosci n, gdzie PV = Z CF;v*, tow przy-
i=1
padku nieskoniczonym dostajemy

gdzie DF (¢;) = v! oraz PV = Z CF;v'. Wskutek tego
=1

1=
t,CF,v"
CF, v

Uwzgledniajgc posta¢ przeptywéw CF, = a-n + 5, t,, = n oraz
DF (t,) = v", otrzymujemy
Z n(a-n +5)v"
d= 1=

—

(a-n +5)v"

18

n=1

Do dalszych obliczen uzyjemy metody przesunieé, w szczegélnosci
z wyniku (2.31), czyli ze

v

(Ia)@i = m,
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oraz formuly dotyczgcej wartosci obecnej wieczystej renty platne;j
z dotu, a wiec

Otrzymujemy w ten sposéb

2(Ia)s); — @i
a
d= 1—v
a(la)s; + 5ax;

2v v

(1—0)2_1—1} v
a =% +5(1—v)2_
av 5v

+
1-v)2 1-v

_v[la(d+v)+5(1—-v)] a+5+ (a—5)v

= v A-0e+50-0)]  a+5-(10+aw+502 0

Ostatnia ré6wno$¢ prowadzi nas do r6wnania z jedng niewiadoma,
niewiadomg a, bo czynnik dyskontujacy jest znang liczbg

—
—

v = - = ==~ (,962.

Wspomniane réwnanie z niewiadomg a, po uporzgdkowaniu, ma
postac
a(50v — 5002 —v —v2) =

= 5v — 502 + 25002 — 25002 — 25003 — 250v + 25002,

totez po kolejnym uporzadkowaniu otrzymujemy

_ 49502 — 25003 — 2450 4950 — 25002 — 245

a=a@) 490 — 5102 = 49 — 51v

Zatem a = a(1,0962) ~ 4,6. O
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. Wiadomo, ze wypuklo$é (convexity) strumienia platnosci okreslona
jest réownoscig
f P | (@) 1

PV @)’
gdzie PV oznacza warto$é obecng strumienia ptatnosci, natomiast
i > 0 stope dyskontowg.

o

c

Duration pewnej renty, ptacacej z dotu na koniec roku k& kwote X,
14
dla £ € N, jest réwna :_ L Wyznaczyé convexity tej renty, gdy

i =0,1.

Rozwigzanie. Pozostajgc przy dotychczasowej konwencji, ze czyn-

nik dyskontujgcy oznaczany jest przez v orazv = %ﬂ., otrzymujemy,
ze

0 X X. X
. _ ki 1 2 3
PVv@)] = §k Xt = T+ G T aans T

X, 22X,  3X5
(L+9)2 A+)3 QA+D4 7

PV'[v()]=) Xpkv*1G) =-
k=1
W zwigzku z tym

X N X, N 3X5 N
i 147 1+9)2 A+)3 141
X X, X3 T

it aan2 T ass T

a w konsekwencji
PV @] +0) =~ LPVIo()].
Dzielgc stronami przez (1 + i), dostajemy wygodng réwnosé

PV'v@i)] = —TI,PV[v(i)].

Formuta ta jest wynikiem przejscia od inwestycyjnego procesu dyskretnego do

procesu cigglego poprzez przesuniecie réwnolegle struktury terminowej stép pro-
centowych.
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Z uwagi na to, ze potrzebna nam druga pochodna warto$ci obecnej,
wzgledem i, to wykorzystujac ostatnig ré6wnosc i liczgc pochodng
ilorazu dwoéch funkgji, otrzymujemy

_PV'[(@)]i=1-PV[v()]

PV'lv(i)] = )

Powotujgc sie na tresé zadania mamy

PV'G) _ PVv@®] , 1 _ 2

PVG)  PVv@M]-i 2 2

Cc =

a zatem przyjmujac, ze i = 0,1 dostajemy odpowiedz:

2

‘=002

= 200. 0
Z3. EA 14.05.07.]

. Zakladajac, ze wyplaty nastepujg na koniec roku oraz ze struk-
tura terminowa jest ptaska i stopa procentowa w skali roczne;j
wynosi r = 10%, obliczy¢ §redni czas zycia (duration) i wypuktosé
(convexity) nastepujacych obligacji w dniu emisji (pigé lat przed
wykupem):

(i) piecioletnia obligacja z kuponem zerowym;

(i) piecioletnia obligacja z kuponem 10%;

(iii) piecioletnia obligacja z kuponem 8%.

Rozwigzanie.

Ad (i) Niech tradycyjnie F' oznacza wartos¢ nominalng obligacji. Ze
wzgledu na to

. F
CF5=F, CFL=O dla l=/=5 oraz PV:PVE’ZW
Stad
d—5w—5 oraz c=25 W—25

Ad (ii) W tym przypadku wystepuje pieé¢ przeplywéw, mamy zatem

CF1=CF2=CF3=CF4=0,1F oraz CF5=1,1F
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Wartosé obecna PV po aktualizacji przeplywéw ma postaé

_0,1F  0,1F 0,1F 0,1F 1,1F

PV = _
11 T D2 T @ T Dt T s

_0,1F , 0,1F 4 0,1F N LIF 1’1F—F

T T @Dz D3 and T 141

W zwigzku z tym
0,1F 0,1F 0,1F

01F . (LDF

E= 4 =
LiF T an2F TP @nsF T A nAF T P (LD)5F
01 02 0.3 0.4 5.5
_9 : ; ) 2 _ 41699
LI @2 T @D T @nd T @ns . oo
a takze

2 OIF 5 OIF 5 OIF o OIF ., LIF

c=1 2 =
¢ (l,l)FJr (1,1)2F (1,1)3FJr (1,1)4FJr (1,1)5F

_0l, 04 09 . 16 . 275
L1 an? @D 1,nt QDb

= 19,2658.

Ad (iii) Podobnie jak w przypadku (ii), wystepuje tu pieé przeplywow
finansowych

CF, = CFy = CF3 = CF, = 0,08F, oraz CF5 = 1,08F.

Formula na wartosé obecng, czyli PV ma postaé

_0,08F _ 0,08F _ 0,08F = 0,08F 1,08F

PV = + + + + = 0,9242F.
Stad
0.08F  ,008F  ,008F  008F . 108
1,1 1,1H2%  @d,Dn3 T GADn* A,D5
- 0,9242F -

0,08 0,16 0,24 0,32 5,4

L1 @an?  (q,1n3 1d,nH*  (1,1)5
- 0,9242 =4,2814
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oraz

(2008F 5 0,08F ., 008F ,0,08F  5108F

+
- ]"]‘ (171)2 (171)3 (1’1)4 (1’1)5 _
€= 0,0242F =
0,08 0,32 0,72 1,28 27
+ + +
B 0,9242 o '

Mozemy teraz sformulowac odpowiedzi na postawione w zadaniu
pytania:

= Dla obligacji zerokuponowej: d = 5, zas ¢ = 25,
= Dla obligacji z kuponem 10%: d = 4,1699 oraz ¢ = 19,2658,
»  Dla obligacji z kuponem 8%: d = 4,2814 i ¢ = 20,0363.

5.1.3. Zadania do samodzielnego rozwigzania

1. Wyznaczyé duration d cigglej platnosci wynoszacej w chwili ¢
CF, = (10 —1),
gdy t € [0;10], przyjmujac i = 0,05 oraz ze

f #2¢[-1n (1,05)1¢gs — 232 95,
[0;10] ’

[Z8.EA 15.01.00.]

2. Niech dj, oznacza duration renty malejacej, za$ (Ea)ﬂi jej wartosé
obecng. Przyjmujgc wysokosé stopy procentowej i = 0,05, wyzna-
czyé k}im dy. [Z8.EA 17.06.00.]

3. Wyznaczy¢ duration nieskoniczonego ciggu ptatnosci dokonywanych
raz w roku z dotu, gdy wysokos$¢é wyplaty w chwili ¢ jest réwna
CF, = 2t + 3, przyjmujac do obliczerr wysoko$¢ stopy procentowej
i = 0,05. [Z4.EA 02.06.01.]

4. Obliczy¢ wartosé obecng nieskonczonej renty cigglej, ktérej inten-
sywnos¢ ptatnosci w chwili ¢ wynosi ¢ (¢) = t3, intensywnosé opro-
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centowania jest réwna & (¢) = §, zas jej duration spelnia réwnosé
d(Tag) = a. [Z6 EA 05.12.05.]

. W portfelu inwestycyjnym znajdujg sie trzy rodzaje instrumentéw
finansowych:

= 15-letnie zero kuponowe obligacje;

= 20-letnie obligacje z kuponem o wartosci 5% wartosci nomi-
nalnej, ptatnym na koniec roku;

=  bezterminowe obligacje (perpetuity) wyplacajace na koniec
kazdego roku stalg kwote.

Duration calego portfela wynosi 17,5, natomiast duration port-
fela sktadajacego sie tylko z obligacji pietnastoletnich i obligacji
bezterminowych wynosi 20. Wyznaczyé udzial procentowy obliga-
¢ji 20-letnich w portfelu przy zalozeniu, ze stopa procentowa jest
réwna 5%. [Z9.EA 06.04.09.]
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6. Metody amortyzacji srodkéw trwatych

6.1. Podstawy teoretyczne

W praktyce opisu formalnego dziatalnosci firm (w rozumieniu podatni-
kéw) segment dotyczacy kosztéw ich dzialalnosci, poza czescig zwigzang
z zaopatrywaniem sie ich w materialy niezbedne do produkcji, zawiera
réwniez koszty zwigzane z funkcjonowaniem czesci technicznej. Zali-
czamy do nich zaré6wno maszyny i urzgdzenia niezbedne do produkc;ji,
jak i obslugujace produkcje srodki transportu, pomieszczenia, w kto-
rych odbywa sie¢ produkcja, zaplecze magazynowe, teren, gdzie sg one
zlokalizowane, a takze wiele innych elementéw.

Zgodnie z wykladnig prawng przez srodki trwale rozumie si¢ nabyte
— badz wytworzone we wlasnym zakresie, sktadniki rzeczowe bedace
wlasno$cig lub wspétwlasnoscig podatnika (firmy). Zaliczane sg do nich
budynki lub szerzej: budowle, lokale, srodki transportu, maszyny i urzg-
dzenia stuzgce potrzebom firmy albo tez przez nig wynajmowane lub
dzierzawione. Do srodkéw trwalych zaliczane sg takze grunty stuzgce
dzialalnosci firmy. Jako ze §rodki trwale zmieniajg warto$¢ w czasie, to
ich wartosci podlegajg aktualizacji. W wiekszosci przypadkéw wartosé
ta maleje. Kontrprzyktadem moze byé tu jedynie grunt, ktérego wartosé
zwykle ro$nie wraz z uplywem czasu. Bedziemy zajmowac sie §rodkami
trwalymi, ktérych warto$é maleje. Spada ona w wyniku zuzycia (mowa
wtedy o zuzyciu fizycznym) oraz w wyniku postepu technologicznego,
ktory dostarcza wydajniejszych i trwalszych narzedzi (jest to zuzycie
moralne).

W warunkach polskich wartos¢ poczgtkowa srodka trwalego nie
moze by¢ mniejsza niz 10 tysiecy zlotych, a czas uzytkowania krétszy
niz jeden rok. Podstawg do ustalenia wartosci poczatkowej sktadnika
majgtku firmy jest cena jego zakupu. Jesli srodek trwaly jest wytworzony
przez firme (rozumiang jako podatnika), za podstawe uznawane sg koszty
poniesione podczas jego wytworzenia.
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W modelu amortyzacji zaktadamy, ze w procesie produkcji wartoscé
przenosi sie ze §rodkéw trwalych na produkty, obejmujgc sobg koszty
ich wytworzenia. Odpisy dokonywane przez wlasciciela stanowig koszt
uzyskania dochodéw, pomniejszajgc przez to zysk. Skutkuje to réwniez
zmniejszeniem obcigzen podatkowych. Amortyzacja §rodkéw trwatych
interpretowana jest jako przenoszenie wartosci tych srodkéw na produk-
ty firmy. Wykonywanie odpisé6w amortyzacyjnych pozwala wskazac¢ na
rzeczywistg wartosé zuzywanych sktadnikéw. Metody amortyzacji sta-
nowig element systemu podatkowego panstwa, a odpowiednie przepisy
regulujg metody amortyzacji poszczegélnych kategorii érodkéw trwatych
[4].

6.1.1. Oznaczenia

Przyjmujemy:

= n - czas amortyzacji liczony w latach (rozumiany réwniez jako licz-
ba okresow kapitalizacji odsetek). Przepisy prawne zadajg stawke
amortyzacyjng (réwna ) wlasciwg dla danego $rodka, a scislej
kategorii srodkow;

= A — wartos¢ dobra (aktywéw) liczona na poczagtku rozwazanego
okresu okresu (w Polsce nosi to nazwe wartosci brutto);

= S - cena umorzenia dobra (aktywéw) po uptywie n okreséw (zakla-
da sie, ze aktywo (aktywa) bedzie mozna sprzedaé po cenie S lub
WYyzszej);

= CF,-dlat €{0,1,...,n} sa to okresowe dochody z aktywo6w;

= B, — wartos¢ ksiegowa $rodka trwalego w chwili ¢ (ten sam, co
poprzednio zakres t), w Polsce zwana wartoscig netto, gdzie przyj-
mujemy By = A oraz B,, = S;

= D, —kwota deprecjacji w okresie £, zwana w Polsce odpisem amor-
tyzacyjnym, D, = B, 1 — By;

=  U; —umorzenie po uplywie ¢ lat;

= i, —stopa zwrotu z inwestycji w czasie [¢ — 1;¢];
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= j—stopa zwrotu z funduszu umorzeniowego na okres kapitalizacji;

D
= r; —stopa amortyzacji w roku ¢, gdzie (rt =3 £ )
t—1

Przy tych oznaczeniach majg miejsce réwnosci:

iDt =A-8, U= Zt:Ds
t=1 s=1

t
U +B,=A, B,= Z D, +8,
s=t+1

Uwagi. S, tj. warto$¢ dobra na koniec okresu amortyzacji, ma nastepu-
jace wlasnosci:

= S = 0 oznacza koniec uzytkowania dobra, jego likwidacje i pomi-
jalnie male dochody z ewentualnej sprzedazy lub tez koszty jego
likwidacji;

= S > 0 oznacza wycofanie z uzytku aktywa, ktére mozna sprzedacé
innemu uzytkownikowi za cene nizszg niz S;

= S < 0oznacza, ze nie mozna pomingé kosztéw likwidacji srodka
trwalego.

Gdy S =A, toi; = % Zazwyczaj A # S. Przy czym
—jesli A < S, to méwimy, ze aktywa podlegajg aprecjacji;
— jesli natomiast A > S, ze aktywa podlegajg deprecjacji.
Dla A # S podstawowg formulg jest

A-S
Smj

CFt =Alt+

Formuta ta ma nastepujgcg interpretacje: po czasie n firma chcia-
taby odnowi¢ urzgdzenia, sprzedaé za kwote S zuzytg (materialnie lub
moralnie) maszyne i kupi¢ nowg za kwote A. Z tego powodu roczne do-
chody netto wynikajgce z eksploatacji sSrodkéw trwatych rozkladane sg
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na dwa skladniki. Skladnik A;, odpowiada za zwrot z pierwotnie zainwe-

stowanej kwoty A, natomiast skladnik

oznacza wysoko$¢ rocznej
Sm]
wplaty do funduszu, ktérego celem jest gromadzenie (przy stopie j) kwoty

(A — S) potrzebnej w chwili n do odnowienia Srodka trwalego za cene
A. Maszyna podlega spadkowi wartosci (deprecjacji) w ciggu lat pracy.
W kazdym roku przypisujemy jej w ksiegach coraz mniejszg wartosc,
zwang wartoscig ksiegows.

Jest kilka metod obliczania wartosci ksiegowej. O wyborze kon-
kretnej metody decyduja przepisy podatkowe. Odpisy amortyzacyjne sg
odejmowane od zysku jako wydatki (koszty dziatalnosci).

6.1.2. Cwiczenia

1. Co nazywamy Srodkiem trwatym?
2. Co oznaczajg pojecia ,zuzycie fizyczne” i ,zuzycie moralne”?

3. Podaé przyktady srodkéw trwalych, ktérych warto$é w czasie rosnie,
oraz takich, ktérych warto$é maleje.

4. Na czym polega model amortyzacji sSrodkéw trwatych?

5. Czy istniejg srodki trwate, ktérych wartosé umorzeniowa jest ujem-
na? Jesli tak, to podaé przyktad lub przyktady.

6. Podaé nazwy metod amortyzacji, w przypadku ktérych wysokosé
odpisu amortyzacyjnego

= jest stala w czasie,

= maleje wraz z czasem,

= ro$nie wraz z czasem,

= maleje w postepie geometrycznym,

= roS$nie w postepie geometrycznym,

= maleje w postepie arytmetycznym,

= roS$nie w postepie arytmetycznym,

= umorzenie jest liniowg funkcjg czasu,

=  wartos¢ ksiegowa maleje coraz wolniej,
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=  wartos¢ ksiegowa maleje coraz szybciej,

=  wartosé ksiegowa maleje w stalym tempie.

6.1.3. Przyktady

1. Maszyny I oraz Il wytwarzajg ten sam produkt. Wartos¢ maszy-
ny I w chwili zakupu wynosi A; = 10000, natomiast jej wartos¢
w chwili umorzenia jest réwna S; = 1000. Wiadomo tez, ze okres
jej uzytkowania jest rowny n; = 10 lat. Zauwazono, ze koszty
roczne K; w relacji do wielkoSci produkcji P; wyraza ré6wnosé
K; = 500 + 4P;. W przypadku maszyny II odpowiednie warto-
Sci wynoszg Ay = 20000 oraz S = 2000, a czas jej uzytkowania
jest réwny ny = 5. Zalezno$¢é miedzy kosztami i wielkoscig produk-
cji dla tej maszyny wyraza formuta K; = 1000 + 2Py;. Wyznaczyé,
przy jakiej wielkosci produkcji (P; = Py) jednostkowe koszty wy-
tworzenia produktu przy uzyciu obydwu maszyn sg sobie réwne,
jezeli do obliczen przyjmiemy stope procentowg réwng i = 0,05.

Rozwigzanie. Mamy

K; =10000 + (500 + 4P)amO o5 1000010
oraz ’

Ky = [20000 + (1000 + 2P)ag, . —200005] (1 +v).

Z uwagi na to, ze koszty jednostkowe w obu przypadkach sg ta-
kie same oraz P = P; = Py, a produkcja wynosi 10P, to mamy
K; = K7, a stad

P =1770. O

2. Cena zakupu maszyny I wynosi 50 000 j.m., a maszyna ta produ-
kuje tysigc zapatek w ciggu roku. Koszty jej utrzymania wynoszg
10000 j.m. rocznie, okres jej uzytkowania to dziesiec lat, a wartosé
umorzeniowa wynosi Sy = 0.

Cena zakupu maszyny II wynosi 10000 j.m. i produkuje ona K
w ciggu roku, a koszty utrzymania wynoszg rocznie 15000 j.m.,
okres jej uzytkowania to pieé lat, a wartosé umorzeniowa wyno-
si S = 0. Przy stopie procentowej i = 10% koszty zakupu obu
maszyn sg rowne. Wyznaczy¢ przyblizong wartosé K.
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Rozwiazanie. Zgodnie z treécig zadania, dla wyznaczenia war-
tosci K musimy skorzysta¢ z ceny jednej zapalki, bo poprzez te
cene mozemy poréwnywac ceny obu maszyn. Przyjmijmy, ze cena
ta jest réwna z. Do tego, zgodnie z informacjg zawartg w tresci za-
dania, zakup maszyn odbywa sie przy stopie i = 0,1. Dla pierwszej
maszyny ro6wnanie wartosci ma postac

50000 = (1000 -z — 10000) KETIIRE
Dla maszyny drugiej
10000 = (K -z —15 OOO)GEO X

Otrzymali$my formalnie uktad dwéch ré6wnan z dwiema niewiado-
mymi
{ (1000 -z —10000) Qg1 = 50000,

(K -2 —15000) U501 = 10000.

Po podzieleniu pierwszego z ré6wnan przez 1000 otrzymujemy

(z—lO)-am01=5, astgd z = + 10.

%10l0,1

Modyfikacja drugiego z rownan wchodzgcego w sklad ukladu pro-

wadzi do postaci

Kz = 10000 + 15000.

%101
Z uwagi na to, ze mamy AElo1 = 3,7908 oraz Aolo1 = 6,1446, to

z=10,8137 oraz K =~ 1631,0759 =~ 1631.

Przyblizona warto$é K, przy ktérej wartosci zakupu obu maszyn
sg réwne, wynosi K = 1631. O

6.1.4. Zadania do samodzielnego rozwigzania

1. Ceny zakupu trzech maszyn M, My, M3 sg réwne odpowiednio
Pq, Py, P5. Kazda z nich bedzie amortyzowana przez dwadziescia
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lat, a na koniec tego okresu warto$é umorzeniowa kazdej z nich
wyniesie S = 1000 j.m. Dysponujgc danymi zawartymi w tabeli
danymi dotyczgcymi proceséw ich amortyzacji, uszeregowaé ceny
zakupu maszyn Pq, Py i P3 w porzadku rosngcym.

Cena zakupu Wartos$¢ maszyny Metoda
maszyny po 10 latach amortyzacji
Py 37000 sinking fund,i = 0,1
P, 38000 liniowa
Pq 39000 sum of the digits

[Z2.EA 02.12.00.]

. Inwestor kupil trzy maszyny o wartosci 100 j.m. kazda. Kazda z ma-
szyn amortyzowana jest przez okres dwudziestu lat przy pomocy
innej metody. Przy tym:

(i) maszyna I amortyzowana jest wedtug metody amortyzacji
liniowej (straight line method);

(ii)) maszyna II amortyzowana jest metodg stalej stopy amortyza-
cji (compound discount method);

(iii) maszyna III amortyzowana jest wedlug metody liniowo male-
jacych odpiséw amortyzacyjnych amortyzacyjnych (sum of the
digit method).

Po uplywie dekady wartos¢ kazdej z maszyn wynosi 75 j.m. Jaka
bedzie wartosé 1gczna wszystkich trzech maszyn po dwudziestu
latach? [Z2.EA 24.03.01.]

. Nowa maszyna, ktérej cena zakupu wynosi a j.m, ma wartosé¢ b
j.m. po upltywie n lat. Wiedzac, ze

=  warto$é maszyny po uplywie ¢ lat od chwili zakupu przy zasto-
sowaniu metody amortyzacji liniowej (straight-line method)
wynosi AL (t),

=  warto$é maszyny po upltywie ¢ lat od chwili zakupu przy zasto-
sowaniu metody liniowo malejgcych odpiséw amortyzacyjnych
(sum of the digit method) wynosi AS (¢),
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wyznaczy¢ wartosé t € R, dla ktérej funkcjaf : R, — R okreslo-
na réwnoscig postaci f (¢) = AS(¢) — AL(¢) przyjmuje minimum.
[Z2.EA17.06.00.]

. Laczna warto$¢ aktualna odpisé6w amortyzacyjnych maszyny o cza-
sie zycia T lat wynosi 359165 j.m., przy uzyciu metody amortyzacji
liniowej 1912,09 j.m., jesli zastosowaé metode liniowo malejgcych
odpiséw amortyzacyjnych. Wiedzgc, ze wartosé koricowa S maszyny
jest réwna zero, a stopa uzyta do dyskontowania odpis6w amorty-
zacyjnych jest rowna 0,08, obliczyé warto$é¢ poczatkowg maszyny A
oraz wyznaczyé¢ dtugosé okresu amortyzacji T.
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7. Odpowiedzi do zadan do samodzielnego
rozwigzania

Ad 1.1.3.

1. Odsetki za pierwszy kwartal wyniosly okolo 54 j.m.

2. Wtasciciel konta zaplaci okoto 41,4 j.m. odsetek za drugi kwartal.

Ad 1.2.2.

1. Stopa procentowa wynosila 11,8%.

2. Konicowa wartosé kapitalu wynosi dla okresu kapitalizacji w po-
szczegoélnych przypadkach (i) 1537,60 j.m., (ii) 1573,51 j.m., (iii)
1593,84 j.m., (iv) 1608,43 j.m.

3. Nominalna stopa procentowa wynosi w poszczegélnych przypad-
kach: (i) 11,30%. (ii) 11,49%, (iii) 11,66%.

4. Stopy dla odpowiednich przypadkéw wynosza: (i) 0,003%, (ii) 1,(3) %,
(iii) 4%.
5. Na rachunku zgromadzono kwote 14 376,7 j.m.

6. Zwyciezcy najkorzystniej jest wybraé wariant (iii), bo wtedy wartosé
przyszla nagrody FV ;) = 1786,2 j.m. jest najwigksza sposréd
proponowanych.

7. Na koniec roku na koncie bylto 3540 j.m., a przecietna stopa pro-
centowa oprocentowania rocznego wynosita 18%.

8. (i) Po dwoéch latach lokaty bankowej, w dniu 01.02.1995, klientowi
wyplacono K (2) = 3218,4 j.m.

(ii) Przecietna stopa procentowa wyniosla 7 = 26,85%.
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10.

11.

12.

13.

14.

. Chuck Norris otrzymat 432 189,6%, a przecietna stopa procentowa

wyniosta 7 = 30,47%.

W momencie uruchomienia procedury spadkowej dzieciom przypa-
dty przyblizone kwoty:

K, 5==400945,68 j.m., K;o=~314115,31 j.m., Kg=~ 284 939,0 j.m.,
gdzie dolny indeks przy K oznacza wiek dziecka.

Najkorzystniejszym dla przedsiebiorcy jest wariant (i), poniewaz
PV;) = 484100, zas PV ;) = 467094 a PV ;) ~ 473 867.

Odsetki nalezne Wielkiemu Mistrzowi, przy podanych przeply-
wach finansowych na koncie, sg ujemne i réwne w przyblizeniu
O =~ —39,3 talaréw. Poniewaz podatek od zyskéw kapitatowych
obliczany jest od zysku, jak wskazuje jego nazwa, to Ulrich von
Jungingen nie bedzie mial od czego ptaci¢ podatku.

Najkorzystniejszym wariantem lokaty dla Piotra jest wariant za-
proponowany przez bank D.

Najkorzystniejszy jest wariant (iii), a najmniej korzystny (i). Stra-
ta inwestora przy wyborze najmniej korzystnego wariantu (i) do
wariantu optymalnego (iii) wyniostaby 250 j.m.

Ad 1.3.3.

. Pan Ryszard ,,wzbogacit si¢” o 183 j.m.

. Zainwestowana kwota podwoi si¢ w poszczegdlnych przypadkach

za: (i) 4 lata, (i) 12 kwartatéw, czyli 3 lata, (iii) 34 miesigce, (iv) 2
lata i 281 dni.

. Dla poszczeg6lnych, wymienionych sposob6éw oprocentowania, kwo-

ty potrzebne do zebrania brakujgcej sumy 50 000 j.m. sg nastepujg-
ce: (i) 45454 j.m., (ii) 45 351,5 j.m., (iii) 45279,1 j.m., (iv) 45241,9
j-m.

1
. Wartosé inwestycji K (1) = 1000 | e~t?dt ~ 2100 j.m.
0

. t=0,5.
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6.
7.
8.
9.

10.

t =4.

o) =t+ 1.

Zakumulowana warto$é srodkéw wynosi 32,5.
«=~-2.

W chwili ¢ = 1 wartosé funduszu K (1) =~ 2,9.

Ad 1.4.3.

e

.

S A

Przecigtna stopa procentowa 7 =~ 0,058.
T'w = 0,02.

e = 0,009488.

miesieczna
rg = 0,3447.

e = 0,3399.

nompg

Kwota wyplaty moze wyniesé okoto 11,37.

res = 0,093,

Ad 1.5.3

1.

(i) zysk brutto za okres dwuletni wynosi 1632 j.m.;
(ii) podatek wynosi 489,6 j.m.;
(iii) stopa zysku wynosi 5,7%.

. (i) zysk brutto wynosi 1 727,79, a podatek od niego to 518 j.m.;

zysk netto: 1209,45, stopa zysku netto jest réwna 6%.

. (i) nominalna stopa zysku r,,,,, = 0,59%,

(ii) realna stopa zysku r,..,; = 0,4%,
(iii) zysk nominalny Z,,,,, = 59 j.m.,
(iv) zysk realny Z,.,,; = 40 j.m.

rea
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Ad 2.2.5.

1. e = 18%.
2. e = 14,35%.
3. Kwoty wartosci obecnej renty i wartosci przyszlej wynoszg odpo-

wiednio okolo PV = 1578 j.m. oraz FV = 1767 j.m.
Okoto 24 486 j.m.

Okoto 64 j.m.

Okoto 647575 j.m.

Okoto 2795 j.m.

Okoto 836 j.m.

® ® a3 s ¢ s

Okolo 1615 j.m.
10. Okoto 12,5 j.m.

11. Z obliczen otrzymujemy n =~ 6,18 > 7, a wiec najmniejsze n € N
musi by¢ réwne 7.

12. Wysoko$¢ wyptaty X1 nie jest okreslona jednoznacznie.
13. Okoto 540 j.m.

14. Okoto 0,56 j.m.
48 — 24v2 + 44

15. PV (v) = .
) = S 12102 + 602 — 06
5 3
16, PV’ (o) = 3005 + 40003 + 2500
(5—v2)4
Ad 2.3.4.

1. Okolo 723.

t
6 — [ ks8d
2.K=fmt3e g ’ sdtz%(l—e_324k).
0
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3. Ry = 2,25
15 15

4. Ry = % oraz Ry = %
t=6 t=6

5. K(7) = 58.

6. t, =12

7. Dlat € (2;3), czyli w trzecim roku inwestycji, roczna efektywna
stopa procentowa wyniosta rep = 4,7%.

8. a;;=In(1+n) 4,7%.

9. Okolo 32,5 j.m.

Ad 2.4.4.

In (14,65) _
m = 23,69 oraz n € N, to

najmniejszg liczbg naturalng wiekszg od 23,69 jest n = 24.

1. Z obliczen dostajemy, ze n =~

2. (i) 126 887 j.m. warto$c¢ ciggnika po 8 latach; (ii) 10,678% wartosci
poczatkowej ciggnika.

3. 10,6 miesiecy.

4. Propozycje organizatoréw konkursu prowadzg do nastepujgcych
wersji kwot wyptaty nagrody gtéwne;j:

(i) 10000 j.m.;
(i) 9861 j.m.;
(iii) 8970 j.m.;

(iv) 9000 j.m. przy zalozeniu, ze zwyciezca bedzie jeszcze zyt 100
lat.

Zatem najkorzystniejsza dla zwyciezcy jest propozycja (i).

5. r = 0,392 = 39,2%.

205



6. Na to, aby oferta banku B byla konkurencyjna wobec oferty ban-
ku A, jego stopa bazowa powinna by¢ wyzsza od stopy banku A.
Konsekwencja tego bedzie réwniez wyzsza stopa oprocentowania
depozytow przy kapitalizacji kwartalne;.

a _
B
8. Wartos$é renty wieczystej platnej z gory, przy stopie i = 0,1 jest

réwna 76 571 j.m.

1,0025.

9. Przyblizona warto$é sumy rent wynosi 285.

10. 17,6%.

Ad 2.5.5.

1. Tylko (ii).
2. IRR ~ 9,9%.

3. (i) Na to, aby obie wewnetrzne stopy zwrotu byly wieksze od 25%,
potrzeba by m € (—o0;—2,5) U (1,5;+0), ale na to, by istniaty
dwie stopy zwrotu musi by¢, ze m € (—%; 1). Czes$é wspoblna tych
zbioréw jest zbiorem pustym, zatem nie ma takich m € R, dla
ktérych warunek postawiony w podpunkcie (i) zadania zachodzi.

(ii) Aby kazda z wewnetrznych stép zwrotu byta mniejsza od 100%,
powinno by¢, ze m € (—5;3), jednakze stopy takie muszg istniec
i by¢ rézne, co wprowadza znany warunek m & (—g; 1). Czesé
wspoélna obu tych warunkéw to przedziat ( —g; 1), co oznacza, ze
wszystkie rézne wewnetrzne stopy zwrotu — o ile istniejg — sg mniej-
sze do 100%.

(iii) Aby suma réznych wewnetrznych stép zwrotu byta mniejsza od
150%, spelniony musi by¢ warunek m € (—oo;15), ale dwie rézne
stopy IRR muszg istnieé, a to oznacza, ze dodatkowo powinien byé
spelniony warunek m € (—%; 1). W konsekwencji otrzymujemy, ze
m € (—o0;15)N (—2;1) = (—g; 1). Przedzial (—g; 1) jest zbiorem
tych m, dla ktérych spetniony jest podpunkt (iii) zadania.

4. Przy stopie rynkowej r = 0,04 otrzymujemy NPV = —38,11.
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5. NPV ~ —-238 zas IRR ~ 0,1764.

6. Suma czynnikéw dyskontujgcych wynosi 0,3.

7. P=3,8.
Ad 3.1.3.
1. 31553.
2. r =12,8%.
3. Calkowita kwota sptaconych odsetek wyniosta 1475.
4. 17 —ag; — 1105, gdzie i (a przez to v = l%ri) nie zostaly podane

ot

© W g O

10.
11.

12.
13.
14.

w zadaniu, dlatego przyjmujemy je jako ,dane ogélne”.

o pozyczke wynosi 3450 j.m.

. 12 =8,.85% = 0,0885.
. L =48242j.m.
. W przyblizeniu 213 046 j.m.

. Wysokosé raty to 126 226 j.m.

r4 ~ 8.8%.

Jedli dla wygody AO := 09 — Oq, to

1-0v30
(15 - 0255

__1

V2=T1,12

A0 = 100000

. Wysoko$é zaplaconych odsetek w czwartym roku trwania umowy

1-v30
15 — 11 1
( 5—vy =03 ‘

_ 1
V17110

ar510,12

a = 330.

W przyblizeniu 224 760 j.m.

ax0510,10

Sumaryczne odsetki wszystkich trzech kredytobiorcow w catym
okresie sptacania kredytéw wynoszg 235 760 j.m.
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1,4

e
ot
CDLC@
R

S

Ad 4.1.5.

_ (1000)1 _ 7
Lr= () —1=g ~0,075.

1
2. r=0,08 = ( 5 4F ) — 1 stad wartos$¢ nominalna obligacji jest

8,36
réwna F' ~ 700,23.
3. 110119 j.m.
4. Cena obligacji wynosi P = 1250 — 200040,
5. Cena zakupu obligacji wynosi P ~ 854 j.m.
6. Cena zakupu powinna wynosi¢ P ~ 1100 j.m.
7. t* =5,72.
8. Cena zakupu pakietu wynosi 14 820 j.m.
9. Cena portfela na dzierr emisji obligacji wynosi 14 820 j.m.
Ad 5.1.3.
1. d ~ 3,1.

2. Wartos¢ graniczna wynosi 21.

3. Okolo 39,66.

3a_
4. yd;\.

5. Obligacje 20-letnie stanowig 36% portfela.
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Ad 6.1.4.

1. P, = 3700 < Py = 3800 < P3 = 3900.
2. 172.
3. Dlat = %

4. 5000 j.m. oraz T = 8 lat.
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