
 

 
 
 
 
 
 
 

Jan Sikora 
 
 

Numeryczne metody 
rozwiązywania zagadnień 
brzegowych 
 
 

Podstawy metody elementów skończonych  
i metody elementów brzegowych 
 
 
 
 
 
 
 

 

 
Politechnika Lubelska 

Lublin 2016



Elektroniczna wersja książki dostępna w Bibliotece Cyfrowej PL www.bc.pollub.pl 

 

 
 
Opiniodawca: 
prof. dr hab. inż. Henryka D. Stryczewska 
prof. dr hab. inż. Andrzej Krawczyk 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Publikacja wydana za zgodą Rektora Politechniki Lubelskiej 
 
© Copyright by Politechnika Lubelska 2016 
 
ISBN: 978-83-7947-226-0 
 
 
 
 
 
 
 
Wydawca:  Politechnika Lubelska 
                       ul. Nadbystrzycka 38D, 20-618 Lublin 
Realizacja:  Biblioteka Politechniki Lubelskiej 
                       Ośrodek ds. Wydawnictw i Biblioteki Cyfrowej 
                       ul. Nadbystrzycka 36A, 20-618 Lublin 
                       tel. (81) 538-46-59, email: wydawca@pollub.pl 
                       www.biblioteka.pollub.pl  
 

Jarek
Tekst maszynowy
Wydanie trzecie, rozszerzone

Jarek
Tekst maszynowy

Jarek
Tekst maszynowy

Jarek
Tekst maszynowy

Jarek
Tekst maszynowy



3

Spis tre±
i

1 Wybrane zagadnienia numery
znej analizy pól poten
jal-

ny
h 19

1.1 Formuªy Greena . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

1.2 Metoda residuów wa»ony
h . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

1.3 Równania bazowe w metodzie elementów sko«
zony
h . . . . . 22

2 Metoda Elementów Sko«
zony
h 25

2.1 Metoda elementów sko«
zony
h . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

2.1.1 Warunki brzegowe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

2.1.2 Transforma
je ukªadu wspóªrz�dny
h . . . . . . . . . . 39

2.2 Caªkowanie w obszarze trójk¡ta . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

2.2.1 Caªkowanie anality
zne . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

2.2.2 Caªkowanie numery
zne . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

2.3 Izoparametry
zny element 
zworok¡tny . . . . . . . . . . . . . 47

2.4 Element prostok¡tny 
zterow�zªowy . . . . . . . . . . . . . . . 50



2.4.1 Numery
zne i symboli
zne 
aªkowanie

ma
ierzy stanu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

2.5 Uogólnienie elementu 
zworok¡tnego . . . . . . . . . . . . . . 55

2.6 Element izoparametry
zny o±miow�zªowy . . . . . . . . . . . . 60

2.7 Element 
zworo±
ienny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

2.8 Sze±
iow�zªowy element pryzmoidalny . . . . . . . . . . . . . . 68

2.8.1 Bazowe funk
je interpola
ji w lokalnym ukªadzie

wspóªrz�dny
h . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

2.8.2 Bazowe funk
je interpola
ji we wspóªrz�dny
h

kartezja«ski
h . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

3 Pole magnety
zne analizowane MES 77

3.1 Wst�p . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

3.2 Pole magnety
zne w ukªadzie wspóªrz�dny
h kartezja«ski
h . . 81

3.3 Pole magnety
zne w ukªadzie wspóªrz�dny
h wal
owy
h . . . . 84

3.4 Element sz
zelinowy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 87

4 Mieszane sformuªowanie MES 91

4.1 Wst�p . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

4.2 Sformuªowanie mieszane w przypadku równania Lapla
e'a . . 92

4.2.1 Dyskretyza
ja sformuªowania mieszanego . . . . . . . . 93

4.2.2 Trójw�zªowy element trójk¡tny z trzema

stopniami swobody w w�¹le . . . . . . . . . . . . . . . 94



4.2.3 Sze±
iow�zªowy element trójk¡tny z trzema

stopniami swobody w w�¹le . . . . . . . . . . . . . . . 96

4.2.4 Warunki brzegowe typu Robina . . . . . . . . . . . . . 107

4.3 Sformuªowanie mieszane dla równania dyfuzji . . . . . . . . . 110

4.3.1 Trójw�zªowy element trójk¡tny z trzema

stopniami swobody w w�¹le � trójk¡t typu P1 . . . . . 112

4.3.2 Trójw�zªowy element trójk¡tny z w�zªami na

±rodku boków . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

4.3.3 Trójw�zªowy element trójk¡tny z funk
j¡

dodatkow¡ w ±rodku geometry
znym � trójk¡t

typu P1+ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

5 Elementy niestandardowe 121

5.1 Metody analizy obszarów nieograni
zony
h . . . . . . . . . . . 121

5.1.1 Ob
i�
ie siatki elementów sko«
zony
h . . . . . . . . . 123

5.1.2 Metoda rozszerzania obszaru . . . . . . . . . . . . . . . 123

5.2 Elementy niesko«
zone . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

5.2.1 Elementy niesko«
zone w kartezja«skim ukªadzie

wspóªrz�dny
h . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 126

5.2.2 Analiza porównaw
za elementów niesko«
zony
h . . . . 137

6 Metoda Elementów Brzegowy
h 141

6.1 Krótka historia rozwoju teorii poten
jaªu . . . . . . . . . . . . 143



6.1.1 Istnienie i jednozna
zno±¢ rozwi¡zania . . . . . . . . . 147

6.1.2 Formuªy Greena . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

6.1.3 Równania 
aªkowe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154

6.1.4 Rozszerzone formuªy Greena . . . . . . . . . . . . . . . 158

6.1.5 Czasy poprzedzaj¡
e rewolu
j� informaty
zn¡ . . . . . 158

6.1.6 Czasy rewolu
ji informaty
znej . . . . . . . . . . . . . 162

6.1.7 Metoda 
aªek brzegowy
h . . . . . . . . . . . . . . . . 164

6.1.8 Równania bazowe metody elementów brzegowy
h . . . 166

6.1.9 Pola sta
jonarne . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 168

6.1.10 Podsumowanie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 169

6.2 Porównanie MES i MEB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 171

6.3 Równanie Lapla
e'a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173

6.3.1 Podziaª brzegu na staªe elementy brzegowe . . . . . . . 175

6.3.2 Numery
zne 
aªkowanie funk
ji Greena . . . . . . . . . 177

6.3.3 Dyskretyza
ja brzegu na liniowe

elementy brzegowe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 197

6.3.4 Caªkowanie numery
zne . . . . . . . . . . . . . . . . . 198

6.3.5 Podziaª linii brzegowej na elementy kwadratowe . . . . 203

6.3.6 Caªkowanie numery
zne . . . . . . . . . . . . . . . . . 207

6.3.7 Wyzna
zanie wspóª
zynnika 
(r) . . . . . . . . . . . . 213



6.3.8 Wyzna
zanie zmienny
h stanu w wewn�trzny
h

w�zªa
h obszaru . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 216

6.4 Równanie dyfuzji . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 218

6.4.1 Li
zenie 
aªek osobliwy
h . . . . . . . . . . . . . . . . 221

6.4.2 Wyzna
zanie warto±
i zmienny
h stanu w punkta
h

wewn�trzny
h obszaru . . . . . . . . . . . . . . . . . . 223

6.5 Równanie dyfuzji w dziedzinie 
z�stotliwo±
i . . . . . . . . . . 225

6.5.1 Caªki osobliwe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 228

6.5.2 Wyzna
zanie zmienny
h stanu w wewn�trzny
h punk-

ta
h obszaru . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 228

6.6 Przykªady . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 228

6.6.1 Ukªad wspóªrz�dny
h kartezja«ski
h . . . . . . . . . . 229

6.6.2 Wspóªrz�dne biegunowe . . . . . . . . . . . . . . . . . 231

6.6.3 �ródªa rozªo»one . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 232

6.6.4 Punkt ¹ródªowy na brzegu obszaru dla zagadnienia

transportu ±wiatªa aproksymowanego równaniem dy-

fuzji . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 236

6.6.5 �ródªo punktowe umiesz
zone wewn¡trz obszaru dla

zagadnienia transportu ±wiatªa aproksymowanego rów-

naniem dyfuzji . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 242

6.6.6 Porównanie wyników obli
ze« dla MES i MEB . . . . . 247

6.6.7 Wnioski . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 248

6.7 �rodowiska anizotropowe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 249



6.7.1 Model anizoptropii . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 249

6.7.2 Caªki osobliwe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 251

6.7.3 Porównanie wyników MES i MEB . . . . . . . . . . . . 253

6.8 Sformuªowanie Galerkina brzegowy
h równa« 
aªkowy
h . . . 256

6.8.1 Anality
zne wyzna
zanie 
aªek osobliwy
h . . . . . . . 258

6.8.2 Numery
zne wyzna
zanie podwójny
h 
aªek osobliwy
h 266

6.9 Sformuªowanie zewn�trzne dla MEB . . . . . . . . . . . . . . . 269

6.9.1 Problem zewn�trzny dla zada« 2D . . . . . . . . . . . . 269

6.9.2 Problem zewn�trzny dla zada« 3D . . . . . . . . . . . . 273

7 Modelowanie pola elektrostaty
znego za pomo
¡ biblioteki

BEMLAB 277

7.1 Biblioteka BEMLAB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 277

7.2 Równania pola elektrostaty
znego . . . . . . . . . . . . . . . . 278

7.2.1 Energia pola elektrostaty
znego . . . . . . . . . . . . . 280

7.2.2 Siªa pola elektrostaty
znego . . . . . . . . . . . . . . . 281

7.2.3 Opis kondensatora . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 282

7.2.4 Kondensator pªaski . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 283

7.3 MEMS wprowadzenie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 284

7.4 Kondensatory grzebieniowe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 288

7.5 Aktuator grzebieniowy o nap�dzie k¡towym . . . . . . . . . . 293



7.5.1 Model uprosz
zony . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 294

7.5.2 Model polowy MEB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 295

7.6 Aktuator grzebieniowy o nap�dzie k¡towym . . . . . . . . . . 299

7.6.1 Zadanie wewn�trzne przy u»y
iu asymptoty
zny
h wa-

runków brzegowy
h . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 300

7.6.2 Podsumowanie asymptoty
zny
h warunków brzegowy
h 304

7.6.3 Zadanie wewn�trzne rozwi¡zywane metod¡ ballooningu 306

7.6.4 Podsumowanie warunków brzegowy
h . . . . . . . . . . 310

7.6.5 Porównanie warto±
i po
hodnej normalnej poten
jaªu

∂ϕ
∂n
313

7.6.6 Pojemno±¢ dla modelu uprosz
zonego . . . . . . . . . . 315

7.6.7 Pojemno±¢ na podstawie wyników zadania polowego . . 316

7.7 Aktuator grzebieniowy o nap�dzie k¡towym . . . . . . . . . . 317

7.7.1 Model uprosz
zony . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 318

7.7.2 Model polowy MEB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 318

7.8 Aktuator grzebieniowy o nap�dzie k¡towym . . . . . . . . . . 324

7.8.1 Model uprosz
zony . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 324

7.8.2 Model polowy MEB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 325

7.9 Podsumowanie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 329

8 Zagadnienia poten
jalne w przestrzeni trójwymiarowej 331

8.1 Model dyskretny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 333



8.2 Caªki osobliwe i prawie osobliwe . . . . . . . . . . . . . . . . . 333

8.3 Równania bazowe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 336

8.4 Funk
je interpola
yjne zerowego rz�du . . . . . . . . . . . . . 338

8.4.1 Jakobian . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 339

8.4.2 Wyzna
zanie 
aªek nieosobliwy
h

w obszarze trójk¡ta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 341

8.4.3 Wyzna
zanie 
aªek osobliwy
h . . . . . . . . . . . . . . 342

8.5 Funk
je interpoluj¡
e stopnia pierwszego . . . . . . . . . . . . 344

8.6 Funk
je interpoluj¡
e stopnia drugiego . . . . . . . . . . . . . 349

8.6.1 Trójk¡tny sze±
iow�zªowy element brzegowy . . . . . . 349

8.6.2 Numery
zne wyzna
zanie 
aªek osobliwy
h . . . . . . . 351

8.6.3 Czworok¡tny element brzegowy . . . . . . . . . . . . . 355

8.6.4 Wyzna
zanie 
aªek nieosobliwy
h w obszarze


zworok¡ta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 357

8.6.5 Wyzna
zanie 
aªek osobliwy
h w obszarze


zworok¡ta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 357

8.7 Warunki brzegowe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 363

8.7.1 Warunki brzegowe Diri
hleta . . . . . . . . . . . . . . . 365

8.7.2 Warunki brzegowe Neumanna . . . . . . . . . . . . . . 365

8.7.3 Warunki brzegowe Robina . . . . . . . . . . . . . . . . 365

8.7.4 Mieszane warunki brzegowe . . . . . . . . . . . . . . . 366



8.8 Niejednorodno±
i materiaªowe . . . . . . . . . . . . . . . . . . 366

8.9 Wybrane przykªady numery
zne . . . . . . . . . . . . . . . . . 372

8.9.1 Sze±
ian . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 373

8.9.2 Dwie kon
entry
zne sfery zawarte jedna w drugiej . . . 375

8.9.3 Efekt zbli»enia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 387

8.9.4 Wyniki obli
ze« dla niejednorodny
h

podobszarów w przestrzeni 2D . . . . . . . . . . . . . . 388

9 Zagadnienie transportu ±wiatªa aproksymowane równaniem

dyfuzji 407

9.1 Równania bazowe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 408

9.1.1 Przestrze« dwuwymiarowa . . . . . . . . . . . . . . . . 409

9.1.2 Przestrze« trójwymiarowa . . . . . . . . . . . . . . . . 409

9.1.3 Metoda Elementów Brzegowy
h . . . . . . . . . . . . . 409

9.2 Model dyskretny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 411

9.2.1 Jakobian . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 412

9.2.2 Formowanie ma
ierzy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 412

9.3 Numery
zne wyzna
zanie 
aªek osobliwy
h w 3D . . . . . . . 414

9.3.1 Algorytm transforma
ji dla trójk¡ta staªego . . . . . . 414

9.3.2 Izoparametry
zny element trójk¡tny

sze±
iow�zªowy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 417

9.4 Wyniki dla przestrzeni 3D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 420



9.4.1 Kontrola poprawno±
i uzyskany
h wyników i miara do-

kªadno±
i . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 425

9.5 Wielowarstwowy model gªówki niemowl�
ia . . . . . . . . . . . 426

10 Dost�pne oprogramowanie MEB 431



Lista symboli

~A � zespolony wektorowy poten
jaª magnety
zny

[

Wb
m

]

,

[A℄ i [B℄ � ma
ierze zawieraj¡
e odpowiednio 
aªki z po
hodnej

normalnej funk
ji Greena oraz zawieraj¡
e 
aªki z funk
ji Greena,

c � pr�dko±¢ ±wiatªa [mm/ps℄ lub [m/s℄,

c(r) � wspóª
zynnik równania 
aªkowego,

det(J) � wyzna
znik ma
ierzy Jakobiego � jakobian,

D � wspóª
zynnik dyfuzji [m℄,

f � 
z�stotliwo±¢ [Hz℄,

G � funk
ja Greena,

H � wektor nat�»enia pola magnety
znego [A/m℄,

i =
√
−1 lub j =

√
−1,

In � zmody�kowana funk
ja Bessela I-ego rodzaju i n-tego rz�du,

J � ma
ierz Jakobiego,

J lub F � funk
jonaª,

J(ξ) � jakobian transforma
ji,

J � wektor powierz
hniowej g�sto±
i pr¡du obj�to±
iowego [A/m

2
℄,

~Js � wektor powierz
hniowej g�sto±
i pr¡du obj�to±
iowego ¹ródªa [A/m

2
℄,

k � li
zba falowa równa

√
jωµγ [m

−2
℄,

kx, ky, kz � staªe materiaªowe, odpowiednio w kierunku osi x, osi y i osi z,

K0 � zmody�kowana funk
ja Bessela II-ego rodzaju, zerowego rz�du,

K1 � zmody�kowana funk
ja Bessela II-ego rodzaju, pierwszego rz�du,

L � dªugo±¢ elementu brzegowego [m℄,

L1, L2, L3� bezwymiarowe wspóªrz�dne powierz
hniowe,

Ld � droga tªumienia [mm℄,



L[·] � transformata Lapla
e'a,

n � wektor jednostkowy (wersor) normalny do brzegu, skierowany

na zewn¡trz badanego obszaru,

Ni lub Mi � bazowe funk
je interpola
ji w i�tym w�¹le,

P lub r = rx~1x + ry~1y + rz~1z � wektor poªo»enia [m℄,

q � po
hodna funk
ji Φ w kierunku normalnym do linii brzegowej,

skierowana na zewn¡trz rozpatrywanego obszaru

(

∂Φ(r)
∂n

)

,

r,Θ, z lub ρ,Θ, z � wspóªrz�dne 
ylindry
zne [m, rad, m℄,

R � odlegªo±¢ pomi�dzy punktem ¹ródªa a punktem obserwa
ji [m℄,

T � temperatura [

o

C℄ lub [

o

K℄,

~U � zmody�kowany wektorowy poten
jaª magnety
zny [Wb℄,

wi � funk
je wagi (na przykªad dla kwadratury Gaussa-Legendre'a),

W � energia [W s℄,

x, y, z � wspóªrz�dne kartezja«skie [m℄,

α � wspóª
zynnik równy 2 lub 3 w zale»no±
i od wymiaru przestrzeni,

γ � konduktywno±¢ [1/(Ωm)] lub [S/m℄,

Γ lub S � brzeg rozwa»anego obszaru Ω,

δ � funk
ja delta Dira
a,

∆ � pole trójk¡ta [m2],

ε � przenikalno±¢ elektry
zna [F/m℄,

µ � przenikalno±¢ magnety
zna [H/m℄,

µa lub Σ � wspóª
zynnik po
hªaniania [mm

−1
℄,

µs � wspóª
zynnik rozpraszania [mm

−1
℄,

µs
′

� zredukowany wspóª
zynnik rozpraszania [mm

−1
℄,

ξ lub η � wspóªrz�dne ukªadu lokalnego,

ρ � g�sto±¢ obj�to±
iowa ªadunku [C/m

3
℄,

Φ � funk
ja poten
jalna (np. poten
jaª elektry
zny [V℄ w elektro-

staty
e, temperatura [

o

C℄ w przewodni
twie 
iepªa lub g�sto±¢

fotonów w Dyfuzyjnej Tomogra�i Opty
znej),

ϕm � magnety
zny poten
jaª skalarny [A℄,

ω � pulsa
ja [rad/s℄,

Ω � rozwa»any obszar,

Ωe
� pole w 2D a w 3D obj�to±¢ elementu sko«
zonego.



Wst�p

Istnieje wiele wspaniaªy
h ksi¡»ek po±wi�
ony
h zarówno Metodzie Elemen-

tów Sko«
zony
h (MES) jak i Metodzie Elementów Brzegowy
h (MEB). Dla-

tego powstaje zasadne pytanie 
zy warto napisa¢ jesz
ze jedn¡. I odpowied¹

na to pytanie jest twierdz¡
a, jako »e problemy te
hni
zne s¡ niezwykle ró»-

norodne, maj¡ tak wiele niuansów, które nie sposób jest zawrze¢ w jednej,


ho¢by najbardziej obszernej, najlepszej monogra�i.

W tym podr�
zniku staraªem si� poda¢ skró
one »y
iorysy wybitny
h u
zo-

ny
h, którzy swoj¡ pra
¡ przy
zynili si� do rozwoju obu metod, tak aby 
zy-

telnik mógª zorientowa¢ si� w 
zasie i przestrzeni powstawania teorii, które

legªy u podstaw obu omawiany
h w podr�
zniku metod. �ródªem za któ-

rym 
ytuj� wszystkie »y
iorysy i wizerunki u
zony
h byª internet

a w sz
zególno±
i Wikipedia. Dost�p do zna
znie obszerniejszy
h

materiaªów ¹ródªowy
h mo»na uzyska¢ wywoªuj¡
 hasªo w posta
i

imienia i nazwiska interesuj¡
ej 
zytelnika osoby.

Niniejsza ksi¡»ka zawiera jedynie podstawy obu metod, które pozwol¡ 
zytel-

nikowi przyst¡pi¢ do samodzielnego napisania kodu, rozwi¡zuj¡
ego proste,

akademi
kie przykªady, a b�d¡
e jedynie wst�pem do samodzielnej, bardziej

ambitnej pra
y. St¡d, wsz�dzie tam gdzie to byªo mo»liwe, tekst jest ilustro-

wany przykªadami, pozwalaj¡
ymi dogª�bnie zrozumie¢ wyªo»ony materiaª.

Tematyka zawarta w niniejszej ksi¡»
e, 
i¡»y ku problemom modelowania

zagadnie« prosty
h i odwrotny
h tomogra�i przemysªowej, nie ograni
zaj¡


jednak ogólnego spojrzenia na podstawy obu metod.



Je»eli 
hodzi o MEB, która w mojej opinii jest trudniejsza od MES, to b�d¡


w Londynie, miaªem sz
z�±
ie pra
owa¢ z Prof. S. Arridge'em nad wielowar-

stwowym modelem gªówki niemowl�
ia na potrzeby Dyfuzyjnej Tomogra�i

Opty
znej (z ang. Di�usive Opti
al Tomography � DOT). Pra
a ta pozwoliªa

mi zrozumie¢ jak wiele trudny
h problemów mo»na modelowa¢ t¡ metod¡.

St¡d bierze si� 'skrzywienie' tomogra�
zne niniejszej pozy
ji. Tote» poruszam

pewne zagadnienia (patrz rozdz. 2.5 lub rozdz. 9.5) przydatne w zagadnie-

nia
h odwrotny
h w tym w tomogra�i impedan
yjnej i dyfuzyjnej opty
znej

w przestrzeni 2D i 3D.

W 
z�±
i po±wi�
onej MEB, sz
zególny na
isk poªo»yªem na zagadnienie 
aª-

kowania 
aªek osobliwy
h. Jest to niezmiernie trudny problem, w sz
zegól-

no±
i dla sformuªowania Galerkina. Staraªem si� metody
znie pokaza¢ re-

guªy 
aªkowania dla ró»ny
h rodzajów elementów brzegowy
h. Jest to o tyle

istotne, »e problem ten, 
ho¢ ju» publikowany, jest jednak rozproszony, naj-


z�±
iej w trudno dost�pny
h pozy
ja
h literaturowy
h.

Metoda Elementów Brzegowy
h ma pewne niedogodno±
i, jak 
ho¢by

uwzgl�dnienie anizotropii 
zy nieliniowo±
i materiaªowej. Cz�±
iowo te zagad-

nienia s¡ poruszane w tej pra
y. W ostatni
h rozdziaªa
h, uwaga 
zytelnika

zostaªa skupiona na zagadnienia
h hybrydyza
ji MEB z MES.

Mam nadziej�, »e trze
ie wydanie tej ksi¡»ki, b�dzie pomo
ne dla studen-

tów i doktorantów Polite
hnik oraz in»ynierów zajmuj¡
y
h si� numery
zn¡

symula
j¡ w ró»ny
h dziedzina
h nauki i te
hniki taki
h jak 
ho¢by bioin»y-

nieria 
zy me
hatronika. Kolejne wydanie zostaªo rozszerzone o zagadnienia

zwi¡zane z obszarami o brzegu otwartym oraz z zagadnieniami zwiazanymi z

mikrostrukturami. W nowym wydaniu zostaªa zawarta informa
ja o progra-

ma
h wykorzystuj¡
y
h metod� elementów brzegowy
h, zarówno komer
yj-

ny
h jak i ty
h o dost�pie swobodnym. Mam nadziej�, »e pozy
ja ta pozwoli

na spopularyzowanie tej niezwykle elegan
kiej z matematy
znego punktu wi-

dzenia metody numery
znej.

Jako autor mam ±wiadomo±¢, »e nie wszystkie problemy zwi¡zane z MES i



MEB zostaªy w tej ksi¡»
e zawarte. Wiele problemów zostaªo zaledwie za-

sygnalizowany
h. Ale metody te, a w sz
zególno±
i MEB s¡ tak fas
ynuj¡
e,

»e zapewne jesz
ze przez dªugi 
zas b�d¡ przedmiotem intensywny
h bada«

i dalszego i
h rozwoju.

Za wszystkie uwagi kryty
zne nadesªane na mój adres internetowy b�d�

ogromnie wdzi�
zny i rozwa»� je z najwy»sz¡ staranno±
i¡.

Na zako«
zenie 
h
iaªbym serde
znie podzi�kowa¢ Pani Prof. dr hab. in».

H.D. Stry
zewskiej i Panu Prof. dr hab. in». A. Kraw
zykowi, za bardzo

sz
zegóªowe i wnikliwe re
enzje, które pozwoliªy usun¡¢ wiele pomyªek i nie-

jasno±
i jakie pojawiªy si� w niniejszej pra
y.

Polite
hnika Lubelska,

Jan Sikora (sik59�wp.pl)

Warszawa�Lublin 2012



Olgierd C. Zienkiewi
z

(1921�2009)

Na 
aªym ±wie
ie uwa»any za oj
a du
howego Metody Elementów Sko«-


zony
h, Olgierd C. Zienkiewi
z urodziª si� 18 maja 1921 r. w Caterham

(Anglia), jako syn Kazimierza Zienkiewi
za i Edith V. Penny. Po kilku la-

ta
h rodzi
e przeprowadzili si� do Katowi
, gdzie oj
ie
 pra
owaª jako s�dzia

okr�gowy. Olgierd C. Zienkiewi
z uko«
zyª w Katowi
a
h li
eum (1939 r.).

Wybu
h II wojny ±wiatowej uniemo»liwiª mu podj�
ie studiów w Pols
e. Po-

nownie znalazª si� w Wlk. Brytanii, gdzie sko«
zyª Imperial College (B.S
.),

Diploma Imperial College (Ph.D.�1945 r.) i University of London (D.S
.).

W lata
h 1949�1957 byª wykªadow
¡ na Uniwersyte
ie w Edynburgu, a do

1961 r. profesorem w Northwestern University w Illinois (USA). Od 1961 r.

zwi¡zaª si� z Uniwersytetem Walijskim w Swansea.

Ksi¡»ki i publika
je prof. Zienkiewi
za doty
z¡
e metody MES byªy jednymi

z pierwszy
h tego rodzaju na rynku mi�dzynarodowym, i po dzie« dzisiejszy

stanowi¡ obowi¡zkow¡ lektur� dla in»ynierów zajmuj¡
y
h si� obli
zeniami

numery
znymi. W 1968 roku, prof. Zienkiewi
z zaªo»yª pierwszy periodyk

po±wi�
ony obli
zeniom numery
znym: �International Journal for Numeri
al

Methods in Engineering�, który po dzie« dzisiejszy jest jednym z najwa»niej-

szy
h 
zasopism naukowy
h.
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Rozdziaª 1

Wybrane zagadnienia

numery
znej analizy pól

poten
jalny
h

Rozdziaª ten jest po±wi�
ony metodzie residuów wa»ony
h, która jest wyko-

rzystywana mi�dzy innymi do wyprowadzenia równa« bazowy
h Metody Ele-

mentów Sko«
zony
h [13,15℄. W Metodzie residuów wa»ony
h mo»na prze±le-

dzi¢ uwzgl�dnianie warunków brzegowy
h. Uªatwi to nam zrozumienie tre±
i

niniejszej ksi¡»ki, w której przedstawiono sposób wyprowadzania równa« ba-

zowy
h z wykorzystaniem funk
jonaªów energety
zny
h.

W metodzie residuów wa»ony
h korzysta si� z to»samo±
i 
aªkowy
h nazy-

wany
h pierwsz¡ i drug¡ formuª¡ Greena (wzorem Greena) [37℄.

1.1 Formuªy Greena

Dla równania typu

α(ϕ) = −f, (1.1)
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h

GREEN

George

(1793-1841)

Angielski matematyk i �zyk (brak Jego podobizny); po
z¡tkowo samouk

(do 
zterdziestego roku »y
ia pra
owaª jako piekarz i mªynarz), w la-

ta
h 1833-37 studiowaª na Uniwersyte
ie Cambridge; zajmowaª si� teo-

ri¡ elektry
zno±
i i magnetyzmu; w 1828 roku stworzyª podstawy teorii

poten
jaªu; w 1839 roku badaª odbi
ie i zaªamanie ±wiatªa w o±rodka
h

krystali
zny
h; wyprowadziª podstawowe równania teorii spr�»ysto±
i.

w którym operator α wynosi:

α(ϕ) = ∇2ϕ+ k2ϕ, (1.2)

gdzie: k � staªa falowa,

speªnionego przez funk
j� ϕ w obszarze Ω z brzegiem Γ (Γ = Γ1 ∪ Γ2) praw-

dziwa jest to»samo±¢ zwana pierwsz¡ formuª¡ Greena [21, 108℄:

∫

Ω

wα(ϕ) dΩ = −
∫

Ω

(

gradϕ gradw + k2ϕw
)

dΩ+

∫

Γ

w
∂ϕ

∂n
dΓ. (1.3)

We wzorze (1.3) w jest dowoln¡ funk
j¡ 
i¡gª¡ wraz z pierwsz¡ po
hodn¡

wewn¡trz obszaru Ω i na brzegu Γ, oraz 
i¡gª¡ drug¡ po
hodn¡ wewn¡trz

obszaru Ω.

Wykorzystanie pierwszej formuªy Greena 
z�sto okre±la si� jednokrotnym


aªkowaniem przez 
z�±
i.

Zamiana rolami funk
ji ϕ i w we wzorze (1.3) prowadzi do zale»no±
i:

∫

Ω

ϕα(w) dΩ = −
∫

Ω

(

gradw gradϕ+ k2wϕ
)

dΩ+

∫

Γ

ϕ
∂w

∂n
dΓ. (1.4)

Odj�
ie stronami (1.3) od (1.4) prowadzi do drugiej formuªy Greena:

∫

Ω

(ϕα(w)− wα(ϕ)) dΩ =

∫

Γ

(

ϕ
∂w

∂n
− w

∂ϕ

∂n

)

dΓ. (1.5)

Wykorzystanie drugiej formuªy Greena okre±la si� 
z�sto mianem dwukrot-

nego 
aªkowania przez 
z�±
i.
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1.2 Metoda residuów wa»ony
h

Aby funk
ja ϕ speªniaªa jednozna
znie równanie (1.1), musi dodatkowo speª-

nia¢ warunki brzegowe.

Przyjmijmy, »e na 
z�±
i brzegu Γ1 speªnia ona warunek Diri
hleta:

ϕ = ϕ na Γ1, (1.6)

a na pozostaªej 
z�±
i brzegu Γ2 warunek Neumanna:

q =
∂ϕ

∂n
= q na Γ2. (1.7)

W metodzie residuów wa»ony
h poszukuje si� takiej funk
ji ϕ, która speªnia

równanie (1.1) oraz warunki brzegowe (1.6) i (1.7) w sposób przybli»ony w

sensie 
aªek wa»ony
h z wag¡ w:

R=α(ϕ̂)+f=

∫

Ω

α(ϕ̂)wdΩ+

∫

Ω

fwdΩ=

∫

Γ2

(q̂ − q)wdΓ+

∫

Γ1

(ϕ̂− ϕ)
∂w

∂n
dΓ, (1.8)

przy 
zym:

ϕ̂ − funk
ja interpoluj¡
a,

q̂ =
∂ϕ̂

∂n
. (1.9)

Interpreta
ja wzoru (1.8) jest nast�puj¡
a: funk
ja ϕ speªniaj¡
a dokªadnie

równanie (1.1) zeruje lew¡ stron� równo±
i (1.8). Je±li ponadto speªnia ona

dokªadnie warunki brzegowe (1.6) i (1.7), to prawa strona jest równie» zerem.

Ka»da funk
ja ϕ̂ speªniaj¡
a w sposób przybli»ony równania (1.1), (1.6) i

(1.7) daje ró»ni
� (residuum) lewej i prawej strony równo±
i (1.8).

Funk
je wagi w wprowadza si� w 
elu zminimalizowania tego residuum. Aby

zastosowa¢ we wzorze (1.8) formuªy Greena, funk
ja ϕ̂ musi speªnia¢ te same

warunki 
o funk
ja w.
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h

1.3 Równania bazowe w metodzie elementów

sko«
zony
h

W metodzie elementów sko«
zony
h [87℄ obszar Ω dzieli si� na podobszary

(elementy sko«
zone). Funk
j� ϕ interpoluje si� w ka»dym elemen
ie nast�-

puj¡
o:

ϕ̂ =

n
∑

i=1

Niϕi, (1.10)

przy 
zym: ϕi � poszukiwane warto±
i funk
ji ϕ w w�zªa
h elementu, Ni �

bazowe funk
je interpola
ji, n � li
zba w�zªów w elemen
ie.

Funk
je bazowe Ni maj¡ 
harakter lokalny, tzn. przyjmuj¡ warto±¢ zerow¡

poza swoim elementem. Ponadto s¡ one tak zbudowane, »e zapewniaj¡ 
i¡-

gªo±¢ tylko funk
ji pola ϕ na grani
y s¡siaduj¡
y
h ze sob¡ elementów. Cza-

sem stosuje si� takie funk
je bazowe, które zapewniaj¡ równo
ze±nie 
i¡gªo±¢

po
hodnej normalnej funk
ji pola q = ∂ϕ
∂n

wzdªu» grani
y elementów. Zagad-

nieniom tym po±wi�
ony b�dzie rozdziaª 4.

Aby uzyska¢ równanie bazowe MES nale»y do wzoru (1.8) zastosowa¢ metod�

Galerkina, która polega na przyj�
iu za funk
j� wagi lokalny
h funk
ji bazo-

wy
h Ni (patrz wzór (1.10)) [108℄. Lokalny 
harakter funk
ji wagi zmienia

posta¢ wzoru (1.8), wynikaj¡
ego z metody residuów wa»ony
h.

Ze wzoru (1.8) nale»y wyodr�bni¢ posta¢ odpowiadaj¡
¡ funk
jom wagi

Ni zwi¡zanym z elementami nie przylegaj¡
ymi do brzegu (elementy we-

wn�trzne) � por. wzór (1.8):

l
∑

e=1

∫

Ωe

fNi dΩ+

l
∑

e=1

∫

Ωe

α(ϕ̂)Ni dΩ =

l
∑

e=1

∮

Γe

(q̂ − qe)Ni dΓ, (1.11)

przy 
zym: Ωe
, Γe

� odpowiednio obszar i brzeg elementu o numerze e, l �

li
zba elementów, w skªad który
h w
hodzi w�zeª i.

We wzorze (1.11) qe jest warunkiem brzegowym na brzegu elementu e, wyni-

kaj¡
ym z wyzna
zenia rozkªadu funk
ji ϕ̂ w elementa
h z nim grani
z¡
y
h.
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GALERKIN

Boris G.

(1871-1945)

Matematyk rosyjski. Studiowaª me
hanik� na uniwersyte
ie w St. Pe-

tersburgu. Zaraz po uko«
zeniu studiów po±wi�
iª si� pra
y polity
znej.

W 1907 roku zostaª aresztowany i skazany na 1,5 roku wi�zienia. W

wi�zieniu stra
iª zainteresowanie polityk¡, po±wi�
aj¡
 si� 
aªkowi
ie

pra
y naukowej. W roku 1915 opublikowaª artykuª, w którym po raz

pierwszy przedstawiª podstawy metody analizy zagadnie« brzegowy
h

do dzi± stosowane nie tylko w me
hani
e, ale we wszystki
h zagadnie-

nia
h �zyki matematy
znej. W lata
h 20-ty
h staª si� znanym i 
enio-

nym naukow
em na 
aªym ±wie
ie, skutkiem 
zego w lata
h 30-ty
h

peªniª szereg najwy»szy
h stanowisk naukowy
h w ów
zesnym Zwi¡zku

Radzie
kim. Zmarª wkrót
e po II-giej wojnie ±wiatowej z powodu wy-


zerpuj¡
ej pra
y w 
zasie wojny.

We wzorze tym nie ma skªadnika

∫

Γ1
(ϕ̂−ϕe) ∂Ni

∂n
dΓ, gdy» funk
je Ni zapew-

niaj¡ 
i¡gªo±¢ ϕ na grani
y elementów.

Stosuj¡
 pierwsz¡ formuª� Greena do wzoru (1.11) otrzymuje si� nast�puj¡
e

równanie bazowe dla elementów wewn�trzny
h:

l
∑

e=1

∫

Ωe

fNi dΩ−
l
∑

e=1

∫

Ωe

(

gradϕ̂ gradNi + k2ϕ̂Ni

)

dΩ = 0. (1.12)

W powy»szym wzorze 
aªki

∫

Γe q
e dΓ redukuj¡ si� na skutek zmiany znaku

po
hodnej normalnej po przej±
iu do s¡siedniego elementu. Je»eli funk
ja

wagi Ni jest zwi¡zana z elementami przylegaj¡
ymi do brzegu Γ1(Γ
e
1) lub

Γ2(Γ
e
2), to posta¢ równania w metodzie residuów wa»ony
h jest nast�puj¡
a:

l
∑

e=1

∫

Ωe

fNi dΩ+

l
∑

e=1

∫

Ωe

α(ϕ̂)Ni dΩ = (1.13)

=
l
∑

e=1

∫

Γe
2

(q̂ − q)Ni dΓ +
l
∑

e=1

∫

Γe
1

(ϕ̂− ϕ)
∂N1

∂n
dΓ +

l
∑

e=1

∫

Γe
3

(q̂ − qe)Ni dΓ,

przy 
zym: Γe = Γe
1 ∪Γe

2∪Γe
3, gdzie Γ

e
3 jest t¡ 
z�±
i¡ brzegu elementu, która

nie przylega do brzegu rozpatrywanego obszaru.

Po zastosowaniu do wzoru (1.13) pierwszej formuªy Greena otrzymuje si�



24 Wybrane zagadnienia numery
znej analizy pól poten
jalny
h

równanie bazowe dla elementów przylegaj¡
y
h do brzegu:

l
∑

e=1

∫

Ωe

fNi dΩ−
l
∑

e=1

∫

Ωe

(

gradϕ̂ gradNi + k2ϕ̂ Ni

)

dΩ+ (1.14)

+
l
∑

e=1

∫

Γe
1

Ni
∂ϕ̂

∂n
dΓ = −

l
∑

e=1

∫

Γe
2

qNi dΓ +
l
∑

e=1

∫

Γe
1

(ϕ̂− ϕ)
∂N1

∂n
dΓ.

Je»eli indeks i b�dzie zmieniaª si� od 1 do ostatniego w�zªa obszaru n, wtedy

z równania (1.14) powstanie ukªad równa« algebrai
zny
h.

Na ogóª we wzorze (1.14) nie uwzgl�dnia si� skªadnika zawieraj¡
ego wyra-

»enie (ϕ̂− ϕ), gdy» komplikuje to obli
zenia numery
zne. Warunki brzegowe

Diri
hleta wprowadza si� w nie
o inny sposób. Z równania ma
ierzowego

eliminuje si� te zmienne, którym nadano warunki brzegowe Diri
hleta, lub

mody�kuje si� odpowiadaj¡
e im wiersze ma
ierzy wspóª
zynników i ele-

menty wektora prawy
h stron, tak aby speªni¢ naªo»ony warunek brzegowy.

Sz
zegóªy zostan¡ podane w rozdziale 2.1.1.

Taki sposób wprowadzania warunku brzegowego pierwszego rodzaju (Diri-


hleta), pozwala równie» pomin¡¢ skªadnik

∫

Γe
1
Ni

∂ϕ̂
∂n
dΓ w równaniu bazo-

wym (1.14).

Wzory (1.12) i (1.13) zostaªy wyprowadzone przy zaªo»eniu, »e warto±
i qe

obli
zone w dwu s¡siedni
h elementa
h wzdªu» wspólnego brzegu s¡ takie

same (tylko prze
iwnego znaku). Jak wiadomo, zaªo»enie to nie jest speª-

nione, gdy» funk
je Ni nie zapewniaj¡ 
i¡gªo±
i po
hodnej normalnej funk
ji

ϕ do brzegu obszaru. Przyj�te zaªo»enie jest jednym ze ¹ródeª bª�du metody

elementów sko«
zony
h.
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Rozdziaª 2

Metoda Elementów Sko«
zony
h

W teorii pola elektromagnety
znego 
z�sto spotykamy si� z problemami, w

który
h wyst�puj¡ zagadnienia brzegowe dla równa« ró»ni
zkowy
h 
z¡stko-

wy
h drugiego rz�du o ogólnej posta
i:

gdzie: u jest szukan¡ wielko±
i¡ polow¡ (naj
z�±
iej poten
jaªem skalarnym

ϕ lub wektorowym

~A), natomiast k i f � staªymi.

W elektrote
hni
e mamy naj
z�±
iej do 
zynienia z trzema rodzajami zagad-

nie« brzegowy
h: pierwszego, drugiego lub trze
iego rodzaju. Zagadnienie

brzegowe pierwszego rodzaju (zagadnienie Diri
hleta), polega na poszukiwa-

niu rozwi¡zania równania ró»ni
zkowego 
z¡stkowego (??) w pewnym ob-

szarze, przy 
zym na brzegu tego obszaru speªniony jest warunek brzegowy

pierwszego rodzaju (warunek Diri
hleta):

u(P) = h(P), (2.1)

gdzie: h(P) jest funk
j¡ zadan¡ na brzegu badanego obszaru, a P � punktem

na tym brzegu.

W przypadku zagadnienia brzegowego drugiego rodzaju (zagadnienia Neu-

manna) poszukuje si� rozwi¡zania równania (??) w pewnym obszarze, na

którego brzegu dany jest warunek brzegowy drugiego rodzaju (warunek Neu-
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DIRICHLET

Johann

Peter G.L.

(1805-1859)

Urodziª si� w Düren. Byª u
zniem G.S. Ohma. Dzi�ki rekomenda
ji

Alexandera von Humboldta powró
iª do Niemie
 i w roku 1827 rozpo-


z¡ª pra
� naukow¡ na uniwersyte
ie weWro
ªawiu. Nast�pnie przeniósª

si� do Berlina, gdzie wykªadaª przez poªow� swego »y
ia. Po±lubiª Re-

be

� Mendelssohn, jedn¡ z sióstr sªynnego kompozytora. W roku 1855

przej¡ª na uniwersyte
ie w Getyndze posad� zmarªego Carla Gaussa.

Niestety, nie 
ieszyª si� tym stanowiskiem zbyt dªugo, zmarª na zawaª

ser
a w 
ztery lata po obj�
iu tego stanowiska. Byª 
zªonkiem berli«-

skiej i fran
uskiej Akademii Nauk. Udowodniª istnienie niesko«
zenie

wielu li
zb pierwszy
h, pra
owaª nad problemem funk
ji harmoni
znej.

W roku 1837 zaproponowaª nowe podej±
ie do okre±lania funk
ji (jako

zwi¡zku dowolnego argumentu x z dokªadnie jedn¡ warto±
i¡ y).

NEUMANN

Carl Gottfried

(1832-1925)

Syn sªynnego �zyka Franza Neumanna (1798-1895). Jego matk¡ byªa

szwagierka Friedri
ha Wilhelma Bessela (1784-1846). Urodziª si� w Kró-

lew
u, studiowaª na tamtejszym uniwersyte
ie, gdzie w roku 1855 otrzy-

maª tytuª doktora. Tezy swojej habilita
ji przedstawiª na uniwersyte
ie

w Halle. W roku 1860 opublikowaª pra
� na temat zagadnienia Diri-


hleta i 'poten
jaªu logarytmi
znego', jak go nazwaª. Wyniki Neumanna

zostaªy wykorzystane 30 lat pó¹niej przez E. Pi
arda do rozwi¡zywania

równa« ró»ni
zkowy
h 
z¡stkowy
h.

POISSON

Simeon-Denis

(1781-1840)

Urodzony we Fran
ji, wysªany do Fontainebleau, aby pobiera¢ nauki w

E
ole Centrale. Wykazywaª niezwykªy talent do matematyki. Zdaje eg-

zaminy do E
ole Polyte
hnique w Pary»u, a jego nau
zy
ielami zostaj¡

mi�dzy innymi Lapla
e i Lagrange. Zostaje asystentem w wieku lat 19,

dzi�ki rekomenda
jom Lapla
e'a, a w 1802 roku mianowany zostaje na

stanowisko Asso
iate Professor, aby w 
ztery lata potem obj¡¢ stano-

wisko profesora po Fourierze. W 1813 roku wyzna
za pole elektry
zne

od ªadunków rozmiesz
zony
h w 
iele, dzi�ki 
zemu zostaje wybrany do

Akademii Nauk. Poisson ma wielki wkªad w rozwój matematyki i �zyki.

LAPLACE

Pierre-Simon

(1749-1827)

Urodzony we Fran
ji, dzi�ki wstawienni
twu D'Alamberta zostaª w

wieku lat 20-tu profesorem Matematyki w Paryskiej Szkole Wojskowej.

Po kilku lata
h zostaª egzaminatorem królewskiego korpusu artylerii i

zrz¡dzeniem losu egzaminowaª 16-to letniego podporu
znika Napoleona

Bonaparte. Po doj±
iu Napoleona do wªadzy Lapla
e zostaª nagrodzony

stanowiskiem Ministra Spraw Wewn�trzny
h a po krótkim 
zasie zostaª

Marszaªkiem Senatu. Nazywany przez Poissona 'Newtonem Fran
ji',

wniósª ogromny wkªad do matematyki (transforma
ja Lapla
e'a).
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manna):

∂u

∂n

∣

∣

∣

∣

P

= g(P), (2.2)

gdzie: g(P) jest funk
j¡ zadan¡ na brzegu obszaru, a

∂u
∂n

∣

∣

P
ozna
za po
hodn¡

funk
ji u w kierunku normalnym do brzegu obszaru w punk
ie P.

W polu elektrostaty
znym, w jednorodnym ±rodowisku o przenikalno±
i elek-

try
znej ε = 
onst i g�sto±
i ªadunku przestrzennego w obszarze ρ, obowi¡-

zuje równanie Poissona:

∇2ϕ = −ρ
ε
. (2.3)

gdzie: ϕ � ozna
za poten
jaª elektry
zny. Je±li natomiast w danym obszarze

nie ma ªadunku, 
zyli ρ = 0, to speªnione jest w nim równanie Lapla
e'a:

∇2ϕ = 0. (2.4)

W przypadku harmoni
znego pola elektromagnety
znego przyjmuje si�, »e

zespolony wektorowy poten
jaª magnety
zny

~A 1

wewn¡trz obszaru speªnia

równanie Helmholtza:

∇2~A− k2~A = −µ~Js, (2.5)

gdzie:

k2 = jωµγ [m

−2
℄,

ω � pulsa
ja [rad/s℄,

µ � przenikalno±¢ magnety
zna [H/m℄,

γ � przewodno±¢ [S/m℄,

~Js � wektor ¹ródªowej g�sto±
i pr¡du [A/m

2
℄.

1

wielko±
i podkre±lone ozna
zaj¡ warto±
i zespolone.
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Istnieje wiele metod rozwi¡zywania tego rodzaju zada«. W tym rozdziale zaj-

miemy si� tylko metod¡ elementów sko«
zony
h. Jest to metoda przybli»ona,

której 
e
h¡ 
harakterysty
zn¡ jest to, »e sprowadza równanie ró»ni
zkowe

(??) lub (2.5) do ukªadu liniowy
h równa« algebrai
zny
h. Pozwala to na

znalezienie przybli»onego rozwi¡zania analizowanego problemu.

2.1 Metoda elementów sko«
zony
h

Ide¡ metody elementów sko«
zony
h (MES), jest podziaª analizowanego ob-

szaru (tzw. dyskretyza
ja) na pewn¡ sko«
zon¡ li
zb� mniejszy
h podobsza-

rów, zwany
h elementami. Elementy te w wierz
hoªka
h, a 
zasem te» na

boka
h, maj¡ w�zªy. Poniewa» w�zªy s¡ wspólne dla elementów s¡siedni
h,

wi�
 dany obszar po dyskretyza
ji staje si� siatk¡ elementów. Z w�zªami

zwi¡zane s¡ szukane wielko±
i polowe � s¡ one takimi punktami siatki, w

który
h dana wielko±¢ jest poszukiwana b¡d¹ znana, np. warunki brzegowe

typu Diri
hleta.

Ogólnie wielko±¢ przez nas szukana wyst�puje w wyra»eniu na energi� lub

w wyra»eniu propor
jonalnym do energii (np. mo
). Dla pola elektrostaty
z-

nego mamy:

W =

∫∫

Ω

ε

2
(gradϕ)2dΩ =

∫∫

Ω

ε

2

[

(

∂ϕ

∂x

)2

+

(

∂ϕ

∂y

)2

+

(

∂ϕ

∂z

)2
]

dΩ. (2.6)

Wyra»enie to mo»na traktowa¢ jako funk
jonaª, tzn. wyra»enie 
aªkowe, które

funk
ji ϕ obszaru Ω przyporz¡dkowuje dokªadnie jedn¡ warto±¢ energii w.

Ogólna posta¢ funk
jonaªu obli
zonego na podstawie bilansu energety
znego

jest dla przestrzeni trójwymiarowej nast�puj¡
a:

J(ϕ) =

∫∫

Ω

F

(

x, y, z, ϕ,
∂ϕ

∂x
,
∂ϕ

∂y
,
∂ϕ

∂z

)

dxdydz. (2.7)

Dla problemów opisany
h równaniem (2.7), z warunkami brzegowymi trze-
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iego rodzaju (Robina):

∂ϕ

∂n
+ αϕ = β, (2.8)

gdzie: α oraz β � warto±
i staªe,

funk
jonaª energety
zny w obszarze dwuwymiarowym (2D), odpowiadaj¡
y

równaniu o posta
i (??), mo»na zapisa¢ wzorem [21℄:

J(ϕ) =

∫∫

Ω

1

2

[

(

∂ϕ

∂x

)2

+

(

∂ϕ

∂y

)2

+ k2(x, y)ϕ2 − 2f(x, y)ϕ

]

dxdy +

+

∫

ΓR

(

1

2
αϕ2 − βϕ

)

dΓ, (2.9)

gdzie: Ω � obszar dwuwymiarowy, ΓR � brzeg obszaru z warunkami Robina.

Je±li powy»szy funk
jonaª wyra»a energi�, to zgodnie z zasadami sformuªo-

wanymi przez Hamiltona, Rayleigha lub Fermata, ukªad przyjmuje minimum

energii. W 
elu okre±lenia minimum nale»y przyrówna¢ do zera pierwsz¡ wa-

ria
j�

2

:

δJ(ϕ) =

=

∫∫

Ω

[

∂ϕ

∂x
δ

(

∂ϕ

∂x

)

+
∂ϕ

∂y
δ

(

∂ϕ

∂y

)

+ k2(x, y)ϕδϕ− f(x, y)δϕ

]

dxdy +

+

∫

Γ

(αϕδϕ− βδϕ) dΓ = 0.

Uwzgl�dniaj¡
 pierwszy wzór Greena [21, 37℄ otrzymujemy:

δJ(ϕ) = −
∫∫

Ω

[

∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ

∂y2
+ k2(x, y)ϕ− f(x, y)

]

(δϕ) dxdy +

+

∫

Γ

(

∂ϕ

∂n
+ αϕ− β

)

(δϕ) dΓ = 0. (2.10)

Dla uprosz
zenia rozwa»a«, bez umniejszenia i
h ogólno±
i, zajmiemy si�

przypadkiem pól opisany
h równaniem Lapla
e'a z warunkami brzegowymi

Diri
hleta lub Neumanna.

2

Li
zenie waria
ji polega na poszukiwaniu funk
ji minimalizuj¡
ej pewien funk
jonaª.
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HAMILTON

William

Rowan

(1805-1865)

Hamilton byª niezwykle utalentowanym dzie
kiem. Swoj¡ wiedz� i ge-

niusz zawdzi�
za mat
e � w wieku 5 lat znaª ªa
in�, grek� i hebraj-

ski (wkrót
e poznaª wi�kszo±¢ j�zyków europejski
h, jak równie» perski

arabski a nawet malajski), w wieku 12 lat zaj¡ª si� matematyk¡. Wst¡piª

do Trinity College w Dublinie w wieku lat 18. Jesz
ze przed uko«
ze-

niem zostaª profesorem astronomii i AstronomemKrólewskim.W wieku

lat 30 za osi¡gni�
ia naukowe nadano mu szla
he
two. Irlandzki mate-

matyk, astronom i �zyk teorety
zny, profesor i dyrektor Obserwatorium

Astronomi
znego Uniwersytetu w Dublinie, 
zªonek Irlandzkiej Aka-

demii Nauk, wprowadziª wielowymiarowe uogólnienie li
zby zespolonej

(kwaterniony), w me
hani
e teorety
znej sformuªowaª zasad� najmniej-

szego dziaªania (zasada Hamiltona). Byª autorem wielu pra
 z dziedziny

algebry, ra
hunku wektorowego, ra
hunku waria
yjnego, teorii me
ha-

niki i optyki. W 1826 zdaª egzaminy, które u
zyniªy z niego astronoma

i za
z¡ª pra
� w Obserwatorium w Dublinie. Byª pierwszym zagrani
z-

nym 
zªonkiem Narodowej Akademii Nauk USA.

FERMAT

Pierre

(1601-1665)

Matematyk i prawnik fran
uski. Autor pra
 z dziedziny ra
hunku praw-

dopodobie«stwa (pra
e podstawowe), teorii li
zb (wielkie i maªe twier-

dzenie Fermata), analizy matematy
znej (metody znajdowania ekstre-

mum funk
ji) i geometrii anality
znej (równanie krzywy
h sto»kowy
h).

W dziedzinie optyki sformuªowaª zasad� Fermata. Studiowaª na uniwer-

syte
ie w Tuluzie, gdzie uko«
zyª wydziaª prawa, a nast�pnie od 1631

roku do ko«
a »y
ia byª rad
¡ prawnym parlamentu w tym mie±
ie.

Funk
jonaª energety
zny ma wtedy posta¢:

J(ϕ) =
1

2

∫∫

Ω

[

kx

(

∂ϕ

∂x

)2

+ ky

(

∂ϕ

∂y

)2
]

dxdy −
∫

Γ

ϕ
∂ϕ

∂n
dΓ, (2.11)

gdzie: kx, ky � staªe materiaªowe ±rodowiska, odpowiednio w kierunku osi x

i osi y.

Jak ju» wspomniano, w metodzie elementów sko«
zony
h badany obszar

dzieli si� na podobszary, 
zyli elementy sko«
zone (rys. 2.1a). Do dyskretyza-


ji obszarów dwuwymiarowy
h u»ywa si� naj
z�±
iej elementów trójk¡tny
h
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lub prostok¡tny
h, a do obszarów trójwymiarowy
h � elementów 
zworo±
ien-

ny
h lub sze±
io±
ienny
h (prostopadªo±
ienny
h).

a) b)

������
������
������
������
������

������
������
������
������
������

xx

y
y

y
j

i

k

i jk0 x

j

i

k

x

y

i, ϕ

j, ϕ

k, ϕ

i

j

k

Rys. 2.1. a) Dyskretyza
ja obszaru dwuwymiarowego elementami trójk¡tnymi,

b) trójk¡tny element sko«
zony

Pojedyn
zy element trójk¡tny przedstawia rys. 2.1b. Wewn¡trz tego elementu

funk
j� interpoluje si� wielomianem stopnia pierwszego: ϕe = α1+α2x+α3y.

Warto±
i funk
ji ϕe(x, y) w w�zªa
h trójk¡ta ijk speªniaj¡ ukªad równa«:

ϕi = α1 + α2xi + α3yi,

ϕj = α1 + α2xj + α3yj, (2.12)

ϕk = α1 + α2xk + α3yk.

Rozwi¡zuj¡
 ten ukªad równa« wzgl�dem wspóª
zynników α1, α2, α3, przy

znany
h wspóªrz�dny
h wierz
hoªków trójk¡ta, po przeksztaª
enia
h, otrzy-

mamy:

ϕe=
1

2∆
[(ai+bix+ciy)ϕi+(aj+bjx+cjy)ϕj+(ak+bkx+cky)ϕk] , (2.13)

gdzie: ai = xjyk − xkyj, bi = yj − yk, ci = xk − xj , a pozostaªe wspóª
zynniki

otrzymuje si� przez 
ykli
zne przestawienie indeksów i, j, k, natomiast ∆
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jest polem trójk¡ta ijk:

∆ =
1

2
det







1 xi yi

1 xj yj

1 xk yk






. (2.14)

Wzór (2.13) mo»na tak»e zapisa¢ w posta
i ma
ierzowej:

ϕe =
[

Ni Nj Nk

]







ϕi

ϕj

ϕk






= Nϕ, (2.15)

przy 
zym:

Nm =
1

2∆
(am + bmx+ cmy) , m = i, j, k. (2.16)

Funk
je Nm s¡ bazowymi funk
jami interpola
ji, nazywanymi w me
hani
e

funk
jami ksztaªtu elementu (zale»¡ od wspóªrz�dny
h wierz
hoªków), N jest

ma
ierz¡ funk
ji bazowy
h, a ϕ � wektorem poszukiwany
h warto±
i ϕ w

w�zªa
h i, j, k elementu.

Zadanie wyzna
zenia funk
ji ϕ sprowadza si� zatem do obli
zenia wektora

kolumnowego ϕ w 
aªym obszarze, poprzez minimaliza
j� funk
jonaªu J(ϕ)

(wzór (2.11)). Minimaliza
ji funk
jonaªu dokonuje si� wzgl�dem warto±
i

funk
ji ϕ we wszystki
h w�zªa
h, tzn. wzgl�dem wektora:

ϕ =













ϕ1

ϕ2

.

.

.

ϕr













, (2.17)

gdzie: r � 
aªkowita li
zba w�zªów obszaru Ω. Warunek konie
zny istnienia

minimum funk
jonaªu J ma posta¢:

∂J

∂ϕ
=













∂J
∂ϕ1

∂J
∂ϕ2

.

.

.

∂J
∂ϕr













= 0. (2.18)
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Caªkowity funk
jonaª jest sum¡ funk
jonaªów dla posz
zególny
h elementów

J =

ne
∑

i=1

Ji
e
, wi�
 typowe równanie na minimum funk
jonaªu ma posta¢:

∂J

∂ϕ
=

ne
∑

i=1

∂Je
i

∂ϕ
= 0, (2.19)

gdzie: ne ozna
za li
zb� wszystki
h elementów w obszarze Ω.

Zale»no±¢ ta pozwala sformowa¢ ukªad równa« minimalizuj¡
y
h funk
jonaª.

Rozwi¡zanie równania ró»ni
zkowego zostaªo wi�
 sprowadzone do rozwi¡-

zania ukªadu równa« algebrai
zny
h. Ró»ni
zkuj¡
 funk
jonaª Je
zgodnie ze

wzorem (2.11) wzgl�dem warto±
i ϕ w w�zªa
h elementu i dla uprosz
ze-

nia zakªadaj¡
 jednorodne warunki brzegowe drugiego rodzaju (Neumanna),

otrzymamy:

∂Je

∂ϕm
=

∫∫

Ωe

[

kx
∂ϕ

∂x

∂

∂ϕm

(

∂ϕ

∂x

)

+ ky
∂ϕ

∂y

∂

∂ϕm

(

∂ϕ

∂y

)]

dxdy, (2.20)

przy 
zym m = i, j, k.

Po uwzgl�dnieniu nast�puj¡
y
h zale»no±
i:

∂ϕe

∂x
=
[

∂Ni

∂x

∂Nj

∂x
∂Nk

∂x

]







ϕi

ϕj

ϕk






,

∂ϕe

∂y
=
[

∂Ni

∂y

∂Nj

∂y
∂Nk

∂y

]







ϕi

ϕj

ϕk






,

oraz:

∂

∂ϕm

(

∂ϕe

∂x

)

=
∂

∂ϕm

(

∂Ni

∂x
ϕi +

∂Nj

∂x
ϕj +

∂Nk

∂x
ϕk

)

=
∂Nm

∂x
, (2.21)

∂

∂ϕm

(

∂ϕe

∂y

)

=
∂

∂ϕm

(

∂Ni

∂y
ϕi +

∂Nj

∂y
ϕj +

∂Nk

∂y
ϕk

)

=
∂Nm

∂y
, (2.22)

gdzie: m = i, j, k a wzór (2.20) przeksztaª
i si� do posta
i:







∂Je

∂ϕi

∂Je

∂ϕj

∂Je

∂ϕk






=







heii heij heik
heji hejj hejk
heki hekj hekk













ϕi

ϕj

ϕk






= heϕe, (2.23)
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gdzie: ij � ty element ma
ierzy wspóª
zynników wynosi:

hij =

∫∫

Ωe

[

kx
∂Ni

∂x

∂Nj

∂x
+ ky

∂Ni

∂y

∂Nj

∂y

]

dxdy. (2.24)

Wyst�puj¡
a we wzorze (2.23) ma
ierz he
nazywana jest ma
ierz¡ ele-

mentu. Dla elementu trójk¡tnego ma
ierz ta jest dana wzorem:

he =
1

4∆







kxbibi + kycici kxbibj + kycicj kxbibk + kycick

kxbjbi + kycjci kxbjbj + kycjcj kxbjbk + kycjck

kxbkbi + kyckci kxbkbj + kyckcj kxbkbk + kyckck






. (2.25)

Uwzgl�dniaj¡
 (2.20), dla 
aªego obszaru zapiszemy:

∂J

∂ϕ
= Hϕ = 0. (2.26)

gdzie:H ij =

ne
∑

k=1

hij, a sumowanie nale»y przeprowadzi¢ po wszystki
h ne ele-

menta
h obszaru.

Ma
ierz H nazywana jest ma
ierz¡ stanu. Ma ona wymiar r × r, a

jej wyrazy, dla wi�kszo±
i przykªadów, s¡ uªo»one symetry
znie wzgl�dem

gªównej przek¡tnej, w pa±mie o szeroko±
i d, gdzie d ≤ r (ma
ierz pasmowa).

Dla du»ej li
zby elementów wi�kszo±¢ wyrazów tej ma
ierzy jest równa zeru

(ma
ierz rzadka).

W ukªadzie równa« (2.26) uwzgl�dnione s¡ ju» jednorodne warunki brzegowe

Neumanna. Natomiast warunki brzegowe Diri
hleta uwzgl�dnia si�, mody�-

kuj¡
 odpowiednio ma
ierz H . Aby zagadnienie miaªo jednozna
zne rozwi¡-

zanie, 
o najmniej jedna warto±¢ w�zªowa musi speªnia¢ warunek Diri
hleta.

Tok post�powania przy formowaniu ma
ierzy stanu i wprowadzaniu warun-

ków brzegowy
h zostanie obja±niony na najprostszym, dwuelementowym ob-

szarze, przedstawionym na rys. 2.2. Na rysunku zazna
zono lokaln¡ i glo-

baln¡ numera
j� w�zªów. Numera
ja lokalna (i, j, k) przeprowadzana jest

w pojedyn
zym elemen
ie, natomiast numera
j¡ globaln¡ (od 1 a» do 4),

obj�te s¡ wszystkie w�zªy obszaru. Strzaªka ozna
za kierunek numera
ji lo-

kalnej, zapewniaj¡
ej dodatni¡ warto±¢ pola elementu sko«
zonego.
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Przykªad 1

Wyzna
zy¢ rozkªad poten
jaªu w obszarze przedstawionym na rys. 2.2, dla

nast�puj¡
y
h warunków brzegowy
h Diri
hleta: ϕ2 = 10V oraz ϕ3 = 0V .

i j

k i

j

k

1

2

2

3 4

1

ϕ
3
=0V

ϕ
2=10V

Rys. 2.2. Numera
ja w�zªów i elementów w obszarze

Ozna
zaj¡
 ma
ierz elementu pierwszego jako h(1)
, a ma
ierz elementu dru-

giego jako h(2)
, ma
ierze wspóª
zynników dla posz
zególny
h elementów

mo»na zapisa¢ wzorami:

� dla elementu (1)







h
(1)
ii h

(1)
ij h

(1)
ik

h
(1)
ji h

(1)
jj h

(1)
jk

h
(1)
ki h

(1)
kj h

(1)
kk













ϕ1

ϕ2

ϕ3






, (2.27)

gdzie: i � odpowiada w�zªowi 1, j � w�zªowi 2 a k � w�zªowi 3.

� dla elementu (2)







h
(2)
ii h

(2)
ij h

(2)
ik

h
(2)
ji h

(2)
jj h

(2)
jk

h
(2)
ki h

(2)
kj h

(2)
kk













ϕ3

ϕ2

ϕ4






. (2.28)

gdzie: i � odpowiada w�zªowi 3, j � w�zªowi 2 a k � w�zªowi 4.
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Sumuj¡
 po obu elementa
h otrzymamy równanie stanu dla 
aªego obszaru:











h
(1)
ii h

(1)
ij h

(1)
ik 0

h
(1)
ji h

(1)
jj + h

(2)
jj h

(1)
jk + h

(2)
ji h

(2)
jk

h
(1)
ki h

(1)
kj + h

(2)
ij h

(1)
kk + h

(2)
ii h

(2)
ik

0 h
(2)
kj h

(2)
ki h

(2)
kk





















ϕ1

ϕ2

ϕ3

ϕ4











=











0

0

0

0











. (2.29)

Aby uwzgl�dni¢ warunki brzegowe ϕ2 = 10V oraz ϕ3 = 0V , z ma
ierzy stanu

obszaru eliminujemy wiersze i kolumny odpowiadaj¡
e danej niewiadomej ϕ2


zy te» ϕ3, przeksztaª
aj¡
 jedno
ze±nie wektor prawy
h stron. Otrzymujemy

zmody�kowany ukªad równa«:

[

h
(1)
ii 0

0 h
(2)
kk

][

ϕ1

ϕ4

]

=

[

−10h
(1)
ij

−10h
(2)
kj

]

. (2.30)

Przyjmuj¡
 po
z¡tek ukªadu wspóªrz�dny
h w w�¹le 1 i dla jednostkowy
h

dªugo±
i boków, mo»emy wyzna
zy¢ warto±
i elementów h
(1)
ii , h

(1)
ij , h

(2)
kk oraz

h
(2)
kj . Po podstawieniu ty
h warto±
i ukªad równa« (2.30) przyjmie posta¢:

[

1 0

0 1

][

ϕ1

ϕ4

]

=

[

−10(−1
2
)

−10(−1
2
)

]

. (2.31)

Ozna
zaj¡
 zmody�kowan¡ ma
ierz stanu jako K, a wektor prawy
h stron

jako R, mo»emy zapisa¢:

Kϕ = R. (2.32)

Ma
ierz K, podobnie jak ma
ierz H , jest symetry
zna, rzadka i pasmowa,

przy 
zym pasmo (ª¡
znie z gªówn¡ przek¡tn¡) w tym sz
zególnym przypadku

ma szeroko±¢ d = 1.

Rozwi¡zanie zadania przy pomo
y MES sprowadza si� do rozwi¡zania ukªadu

równa« (2.32), na przykªad metod¡ elimina
ji Gaussa, b¡d¹ Gaussa-Seidla.

W ten sposób wyzna
za si� warto±
i poten
jaªu we wszystki
h w�zªa
h ob-

szaru. W tym przykªadzie z rozwi¡zania ukªadu równa« (2.31) otrzymamy

ϕ1 = 5 i ϕ4 = 5.
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GAUSS

Carl Friedri
h

(1777-1855)

Matematyk niemie
ki nazwany przez wspóª
zesny
h 'Prin
eps Mathe-

mati
orum' (ksi¡»� matematyków); byª równie» astronomem, geodet¡ i

�zykiem. W astronomii obli
zyª orbit� odkrytej w 1801 roku przez G.

Piazziego pierwszej planetoidy � Ceres, ukªadaj¡
 i rozwi¡zuj¡
 równa-

nie ósmego stopnia. Od 1807 profesor Uniwersytetu w Getyndze i dyrek-

tor miejs
owego Obserwatorium Astronomi
znego. Po
zynaj¡
 od 1820

interesowaª si� geodezj¡, stosuj¡
 do triangula
ji metod� najmniejszy
h

kwadratów (1821, 1823). Okoªo 1816 roku Gauss odkryª geometri� nie-

euklidesow¡. Zajmowaª si� równie» równaniami ró»ni
zkowymi i teori¡

poten
jaªu (1839).

von SEIDEL

Ludwig

Philipp

(1821-1896)

Niemie
ki matematyk, �zyk i astronom. W 1848 opra
owaª (wraz z

Gaussem) metod� rozwi¡zywania równa« ma
ierzowy
h. W 1854 zostaª

profesorem w Mona
hium. Pra
owaª nad teori¡ optyki, okre±liª para-

metry doty
z¡
e zaªamania i dyspersji ±wiatªa dla ró»ny
h materiaªów.

W lata
h 1859-62, we wspóªpra
y z C.A. Steinheilem, mierzyª jasno±¢

planet i gwiazd staªy
h. Zajmowaª si� równie» zastosowaniem ra
hunku

prawdopodobie«stwa w astronomii i medy
ynie.

2.1.1 Warunki brzegowe

Je±li w rozwi¡zywanym problemie mamy do 
zynienia z warunkami brzego-

wymi drugiego lub trze
iego rodzaju, to nale»y je uwzgl�dni¢ przy formu-

ªowaniu funk
jonaªu. W tym 
elu do funk
jonaªu nale»y doda¢ dodatkowy


zªon (patrz na przykªad wzór (2.9)).

Zatem w ostate
znym ukªadzie równa« (na przykªad 2.32) warunki tego typu

ju» s¡ uwzgl�dnione. Warunki brzegowe pierwszego rodzaju (warunki Diri-


hleta) uwzgl�dnia si� dopiero po uzyskaniu, w wyniku minimaliza
ji funk-


jonaªu, algebrai
znego ukªadu równa«. Aby ukªad równa« (2.29) miaª jed-

nozna
zne rozwi¡zanie, nale»y wprowadzi¢ warunki brzegowe Diri
hleta 
o

ozna
za, »e wybrane warto±
i niewiadomy
h w�zªowy
h powinny przyj¡¢ war-

to±
i okre±lone przez warunki brzegowe.

Jeden ze sposobów wprowadzenia warunków Diri
hleta, na przykªad zasto-

sowany w przykªadzie 1, polega na wyeliminowaniu z ukªadu równa« (2.29)

ty
h zmienny
h w�zªowy
h, które speªniaj¡ warunek brzegowy Diri
hleta.
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Ten sposób wymaga reduk
ji wymiarów ma
ierzy stanu, 
o dla zada« prze-

mysªowy
h mo»e by¢ kªopotliwe.

Bardziej dogodnym sposobem jest ten, który pozostawia niezmienion¡ li
zb�

równa« i dzi�ki temu mo»na unikn¡¢ reorganiza
ji ma
ierzy H z równania

(2.26). Aby wprowadzi¢ do ukªadu równa« warunki brzegowe typu Diri
hleta,

nale»y zmody�kowa¢ w stosowny
h wiersza
h ma
ierzy stanu, elementy na

gªównej przek¡tnej i odpowiadaj¡
y mu element wektora prawy
h stron.

Metoda ta zaproponowana przez Payne'a i Ironsa, polega na pomno»eniu

elementu diagonali ma
ierzy H przez du»¡ li
zb� (du»¡ w stosunku do pozo-

staªy
h elementów ma
ierzy np. 1015), za± stosowny element wektora prawy
h

stron R zostaje zast¡piony przez warto±¢ warunku brzegowego, pomno»on¡

przez ten sam du»y wspóª
zynnik i element diagonali swojego wiersza. Pro-


edura ta jest powtarzana a» do wy
zerpania wszystki
h w�zªów brzegowy
h,

w który
h przyj�to warunki Diri
hleta.

Zaªó»my, »e mamy ukªad równa« z przykªadu 1. Znane s¡ warto±
i poten
jaªu

w w�¹le 2 i w�¹le 3. Post�puj¡
 zgodnie z powy»szym algorytmem otrzymamy:











Hii Hij Hik Hil

Hji Hjj10
15 Hjk Hjl

Hki Hkj Hkk10
15 Hkl

Hli Hlj Hlk Hll





















ϕ1

ϕ2

ϕ3

ϕ4











=











0

Hjj10
15β2

Hkk10
15β3

0











. (2.33)

gdzie: β2 i β3 s¡ zadanymi warto±
iami warunków brzegowy
h Diri
hleta.

Aby zilustrowa¢ dziaªanie tej metody rozpatrzmy równanie drugie:

Hjiϕ1 +Hjj10
15ϕ2 +Hjkϕ3 +Hjlϕ4 = Hjj10

15β2. (2.34)

Poniewa» Hjj10
15 ≫ Hjm gdzie m = i, k, l zatem dziel¡
 obie strony tego

równania przez Hjj10
15

otrzymamy:

Hji

Hjj1015
ϕ1 + ϕ2 +

Hjk

Hjj1015
ϕ3 +

Hjl

Hjj1015
ϕ4 = β2. (2.35)

Pomijaj¡
 elementy d¡»¡
e do zera, równanie (2.35) przyjmie posta¢:

ϕ2
∼= β2. (2.36)
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Analogi
znie post�pujemy z kolejnymi poten
jaªami.

Pro
edura ta znalazªa szerokie zastosowanie ze wzgl�du na ªatwo±¢ imple-

menta
ji, a ponadto wymaga ona znikomej li
zby opera
ji. Po takiej mody�-

ka
ji ma
ierz za
howuje wªa±
iwo±
i ma
ierzy wyj±
iowej, tzn. jest pasmowa,

rzadka i je±li byªa symetry
zna to symetri� za
howuje [21, 50℄.

Po mody�ka
ji wspóª
zynnik uwarunkowania ma
ierzy przyjmuje tak du»e

warto±
i, »e metoda ta nie nadaje si� do stosowania w zadania
h odwrotny
h

(na przykªad do optymalnego projektowania lub do zada« tomogra�
zny
h).

Przykªad 2

Aby zilustrowa¢ metod� Payne'a i Ironsa rozwa»my ponownie przykªad 1.

Tym razem zamiast reduk
ji niewiadomy
h zastosujemy opisan¡ powy»ej mo-

dy�ka
j� ma
ierzy stanu, której warto±
i wynosz¡:











1 −1
2

−1
2

0

−1
2

1
2
+ 1

2
0 + 0 −1

2

−1
2

0 + 0 1
2
+ 1

2
−1

2

0 −1
2

−1
2

1





















ϕ1

ϕ2

ϕ3

ϕ4











=











0

0

0

0











. (2.37)

Wprowadzaj¡
 warunki brzegowe otrzymamy nast�puj¡
y ukªad równa«:











1 −1
2

−1
2

0

−1
2

1 · 1015 0 −1
2

−1
2

0 1 · 1015 −1
2

0 −1
2

−1
2

1





















ϕ1

ϕ2

ϕ3

ϕ4











=











0

1 · 1015 · 10
1 · 1015 · 0

0











. (2.38)

�atwo sprawdzi¢, »e wektor rozwi¡za« b�dzie wynosiª ϕ ∼= [5., 10., 0., 5.]T .

A wi�
 jest to rozwi¡zanie identy
zne z uzyskanym w przykªadzie 1.

2.1.2 Transforma
je ukªadu wspóªrz�dny
h

Opisany pro
es po niewielki
h przeksztaª
enia
h mo»na stosowa¢ do obsza-

rów dyskretyzowany
h elementami o 4 i wi�
ej w�zªa
h [21,108℄. Dokªadno±¢
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metody elementów sko«
zony
h zwi¡zana jest z pro
esem zag�sz
zania siatki

(rys. 2.3). Aby rozwi¡zanie przybli»one w tej metodzie byªo zbie»ne do do-

kªadnego, musz¡ by¢ speªnione nast�puj¡
e warunki:

1. elementy musz¡ by¢ zmniejszane w taki sposób, »e ka»dy punkt rozwa-

»anego obszaru powinien znajdowa¢ si� wewn¡trz elementu, niezale»nie

od jego wymiarów,

2. wszystkie poprzednie siatki musz¡ by¢ zawarte w siat
e zag�sz
zonej.

y

0 x

y

x0 0 x

y

Rys. 2.3. Przykªad suk
esywnego zwi�kszania dokªadno±
i siatki: a) obszar po-


z¡tkowy, b) dyskretyza
ja 
zterema elementami, 
) dyskretyza
ja szes-

nastoma elementami trójk¡tnymi

Nale»y zwró
i¢ uwag� na to, »e je±li elementy o brzega
h prostoliniowy
h

s¡ u»yte do modelowania obszaru z brzegami krzywoliniowymi, to pierwszy

warunek nie jest speªniony i dlatego zbie»no±¢ rozwi¡zania przybli»onego do

dokªadnego mo»e nie by¢ za
howana. Mimo to, w prakty
e, analizowanie t¡

metod¡ obszarów o nieliniowy
h grani
a
h prowadzi do dostate
znie dobry
h

rezultatów.

Badany obszar mo»na dzieli¢ na dowolne podobszary (np. trójk¡ty), dlatego

te» w 
elu uprosz
zenia dalszy
h przeksztaª
e« korzystne jest sprowadze-

nie dowolnego trójk¡ta Ωe
i , a wi�
 dowolnego i-tego podobszaru, do trójk¡ta

unormowanego Ωe
, przedstawionego na rys. 2.4. Dowolny trójk¡t Ωe

i z ob-

szaru Ω w ukªadzie kartezja«skim (x, y), zwanym globalnym, ma wierz
hoªki

P1(x1, y1), P2(x2, y2), P3(x3, y3), natomiast trójk¡t unormowany Ωe
jest trój-

k¡tem poªo»onym w ukªadzie wspóªrz�dny
h (ξ, η), zwanym lokalnym, przy
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η

ξ

Ωe

1 2

3P (0,1)

P (1,0)P (0,0)

Rys. 2.4. Trójk¡t unormowany


zym jest to trójk¡t prostok¡tny, a jego przyprostok¡tne maj¡ dªugo±
i jed-

nostkowe. Pro
es takiego przeksztaª
enia nazywa si� transforma
j¡ do ukªadu

lokalnego.

Transforma
ji dokonujemy za pomo
¡ wzorów:

x =

3
∑

i=1

N
′

i (ξ, η)xi, y =

3
∑

i=1

N
′

i (ξ, η)yi, (2.39)

gdzie: N
′

i (ξ, η) ozna
za funk
j� transformuj¡
¡ element z globalnego do lo-

kalnego ukªadu wspóªrz�dny
h. Je»eli funk
je te s¡ identy
zne z bazowymi

funk
jami interpola
ji N(x, y) ze wzoru (2.16), to elementy sko«
zone nazy-

wamy izoparametry
znymi. Wierz
hoªki trójk¡ta unormowanego z rys. 2.4

poªo»one s¡ w punkta
h P1(0, 0), P2(1, 0), P3(0, 1).

Zale»no±¢ mi�dzy wspóªrz�dnymi odpowiedni
h wierz
hoªków trójk¡ta Ωe
i

(transforma
ja liniowa), ma posta¢:

x = x1 + (x2 − x1)ξ + (x3 − x1)η,

y = y1 + (y2 − y1) ξ + (y3 − y1) η. (2.40)

Takie przyporz¡dkowanie obszarów umo»liwia uzale»nienie funk
jonaªu od

zmienny
h lokalny
h (ξ, η). Stosuj¡
 transforma
j� liniow¡ do liniowej funk
ji

ϕ(ξ, η) otrzymuje si� wynik w posta
i:

ϕ(ξ, η) = c1 + c2ξ + c3η, (2.41)
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JACOBI

Carl Gustav

Jakob

(1804-1851)

Urodziª si� w Po
zdamie, nauk� na Uniwersyte
ie Berli«skim rozpo
z¡ª

w 1821r., ksztaª
¡
 si� jedno
ze±nie na trze
h kierunka
h: �lozo�i, kla-

sy
e i matematy
e. Ostate
znie po±wi�
iª si� matematy
e. W 1825 uzy-

skaª tytuª doktora i przedstawiª Akademii Nauk w Berlinie dokument do-

ty
z¡
y funk
ji itera
yjny
h (opublikowany dopiero w 1961r.). W 1826r.

przeniósª si� do Królew
a. W 1843r. opu±
iª Królewie
 i powró
iª do

Berlina. Jako nast�p
a Cau
hy'ego wniósª wielki wkªad do teorii wy-

zna
zników. Jako pierwszy skorzystaª z wyzna
znika zwanego dzi± ja-

kobianem, znajduj¡
ego szerokie zastosowanie w matematy
e i obli
ze-

nia
h numery
zny
h. Opra
owaª metod� numery
znego rozwi¡zywania

ukªadów równa« liniowy
h oraz metody wyzna
zania warto±
i wªasny
h

i wektorów wªasny
h ma
ierzy. Zajmowaª si� równie» teori¡ rozwi¡zywa-

nia równa« ró»ni
zkowy
h (tak»e 
z¡stkowy
h), uzyskaª szereg wa»ny
h

wyników w ra
hunku waria
yjnym.

przy 
zym:

c2 =
∂ϕ

∂ξ
, c3 =

∂ϕ

∂η
. (2.42)

Zgodnie z zasadami ró»ni
zkowania mo»emy wyzna
zy¢ po
hodn¡ funk
ji

bazowej:

∂N
′

i

∂ξ
=
∂N

′

i

∂x

∂x

∂ξ
+
∂N

′

i

∂y

∂y

∂ξ
. (2.43)

Ró»ni
zkuj¡
 podobnie po zmiennej η, otrzymamy ukªad równa«:





∂N
′

i

∂ξ

∂N
′

i

∂η



 =

[

∂x
∂ξ

∂y
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂η

]





∂N
′

i

∂x
∂N

′

i

∂y



 = J





∂N
′

i

∂x
∂N

′

i

∂y



 . (2.44)

Ma
ierz J nazywana jest ma
ierz¡ Jakobiego przeksztaª
enia (transfor-

ma
ji) do ukªadu lokalnego. Mo»na j¡ wyzna
zy¢ ze wzorów (2.40). Element

powierz
hni dxdy dany jest wzorem:

dxdy = det (J) dξdη, (2.45)

gdzie: wyzna
znik ma
ierzy Jakobiego det (J) nazywany jest jakobianem.

Jakobian jest wspóª
zynnikiem zmiany krotno±
i powierz
hni elementu przy

prze
hodzeniu z ukªadu kartezja«skiego (x, y) do ukªadu lokalnego (ξ, η).
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Zale»no±
i (2.44) i (2.45) s¡ wykorzystywane do obli
zania ma
ierzy elemen-

tów okre±lony
h wzorem (2.25) w ukªadzie lokalnym. Nale»y zauwa»y¢, »e


aªkowanie w ukªadzie lokalnym jest zna
znie prostsze, ni» w ukªadzie glo-

balnym, poniewa» grani
e 
aªkowania w ukªadzie lokalnym, s¡ staªe.

Korzystaj¡
 ze wzorów (2.39) ma
ierz Jakobiego przyjmie posta¢:

J=

[

∂x
∂ξ

∂y
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂η

]

=



















∂

3
∑

i=1

N
′

i (ξ, η)xi

∂ξ

∂

3
∑

i=1

N
′

i (ξ, η)yi

∂ξ

∂

3
∑

i=1

N
′

i (ξ, η)xi

∂η

∂

3
∑

i=1

N
′

i (ξ, η)yi

∂η



















=

[

x2 − x1 y2 − y1

x3 − x1 y3 − y1

]

, (2.46)

przy 
zym: x1, y1, x2, y2 oraz x3, y3 s¡ wspóªrz�dnymi w ukªadzie kartezja«-

skim, w�zªów 1, 2 i 3 (patrz rys. 2.6).

Przykªad 3

Aby zilustrowa¢ transforma
j� i rol� jakobianu, rozwa»my element trójk¡tny

przedstawiony na rys. 2.5.

1

1

2

0 2 0 1

1

ξ

η

y

x

T

2 1

3
3

2

1

Rys. 2.5. Transforma
ja z kartezja«skiego ukªadu wspóªrz�dny
h do lokalnego

ukªadu wspóªrz�dny
h

Dzi�ki zale»no±
iom (2.40) mo»emy zde�niowa¢ poªo»enie w�zªów w lokalnym

ukªadzie wspóªrz�dny
h. Strzaªkami, zazna
zono na rys. 2.5 zmiany poªo»enia

posz
zególny
h w�zªów.
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Korzystaj¡
 z zale»no±
i (2.46), jakobian przeksztaª
enia dla tego trójk¡ta

wynosi:

det (J) = det

([

x2 − x1 y2 − y1

x3 − x1 y3 − y1

])

=

∣

∣

∣

∣

∣

0− 2 2− 2

2− 2 0− 2

∣

∣

∣

∣

∣

= 4. (2.47)

Pole trójk¡ta w kartezja«skim ukªadzie wspóªrz�dny
h jest równe ∆ = 2,

natomiast pole trójk¡ta po transforma
ji jest równe

1
2
, zatem jak wida¢ jako-

bian, którego warto±¢ jest równa 4, jest krotno±
i¡ zmiany (w tym przypadku

zmniejszenia) pola na skutek transforma
ji.

2.2 Caªkowanie w obszarze trójk¡ta

Przy wyprowadzaniu bazowy
h funk
ji interpola
yjny
h wy»szy
h stopni dla

elementów trójk¡tny
h, wygodnie jest stosowa¢ wspóªrz�dne powierz
hniowe

(patrz [108℄).

W przypadku dowolnego punktu P (x, y) w trójk¡
ie o wierz
hoªka
h 1, 2, 3

s¡ to trzy wspóªrz�dne L1, L2, L3 (patrz rys. 2.6) zwi¡zane zale»no±
i¡ liniow¡

z kartezja«skim ukªadem wspóªrz�dny
h:

x = L1x1 + L2x2 + L3x3,

y = L1y1 + L2 y2 + L3 y3, (2.48)

1 = L1 + L2 + L3.

Dla ka»dej siatki L1, L2, L3 (która nie jest wzajemnie niezale»na, le
z zwi¡-

zana poprzez trze
ie równanie) istnieje odpowiednia, jedyna siatka kartezja«-

ska. W punk
ie 1 wspóªrz�dne: L1 = 1, L2 = 0, L3 = 0 itd. Zwi¡zek liniowy

mi�dzy wspóªrz�dnymi powierz
hniowymi a kartezja«skimi wskazuje, »e miej-

s
em geometry
znym dla L1 s¡ proste równolegªe do boku 2− 3, dla którego

L1 = 0.

�atwo te» pokaza¢, »e wspóªrz�dn¡ L1 dowolnego punktu P wewn¡trz trój-

k¡ta (rys. 2.6) mo»na wyrazi¢ stosunkiem pola za
ienionego do pola 
aªego
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trójk¡ta:

L1 =
Pole P − 2− 3

Pole 1− 2− 3
. (2.49)

Rozwi¡zuj¡
 równanie (2.48) wzgl�dem L1, L2, L3, otrzymuje si�:

L =1

L =0

0 x

y

1(x  ,y )

2(x  ,y )

3(x  ,y )

P(L ,L ,L )

1 1

1 2 3

2 2

3 3

1

1

Rys. 2.6. Wspóªrz�dne powierz
hniowe

L1=
(a1 + b1x+ c1y)

2∆
, L2=

(a2 + b2x+ c2y)

2∆
, L3=

(a3 + b3x+ c3y)

2∆
, (2.50)

przy 
zym: ai, bi, ci, i = 1, 2, 3 oraz ∆ li
zone s¡ tak samo jak dla bazowy
h

funk
ji interpola
ji (patrz na przykªad wzór (2.13)).

Zwi¡zki (2.48) mi�dzy wspóªrz�dnymi kartezja«skimi i powierz
hniowymi s¡

liniowe, wspóªrz�dne powierz
hniowe mog¡ by¢ stosowane jako bazowe funk-


je interpola
yjne liniowe:

N1 = L1, N2 = L2, N3 = L3. (2.51)

Dla trójk¡ta trójw�zªowego odpowiednie funk
je bazowe wyra»aj¡ si� na-

st�puj¡
ymi zale»no±
iami:

N1 = ξ, N2 = η, N3 = 1− ξ − η. (2.52)
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2.2.1 Caªkowanie anality
zne

Wwielu przypadka
h mo»liwe jest wyzna
zenie 
aªek nad elementem trójk¡t-

nym, metod¡ anality
zn¡. Dla wspóªrz�dny
h powierz
hniowy
h obowi¡zuje

nast�puj¡
y wzór [108℄:

∫

∆

La
1L

b
2L

c
3 dxdy =

a! b! c! 2∆

(a+ b+ c+ 2)!
. (2.53)

gdzie: wspóªrz�dne powierz
hniowe s¡ okre±lone za pomo
¡ wzoru (2.51), na-

tomiast symbole a, b, c s¡ pot�gami odpowiedni
h wspóªrz�dny
h powierz
h-

niowy
h. Celem zilustrowania mo»liwo±
i stosowania tego wzoru, rozwa»my

nast�puj¡
y przykªad.

Przykªad 4

Wyzna
zmy warto±¢ nast�puj¡
ej 
aªki:

∫ ξ=1

ξ=0

(
∫ η=1−ξ

η=0

ξη dη

)

dξ =
1

24
. (2.54)

Jest to warto±¢ 
aªki nad polem trójk¡ta unormowanego (w lokalnym ukªadzie

wspóªrz�dny
h). Warto±¢ pola trójk¡ta, które ozna
zamy symbolem ∆, jak

ªatwo si� zorientowa¢ wynosi

1
2
.

Teraz poli
zmy 
aªk� (2.54) wykorzystuj¡
 poj�
ie wspóªrz�dny
h powierz
h-

niowy
h. Na podstawie zale»no±
i (2.52) i (2.51) mo»emy napisa¢:

∫

∆

L1L2 d∆ =
1! 1! 0! 2∆

(1 + 1 + 0 + 2)!
=

1

4!
=

1

24
. (2.55)

Uzyskali±my ten sam wynik w zna
znie prostszy sposób. Tego typu 
aªki spo-

tykane s¡ na przykªad w ma
ierza
h elementów sformuªowania mieszanego,

o którym b�dzie mowa w rozdziale 4.

2.2.2 Caªkowanie numery
zne

Cz�sto stosowanym sposobem 
aªkowania numery
znego jest formuªa

Gaussa-Legendre'a [108℄. Polega to na zast¡pieniu danej 
aªki sum¡ ilo
zy-
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LEGENDRE

Adrien Marie

(1752-1833)

W lata
h 1775-1780 Legendre byª profesorem l'Ee
ole Militaire w Pa-

ry»u, nast�pnie w l'E
ole Normale. Opra
owaª wtedy kilka zagadnie«

zwi¡zany
h z balistyk¡. W 1782 roku otrzymaª za te pra
e nagrod� Aka-

demii Berli«skiej, a w roku 1783 powoªano go na 
zªonka A
ademie des

S
ien
es (Paryskiej Akademii Nauk). Legendre zajmowaª si� mi�dzy in-

nymi funk
jami elipty
znymi, funk
jami sfery
znymi (wielomiany Legen-

dre'a), ra
hunkiem waria
yjnym (kryterium istnienia ekstremum 
aªki

Legendre'a), wyzna
zaniem orbit komet, zagadnieniem li
zb pierwszy
h.

W 1806 r. odkryª równo
ze±nie z Gaussem metod� najmniejszy
h kwa-

dratów.

nów funk
ji pod
aªkowej w odpowiednio dobrany
h punkta
h, o funk
ja
h

wagi wi, odpowiadaj¡
y
h tym punktom:

I =

∫ 1

0

∫ 1−L1

0

f(L1, L2, L3)dL1 dL2 =

n
∑

i=1

wi f(L1i, L2i, L3i), (2.56)

przy 
zym: n � li
zba punktów Gaussa w danym trójk¡
ie, za± L1i, L2i, L3i,

� wspóªrz�dne powierz
hniowe L1, L2, L3 w i-tym punk
ie Gaussa. Funk
ja

wagi ma tak¡ wªa±
iwo±¢, »e je»eli funk
ja pod
aªkowa f(L1, L2, L3) jest to»-

samo±
iowo równa jedno±
i w 
aªym obszarze trójk¡ta, to warto±¢ 
aªki (2.56)

jest równa polu tego trójk¡ta.

Zatem 
aªkuj¡
 w znormalizowanym trójk¡
ie o polu równym

1
2
(patrz rys.

2.4), to suma wag we wszystki
h punkta
h 
aªkowania wynosi

1
2
. Wynika to

bezpo±rednio z zale»no±
i (2.56) je»eli za funk
j� pod
aªkow¡ f(L1, L2, L3)

podstawimy warto±¢ 1. Wida¢ to wyra¹nie w ostatniej kolumnie Tabli
y 2.1.

2.3 Izoparametry
zny element 
zworok¡tny

Element ten nie jest tak powsze
hnie znany jak element trójk¡tny trój- lub

sze±
iow�zªowy [21℄. Mimo to ma on na tyle interesuj¡
e wªa±
iwo±
i, »e warto

mu po±wi�
i¢ nie
o uwagi. Nadto przej±
ie do przestrzeni trójwymiarowej

(3D) b�dzie zna
znie ªatwiejsze, gdy» element sze±
ienny stanowi uogólnienie

tego elementu na trze
i wymiar.
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Tabli
a 2.1. Caªkowanie numery
zne dla elementów trójk¡tny
h

Rz¡d Bª¡d Punkty Wspóªrz�dne Wagi

powierz
hniowe 2 wi

a R=0(h2
)

a

1
3 ,

1
3 ,

1
3 1

Liniowy

b

a c
R=0(h3

)

a

b




1
2 ,

1
2 , 0

0, 1
2 ,

1
2

1
2 , 0,

1
2

1
3
1
3
1
3

Kwadratowy

a

1
3 ,

1
3 ,

1
3

27
60

da

f
c g

b

e

R=0(h4
)

b




d

1
2 ,

1
2 , 0

0, 1
2 ,

1
2

1
2 , 0,

1
2

8
60
8
60
8
60

e 1, 0, 0

3
60

Sze±
ienny f 0, 1, 0

3
60

g 0, 0, 1

3
60

a

1
3 ,

1
3 ,

1
3 0.225

a
c gf

b
e

d R=0(h6
)

b




d

α1, β1, β1

β1, α1, β1

β1, β1, α1

0.13239415278850619

0.13239415278850619

0.13239415278850619

Pi¡tego stopnia

e

f

g

α2, β2, β2

β2, α2, β2

β2, β2, α2

0.12593918054482713

0.12593918054482713

0.12593918054482713

gdzie: warto±
i α1 = 0.05971587, β1 = 0.47014206, α2 = 0.79742699 i

β2 = 0.10128651.

Przyjmijmy, »e funk
ja poszukiwana (np. poten
jaª elektry
zny), jest okre-

±lona wewn¡trz elementu 
zworok¡tnego nast�puj¡
ym wyra»eniem:

ϕ(x, y) =
∑

i,j

αi,jx
iyj. (2.57)

W przypadku izoparametry
znego elementu 
zworow�zªowego (patrz rys. 2.7)

wyra»enie (2.57) przyjmie posta¢:

ϕ(x, y) = α0,0 + α1,0x+ α0,1y + α1,1x y. (2.58)
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Wspóª
zynniki wielomianu (2.58) mo»na wyzna
zy¢ za pomo
¡ warto±
i

a) b)

11 (x , y )1

2 (x , y )

3 (x , y )

2 2

3 3

4 (x , y )4 4

y

0 x

3 (+1,+1)

2 (+1,−1)1 (−1,−1)

0

η

ξ

4 (−1,+1)

Rys. 2.7. a) Izoparametry
zny element 
zterow�zªowy, b) element 
zworok¡tny

po transforma
ji z kartezja«skiego ukªadu wspóªrz�dny
h do lokalnego

ukªadu wspóªrz�dny
h

funk
ji w w�zªa
h elementu ϕ(Pi), gdzie i = 1, 2, 3, 4 z nast�puj¡
ego ukªadu

równa«:











1 x1 y1 x1y1

1 x2 y2 x2y2

1 x3 y3 x3y3

1 x4 y4 x4y4





















α0,0

α1,0

α0,1

α1,1











=











ϕ(x1, y1)

ϕ(x2, y2)

ϕ(x3, y3)

ϕ(x4, y4)











. (2.59)

Po wyzna
zeniu wspóª
zynników α i podstawieniu do równania (2.57) otrzy-

mamy:

ϕ(x, y) =
4
∑

i=1

Ni(x, y)ϕ(xi, yi), (2.60)

przy 
zym Ni(x, y) � bazowa funk
ja interpola
ji.

W 
elu ujednoli
enia grani
 
aªkowania dla wszystki
h elementów, dokonu-

jemy transforma
ji elementów 
zworok¡tny
h do jednostkowego kwadratu,
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za pomo
¡ nast�puj¡
y
h zale»no±
i:

x =

4
∑

i=1

Ni(ξ, η)xi =
1

4
[(1− ξ)(1− η)x1 + (1 + ξ)(1− η)x2+

+ (1 + ξ)(1 + η)x3 + (1− ξ)(1 + η)x4] ,

(2.61)

y =

4
∑

i=1

Ni(ξ, η)yi =
1

4
[(1− ξ)(1− η)y1 + (1 + ξ)(1− η)y2+

+ (1 + ξ)(1 + η)y3 + (1− ξ)(1 + η)y4] .

Na podstawie zale»no±
i (2.61), bazowe funk
je interpola
ji wynosz¡:

N1(ξ, η) =
1

4
(1− ξ)(1− η), N2(ξ, η) =

1

4
(1 + ξ)(1− η),

N3(ξ, η) =
1

4
(1 + ξ)(1 + η), N4(ξ, η) =

1

4
(1− ξ)(1 + η). (2.62)

W tym przypadku, najwygodniej jest stosowa¢ 
aªkowanie numery
zne do

wyzna
zenia ma
ierzy elementu. Problemy te zostan¡ omówione w nast�p-

nym rozdziale.

2.4 Element prostok¡tny 
zterow�zªowy

Element prostok¡tny 
zterow�zªowy jest przypadkiem sz
zególnym izopara-

metry
znego elementu 
zworok¡tnego (patrz rys. 2.8). Po±wi�
imy mu nie
o

uwagi, ze wzgl�du na fakt, »e znajduje on zastosowanie w algorytma
h to-

mogra�i przemysªowej. Jest bardzo wygodny, gdy» mo»e by¢ uto»samiany

z pikselem tworzonego obrazu. Post�powanie jest analogi
zne jak poprzed-

nio. Za pomo
¡ transforma
ji (2.61) sprowadzamy element prostok¡tny do

jednostkowego kwadratu (patrz rys. 2.7b). Dla uprosz
zenia wyra»e«, wpro-

wadzono nast�puj¡
e ozna
zenia:

a = x2 − x1 = x3 − x4, b = y3 − y2 = y4 − y1,

x1 = x4, x2 = x3, y1 = y2, y3 = y4, (2.63)

xm =
1

2
(x1 + x2) , ym =

1

2
(y1 + y3) .
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y

0 x 2

y ,y1

1x ,x4 m x ,x3 x

2

my

3 4y ,y
4

1

a

b

3

2

Rys. 2.8. Element prostok¡tny 
zterow�zªowy o boka
h równolegªy
h do osi ukªadu

wspóªrz�dny
h

Bazowe funk
je interpola
ji s¡ zde�niowane zale»no±
i¡ (2.62). Zatem, przy

zaªo»eniu »e kx = ky = k, ij-ty element ma
ierzy wspóª
zynników ma posta¢

(patrz wzór (2.24)):

hij =

∫∫

Ωe

k

(

∂Ni

∂x

∂Nj

∂x
+
∂Ni

∂y

∂Nj

∂y

)

dxdy. (2.64)

Caªkowanie numery
zne wygodnie jest przeprowadzi¢ w znormalizowanym

elemen
ie w lokalnym ukªadzie wspóªrz�dny
h.

Aby obli
zy¢ 
aªk� we wzorze (2.64) w lokalnym ukªadzie wspóªrz�dny
h

nale»y:

1. wyrazi¢ ∂N (x, y)/∂x, ∂N (x, y)/∂y przez ∂N (ξ, η)/∂ξ, ∂N (ξ, η)/∂η,

2. wyrazi¢ element powierz
hni dx dy elementem powierz
hni dξ dη i zmie-

ni¢ grani
e 
aªkowania.

Zgodnie z reguªami ró»ni
zkowania funk
ji zªo»onej mo»na zapisa¢:

∂Ni

∂ξ
=
∂Ni

∂x

∂x

∂ξ
+
∂Ni

∂y

∂y

∂ξ
. (2.65)

W analogi
zny sposób dokonuj¡
 ró»ni
zkowania ze wzgl�du na zmienn¡ η w

zapisie ma
ierzowym uzyskamy:

[

∂Ni

∂ξ
∂Ni

∂η

]

=

[

∂x
∂ξ

∂y
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂η

][

∂Ni

∂x
∂Ni

∂y

]

= J

[

∂Ni

∂x
∂Ni

∂y

]

. (2.66)
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gdzie: J jest ma
ierz¡ Jakobiego.

W rozwa»anym przypadku (elementy izoparametry
zne) bazowe funk
je in-

terpola
ji N de�niuj¡
e transforma
j� wspóªrz�dny
h, s¡ identy
zne z funk-


jami stosowanymi do interpola
ji funk
ji stanu, tzn:

x =

4
∑

i=1

Ni(ξ, η)xi = N1x1 +N2x2 +N3x3 +N4x4,

y =

4
∑

i=1

Ni(ξ, η)yi = N1y1 +N2y2 +N3y3 +N4y4. (2.67)

oraz:

ϕ =

4
∑

i=1

Ni(ξ, η)ϕi = N1ϕ1 +N2ϕ2 +N3ϕ3 +N4ϕ4. (2.68)

Na podstawie danej transforma
ji mo»emy wyzna
zy¢ transforma
j� od-

wrotn¡ do niej:

ξ =
2

a

(

x− x1 + x2 + x3 + x4
4

)

=
2

a
(x− xm),

η =
2

b

(

y − y1 + y2 + y3 + y4
4

)

=
2

b
(y − ym). (2.69)

Dla tego elementu ma
ierz Jakobiego i ma
ierz do niej odwrotna wynosz¡

odpowiednio:

J =

[

J11 J12

J21 J22

]

=

[

∂x
∂ξ

∂y
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂η

]

=

[

a
2

0

0 b
2

]

, (2.70)

J−1 =

[

J−1
11 J−1

12

J−1
21 J−1

22

]

=

[

∂ξ
∂x

∂η
∂x

∂ξ
∂y

∂η
∂y

]

=

[

2
a

0

0 2
b

]

. (2.71)

W 
elu przetransformowania elementu powierz
hni, nale»y obli
zy¢ wyzna
z-

nik ma
ierzy Jakobiego J . Wów
zas element powierz
hni dx dy mo»na wyra-

zi¢ zale»no±
i¡:

dx dy = det(J) dξ dη =
ab

4
dξ dη. (2.72)
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Jak to ju» byªo wspomniane w poprzedni
h rozdziaªa
h jakobian przeksztaª-


enia det(J), jest wspóª
zynnikiem krotno±
i zmiany powierz
hni elementu

przy prze
hodzeniu z ukªadu kartezja«skiego (x, y) do ukªadu lokalnego (ξ, η).

Grani
e 
aªkowania s¡ grani
ami znormalizowanego elementu. Po wyzna
ze-

niu ma
ierzy Jakobiego, zakªadaj¡
 dla uprosz
zenia, »e wspóª
zynnik ma-

teriaªowy jest równy jedno±
i, 
aªk� ze wzoru (2.64) mo»na przedstawi¢ w

nast�puj¡
ej posta
i:

hij =

∫∫

Ωe

(

∂Ni

∂x

∂Nj

∂x
+
∂Ni

∂y

∂Nj

∂y

)

dxdy =

=

∫ 1

−1

∫ 1

−1

[(

J−1
11

∂Ni

∂ξ
+ J−1

12

∂Ni

∂η

)(

J−1
11

∂Nj

∂ξ
+ J−1

12

∂Nj

∂η

)

+

+

(

J−1
21

∂Ni

∂ξ
+ J−1

22

∂Ni

∂η

)(

J−1
21

∂Nj

∂ξ
+ J−1

22

∂Nj

∂η

)]

det(J) dξdη =

=

∫ 1

−1

∫ 1

−1

(

4

a2
∂Ni

∂ξ

∂Nj

∂ξ
+

4

b2
∂Ni

∂η

∂Nj

∂η

)

ab

4
dξdη =

=

∫ 1

−1

∫ 1

−1

(

b

a

∂Ni

∂ξ

∂Nj

∂ξ
+
a

b

∂Ni

∂η

∂Nj

∂η

)

dξdη, (2.73)

gdzie:

∂N1

∂ξ
=−1

4
(1−η), ∂N2

∂ξ
=+

1

4
(1−η), ∂N3

∂ξ
=+

1

4
(1+η),

∂N4

∂ξ
=−1

4
(1+η),

∂N1

∂η
=−1

4
(1−ξ), ∂N2

∂η
=−1

4
(1+ξ),

∂N3

∂η
=+

1

4
(1+ξ),

∂N4

∂η
=+

1

4
(1−ξ).

Przykªad 5

Rozwa»my ponownie obszar kwadratowy z przykªadu 1, tym razem dyskre-

tyzuj¡
 go elementami 
zworok¡tnymi. A mówi¡
 dokªadniej 
aªy obszar sta-

nowi¢ b�dzie jeden element sko«
zony jak przedstawiono na rys. 2.9.

Wykorzystuj¡
 zale»no±
i podane wzorem (2.73), ma
ierz jednego elementu
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i

21

4
=0V

2=10V

34

1

j

kl

ϕ

ϕ

Rys. 2.9. Analizowany obszar z warunkami brzegowymi typu Diri
hleta

prostok¡tnego, która w tym przypadku jest ma
ierz¡ 
aªego obszaru wyniesie:











0.6667 −0.1667 −0.3333 −0.1667

−0.1667 0.6667 −0.1667 −0.3333

−0.3333 −0.1667 0.6667 −0.1667

−0.1667 −0.3333 −0.1667 0.6667











. (2.74)

Po wprowadzeniu warunków brzegowy
h Diri
hleta, ªatwo mo»emy si� prze-

kona¢, »e uzyskamy rozwi¡zanie identy
zne jak w przypadku dyskretyza
ji

elementem trójk¡tnym.

2.4.1 Numery
zne i symboli
zne 
aªkowanie

ma
ierzy stanu

Z reguªy wspóª
zynniki ma
ierzy MES (2.73) obli
za si� numery
znie (patrz

tabli
a 2.2), ale dla elementu kwadratowego mo»na je obli
zy¢ symboli
z-

nie, tak jak to byªo w przypadku elementu trójk¡tnego. Mo»na do tego 
elu

wykorzysta¢ program Mathemati
a albo symboli
zny toolbox MATLAB-a.

Porównanie 
zasu w jednostka
h umowny
h dla 
aªkowania numery
znego i

symboli
znego ma
ierzy stanu przedstawiono w tabli
y 2.3.

Jak wida¢ w tym przypadku 
aªkowanie symboli
zne jest bezkonkuren
yjne.
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Tabli
a 2.2. Wspóªrz�dne punktów 
aªkowania i wspóª
zynniki wagi

n i ξi lub ηi wi

2 1 −1/
√
3 1

2 +1/
√
3 1

1 −
√
15/5 5/9

3 2 0 8/9

3 +
√
15/5 5/9

1 - 0.86113631159495257522 0.34785484513745385737

4 2 - 0.33998104358485626480 0.65214515486254614263

3 +0.33998104358485626480 0.65214515486254614263

4 +0.86113631159495257522 0.34785484513745385737

1 - 0.93246951420315202781 0.17132449237917034504

2 - 0.66120938646626451366 0.36076157304813860757

6 3 - 0.23861918608319690863 0.46791393457269104739

4 +0.23861918608319690863 0.46791393457269104739

5 +0.66120938646626451366 0.36076157304813860757

6 +0.93246951420315202781 0.17132449237917034504

Tabli
a 2.3. Porównanie 
zasów 
aªkowania numery
znego i symboli
znego

n Rodzaj 
aªkowania Czas

2 numery
zne 4-punktowe 51.5

3 numery
zne 9-punktowe 112.0

4 numery
zne 16-punktowe 198.3

� symboli
zne 7.5

2.5 Uogólnienie elementu 
zworok¡tnego

Do tej pory wszystkie zale»no±
i zostaªy wyprowadzone przy zaªo»eniu, »e

wspóª
zynniki materiaªowe przyjmuj¡ staª¡ warto±¢ wewn¡trz elementu sko«-


zonego jak to przedstawiono na rys. 2.10a. Zadania tomogra�i przemysªowej,

w który
h poszukuje si� wspóª
zynników materiaªowy
h (formuªuj¡
 zadanie
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odwrotne) [85℄, wymuszaj¡ odst¡pienie od tego zaªo»enia, w sz
zególno±
i

dla przestrzeni 3D. Spowodowane to jest konie
zno±
i¡ reduk
ji zmienny
h

de
yzyjny
h, bo w zadania
h 3D li
zba elementów jest zna
znie wi�ksza ni»

li
zba w�zªów. Zale»y to o
zywi±
ie od stosunku obj�to±
i obszaru do jego

powierz
hni i nie istnieje ogólna zale»no±¢ opisuj¡
a ten stosunek. Jednak dla

wi�kszo±
i obszarów mo»na stwierdzi¢, »e li
zba w�zªów mo»e by¢ nawet kil-

kukrotnie mniejsza od li
zby elementów. A to jest bardzo zna
zna reduk
ja

wymiarowo±
i zadania tomogra�i przemysªowej.

Dla elementów izoparametry
zny
h transforma
ja wspóªrz�dny
h z global-

nego do lokalnego ukªadu wspóªrz�dny
h jest okre±lona zale»no±
iami (2.67)

a poten
jaª interpolowany jest za pomo
¡ zale»no±
i (2.68). Przyjmijmy za-

ªo»enie, »e wspóª
zynniki materiaªowe w rozpatrywanym obszarze b�d¡ in-

terpolowane (patrz rys. 2.10b), analogi
znie do funk
ji poszukiwanej, 
zyli

poten
jaªu:

a) b)

γ
2

γ
3

γ
1

γ
4

γ
2

γ
3

γ
1

γ
4

Rys. 2.10. a) Wspóª
zynniki materiaªowe staªe wewn¡trz elementu, b) interpola
ja

wspóª
zynników materiaªowy
h

γ =

4
∑

i=1

Ni(ξ, η)γi = N1γ1 +N2γ2 +N3γ3 +N4γ4, (2.75)

gdzie: bazowe funk
je interpola
ji zde�niowane s¡ za pomo
¡ wzorów (2.62).

Konsekwen
j¡ przyj�
ia zaªo»enia (2.75), a wi�
 zale»no±
i wspóª
zynnika
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materiaªowego od poªo»enia punktu w przestrzeni, jest ogólna posta¢ równa-

nia Lapla
e'a (2.4):

∇ · (γ(x, y)∇ϕ) = 0. (2.76)

Dla przestrzeni 2D posta¢ po wykonaniu opera
ji dywergen
ji otrzymamy:

γ(x, y)∇2ϕ+∇γ(x, y) · ∇ϕ = 0, (2.77)

w którym operator

α(ϕ) = γ(x, y)∇2ϕ+∇γ(x, y) · ∇ϕ, (2.78)

lub w posta
i rozwini�tej:

γ(x, y)

(

∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ

∂y2

)

+

(

∂γ(x, y)

∂x

∂ϕ

∂x
+
∂γ(x, y)

∂y

∂ϕ

∂y

)

= 0. (2.79)

Stosuj¡
 metod� residuów wa»ony
h [21℄, poszukiwa¢ b�dziemy takiej funk
ji

ϕ, która speªni równanie (2.79) wraz z warunkami brzegowymi w sposób

przybli»ony w sensie 
aªek wa»ony
h z wag¡ w (por. wzór (1.8)).

∫

Ω

fw dΩ +

∫

Ω

α(ϕ̂)w dΩ =

∫

Γ2

(q̂ − q)w dΓ−
∫

Γ1

(ϕ̂− ϕ)
∂w

∂n
dΓ, (2.80)

gdzie: f reprezentuje wektor prawy
h stron, który w przypadku równania

Lapla
e'a jest równy zeru.

Aby uzyska¢ równanie bazowe MES nale»y do wzoru (2.80) zastosowa¢ me-

tod� Galerkina, która polega na przyj�
iu za funk
je wagi lokalny
h funk
ji

bazowy
h Nj. Stosuj¡
 pierwsz¡ formuª� Greena otrzymamy:

∑

e

∫

Ωe

α(ϕ)Nj dΩ = (2.81)

=
∑

e

∫

Ωe

[

γ(x, y)

(

∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ

∂y2

)

+

(

∂γ(x, y)

∂x

∂ϕ

∂x
+
∂γ(x, y)

∂y

∂ϕ

∂y

)]

NjdΩ = 0.

Caªki brzegowe ze wzoru (2.80) ulegn¡ reduk
ji dla jednorodny
h warunków

brzegowy
h Neumanna a warunki Diri
hleta zostan¡ wprowadzone metod¡

Payne'a � Ironsa (patrz rozdz. 2.1.1).
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Równanie (2.81) wyra»a prze
i�tny bª¡d lub residuum w obszarze. Wprowa-

dzaj¡
 wzór (2.75) na interpola
j� wspóª
zynnika materiaªowego, oraz 
aª-

kuj¡
 przez 
z�±
i posz
zególne skªadniki równania (2.81), dla pierwszego ze

skªadników funk
ji pod
aªkowej otrzymamy [21℄:

γ1

∫

Ωe

N1Nj

(

∂2ϕ

∂x2

)

dΩ = γ1

∫

Ωe

N1Nj
∂ϕ

∂x
dΩ− γ1

∫

Ωe

∂

∂x
(N1Nj)

∂ϕ

∂x
dΩ =

(2.82)

= γ1

∫

Ωe

N1Nj
∂ϕ

∂x
dΩ− γ1

∫

Ωe

(

∂N1

∂x
Nj +N1

∂Nj

∂x

)

∂ϕ

∂x
dΩ.

Post�puj¡
 analogi
znie z ka»dym nast�pnym skªadnikiem funk
ji pod
aªko-

wej, po przeksztaª
enia
h w trak
ie który
h reduk
ji ulegaj¡ 
zªony zwi¡zane

z ∇γ(x, y) · ∇ϕ (patrz wzór (2.78) lub wzór (2.79)), otrzymamy:

−
∑

e

∫∫

Ωe

(γ1N1+γ2N2+γ3N3+γ4N4)

(

∂ϕ

∂x

∂Nj

∂x
+
∂ϕ

∂y

∂Nj

∂y

)

dΩ = 0. (2.83)

Ró»ni
zkuj¡
 funk
jonaª wzgl�dem ϕi analogi
znie jak to byªo w poprzedni
h

rozdziaªa
h otrzymamy ij-ty element ma
ierzy:

hij =

∫∫

Ωe

(γ1N1+γ2N2+γ3N3+γ4N4)

(

∂Ni

∂x

∂Nj

∂x
+
∂Ni

∂y

∂Nj

∂y

)

dΩ. (2.84)

Warto zwró
i¢ uwag� na podwójne ozna
zenie indeksów. Cyframi ozna
zono

te indeksy, które maj¡ swój udziaª we wzorze niezale»nie od numeru wiersza

i kolumny ma
ierzy elementu. O
zywi±
ie istnieje odpowiednio±¢ indeksów

literowy
h i 
yfrowy
h, a mianowi
ie i = 1, j = 2, i.t.d.

�atwo zauwa»y¢, »e w przypadku gdy wspóª
zynnik materiaªowy wewn¡trz

elementu jest staªy, to zna
zy gdy γ1 = γ2 = γ3 = γ4, wtedy wyra»enie na

hij-ty element ma
ierzy staje si� to»samy z wyra»eniem (2.64), które byªo

uprzednio wyprowadzone.

Posiªkuj¡
 si� zale»no±
iami wyprowadzonymi w rozdziale 2.4, oraz uwzgl�d-

niaj¡
, »e zgodnie ze wzorem (2.70) elementy J−1
12 i J−1

21 odwrotnej ma
ierzy

Jakobiego wynosz¡ zero, to dla elementu prostok¡tnego mo»emy zale»no±¢
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(2.84) wyrazi¢ we wspóªrz�dny
h lokalny
h:

hij =

∫ 1

−1

∫ 1

−1

(γ1N1 + γ2N2 + γ3N3 + γ4N4)

[(

J−1
11

∂Ni

∂ξ

)(

J−1
11

∂Nj

∂ξ

)

+

+

(

J−1
22

∂Ni

∂η

)(

J−1
22

∂Nj

∂η

)]

det(J) dξdη. (2.85)

Podstawiaj¡
 warto±
i elementów ma
ierzy Jakobiego, po niewielki
h prze-

ksztaª
enia
h otrzymamy:

hij=

∫ 1

−1

∫ 1

−1

[

(γ1N1 + γ2N2 + γ3N3 + γ4N4)

(

b

a

∂Ni

∂ξ

∂Nj

∂ξ
+
a

b

∂Ni

∂η

∂Nj

∂η

)]

dξdη.

Aby skontrolowa¢ poprawno±¢ powy»szy
h rozwa»a« rozpatrzmy nast�puj¡
y

przykªad:

Przykªad 6

a) b)

x

y y

x0
61

2

3

4

5 10

9

8

7

1

2

3

4

4

3

2

1

0 ϕ=0

ϕ=10

1

=0ϕ
n

ϕ
n

=0

0 1 2 3 4
0

2

4

6

8

10

Rys. 2.11. a) Obszar z warunkami brzegowymi i obok dyskretyza
ja obszaru uogól-

nionymi elementami 
zworok¡tnymi, b) rozwi¡zanie wzdªu» osi y

Rozwa»my pªaskie zagadnienie Diri
hleta dla prostok¡tnego obszaru Ω = a×b
(rys. 2.11a) wypeªnionego liniowym, izotropowym, niejednorodnym dielek-

trykiem o przenikalno±
i ǫ(x, y), której aproksymanta ma posta¢:

ǫ(x, y) = 1 + y. (2.86)
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W 
elu sprawdzenia poprawno±
i zaproponowanego podej±
ia rozwi¡zanie

MES zostaªo porównane z Metod¡ Ró»ni
 Sko«
zony
h (MRS) i przedsta-

wione na rys. 2.11b. Jak wida¢ oba rozwi¡zania s¡ zgodne z dokªadno±
i¡ do

uªamków pro
enta (oba rozwi¡zania si� pokryªy).

Linia prosta przerywana, ozna
za rozwi¡zanie dla staªego wspóª
zynnika ma-

teriaªowego i zamiesz
zona jest po to aby 
zytelnikowi uzmysªowi¢ jakie ró»-

ni
e w rozkªadzie poten
jaªu powoduje uzmiennienie wspóª
zynnika materia-

ªowego.

2.6 Element izoparametry
zny o±miow�zªowy

Sze±
ienny element izoparametry
zny o±miow�zªowy jest przedstawiony na

rys. 2.12. Dowolna funk
ja skalarna ϕ wewn¡trz elementu jest okre±lona za

a) b)

2

3

4

8

5

6

0 y

x

z

1

7

3

6 7

85

2

41

0

ξ

η

ζ

Rys. 2.12. a) Izoparametry
zny element sze±
ienny o±miow�zªowy, b) izoparame-

try
zny element sze±
ienny o±miow�zªowy w lokalnym ukªadzie wspóª-

rz�dny
h ξ, η, ζ po transforma
ji

pomo
¡ wielomianu:

ϕ(x, y, z) =
∑

i,j,k

αi,j,kx
iyjzk = α0,0,0 + α1,0,0x+ α0,1,0y + α0,0,1z +

+α1,1,0x y + α0,1,1y z + α1,0,1x z + α1,1,1x y z. (2.87)
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Wyzna
zaj¡
 wspóª
zynniki αi,j,k wielomianu (2.87) w funk
ji warto±
i poten-


jaªów w�zªowy
h ϕ(Pi), gdzie i = 1, 2, . . . , 8, które wielomian (2.87) przyj-

muje w punkta
h wierz
hoªkowy
h elementu.

Aby wyzna
zy¢ te wspóª
zynniki nale»y rozwi¡za¢ nast�puj¡
y ukªad rów-

na«:













1 x1 y1 x1y1 . . . x1y1z1

1 x2 y2 x2y2 . . . x2y2z2
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

1 x8 y8 x8y8 . . . x8y8z8

























α0,0,0

α1,0,0

.

.

.

α1,1,1













=













ϕ(P1)

ϕ(P2)
.

.

.

ϕ(P8)













. (2.88)

Po wyzna
zeniu warto±
i wspóª
zynników αi,j,k i wstawieniu do równania

(2.87), równanie to po niewielki
h przeksztaª
enia
h mo»na przedstawi¢ na-

st�puj¡
o:

ϕ(x, y, z) =

8
∑

i

Ni(x, y, z)ϕ(Pi), (2.89)

przy 
zym Ni(x, y, z) bazowa funk
ja interpola
ji.

Podobnie jak to byªo w przypadku przestrzeni 2D dokonujemy transforma
ji

z kartezja«skiego ukªadu wspóªrz�dny
h do lokalnego ukªadu wspóªrz�dny
h

za pomo
¡ nast�puj¡
ej transforma
ji:

x =

8
∑

i=1

Ni(ξ, η, ζ)xi, y =

8
∑

i=1

Ni(ξ, η, ζ)yi, z =

8
∑

i=1

Ni(ξ, η, ζ)zi, (2.90)

przy 
zym:

xi, yi, zi � wspóªrz�dne wierz
hoªków w pierwotnym ukªadzie wspóªrz�dny
h,

ξi, ηi, ζi � wspóªrz�dne wierz
hoªków w ukªadzie po transforma
ji.

Zmienna poszukiwana w jednym i drugim ukªadzie wspóªrz�dny
h musi by¢

taka sama. A wi�
:

ϕ(x, y, z) = ϕ [x(ξ, η, ζ), y(ξ, η, ζ), z(ξ, η, ζ)] . (2.91)

Uwzgl�dniaj¡
 powy»sze, równanie (2.89) mo»na przedstawi¢ nast�puj¡
o:

ϕ(ξ, η, ζ) =

8
∑

i

Ni(ξ, η, ζ)ϕ(Pi), (2.92)
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Dzi�ki transforma
ji element izoparametry
zny z rys. 2.12a zostaª przeksztaª-


ony w jednostkow¡ kostk� sze±
ienn¡, umiesz
zon¡ w po
z¡tku lokalnego

ukªadu wspóªrz�dny
h ξ, η, ζ , jak przedstawiono na rys. 2.12b.

Poªo»enie w�zªów w lokalnym ukªadzie wspóªrz�dny
h jest nast�puj¡
e:

P1 = (−1,−1,−1), P5 = (−1,−1,+1),

P2 = (+1,−1,−1), P6 = (+1,−1,+1),

P3 = (+1,+1,−1), P7 = (+1,+1,+1),

P4 = (−1,+1,−1), P8 = (−1,+1,+1). (2.93)

Bazowe funk
je interpola
yjne w lokalnym ukªadzie wspóªrz�dny
h maj¡ po-

sta¢:

N1(ξ, η, ζ) =
1

8
(1− ξ)(1− η)(1− ζ), N5(ξ, η, ζ) =

1

8
(1− ξ)(1− η)(1 + ζ),

N2(ξ, η, ζ) =
1

8
(1 + ξ)(1− η)(1− ζ), N6(ξ, η, ζ) =

1

8
(1 + ξ)(1− η)(1 + ζ),

N3(ξ, η, ζ) =
1

8
(1 + ξ)(1 + η)(1− ζ), N7(ξ, η, ζ) =

1

8
(1 + ξ)(1 + η)(1 + ζ),

N4(ξ, η, ζ) =
1

8
(1− ξ)(1 + η)(1− ζ), N8(ξ, η, ζ) =

1

8
(1− ξ)(1 + η)(1 + ζ).

Przyjmijmy, »e w rozwa»anym obszarze speªnione jest równanie Poissona:

∇2ϕ(x, y, z) = −f(x, y, z), (2.94)

a na brzega
h obszaru speªnione s¡ mieszane warunki brzegowe, tzn. na 
z�±
i

brzegu okre±lony jest poten
jaª ϕ a na pozostaªej 
z�±
i brzegu jest okre±lona

po
hodna poten
jaªu w kierunku normalnym zewn�trznym do brzegu

∂ϕ
∂n
. Dla

uprosz
zenia zadania ( w ni
zym nie ograni
zaj¡
ego ogólno±
i rozwa»a«),

przyjmijmy, »e

∂ϕ
∂n

= 0.

Funk
jonaª odpowiadaj¡
y temu równaniu z wy»ej wymienionymi warun-

kami, przyjmie nast�puj¡
¡ posta¢:

J(ϕ) =
1

2

∫∫∫

Ω

[

kx

(

∂ϕ

∂x

)2

+ ky

(

∂ϕ

∂y

)2

+ kz

(

∂ϕ

∂z

)2

− 2f(x, y, z)ϕ

]

dxdydz,

gdzie: f(x, y, z) jest funk
j¡ ¹ródªa zale»n¡ od poªo»enia punktu w prze-

strzeni 3D.
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Aby wyzna
zy¢ minimum tego funk
jonaªu, wyzna
zamy jego po
hodn¡

wzgl�dem poten
jaªów w w�zªa
h elementu tak jak to byªo w przypadku

przestrzeni 2D (por. wzór (2.20)):

∂Je

∂ϕm
=

∫∫∫

Ωe

[

kx
∂ϕ

∂x

∂

∂ϕm

(

∂ϕ

∂x

)

+ky
∂ϕ

∂y

∂

∂ϕm

(

∂ϕ

∂y

)

+kz
∂ϕ

∂z

∂

∂ϕm

(

∂ϕ

∂z

)

−f ∂ϕ
∂ϕm

]

dΩ,

(2.95)

przy 
zym m = 1, 2, . . . , 8 a Ωe
jest obj�to±
i¡ elementu sko«
zonego.

Pami�taj¡
, »e:

∂ϕ

∂x
=

8
∑

i=1

∂Ni

∂x
ϕi, (2.96)

oraz, »e:

∂

∂ϕi

(

∂ϕ

∂x

)

=
∂Ni

∂x
poniewa»

∂ϕ

∂ϕi
= Ni. (2.97)

Dla jednego elementu otrzymamy:

∂Je

∂ϕe
= Heϕe + F e, (2.98)

gdzie wyrazy ma
ierzy stanu elementu w ukªadzie kartezja«skim okre±lone

s¡ nast�puj¡
o:

heij =

∫∫∫

Ωe

(

kx
∂Ni

∂x

∂Nj

∂x
+ ky

∂Ni

∂y

∂Nj

∂y
+ kz

∂Ni

∂z

∂Nj

∂z

)

dxdydz, (2.99)

oraz:

F e
i = −

∫∫∫

Ωe

f(x, y, z)Ni dxdydz. (2.100)

Konstruowanie 
aªkowitego ukªadu równa« minimalizuj¡
y
h funk
jonaª

energety
zny (2.95) odbywa si� zgodnie z zasadami omówionymi w poprzed-

ni
h rozdziaªa
h. Dla 
aªej rozpatrywanej przestrzeni Ω otrzymamy:

∂J

∂ϕ
= Hϕ+ F = 0, (2.101)
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gdzie:

Hij =

ne
∑

e=1

heij , Fi =

ne
∑

e=1

F e
i , (2.102)

przy 
zym ne � li
zba elementów sko«
zony
h.

W dalszym 
i¡gu b�dziemy rozpatrywa¢ ma
ierz jednego elementu sko«
zo-

nego. Ka»dy ij-ty element mo»na zapisa¢ w posta
i ma
ierzowej:

heij =

∫∫∫

Ωe







∂Ni

∂x
∂Ni

∂y
∂Ni

∂z







T 





kx 0 0

0 ky 0

0 0 kz













∂Nj

∂x
∂Nj

∂y
∂Nj

∂z






dxdydz. (2.103)

Wyzna
zenie warto±
i wspóª
zynników ma
ierzy (2.103) w globalnym ukªa-

dzie wspóªrz�dny
h jest mo»liwe, ale niezwykle trudne do algorytmiza
ji ze

wzgl�du na zmienne grani
e 
aªkowania, które dla ka»dego elementu s¡ inne.

Kªopotu tego mo»na unikn¡¢ dzi�ki zastosowaniu transforma
ji ukªadu

wspóªrz�dny
h. Ozna
za to przeksztaª
enie dowolnego sze±
iennego elementu

sko«
zonego poªo»onego w przestrzeni kartezja«skiej na jednostkowy element

sze±
ienny, którego grani
e 
aªkowania b�d¡ takie same i równe ∓1.

Aby wyzna
zy¢ wspóª
zynniki ma
ierzy (2.103) nale»y po
hodne funk
ji ba-

zowy
h wyrazi¢ za pomo
¡ po
hodny
h w ukªadzie po transforma
ji. A wi�
:







∂Ni

∂ξ
∂Ni

∂η
∂Ni

∂ζ






=







∂x
∂ξ

∂y
∂ξ

∂z
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂η

∂z
∂η

∂x
∂ζ

∂y
∂ζ

∂z
∂ζ













∂Ni

∂x
∂Ni

∂y
∂Ni

∂z






= J







∂Ni

∂x
∂Ni

∂y
∂Ni

∂z






, (2.104)

gdzie: J � ma
ierz Jakobiego.

Wobe
 
zego:







∂Ni

∂x
∂Ni

∂y
∂Ni

∂z






= J−1







∂Ni

∂ξ
∂Ni

∂η
∂Ni

∂ζ






. (2.105)

Dla obj�to±
i elementu obowi¡zywa¢ b�dzie zale»no±¢:

dxdydz = det(J) dξdηdζ. (2.106)
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Ostate
znie wzór na ij-ty element ma
ierzy elementu w lokalnym ukªadzie

wspóªrz�dny
h ma posta¢:

heij=

∫ 1

−1

∫ 1

−1

∫ 1

−1







∂Ni

∂ξ
∂Ni

∂η
∂Ni

∂ζ







T

[

J−1
]T







kx 0 0

0 ky 0

0 0 kz






J−1







∂Nj

∂ξ
∂Nj

∂η
∂Nj

∂ζ






det(J) dξdηdζ, (2.107)

oraz:

F e
i = −

∫ 1

−1

∫ 1

−1

∫ 1

−1

f(ξ, η, ζ)Ni(ξ, η, ζ) det(J) dξdηdζ. (2.108)

Zale»no±¢ (2.107) ma prost¡ posta¢ zapisu ma
ierzowego, wymaga jednak

dokonania wielu opera
ji taki
h jak transpozy
ja, odwró
enie oraz mno»enie

ma
ierzy. Li
zba ty
h 
zynno±
i wzrasta po pomno»eniu przez li
zb� elemen-

tów. W 
elu ograni
zenia 
zasu obli
ze« nale»y elementy ma
ierzy przedsta-

wi¢ ju» w posta
i rozwini�tej. Wów
zas równanie (2.107), przy zaªo»eniu, »e

kx = ky = kz = k przyjmie posta¢:

he
ij =k

∫ 1

−1

∫ 1

−1

∫ 1

−1

[(

J−1
11

∂Ni

∂ξ
+ J−1

12

∂Ni

∂η
+ J−1

13

∂Ni

∂ζ

)(

J−1
11

∂Nj

∂ξ
+ J−1

12

∂Nj

∂η
+ J−1

13

∂Nj

∂ζ

)

+

+

(

J−1
21

∂Ni

∂ξ
+ J−1

22

∂Ni

∂η
+ J−1

23

∂Ni

∂ζ

)(

J−1
21

∂Nj

∂ξ
+ J−1

22

∂Nj

∂η
+ J−1

23

∂Nj

∂ζ

)

+

+

(

J−1
31

∂Ni

∂ξ
+ J−1

32

∂Ni

∂η
+ J−1

33

∂Ni

∂ζ

)(

J−1
31

∂Nj

∂ξ
+ J−1

32

∂Nj

∂η
+ J−1

33

∂Nj

∂ζ

)]

det(J) dξdηdζ.

Dzi�ki staªym grani
om 
aªkowania, ªatwo jest teraz poli
zy¢ powy»sz¡ 
aªk�

metod¡ numery
zn¡, na przykªad potrójn¡ kwadratur¡ Gaussa-Legendre'a:

∫ 1

−1

∫ 1

−1

∫ 1

−1

f(ξ, η, ζ) dξdηdζ=
n
∑

i=1

n
∑

j=1

n
∑

k=1

wiwjwkf(ξi, ηi, ζi)+E. (2.109)

gdzie: E � reszta, która powinna d¡»y¢ do zera, wi � funk
je wagi (równe

jedno±
i dla n = 2).

W tym przypadku warto±¢ 
aªki b�dzie wyzna
zona w o±miu punkta
h, któ-
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ry
h wspóªrz�dne w ukªadzie lokalnym ξ, η, ζ wynosz¡ odpowiednio:

P1(ξ1, η1, ζ1) = (−0.57735,−0.57735,−0.57735),

P2(ξ1, η1, ζ2) = (−0.57735,−0.57735,+0.57735),

P3(ξ1, η2, ζ1) = (−0.57735,+0.57735,+0.57735),

P4(ξ1, η2, ζ2) = (−0.57735,+0.57735,−0.57735),

P5(ξ2, η1, ζ1) = (+0.57735,−0.57735,+0.57735),

P6(ξ2, η1, ζ2) = (+0.57735,−0.57735,−0.57735),

P7(ξ2, η2, ζ1) = (+0.57735,+0.57735,+0.57735),

P8(ξ2, η2, ζ2) = (+0.57735,+0.57735,−0.57735).

Bardzo 
z�sto o±miopunktowe 
aªkowanie (dwupunktowe w jednym kie-

runku) jest niewystar
zaj¡
e. Dla przypadku kiedy n > 2 warto±
i wag i

punkty 
aªkowania wzdªu» jednej wspóªrz�dnej s¡ umiesz
zone w tabli
y 2.2

z rozdziaªu 2.4.1.

2.7 Element 
zworo±
ienny

Element 
zworo±
ienny (patrz rys. 2.13) ozna
za si� wªasno±
iami podob-

nymi do elementów trójk¡tny
h. Warto±
i funk
ji ϕe(x, y) w w�zªa
h ele-

mentu 
zworok¡tnego 1, 2, 3, 4 speªniaj¡ ukªad równa«:

ϕ1 = α1 + α2x1 + α3y1 + α4z1,

ϕ2 = α1 + α2x2 + α3y2 + α4z2,

ϕ3 = α1 + α2x3 + α3y3 + α4z3,

ϕ4 = α1 + α2x4 + α3y4 + α4z4. (2.110)

Wyzna
znik gªówny ukªadu równa« jest propor
jonalny do obj�to±
i 
zworo-

±
ianu:

V =
1

6
det











1 x1 y1 z1

1 x2 y2 z2

1 x3 y3 z3

1 x4 y4 z4











. (2.111)
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a) b)

z

x

y

1

2

3

4

0

z

x

y

1

2

3

4

P(x,y,z)

0

Rys. 2.13. a) Czterow�zªowy element 
zworo±
ienny w ukªadzie globalnym,

b) wspóªrz�dne obj�to±
iowe

Rozwi¡zuj¡
 ukªad równa« (2.110) wzgl�dem α1, α2, α3 oraz α4, przy znany
h

wspóªrz�dny
h wierz
hoªków 
zworok¡ta otrzymamy:

ϕe = N1(x, y, z)ϕ1 +N2(x, y, z)ϕ2 +N3(x, y, z)ϕ3 +N4(x, y, z)ϕ4. (2.112)

gdzie:

N1(x, y, z) =
1
6V

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 x y z

1 x2 y2 z2

1 x3 y3 z3

1 x4 y4 z4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, N2(x, y, z) =
1
6V

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 x1 y1 z1

1 x y z

1 x3 y3 z3

1 x4 y4 z4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

,

N3(x, y, z) =
1
6V

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 x1 y1 z1

1 x2 y2 z2

1 x y z

1 x4 y4 z4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, N4(x, y, z) =
1
6V

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 x1 y1 z1

1 x2 y2 z2

1 x3 y3 z3

1 x y z

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

(2.113)

Dla tego elementu wygodnie jest wprowadzi¢ wspóªrz�dne obj�to±
iowe

(patrz rys. 2.13b):

x = L1x1 + L2x2 + L3x3 + L4x4,

y = L1y1 + L2y2 + L3y3 + L4y4,

z = L1z1 + L2z2 + L3z3 + L4z4,

1 = L1 + L2 + L3 + L4. (2.114)
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Aby rozwi¡za¢ ukªad równa« (2.114) wzgl�dem L1, L2, L3 oraz L4, przedsta-

wimy go w formie ma
ierzowej:











x1 x2 x3 x4

y1 y2 y3 y4

z1 z2 z3 z4

1 1 1 1





















L1

L2

L3

L4











=











x

y

z

1











. (2.115)

Fizy
zny sens ty
h wspóªrz�dny
h okre±la si� jako stosunek obj�to±
i 
zworo-

±
ianów, wsparty
h o punkt wewn�trzny P (x, y, z), do obj�to±
i 
aªego 
zwo-

ro±
ianu jak pokazano na rys. 2.13b.

L1 =
Obj�to±¢P, 2, 3, 4

Obj�to±¢1, 2, 3, 4
. (2.116)

Poniewa» wspóªrz�dne obj�to±
iowe s¡ liniowo zale»ne od wspóªrz�dny
h kar-

tezja«ski
h i zmieniaj¡ si� od jedynki w rozwa»anym w�¹le do zera na po-

wierz
hni prze
iwlegªej, w przypadku elementu liniowego mamy:

N1 = L1, N2 = L2, N3 = L3, N4 = L4. (2.117)

Dzi�ki wprowadzeniu wspóªrz�dny
h obj�to±
iowy
h mo»liwe jest anality
zne

wyzna
zenie 
aªek ma
ierzy elementu:

∫∫∫

Ω

La
1L

b
2L

c
3L

d
4dxdydz =

a!b!c!d!

(a+ b+ c+ d+ 3)!
6V. (2.118)

Aby wyzna
zy¢ ma
ierz stanu elementu 
zworok¡tnego, mo»emy wykorzysta¢

wzór (2.107), gdzie stosowne po
hodne bazowej funk
ji interpola
yjnej we

wspóªrz�dny
h kartezja«ski
h wynosz¡:

∂N1

∂x
= 1

6V
z3(y2 − y4),

∂N1

∂y
= 1

6V
(x4z2 − x2z4),

∂N1

∂z
= 1

6V
x3(y4 − y2),

∂N2

∂x
= 1

6V
z4(y3 − y1),

∂N2

∂y
= 1

6V
(x1z3 − x3z1),

∂N2

∂z
= 1

6V
x4(y1 − y3),

∂N3

∂x
= 1

6V
z1(y4 − y2),

∂N3

∂y
= 1

6V
(x2z4 − x4z2),

∂N3

∂z
= 1

6V
x1(y2 − y4),

∂N4

∂x
= 1

6V
z2(y1 − y3),

∂N4

∂y
= 1

6V
(x3z1 − x1z3),

∂N4

∂z
= 1

6V
x2(y3 − y1).

2.8 Sze±
iow�zªowy element pryzmoidalny

Element sko«
zony o ksztaª
ie graniastosªupa prawidªowego o podstawie trój-

k¡tnej (ang. wedge element), posiadaj¡
y sze±¢ w�zªów jest przedstawiony na
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rys. 2.14. Dla
zego element ten jest zawarty w ksi¡»
e traktuj¡
ej o podsta-

wa
h metody elementów sko«
zony
h? Otó» dlatego, »e znakomi
ie nadaje

si� do dyskretyza
ji obiektów 3D o dowolnym przekroju w pªasz
zy¹nie xoy,

jak na przykªad wale
 przedstawiony na rys. 2.15.

a) b)

t

5

4

h

2

1

t=−1

6

t=+1

3

z

z0

3’

2’

1’
y

x 0 ξ

1

2

3

6

0

5

4
η

ζ

Rys. 2.14. a) Sze±
iow�zªowy element pryzmoidalny w ukªadzie globalnym, b) w

ukªadzie lokalnym

W literaturze doty
z¡
ej tego elementu, spotyka si� dwa podej±
ia do de�ni-


ji bazowy
h funk
ji interpola
ji. Albo de�niuje si� je w lokalnym ukªadzie

wspóªrz�dny
h ξ, η, ζ lub w naturalnym (kartezja«skim) ukªadzie wspóªrz�d-

ny
h [108℄.

Dla elementu pryzmoidalnego naj
z�±
iej u»ywamy wspóªrz�dny
h po-

wierz
hniowy
h (patrz wzór (2.48)), (L1, L2, L3, t), dodaj¡
 jesz
ze jeden pa-

rametr t ∈ [−1,+1] (patrz rys. 2.14).



70 Metoda Elementów Sko«
zony
h

−20

−10

0

10

20

−20

−10

0

10

20

0
0.5

1

Rys. 2.15. Jedna warstwa obiektu 
ylindry
znego zdyskretyzowana elementem pry-

zmoidalnym sze±
iow�zªowym

2.8.1 Bazowe funk
je interpola
ji w lokalnym ukªadzie

wspóªrz�dny
h

Dla lokalnego ukªadu wspóªrz�dny
h ξ ∈ (0, 1), η ∈ (0, 1 − ξ), ζ ∈ (−1,+1),

funk
je bazowe zde�niowane s¡ nast�puj¡
o:

N1(ξ, η, ζ) =
1
2
ξ(1− ζ), N4(ξ, η, ζ) =

1
2
ξ(1 + ζ),

N2(ξ, η, ζ) =
1
2
η(1− ζ), N5(ξ, η, ζ) =

1
2
η(1 + ζ),

N3(ξ, η, ζ) =
1
2
(1− ξ − η)(1− ζ), N6(ξ, η, ζ) =

1
2
(1− ξ − η)(1 + ζ).

Po
hodne funk
ji bazowy
h odpowiednio wzgl�dem ξ, η i ζ wynosz¡:

∂N1(ξ,η,ζ)
∂ξ

= +1
2
(1− ζ), ∂N4(ξ,η,ζ)

∂ξ
= +1

2
(1 + ζ),

∂N2(ξ,η,ζ)
∂ξ

= 0., ∂N5(ξ,η,ζ)
∂ξ

= 0.,
∂N3(ξ,η,ζ)

∂ξ
= −1

2
(1− ζ), ∂N6(ξ,η,ζ)

∂ξ
= −1

2
(1 + ζ).

(2.119)

∂N1(ξ,η,ζ)
∂η

= 0., ∂N4(ξ,η,ζ)
∂η

= 0.,
∂N2(ξ,η,ζ)

∂η
= +1

2
(1− ζ), ∂N5(ξ,η,ζ)

∂η
= +1

2
(1 + ζ),

∂N3(ξ,η,ζ)
∂η

= −1
2
(1− ζ), ∂N6(ξ,η,ζ)

∂η
= −1

2
(1 + ζ).

(2.120)

∂N1(ξ,η,ζ)
∂ζ

= −1
2
ξ, ∂N4(ξ,η,ζ)

∂ζ
= +1

2
ξ,

∂N2(ξ,η,ζ)
∂ζ

= −1
2
η, ∂N5(ξ,η,ζ)

∂ζ
= +1

2
η,

∂N3(ξ,η,ζ)
∂ζ

= −1
2
(1− ξ − η), ∂N6(ξ,η,ζ)

∂ζ
= +1

2
(1− ξ − η).

(2.121)
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2.8.2 Bazowe funk
je interpola
ji we wspóªrz�dny
h

kartezja«ski
h

Dla elementu pryzmoidalnego bazowe funk
je interpola
ji wyra»one we

wspóªrz�dny
h powierz
hniowy
h s¡ zna
z¡
o prostsze, i dlatego mo»liwe

staje si� anality
zne wyzna
zenie ma
ierzy stanu dla tego elementu. Z tego

te» wzgl�du s¡ zna
znie 
z�±
iej u»ywane.

N1 =
1

2
L1(1− t), N2 =

1

2
L2(1− t), N3 =

1

2
L3(1− t),

(2.122)

N4 =
1

2
L1(1 + t), N5 =

1

2
L2(1 + t), N6 =

1

2
L3(1 + t).

Wspóªrz�dne powierz
hniowe zgodnie ze wzorem (2.50) s¡ zde�niowane na-

st�puj¡
o: Li =
ai+bix+ciy

2∆
gdzie i = 1, 2, 3, a ∆ jest polem trójk¡ta (podstawa

elementu) okre±lona wzorem (2.14). Natomiast wspóª
zynniki wspóªrz�dny
h

powierz
hniowy
h: ai = xjyk − xkyj, bi = yj − yk, ci = xk − xj , a pozostaªe

wspóª
zynniki otrzymuje si� przez 
ykli
zne przestawienie indeksów i, j, k.

Po
hodne wzgl�dem wspóªrz�dny
h x, y i z wynosz¡ odpowiednio:

∂N1

∂x
=

b1
4∆

(1− t),
∂N1

∂y
=

c1
4∆

(1− t),
∂N1

∂z
= −1

2
L1,

∂N2

∂x
=

b2
4∆

(1− t),
∂N2

∂y
=

c2
4∆

(1− t),
∂N2

∂z
= −1

2
L2,

∂N3

∂x
=

b3
4∆

(1− t),
∂N3

∂y
=

c3
4∆

(1− t),
∂N3

∂z
= −1

2
L3,

(2.123)

∂N4

∂x
=

b1
4∆

(1 + t),
∂N4

∂y
=

c1
4∆

(1 + t),
∂N4

∂z
= +

1

2
L1,

∂N5

∂x
=

b2
4∆

(1 + t),
∂N5

∂y
=

c2
4∆

(1 + t),
∂N5

∂z
= +

1

2
L2,

∂N6

∂x
=

b3
4∆

(1 + t),
∂N6

∂y
=

c3
4∆

(1 + t),
∂N6

∂z
= +

1

2
L3.

Zatem przy zaªo»eniu liniowego i izotropowego wspóª
zynnika materiaªowego
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h

k, ij-ty wspóª
zynnik ma
ierzy stanu elementu pryzmoidalnego wyniesie:

heij = k

∫∫∫

Ωe

(

∂Ni

∂x

∂Nj

∂x
+
∂Ni

∂y

∂Nj

∂y
+
∂Ni

∂z

∂Nj

∂z

)

dxdydz. (2.124)

Wystar
zy jedynie sprowadzi¢ zmienn¡ z do lokalnego ukªadu wspóªrz�dny
h

t za pomo
¡ przeksztaª
enia o posta
i:

z =
h

2
t+

h

2
+ z0, (2.125)

wtedy dz = h
2
dt, gdzie: h jest wysoko±
i¡ elementu pryzmoidalnego a z0 jest

z-tow¡ wspóªrz�dn¡ w�zªów podstawy (podstawa elementu pryzmoidalnego

musi le»e¢ w pªasz
zy¹nie równolegªej do pªasz
zyzny x0y).

Ma
ierz Jakobiego tej transforma
ji ma niezwykle prost¡ posta¢:

J =







1 0 0

0 1 0

0 0 h
2






, (2.126)

a ma
ierz odwrotna:

J−1 =







1 0 0

0 1 0

0 0 2
h






. (2.127)

Po zamianie zmienny
h wzór (2.124) przyjmie posta¢:

heij = k

∫∫∫

Ωe

(

∂Ni

∂x

∂Nj

∂x
+
∂Ni

∂y

∂Nj

∂y
+

4

h2
∂Ni

∂t

∂Nj

∂t

)

dxdy
h

2
dt, (2.128)

a grani
e 
aªkowania wzgl�dem zmiennej t s¡ od −1 do +1, tak jak to jest

pokazane na rys. 2.14.

Wzgl�dna prostota wzoru (2.128), skªania do wyzna
zenia wszystki
h 36-
iu

elementów ma
ierzy stanu za pomo
¡ 
aªkowania anality
znego. Podobnie

jak poprzednio 
elem uprosz
zenia wyra»e«, zakªadamy »e staªa materiaªowa

k = 1. Wyniki tego 
aªkowania pokazano poni»ej.
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Dla pierwszy
h dwó
h kolumn mamy:

he11 =
(b1 b1 + c1 c1)h

12∆
+

∆

12h
, he12 = he21,

he21 =
(b2 b1 + c2 c1)h

12∆
+

∆

24h
, he22 =

(b2 b2 + c2 c2)h

12∆
+

∆

12h
,

he31 =
(b3 b1 + c3 c1)h

12∆
+

∆

24h
, he32 =

(b3 b2 + c3 c2)h

12∆
+

∆

24h
,

he41 =
(b1 b1 + c1 c1)h

24∆
− ∆

12h
, he42 =

(b1 b2 + c1 c2)h

24∆
− ∆

24h
,

he51 =
(b2 b1 + c2 c1)h

24∆
− ∆

24h
, he52 =

(b2 b2 + c2 c2)h

24∆
− ∆

12h
,

he61 =
(b3 b1 + c3 c1)h

24∆
− ∆

24h
, he62 =

(b3 b2 + c3 c2)h

24∆
− ∆

24h
.

Dla trze
iej i 
zwartej kolumny:

he13 = he31, he14 = he41,

he23 = he32, he24 = he42,

he33 =
(b3 b3 + c3 c3)h

12∆
+

∆

12h
, he34 = he43,

he43 =
(b1 b3 + c1 c3)h

24∆
− ∆

24h
, he44 = he11,

he53 =
(b2 b3 + c2 c3)h

24∆
− ∆

24h
, he54 =

(b2 b1 + c2 c1)h

12∆
− ∆

24h
,

he63 =
(b3 b3 + c3 c3)h

24∆
+

∆

24h
, he64 =

(b3 b1 + c3 c1)h

12∆
+

∆

24h
.

Dla pi¡tej i szóstej kolumny:

he15 = he51, he16 = he61,

he25 = he52, he26 = he62,

he35 = he53, he36 = he63,

he45 = he54, he46 = he64,

he55 = he22, he56 = he65,

he65 =
(b3 b2 + c3 c2)h

12∆
+

∆

24h
, he66 = he33.
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h

Przykªad 7

Rozpatrzmy obszar przedstawiony na rys. 2.16, zªo»ony z dwó
h elementów

pryzmoidalny
h. Na dwó
h kraw�dzia
h naªo»ono warunki brzegowe typu

Diri
hleta, na pozostaªy
h ±
iana
h obszaru, jako »e pr¡d z ni
h nie b�dzie

wypªywaª, panuj¡ warunki jednorodne typu Neumanna. Kraw�d¹ reprezen-

towana przez w�zªy 2 i 6 posiada poten
jaª ϕ = 10V, a kraw�d¹ o w�zªa
h 3

i 8 posiada poten
jaª ϕ = 0V. Jest to uogólnienie zadania z przykªadu 1, na

przestrze« trójwymiarow¡. Wyzna
zy¢ rozkªad poten
jaªu w obszarze. Wy-

miary obszaru podano na rys. 2.16. Zadanie rozwi¡zujemy we wspóªrz�dny
h

globalny
h.

1

2

4

3

x

y

z

2

5

2 =10Vϕ

ϕ
ϕ =10V6

(0,1,2)

(0,1,0)

(0,0,2)

8
(1,0,2)

(1,1,0)
3

(1,0,0)

7
(1,1,2)

1
(0,0,0)

=0V

=0Vϕ

6

8

Rys. 2.16. Obszar zªo»ony z dwó
h elementów pryzmoidalny
h

Warto zwró
i¢ uwag� na fakt, »e w�zªy w obszarze skªadaj¡
ym si� z dwó
h

elementów, s¡ ponumerowane dowolnie. Korzystaj¡
 z zale»no±
i (2.128) ma-


ierz elementu pierwszego wynosi:

h(1) =





















h
(1)
11 h

(1)
12 h

(1)
13 h

(1)
15 h

(1)
16 h

(1)
18

h
(1)
21 h

(1)
22 h

(1)
23 h

(1)
25 h

(1)
26 h

(1)
28

h
(1)
31 h

(1)
32 h

(1)
33 h

(1)
35 h

(1)
36 h

(1)
38

h
(1)
51 h

(1)
52 h

(1)
53 h

(1)
55 h

(1)
56 h

(1)
58

h
(1)
61 h

(1)
62 h

(1)
63 h

(1)
65 h

(1)
66 h

(1)
68

h
(1)
81 h

(1)
82 h

(1)
83 h

(1)
85 h

(1)
86 h

(1)
88





















. (2.129)
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Po podstawieniu warto±
i li
zbowy
h otrzymamy:

h(1) =





















0.6875−0.3229−0.3229 0.3125−0.1771−0.1771

−0.3229 0.3542 0.0104−0.1771 0.1458−0.0104

−0.3229 0.0104 0.3542−0.1771−0.0104 0.1458

0.3125−0.1771−0.1771 0.6875−0.3229−0.3229

−0.1771 0.1458−0.0104−0.3229 0.3542 0.0104

−0.1771−0.0104 0.1458−0.3229 0.0104 0.3542





















. (2.130)

Ma
ierz drugiego elementujest równa:

h(2) =





















h
(2)
22 h

(2)
24 h

(2)
23 h

(2)
26 h

(2)
27 h

(2)
28

h
(2)
42 h

(2)
44 h

(2)
43 h

(2)
46 h

(2)
47 h

(2)
48

h
(2)
32 h

(2)
34 h

(2)
33 h

(2)
36 h

(2)
37 h

(2)
38

h
(2)
62 h

(2)
64 h

(2)
63 h

(2)
66 h

(2)
67 h

(2)
68

h
(2)
72 h

(2)
74 h

(2)
73 h

(2)
76 h

(2)
77 h

(2)
78

h
(2)
82 h

(2)
84 h

(2)
83 h

(2)
86 h

(2)
87 h

(2)
88





















. (2.131)

Po podstawieniu warto±
i li
zbowy
h otrzymamy:

h(2) =





















0.3542−0.3229 0.0104 0.1458−0.1771−0.0104

−0.3229 0.6875−0.3229−0.1771 0.3125−0.1771

0.0104−0.3229 0.3542−0.0104−0.1771 0.1458

0.1458−0.1771−0.0104 0.3542−0.3229 0.0104

−0.1771 0.3125−0.1771−0.3229 0.6875−0.3229

−0.0104−0.1771 0.1458 0.0104−0.3229 0.3542





















. (2.132)

Wynikowa ma
ierz wynosi:

H=

























h
(1)
11 h

(1)
12 h

(1)
13 0 h

(1)
15 h

(1)
16 0 h

(1)
18

h
(1)
21 h

(1)
22 + h

(2)
22 h

(1)
23 + h

(2)
23 h

(2)
24 h

(1)
25 h

(1)
26 + h

(2)
26 h

(2)
27 h

(1)
28 + h

(2)
28

h
(1)
31 h

(1)
32 + h

(2)
32 h

(1)
33 + h

(2)
33 h

(2)
34 h

(1)
35 h

(1)
36 + h

(2)
36 h

(2)
37 h

(1)
38 + h

(2)
38

0 h
(2)
42 h

(2)
43 h

(2)
44 0 h

(2)
46 h

(2)
47 h

(2)
48

h
(1)
51 h

(1)
52 h

(1)
53 0 h

(1)
55 h

(1)
56 0 h

(1)
58

h
(1)
61 h

(1)
62 + h

(2)
62 h

(1)
63 + h

(2)
63 h

(2)
64 h

(1)
65 h

(1)
66 + h

(2)
66 h

(2)
67 h

(1)
68 + h

(2)
68

0 h
(2)
72 h

(2)
73 h

(2)
74 0 h

(2)
76 h

(2)
77 h

(2)
78

h
(1)
81 h

(1)
82 + h

(2)
82 h

(1)
83 + h

(2)
83 h

(2)
84 h

(1)
85 h

(1)
86 + h

(2)
86 h

(2)
87 h

(1)
88 + h

(2)
88

























.
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h

Po podstawieniu warto±
i li
zbowy
h otrzymamy:

H=

























0.6875 −0.3229 −0.3229 0 0.3125 −0.1771 0 −0.1771

−0.3229 0.7084 0.0208 −0.3229 −0.1771 0.2916 −0.1771 −0.0208

−0.3229 0.0208 0.7084 −0.3229 −0.1771 −0.0208 −0.1771 0.2916

0 −0.3229 −0.3229 0.6875 0 −0.1771 0.3125 −0.1771

0.3125 −0.1771 −0.1771 0 0.6875 −0.3229 0 −0.3229

−0.1771 0.2916 −0.0208 −0.1771 −0.3229 0.7083 −0.3229 0.0208

0 −0.1771 −0.1771 0.3125 0 −0.3229 0.6875 −0.3229

−0.1771 −0.0208 0.2916 −0.1771 −0.3229 0.0208 −0.3229 0.7084

























.

Eliminuj¡
 wiersze i przenosz¡
 na praw¡ stron� kolumny odpowiadaj¡
e

znanym poten
jaªom brzegowym otrzymamy zredukowany ukªad równa«:











0.6875 0 0.3125 0

0 0.6875 0 0.3125

0.3125 0 0.6875 0

0 0.3125 0 0.6875





















ϕ1

ϕ4

ϕ5

ϕ7











=











3.229 + 1.771

3.229 + 1.771

1.771 + 3.229

1.771 + 3.229











. (2.133)

Wprowadzenie warunków brzegowy
h pozwala uzyska¢ rozwi¡zanie zgodne z

o
zekiwaniami to zna
zy w w�zªa
h 1, 4, 5 oraz 7 poten
jaª wynosi 5V.
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Rozdziaª 3

Pole magnety
zne analizowane

MES

3.1 Wst�p

W przypadku staty
znego pola magnety
znego w ±rodowisku jednorodnym

równania Maxwella przyjmuj¡ posta¢:

∇× ~H = ~J, lub rot

~H = ~J, (3.1)

∇ · ~B = 0, lub div

~B = 0. (3.2)

Równania Maxwella uzupeªnia si� zale»no±
iami konstytuwnymi. W przy-

padku pola magnety
znego:

~B = µ ~H. (3.3)

Ze wzgl�du na fakt, »e pole magnety
zne jest polem wirowym do jego opisu

u»ywamy naj
z�±
iej wektorowego poten
jaªu pola magnety
znego zde�nio-

wanego w nast�puj¡
y sposób:

~B = ∇× ~A, (3.4)
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MAXWELL

James Clerk

(1831-1879)

Szko
ki �zyk i matematyk. Byª autorem wielu wybitny
h pra
 z za-

kresu elektrodynamiki, kinety
znej teorii gazów, optyki i teorii barw.

Dokonaª uni�ka
ji oddziaªywa« elektry
zny
h i magnety
zny
h to zna-


zy udowodniª, »e elektry
zno±¢ i magnetyzm s¡ dwoma rodzajami tego

samego zjawiska � elektromagnetyzmu. Na jego 
ze±¢ jednostk� strumie-

nia magnety
znego nazwano makswelem. Do ko«
a »y
ia odrzu
aª teori�

ewolu
ji Darwina.

przy:

∇ · ~A = 0. (3.5)

Podstawiaj¡
 zale»no±¢ (3.4) do równania (3.1) otrzymamy:

∇×
(

1

µ
∇× ~A

)

= ~J. (3.6)

W przypadku jednorodnego ±rodowiska równanie (3.6) przyjmie posta¢:

∇×
(

∇× ~A
)

= µ ~J. (3.7)

Dla dowolnego wektora sªuszna jest nast�puj¡
a to»samo±¢ wektorowa:

∇×
(

∇× ~A
)

= ∇
(

∇ · ~A
)

−∇2 ~A. (3.8)

Uwzgl�dniaj¡
 warunek (3.5) otrzymamy:

∇2 ~A = −µ ~J. (3.9)

Równanie ró»ni
zkowe (3.9) wraz z warunkami 
i¡gªo±
i na grani
a
h ±rodo-

wisk oraz warunkami brzegowymi pozwala opisa¢ staty
zne pole magnety
zne

w dowolny
h ±rodowiska
h.

W przypadku analizy numery
znej pola magnety
znego w kartezja«skiej

przestrzeni trójwymiarowej, opisanego równaniem (3.9), zagadnienie spro-

wadza si� do rozwi¡zania trze
h równa« ró»ni
zkowy
h 
z¡stkowy
h o po-

sta
i identy
znej z równaniem (3.9), dla posz
zególny
h skªadowy
h wektora

~A = [Ax, Ay, Az] i wektora ~J = [Jx, Jy, Jz].
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W przypadku ogólnym prowadzi to do bardzo zªo»ony
h obli
ze« numery
z-

ny
h i dodatkowo stwarza trudno±
i w okre±leniu warunków brzegowy
h dla

posz
zególny
h skªadowy
h wektora

~A.

Je±li równanie (3.9) b�dzie rozwa»ane w ukªadzie 
ylindry
znym lub sfery
z-

nym pojawiaj¡ si� trudno±
i z rozdzieleniem równa« na ukªad trze
h równa«

ró»ni
zkowy
h 
z¡stkowy
h dla posz
zególny
h skªadowy
h poten
jaªu wek-

torowego

~A.

Z tego wzgl�du, 
z�sto w takim przypadku korzysta si� z poj�
ia skalarnego

poten
jaªu magnety
znego. Zainteresowany
h 
zytelników odsyªam do [76℄.

Zaªó»my, »e wektor nat�»enia pola magnety
znego w ±rodowisku liniowym

mo»na zapisa¢ w posta
i:

~H = ~HS + ~HM , (3.10)

przy 
zym:

~HS jest skªadow¡ wektora nat�»enia pola magnety
znego w ±ro-

dowiska
h jednorodny
h, po
hodz¡
a od pr¡du wymuszaj¡
ego pole magne-

ty
zne,

~HM jest skªadow¡ wektora nat�»enia pola magnety
znego, wynikaj¡
a

z namagnesowania materiaªu ±rodowiska znajduj¡
ego si� w polu magnety
z-

nym.

Dla przedstawiony
h skªadowy
h wektora nat�»enia pola magnety
znego mo-

»emy napisa¢ zale»no±
i:

rot

~HS = ~Jz,

rot

~HM = 0. (3.11)

Ze wzgl�du na posta¢ drugiego równania (3.11) i to»samo±¢ ró»ni
zkow¡

rot (gradV ) ≡ 0, gdzie V jest dowoln¡ funk
j¡ poten
jaln¡, do opisu skªado-

wej

~HM mo»emy przez analogi� do pola elektrostaty
znego wprowadzi¢ po-

j�
ie skalarnego poten
jaªu magnety
znego zwykle w literaturze ozna
zanego

ϕm. Jednostk¡ tego poten
jaªu, w odró»nieniu od poten
jaªu pola elektry
z-

nego, jest amper � [A]. Zatem, bior¡
 powy»sze pod uwag� otrzymamy:

~HM = −gradϕm. (3.12)



80 Pole magnety
zne analizowane MES

BIOT

Jean-Baptiste

(1774-1862)

Biot uko«
zyª eduka
j� w 
ollege of Louis-le-grand w Pary»u w 1793,

zaraz po uko«
zeniu wst�puj¡
 do armii. Nast�pnie byª u
zniem É
ole

Polyte
hnique w Pary»u. W 1800 byª profesorem matematyki �zy
znej

w College de Fran
e, dzi�ki wpªywom Lapla
e'a. Biot razem z Savartem,

odkryª, »e warto±¢ nat�»enia pola magnety
znego jest odwrotnie propor-


jonalna do odlegªo±
i od przewodu. Na i
h 
ze±¢ nazwane to zostaªo

prawem Biota-Savarta i jest fundamentem wspóª
zesnego elektromagne-

tyzmu.

SAVART

Felix

(1791-1841)

Felix Savart uko«
zyª College de Fran
e w 1828 roku, staj¡
 si� pro-

fesorem tam»e w 1836. Wspóªpra
owaª z Biotem w dziedzinie teorii

elektromagnetyzmu. Pola magnety
zne wzbudzane pr¡dem elektry
znym

mo»na obli
zy¢ u»ywaj¡
 prawa odkrytego w 1820 roku przez Savarta i

Biota.

Skªadow¡

~HS, po
hodz¡
¡ od pr¡du w obszarze, mo»emy wyzna
zy¢ z prawa

Biota-Savarta [90,93℄. Podstawiaj¡
 zale»no±¢ (3.10) do równania (3.2) otrzy-

mamy równanie pozwalaj¡
e wyzna
zy¢ skalarny poten
jaª magnety
zny ϕm:

div (µ gradϕm) = div

(

µ ~HS

)

. (3.13)

Przy zastosowaniu tej metody, wektor induk
ji w dowolnym punk
ie wyra»a

si� wzorem:

~B = µ
(

~HS − gradϕm

)

. (3.14)

Poten
jaª magnety
zny skalarny, jakkolwiek wygodny w obli
zenia
h, zwªasz-


za w przestrzeni 3D, posiada jednak pewne wady zwi¡zane z jego niejedno-

zna
zno±
i¡. Pominiemy te zagadnienia skupiaj¡
 uwag� 
zytelnika na bar-

dziej uniwersalnym i ªatwiejszym kon
ep
yjne wektorowym poten
jale ma-

gnety
znym.
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3.2 Pole magnety
zne w ukªadzie

wspóªrz�dny
h kartezja«ski
h

Rozwa»my pªasko-równolegªe pole magnety
zne (sta
jonarne to zna
zy nie-

zale»ne od 
zasu), w którym wymiar w kierunku osi z jest zna
znie wi�kszy

od pozostaªy
h rozmiarów. Zatem badane pole magnety
zne pozwala ograni-


zy¢ rozwa»ania do obszaru dwuwymiarowego w ukªadzie wspóªrz�dny
h x0y.

W tym wypadku magnety
zny poten
jaª wektorowy

~A oraz wektor g�sto±
i

pr¡du

~J b�d¡ posiadaªy tylko skªadow¡ z. Mo»na to wyrazi¢ nast�puj¡
o:

~A = Az(x, y)~1z oraz

~J = Jz(x, y)~1z. (3.15)

Równanie Poissona dla poten
jaªu wektorowego w ±rodowisku izotropowym

liniowym przyjmie nast�puj¡
¡ posta¢:

∂

∂x

(

1

µ

∂Az

∂x

)

+
∂

∂y

(

1

µ

∂Az

∂y

)

= −Jz, (3.16)

przy 
zym: µ(P, | ~B|) � przenikalno±¢ magnety
zna b�d¡
a funk
j¡ punktu i

moduªu wektora induk
ji.

W dalszym 
i¡gu dla uprosz
zenia zapisu pomija¢ b�dziemy indeks z, pami�-

taj¡
, »e rozwa»ania doty
z¡ jedynie tej wªa±nie skªadowej. Równanie (3.16)

jest równaniem skalarnym.

Z twierdzenia Eulera wynika, »e funk
ja speªniaj¡
a równanie (3.16) przy jed-

norodny
h warunka
h brzegowy
h Neumanna, minimalizuje funk
jonaª ener-

gety
zny o posta
i:

J(A)=

∫∫

Ω

1

2

[

1

µ

(

∂A

∂x

)2

+
1

µ

(

∂A

∂y

)2

− 2JA

]

dxdy. (3.17)

Stosuj¡
 post�powanie zgodne z metod¡ elementów sko«
zony
h, otrzymuje

si� ukªad równa« (por. rozdz. 2.6):

HA = F , (3.18)
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EULER

Leonhard

(1707-1783)

Szwaj
arski matematyk, �zyk i astronom. Studiowaª matematyk�, na-

st�pnie teologi�, j�zyk hebrajski, grek� i medy
yn�. W lata
h 1730-33

byª profesorem �zyki, a nast�pnie wykªadaª matematyk� w Petersbur-

skiej Akademii Nauk. Od 1741 byª profesoremAkademii Nauk w Berlinie.

Opublikowaª ok. 900 pra
 naukowy
h, m.in. z dziedziny me
haniki nieba,

optyki, akustyki, hydrauliki, budowy okr�tów, batalistyki; ponad 500

z ró»ny
h dziedzin matematyki (wprowadziª do analizy matematy
znej

funk
je zespolone, opra
owaª ogólne wªasno±
i funk
ji logarytmi
znej;

ugruntowaª teori� równa« ró»ni
zkowy
h zwy
zajny
h, zapo
z¡tkowaª

teori� równa« ró»ni
zkowy
h 
z¡stkowy
h, wprowadziª szeregi trygono-

metry
zne, stworzyª podstawy teorii funk
ji spe
jalny
h). Sformuªowaª

wiele twierdze« i de�ni
ji, wprowadziª szereg ozna
ze« wspóª
zesnej ma-

tematyki.

w którym dla pojedyn
zy
h elementów odpowiednie skªadniki posz
zególny
h

ma
ierzy wyra»aj¡ si� wzorami:

h
(e)
ij =

∫∫

Ω

(

1

µ

∂Ni

∂x

∂Nj

∂x
+

1

µ

∂Ni

∂y

∂Nj

∂y

)

dxdy,

(3.19)

f
(e)
i =

∫∫

Ω

JNi dxdy.

O ile wyzna
zenie ma
ierzy H metod¡ anality
zn¡ nie przedstawia trud-

no±
i, gdy» po
hodna bazowej funk
ji interpola
ji jest warto±
i¡ staª¡ dla

elementów trójk¡tny
h przy interpola
ji zmiennej stanu wielomianem pierw-

szego stopnia, o tyle wyzna
zenie elementów wektora F jest nie
o bardziej

kªopotliwe.

I 
ho¢ wielu autorów [21, 106℄ pole
a stosowanie 
aªkowania numery
znego,

które jest szybkie i daje zadowalaj¡
¡ dokªadno±¢, to jednak 
oraz 
z�±
iej

stosuje sie 
aªkowanie symboli
zne [85℄.

Zakªadaj¡
 liniow¡ interpola
j� wektorowego poten
jaªu magnety
znego

~A =

Az
~1z, a wªa±
iwie jego skªadowej Az, wewn¡trz elementu trójk¡tnego, otrzy-

mamy:

A(e) = [Ni, Nj, Nk] [Ai, Aj, Ak]
T . (3.20)
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Minimalizuj¡
 funk
jonaª (3.17) wzgl�dem Al, przy 
zym dla elementu trój-

k¡tnego trójw�zªowego l = i, j, k, otrzymujemy ukªad równa« algebrai
zny
h

(3.18), w którym elementy ma
ierzy H i wektora F s¡ okre±lone w sposób

nast�puj¡
y:

Hij =
ne
∑

e=1

h
(e)
ij , Fi =

ne
∑

e=1

f
(e)
i , (3.21)

gdzie: ne jest li
zb¡ elementów sko«
zony
h, na które zostaª podzielony ob-

szar.

Stosuj¡
 reguª� Gaussa-Legendre'a 
aªkowania numery
znego, b¡d¹ 
aªko-

wanie symboli
zne, mo»na ªatwo obli
zy¢ wyra»enia (3.19) i w konsekwen
ji

zale»no±
i (3.21).

Magnety
zny poten
jaª wektorowy

~A jest wielko±
i¡ pomo
ni
z¡, uªatwiaj¡
¡

analiz� numery
zn¡, a do jego najwi�kszy
h zalet nale»y zali
zy¢ 
i¡gªo±¢ na

grani
y ±rodowisk. Posªuguj¡
 si� magnety
znym poten
jaªem wektorowym,

mo»emy wyzna
zy¢ wektor induk
ji magnety
znej jako:

~B =
∂A

∂y
~1x −

∂A

∂x
~1y. (3.22)

Przy liniowej interpola
ji magnety
znego poten
jaªu wektorowego wewn¡trz

ka»dego elementu (patrz wzór (3.20)), wyra»enia okre±laj¡
e skªadowe wek-

tora induk
ji magnety
znej, przyjm¡ posta¢:

Bx = +
∂

∂y

(

[Ni, Nj, Nk] [Ai, Aj, Ak]
T
)

=+
1

2∆
[ci, cj, ck] [Ai, Aj, Ak]

T, (3.23)

By = − ∂

∂x

(

[Ni, Nj, Nk] [Ai, Aj , Ak]
T
)

=− 1

2∆
[bi, bj, bk] [Ai, Aj , Ak]

T, (3.24)

gdzie: ∆ jest polem elementu trójk¡tnego (patrz wzór (2.14)).

Jak wynika ze wzorów (3.23) i (3.24), przy liniowej interpola
ji magnety
z-

nego poten
jaªu wektorowego wewn¡trz elementu, moduª wektora induk
ji

magnety
znej w ka»dym elemen
ie jest wielko±
i¡ staª¡ a jego punkt za
ze-

pienia przyjmuje si� w ±rodku geometry
znym trójk¡ta.
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3.3 Pole magnety
zne w ukªadzie

wspóªrz�dny
h wal
owy
h

Symetria osiowa obiektu, w którym jest badane pole magnety
zne pozwala


z�sto ograni
zy¢ rozwa»ania do obszaru dwuwymiarowego w ukªadzie wspóª-

rz�dny
h r0z. Równanie Poissona dla poten
jaªu wektorowego w ±rodowisku

izotropowym liniowym przyjmie posta¢ nast�puj¡
¡:

1

r

∂

∂r

(

r

µ

∂AΘ

∂r

)

+
∂

∂z

(

1

µ

∂AΘ

∂z

)

− 1

µ

AΘ

r2
= −JΘ, (3.25)

przy 
zym: µ(P, | ~B|) � przenikalno±¢ magnety
zna b�d¡
a funk
j¡ punktu i

moduªu wektora induk
ji.

Równanie (3.25) jest równaniem skalarnym, w którym

~A = AΘ
~1Θ oraz

~J =

JΘ~1Θ. Celem uprosz
zenia zapisu w dalszy
h rozwa»ania
h pominiemy indeks

Θ. Ostate
znie równanie (3.25) mo»na przedstawi¢ w nast�puj¡
ej posta
i:

∂

∂r

(

r

µ

∂A

∂r

)

+
∂

∂z

(

r

µ

∂A

∂z

)

− 1

µ

A

r
= −rJ. (3.26)

Podobnie jak poprzednio z twierdzenia Eulera wynika, »e funk
ja speªnia-

j¡
a równanie (3.26) przy jednorodny
h warunka
h brzegowy
h Neumanna,

minimalizuje funk
jonaª energety
zny o posta
i:

J(A)=

∫∫

Ω

1

2

[

r

µ

(

∂A

∂r

)2

+
r

µ

(

∂A

∂z

)2

+
1

µ

A2

r
+ 2A

∂A

∂r

1

µ
− 2JAr

]

drdz. (3.27)

Stosuj¡
 post�powanie zgodne z metod¡ elementów sko«
zony
h, otrzymuje

si� ukªad równa« (por. rozdz. 2.6):

(H +L)A = F , (3.28)

w którym dla pojedyn
zy
h elementów odpowiednie skªadniki posz
zególny
h
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ma
ierzy wyra»aj¡ si� wzorami:

h
(e)
ij =

∫∫

Ω

r
1

µ

(

∂Ni

∂r

∂Nj

∂r
+
∂Ni

∂z

∂Nj

∂z

)

drdz,

l
(e)
ij =

∫∫

Ω

1

µr
NiNj drdz +

∫∫

Ω

1

µ
Ni
∂Nj

∂r
drdz, (3.29)

f
(e)
i =

∫∫

Ω

rJNi drdz.

Podobnie jak dla ukªadu wspóªrz�dny
h kartezja«ski
h, tam gdzie byªo to

mo»liwe, wspóª
zynniki ma
ierzy wyzna
zono stosuj¡
 wzór (2.53), a w pozo-

staªy
h przypadka
h stosuj¡
 
aªkowanie symboli
zne z pomo
¡ programów

MATLAB lub MATHEMATICA. W ten sposób post¡piono w rozdziale 4

doty
z¡
ym sformuªowania mieszanego MES.

Równanie (3.26) oraz funk
jonaª (3.27) ulegn¡ zna
znemu uprosz
zeniu, je±li

wprowadzimy now¡ zmienn¡ U , okre±lon¡ zale»no±
i¡:

U = Ar [Wb], (3.30)

przy 
zym: A � skªadowa Θ magnety
znego poten
jaªu wektorowego, U �

skªadowa Θ zmody�kowanego magnety
znego poten
jaªu wektorowego.

Uwzgl�dniaj¡
 podstawienie (3.30), otrzymamy:

∂

∂r

(

1

rµ

∂U

∂r

)

+
∂

∂z

(

1

rµ

∂U

∂z

)

= −J. (3.31)

Poszukiwana funk
ja U , minimalizuje funk
jonaª energety
zny o posta
i:

J(U)=

∫∫

Ω

1

2

[

1

rµ

(

∂U

∂r

)2

+
1

rµ

(

∂U

∂z

)2

− 2JU

]

drdz. (3.32)

Zakªadaj¡
 liniow¡ interpola
j� skªadowej Θ zmody�kowanego wektorowego

poten
jaªu magnety
znego U wewn¡trz elementu trójk¡tnego:

U (e) = [Ni, Nj, Nk] [Ui, Uj, Uk]
T , (3.33)

oraz minimalizuj¡
 funk
jonaª (3.32) wzgl�dem Ul, przy 
zym na przykªad dla

elementu trójk¡tnego l = i, j, k, otrzymujemy ukªad równa« algebrai
zny
h:

HU = F , (3.34)
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w którym elementy ma
ierzy H i F s¡ okre±lone w sposób nast�puj¡
y:

Hij =

ne
∑

e=1

h
(e)
ij , Fi =

ne
∑

e=1

f
(e)
i , (3.35)

a posz
zególne skªadniki sumy wyra»aj¡ si� wzorami:

h
(e)
ij =

∫∫

Ω

[

∂Ni

∂r

(

1

rµ

∂Nj

∂r

)

+
∂Ni

∂z

(

1

rµ

∂Nj

∂z

)]

drdz,

(3.36)

f
(e)
i =

∫∫

Ω

JNi drdz.

Stosuj¡
 reguª� Gaussa-Legendre'a 
aªkowania numery
znego, b¡d¹ 
aªkowa-

nie symboli
zne, mo»na ªatwo obli
zy¢ wyra»enia (3.36).

Dzi�ki podstawieniu (3.30) uzyskano zna
zne uprosz
zenie wyra»e« (3.36) w

stosunku do wyra»e« (3.29).

Magnety
zny poten
jaª wektorowy

~A i zmody�kowany poten
jaª wektorowy

~U s¡ wielko±
iami pomo
ni
zymi, uªatwiaj¡
ymi analiz�. Dzi�ki nim mo»emy

wyzna
zy¢ wektor induk
ji magnety
znej:

~B = −∂A
∂z
~1r +

1

r

∂

∂r
(rA)~1z, (3.37)

lub dla zmody�kowanego poten
jaªu wektorowego

~U :

~B = −1

r

∂U

∂z
~1r +

1

r

∂U

∂r
~1z. (3.38)

Podstawiaj¡
 zale»no±¢ (3.33) do równania (3.38), otrzymamy:

Br
∼=− 1

re

∂

∂z

(

[Ni, Nj, Nk][Ui, Uj , Uk]
T
)

= − 1

2∆re
[ci, cj , ck][Ui, Uj, Uk]

T ,

(3.39)

Bz
∼=+

1

re

∂

∂r

(

[Ni, Nj, Nk][Ui, Uj, Uk]
T
)

= +
1

2∆re
[bi, bj , bk][Ui, Uj , Uk]

T ,

gdzie:

re =
1

3
(ri + rj + rk) . (3.40)

Ozna
za to, »e skªadowe wektora induk
ji s¡ li
zone dla ±rodka 
i�»ko±
i

elementu trójk¡tnego.
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3.4 Element sz
zelinowy

Element ten zostaª wprowadzony do Metody Elementów Sko«
zony
h w 1978

roku przez T. Nakat� [67℄ a w literaturze polskiej pojawiª si� kilka lat pó¹-

niej w pierwszym wydaniu skryptowym pra
y [21℄. Zali
zy¢ go mo»na do

elementów spe
jalny
h, które s¡ konstruowane przez in»ynierów, w 
elu po-

konania pewny
h trudno±
i, pojawiaj¡
y
h si� przy stosowaniu elementów

trady
yjny
h. Element sz
zelinowy ma istotne zna
zenie wsz�dzie tam, gdzie

du»y wpªyw na rozkªad pola maj¡ sz
zeliny powietrzne, jak na przykªad

w elektromagnesa
h, silnika
h elektry
zny
h, przy badania
h nienisz
z¡
y
h

doty
z¡
y
h mikrop�kni�¢ itp..

Zastosowanie tego elementu ograni
za nadmiern¡ ilo±¢ elementów i w�zªów 
o

ma istotny wpªyw na rozmiary ma
ierzy stanu, niestety kosztem dokªadno±
i

obli
ze«.

a) b) 
)

b
2

x

y y y

xx
0z z

3

zelazo

zelazo

strumienia
linia

4

1

powietrzna
szczelina

zelazo

szczelinowy
element

zelazo

2 1

zelazo

zelazopowietrze

0 0
z

.

.

.

.

.

.

Rys. 3.1. Sposoby dyskretyza
ji sz
zeliny powietrznej: a) Badany obszar ze sz
ze-

lin¡ powietrzn¡, b) dyskretyza
ja obszaru z udziaªem elementu sz
zelino-

wego, 
) dyskretyza
ja za pomo
¡ standardowy
h elementów trójk¡tny
h

Na rys. 3.1b przedstawiono zastosowanie elementu sz
zelinowego, który od-

powiada analizowanemu obszarowi z rys. 3.1a.
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Pole powierz
hni elementu sz
zelinowego jest równe zeru, ale zgromadzona w

nim energia równa jest tej energii, która byªaby zgromadzona w rze
zywistej

sz
zelinie powietrznej.

Element sz
zelinowy posiada nast�puj¡
e zalety:

1. nie ma pola powierz
hni, wi�
 ªatwo mo»na wstawia¢ nowe sz
zeliny

do obszaru lub zmienia¢ poªo»enie ju» istniej¡
y
h, bez konie
zno±
i

przeprowadzenia nowej dyskretyza
ji,

2. w prosty sposób mo»na dokonywa¢ zmiany parametrów sz
zeliny po-

wietrznej, na przykªad zmienia¢ jej szeroko±¢,

3. przy dostate
znie w¡ski
h sz
zelina
h, dokªadno±¢ uzyskana z dyskre-

tyza
ji elementem sz
zelinowym jest nie gorsza ni» przy standardowym

podziale elementami sko«
zonymi.

Reluktan
ja sz
zeliny powietrznej jest zna
znie wi�ksza ni» reluktan
ja »e-

laza. Je±li pra
ujemy na liniowej 
z�±
i 
harakterystyki magnesowania, to

mo»na powiedzie¢, »e jest okoªo tysi¡
 razy wi�ksza i dlatego linie strumie-

nia magnety
znego w sz
zelinie powietrznej s¡ prostopadªe do brzegu (patrz

rys. 3.1a).

Prawdziwe jest zatem zaªo»enie odno±nie wektorowego poten
jaªu magne-

ty
znego, »e:

A1 = A3 oraz A2 = A4. (3.41)

przy 
zym: A1, A2, A3 iA4 � skªadowe wzdªu» osi z magnety
znego poten
jaªu

wektorowego w w�zªa
h obszaru przedstawionego na rys. 3.1a.

Dzi�ki temu, »e szeroko±¢ sz
zeliny jest dostate
znie maªa i »e speªniona jest

zale»no±¢ (3.41), obie pary w�zªów 1 i 3 oraz 2 i 4 mo»na przesun¡¢ w jedno

miejs
e, jak pokazano na rys. 3.1b.

Warunkiem minimaliza
ji energii zgromadzonej w sz
zelinie jest:

∂W

∂Ai
=
∂Wt

∂Ai
+

∂

∂Ai
(Wg −∆Wng) = 0, (3.42)
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gdzie: Ai � magnety
zny wektorowy poten
jaª i-tego w�zªa, Wt � energia

zgromadzona w obszarze (ª¡
znie ze sz
zelin¡ powietrzn¡, która jest wypeª-

niona »elazem), Wg � energia zgromadzona w sz
zelinie powietrznej, ∆Wng

� energia nadmiarowa zgromadzona w obszarze sz
zeliny, która teraz jest

wypeªniona »elazem.

T¡ dodatkow¡ (nadmiarow¡) energi�, której nie ma w rze
zywistym obszarze

mo»emy wyzna
zy¢ z nast�puj¡
ego wzoru:

∆Wng =
∑

i

SgiB
2
s

2µs

, (3.43)

w którym: µs,Bs � warto±
i ±rednie odpowiednio przenikalno±
i magnety
znej

i wektora induk
ji w obszarze »elaza przylegaj¡
ym do sz
zeliny, Sgi � pole

powierz
hni i-tego elementu sz
zeliny.

Sumowanie we wzorze (3.43) nale»y wykona¢ po wszystki
h elementa
h sz
ze-

linowy
h rozwa»anego obszaru.

Reluktan
ja »elaza jest zna
znie mniejsza od reluktan
ji powietrza, a wi�
 je-

±li tylko powierz
hnia sz
zeliny Sg jest dostate
znie maªa, to mo»na pomin¡¢

ten skªadnik we wzorze (3.42) i wtedy otrzymamy:

∂W

∂Ai
=
∂Wt

∂Ai
+
∂Wg

∂Ai
= 0. (3.44)

Energi� pola magnety
znego sz
zeliny powietrznej o przekroju S = l b (rys.

3.1a) mo»na obli
zy¢ w nast�puj¡
y sposób:

Wg =

∫

Ωg

B2

2µ0
dΩ =

B2

2µ0
l b =

l b

2µ0

(

∂Az

∂y

)2

=
l b

2µ0

(

A1 − A2

l

)2

, (3.45)

gdzie: Az � skªadowa w kierunku osi z wektorowego poten
jaªu magnety
z-

nego, l � dªugo±¢ sz
zeliny powietrznej, b � szeroko±¢ sz
zeliny powietrznej.

Energia Wg we wzorze (3.45) jest li
zona na jednostk� dªugo±
i w kierunku

osi z. Zatem równanie (3.44) dla w�zªów 1 i 2 mo»na napisa¢ w posta
i

ma
ierzowej:

[

∂W
∂A1
∂W
∂A2

]

=

[

∂Wt

∂A1
∂Wt

∂A2

]

+
1

µ0

[

b
l

− b
l

− b
l

b
l

][

A1

A2

]

. (3.46)
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Jak wynika ze wzoru (3.46) posta¢ ma
ierzy stanu elementu sz
zelinowego

jest niezmiernie prosta. Zastosowanie jej polega na dodaniu w odpowiednie

miejs
a ju» istniej¡
ej ma
ierzy stanu 
aªego obszaru, wspóª
zynników ma-


ierzy stanu elementu sz
zelinowego.

Bª¡d wynikaj¡
y z zastosowania tego elementu jest spowodowany gªównie

przez:

1. przesuni�
ie brzegów sz
zeliny do jej ±rodka geometry
znego (patrz

rys. 3.2),

2. zaªo»enie, »e k¡t zaªamania Θg z rys. 3.2b jest równy Θ niezale»nie od

k¡ta padania Θs.

W rze
zywisto±
i warto±¢ k¡ta zaªamania Θg zale»y od warto±
i k¡ta padania

Θs. Je±li k¡t padania osi¡ga du»e warto±
i, na przykªad
π
2
, to bª¡d spowodo-

wany tym zaªo»eniem nie mo»e by¢ pomini�ty.

a) b)

strumienia
rzeczywista linia

obliczona
linia strumienia

Θg

sΘ

Rys. 3.2. Bª�dy wynikaj¡
e z zastosowania elementu sz
zelinowego: a) Bª¡d spo-

wodowany zmian¡ pozy
ji w�zªów, b) bª¡d spowodowany warto±
i¡ k¡ta

padania
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Rozdziaª 4

Mieszane sformuªowanie MES

4.1 Wst�p

Sformuªowanie mieszane metody elementów sko«
zony
h jest dobrze znane w

literaturze przedmiotu [108℄, jednak w zagadnienia
h pola elektromagnety
z-

nego pozostaje w dalszym 
i¡gu nieznane. Powodem mo»e by¢ nie
o bardziej

skomplikowana implementa
ja. Zatem dla
zego to podej±
ie znalazªo si� w

kr�gu naszego zainteresowania?

Bardzo dobrym powodem jest ªatwiejsza hybrydyza
ja z metod¡ elementów

brzegowy
h a w sz
zególno±
i wi�ksza pre
yzja rozwi¡zania na interfejsie [86℄,

sz
zególnie istotnym w zadania
h tomogra�
zny
h. Jednak»e s¡ powa»ne kªo-

poty z implementa
j¡ tego podej±
ia w równaniu dyfuzji przy pewny
h pa-

rametra
h (na przykªad w tomogra�i opty
znej dla powsze
hnie u»ywany
h

parametrów opty
zny
h tkanki ludzkiej [86℄). Te problemy jak i sposoby i
h

przezwy
i�»ania b�d¡ omówione w tym rozdziale.

4.2 Sformuªowanie mieszane w przypadku
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równania Lapla
e'a

Rozpatrzmy prosty problem opisany nast�puj¡
ym ukªadem równa«:

q = −κ∇Φ, q = [qx, qy] , (4.1)

∇ · q =
∂qx
∂x

+
∂qy
∂y

= Q, (4.2)

gdzie: κ jest parametrem opisuj¡
ym wªasno±
i materiaªowe rozpatrywanego

obszaru, Φ � poten
jaª a q � jego gradient.

Je±li powy»sze równania s¡ speªnione w obszarze Ω a warunki brzegowe s¡

zadane na odpowiedni
h partia
h brzegu Γ obszaru Ω, w sposób nast�puj¡
y:

Φ = Φ̃ na ΓΦ lub qn = q̃n na Γq, (4.3)

to wtedy problem mo»e zosta¢ rozwi¡zany.

Elimina
ja wektora q jest mo»liwa dzi�ki prostemu podstawieniu równania

(4.1) do równania (4.2) prowadz¡
 do zale»no±
i:

∇ · (κ∇Φ) +Q = 0 w Ω, (4.4)

z odpowiednimi warunkami brzegowymi wyra»onymi przez poten
jaª Φ lub

jego gradient.

Je±li posta¢ dyskretna rozwi¡zania b�dzie poszukiwana na podstawie zale»-

no±
i (4.4), dalsza elimina
ja zmienny
h jest niemo»liwa a powy»sze sformu-

ªowanie jest nazywane nieredukowalnym [108℄.

Z drugiej strony je±li dyskretyzowa¢ b�dziemy równania (4.1) oraz (4.2),

wtedy mówimy o sformuªowaniu mieszanym.

Wyra»enie funk
jonalne podane ni»ej, jest równowa»ne równaniom ró»ni
z-

kowym (4.1) i (4.2) ª¡
znie z warunkami brzegowymi (4.3):

J(Φ,q) =
1

2

∫

Ω

qTκ−1q dΩ−
∫

Ω

Φ (∇ · q−Q) dΩ+

∫

Γq

Φ (qn − q̃n) dΓ. (4.5)
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4.2.1 Dyskretyza
ja sformuªowania mieszanego

Zakªadamy, »e ka»da z niewiadomy
h tzn. Φ oraz wektor q, jest interpolo-

wana w zwykªy sposób, u»ywaj¡
 odpowiedni
h dla ka»dej z niewiadomy
h

bazowy
h funk
ji interpola
ji. Zatem:

q ∼= q̂ = Nqq i Φ ∼= Φ̂ = NΦΦ, (4.6)

gdzie: q oraz Φ ozna
zaj¡ parametry w�zªowe (patrz rys. 4.1) lub bardziej

ogólnie parametry elementu (patrz rys. 4.8a), które trzeba b�dzie wyzna-


zy¢.

Zakªadaj¡
, »e dla równania (4.1) speªnione s¡ warunki brzegowe typu Diri-


hleta Φ = Φ̃, stosuj¡
 metod� residuów wa»ony
h, sªuszne jest wyra»enie:

∫

Ω

WT
q

(

κ−1q̂+∇Φ̂
)

dΩ = 0, (4.7)

a dla równania (4.2), gdy speªnione s¡ 'naturalne'

1

warunki brzegowe:

∫

Ω

WT
Φ (∇ · q̂−Q) dΩ−

∫

Γq

WT
Φ (q̂n − q̃n) dΓ = 0. (4.8)

Wybieraj¡
 funk
je wagi w sposób nast�puj¡
y:

Wq = Nq oraz WΦ = NΦ, (4.9)

prowadzi to do symetry
znego ukªadu równa« o posta
i:

[

A C

CT 0

][

q

Φ

]

=

[

f1

f2

]

, (4.10)

gdzie:

A =

∫

Ω

NT
q κ

−1Nq dΩ i C =

∫

Ω

NT
q ∇Nq dΩ, (4.11)

oraz:

f1 = 0 i f2 = −
∫

Ω

NT
ΦQdΩ+

∫

Γq

NT
Φq̃ dΓ. (4.12)

1

Przez 'naturalne' warunki brzegowe w MES rozumiemy

∂Φ
∂n

= 0. Caªka w funk
jonale

si� zeruje, a wi�
 speªnione s¡ warunki brzegowe w sposób naturalny.
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4.2.2 Trójw�zªowy element trójk¡tny z trzema

stopniami swobody w w�¹le

Rozwa»amy element trójk¡tny pokazany na rys. 4.1.

0 q q

qq

q

q

Φ
Φ

Φ

y

x

0

1

1

0 1

2
2 x2

y2

0
x0 1

y

x

y

Rys. 4.1. Element trójk¡tny trójw�zªowy z trzema stopniami swobody w w�¹le

Ma
ierze A, C oraz 0 z równania (4.10) w posta
i rozwini�tej dla elementu

trójk¡tnego trójw�zªowego przedstawione s¡ w tabli
a
h 4.1, 4.2 i 4.3.

Ma
ierz zerowa 0, w równaniu (4.10) jest regularyzowana. Zera na gªównej

przek¡tnej zostaªy zast¡pione maª¡ li
zb¡ α → 0, na przykªad α = 10−15
,

tak aby wynikowa ma
ierz stanu mogªa by¢ odwró
ona. Teraz ma
ierz zerowa

przyjmie posta¢ (patrz Tabli
a 4.3).

Po wykonaniu opera
ji 
aªkowania ma
ierze A oraz C dla elementu trójk¡t-

nego z rys. 4.1) przedstawione s¡ w tabli
y 4.4 oraz tabli
y 4.5. Zna
zenie

posz
zególny
h symboli jest standardowe �∆ ozna
za pole trójk¡ta okre±lone

wzorem (2.14) a wspóª
zynniki bi = yj − yk, ci = xk − xj . Indeksy i, j, k w

ty
h wspóª
zynnika
h przyjmuj¡ odpowiednio warto±
i 0, 1, 2 (por. rys. 4.1).
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Tabli
a 4.1. Ma
ierz A

∫

Ωe
κxN0N0dΩ 0

∫

Ωe
κxN0N1dΩ 0

∫

Ωe
κxN0N2dΩ 0

0

∫

Ωe
κyN0N0dΩ 0

∫

Ωe
κyN0N1dΩ 0

∫

Ωe
κyN0N2dΩ

∫

Ωe
κxN1N0dΩ 0

∫

Ωe
κxN1N1dΩ 0

∫

Ωe
κxN1N2dΩ 0

0

∫

Ωe
κyN1N0dΩ 0

∫

Ωe
κyN1N1dΩ 0

∫

Ωe
κyN1N2dΩ

∫

Ωe
κxN2N0dΩ 0

∫

Ωe
κxN2N1dΩ 0

∫

Ωe
κxN2N2dΩ 0

0

∫

Ωe
κyN2N0dΩ 0

∫

Ωe
κyN2N1dΩ 0

∫

Ωe
κyN2N2dΩ

Tabli
a 4.2. Ma
ierz C

∫

Ωe
N0

∂N0

∂x
dΩ

∫

Ωe
N0

∂N1

∂x
dΩ

∫

Ωe
N0

∂N2

∂x
dΩ

∫

Ωe
N0

∂N0

∂y
dΩ

∫

Ωe
N0

∂N1

∂y
dΩ

∫

Ωe
N0

∂N2

∂y
dΩ

∫

Ωe
N1

∂N0

∂x
dΩ

∫

Ωe
N1

∂N1

∂x
dΩ

∫

Ωe
N1

∂N2

∂x
dΩ

∫

Ωe
N1

∂N0

∂y
dΩ

∫

Ωe
N1

∂N1

∂y
dΩ

∫

Ωe
N1

∂N2

∂y
dΩ

∫

Ωe
N2

∂N0

∂x
dΩ

∫

Ωe
N2

∂N1

∂x
dΩ

∫

Ωe
N2

∂N2

∂x
dΩ

∫

Ωe
N2

∂N0

∂y
dΩ

∫

Ωe
N2

∂N1

∂y
dΩ

∫

Ωe
N2

∂N2

∂y
dΩ

Tabli
a 4.3. Ma
ierz 0

α 0 0

0 α 0

0 0 α



96 Mieszane sformuªowanie MES

Tabli
a 4.4. Ma
ierz A po 
aªkowaniu

∆/6 0 ∆/12 0 ∆/12 0

0 ∆/6 0 ∆/12 0 ∆/12

∆/12 0 ∆/6 0 ∆/12 0

0 ∆/12 0 ∆/6 0 ∆/12

∆/12 0 ∆/12 0 ∆/6 0

0 ∆/12 0 ∆/12 0 ∆/6

Tabli
a 4.5. Ma
ierz C

po 
aªkowaniu

b0/6 b1/6 b2/6

c0/6 c1/6 c2/6

b0/6 b1/6 b2/6

c0/6 c1/6 c2/6

b0/6 b1/6 b2/6

c0/6 c1/6 c2/6

4.2.3 Sze±
iow�zªowy element trójk¡tny z trzema

stopniami swobody w w�¹le

Za
znijmy nasze rozwa»ania od elementu trójk¡tnego pokazanego na rys.4.2a.

Ma
ierze A, C oraz 0 z równania (4.10) w posta
i rozwini�tej dla elementu

trójk¡tnego sze±
iow�zªowego przedstawione s¡ w tabli
a
h 4.7 i 4.6.

Podobnie jak dla elementu trójw�zªowego ma
ierz zerowa 0, w równaniu

(4.10) jest regularyzowana. Zera na gªównej przek¡tnej zostaªy zast¡pione

maª¡ li
zb¡ α→ 0, na przykªad α = 10−15
, tak aby wynikowa ma
ierz stanu

mogªa by¢ odwró
ona. Teraz ma
ierz zerowa przyjmie posta¢ ma
ierzy dia-

gonalnej.

Po wykonaniu opera
ji 
aªkowania ma
ierze A oraz C dla elementu trójk¡t-
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Φ

Φ
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Rys. 4.2. a) Element trójk¡tny typu P1, b) dyskretyza
ja obszaru na dwa elementy

nego z rys. 4.2a) przedstawione s¡ w tabli
y 4.8 oraz tabli
y 4.9. Zna
zenie

posz
zególny
h symboli jest standardowe � ∆ ozna
za pole trójk¡ta [88℄.

Tabli
a 4.6. Ma
ierz C

∫

Ωe
N0

∂N0

∂x
dΩ

∫

Ωe
N0

∂N1

∂x
dΩ

∫

Ωe
N0

∂N2

∂x
dΩ

∫

Ωe
N0

∂N3

∂x
dΩ

∫

Ωe
N0

∂N4

∂x
dΩ

∫

Ωe
N0

∂N5

∂x
dΩ

∫

Ωe
N0

∂N0

∂y
dΩ

∫

Ωe
N0

∂N1

∂y
dΩ

∫

Ωe
N0

∂N2

∂y
dΩ

∫

Ωe
N0

∂N3

∂x
dΩ

∫

Ωe
N0

∂N4

∂x
dΩ

∫

Ωe
N0

∂N5

∂x
dΩ

∫

Ωe
N1

∂N0

∂x
dΩ

∫

Ωe
N1

∂N1

∂x
dΩ

∫

Ωe
N1

∂N2

∂x
dΩ

∫

Ωe
N0

∂N3

∂x
dΩ

∫

Ωe
N0

∂N4

∂x
dΩ

∫

Ωe
N0

∂N5

∂x
dΩ

∫

Ωe
N1

∂N0

∂y
dΩ

∫

Ωe
N1

∂N1

∂y
dΩ

∫

Ωe
N1

∂N2

∂y
dΩ

∫

Ωe
N0

∂N3

∂x
dΩ

∫

Ωe
N0

∂N4

∂x
dΩ

∫

Ωe
N0

∂N5

∂x
dΩ

∫

Ωe
N2

∂N0

∂x
dΩ

∫

Ωe
N2

∂N1

∂x
dΩ

∫

Ωe
N2

∂N2

∂x
dΩ

∫

Ωe
N0

∂N3

∂x
dΩ

∫

Ωe
N0

∂N4

∂x
dΩ

∫

Ωe
N0

∂N5

∂x
dΩ

∫

Ωe
N2

∂N0

∂y
dΩ

∫

Ωe
N2

∂N1

∂y
dΩ

∫

Ωe
N2

∂N2

∂y
dΩ

∫

Ωe
N0

∂N3

∂x
dΩ

∫

Ωe
N0

∂N4

∂x
dΩ

∫

Ωe
N0

∂N5

∂x
dΩ

Ma
ierz O jest ma
ierz¡ diagonaln¡ o posta
i diag(α, α, α, α, α, α).
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Tabli
a 4.7. Ma
ierz A

∫

Ωe
N0N0dΩ 0

∫

Ωe
N0N1dΩ 0

∫

Ωe
N0N2dΩ 0

∫

Ωe
N0N3dΩ 0

∫

Ωe
N0N4dΩ 0

∫

Ωe
N0N5dΩ 0

0

∫

Ωe
N0N0dΩ 0

∫

Ωe
N0N1dΩ 0

∫

Ωe
N0N2dΩ 0

∫

Ωe
N0N3dΩ 0

∫

Ωe
N0N4dΩ 0

∫

Ωe
N0N5dΩ

∫

Ωe
N1N0dΩ 0

∫

Ωe
N1N1dΩ 0

∫

Ωe
N1N2dΩ 0

∫

Ωe
N1N3dΩ 0

∫

Ωe
N1N4dΩ 0

∫

Ωe
N1N5dΩ 0

0

∫

Ωe
N1N0dΩ 0

∫

Ωe
N1N1dΩ 0

∫

Ωe
N1N2dΩ 0

∫

Ωe
N1N3dΩ 0

∫

Ωe
N1N4dΩ 0

∫

Ωe
N1N5dΩ

∫

Ωe
N2N0dΩ 0

∫

Ωe
N2N1dΩ 0

∫

Ωe
N2N2dΩ 0

∫

Ωe
N2N3dΩ 0

∫

Ωe
N2N4dΩ 0

∫

Ωe
N2N5dΩ 0

0

∫

Ωe
N2N0dΩ 0

∫

Ωe
N2N1dΩ 0

∫

Ωe
N2N2dΩ 0

∫

Ωe
N2N3dΩ 0

∫

Ωe
N2N4dΩ 0

∫

Ωe
N2N5dΩ

∫

Ωe
N3N0dΩ 0

∫

Ωe
N3N1dΩ 0

∫

Ωe
N3N2dΩ 0

∫

Ωe
N3N3dΩ 0

∫

Ωe
N3N4dΩ 0

∫

Ωe
N3N5dΩ 0

0

∫

Ωe
N3N0dΩ 0

∫

Ωe
N3N1dΩ 0

∫

Ωe
N3N2dΩ 0

∫

Ωe
N3N3dΩ 0

∫

Ωe
N3N4dΩ 0

∫

Ωe
N3N5dΩ

∫

Ωe
N4N0dΩ 0

∫

Ωe
N4N1dΩ 0

∫

Ωe
N4N2dΩ 0

∫

Ωe
N4N3dΩ 0

∫

Ωe
N4N4dΩ 0

∫

Ωe
N4N5dΩ 0

0

∫

Ωe
N4N0dΩ 0

∫

Ωe
N4N1dΩ 0

∫

Ωe
N4N2dΩ 0

∫

Ωe
N4N3dΩ 0

∫

Ωe
N4N4dΩ 0

∫

Ωe
N4N5dΩ

∫

Ωe
N5N0dΩ 0

∫

Ωe
N5N1dΩ 0

∫

Ωe
N5N2dΩ 0

∫

Ωe
N5N3dΩ 0

∫

Ωe
N5N4dΩ 0

∫

Ωe
N5N5dΩ 0

0

∫

Ωe
N5N0dΩ 0

∫

Ωe
N5N1dΩ 0

∫

Ωe
N5N2dΩ 0

∫

Ωe
N5N3dΩ 0

∫

Ωe
N5N4dΩ 0

∫

Ωe
N5N5dΩ
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Tabli
a 4.8. Ma
ierz A po wykonaniu 
aªkowania

∆/30 0 0 0 −∆/180 0 −∆/45 0 −∆/180 0 0 0

0 ∆/30 0 0 0 −∆/180 0 −∆/45 0 −∆/180 0 0

0 0 8∆/45 0 0 0 4∆/45 0 −∆/45 0 4∆/45 0

0 0 0 8∆/45 0 0 0 4∆/45 0 −∆/45 0 4∆/45

−∆/180 0 0 0 ∆/30 0 0 0 −∆/180 0 −∆/45 0

0 −∆/180 0 0 0 ∆/30 0 0 0 −∆/180 0 −∆/45

−∆/45 0 4∆/45 0 0 0 8∆/45 0 0 0 4∆/45 0

0 −∆/45 0 4∆/45 0 0 0 8∆/45 0 0 0 4∆/45

−∆/180 0 −∆/45 0 −∆/180 0 0 0 ∆/30 0 0 0

0 −∆/180 0 −∆/45 0 −∆/180 0 0 0 ∆/30 0 0

0 0 4∆/45 0 −∆/45 0 4∆/45 0 0 0 8∆/45 0

0 0 0 4∆/45 0 −∆/45 0 4∆/45 0 0 0 8∆/45

gdzie: ∆ jest polem trójk¡ta.



100 Mieszane sformuªowanie MES

Tabli
a 4.9. Ma
ierz C po wykonaniu 
aªkowania

b0/15 −b0/30 + b2/15 −b2/30 −(b2 + b4)/30 −b4/30 −b0/30 + b4/15

c0/15 −c0/30 + c2/15 −c2/30 −(c2 + c4)/30 −c4/30 −c0/30 + c4/15

b0/10 4(b0 + b2)/15 b2/10 2(b2 + 2b4)/15 −b4/30 2(b0 + 2b4)/15

c0/10 4(c0 + c2)/15 c2/10 2(c2 + 2c4)/15 −c4/30 2(c0 + 2c4)/15

−b0/30 b0/15 − b2/30 b2/15 −b2/30 + b4/15 −b4/30 −(b0 + b4)/30

−c0/30 c0/15 − c2/30 c2/15 −c2/30 + c4/15 −c4/30 −(c0 + c4)/30

−b0/30 2(2b0 + b2)/15 b2/10 4(b2 + b4)/15 b4/10 2(2b0 + b4)/15

−c0/30 2(2c0 + c2)/15 c2/10 4(c2 + c4)/15 c4/10 2(2c0 + c4)/15

−b0/30 −(b0 + b2)/30 −b2/30 b2/15− b4/30 b4/15 b0/15 − b4/30

−c0/30 −(c0 + c2)/30 −c2/30 c2/15− c4/30 c4/15 c0/15 − c4/30

b0/10 2(b0 + 2b2)/15 −b2/30 2(2b2 + b4)/15 b4/10 4(b0 + b4)/15

c0/10 2(c0 + 2c2)/15 −c2/30 2(2c2 + c4)/15 c4/10 4(c0 + c4)/15
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Przykªad 8

Rozpatrzmy obszar przedstawiony na rys. 4.2b). Obszar zdyskretyzowano

dwoma sze±
iow�zªowymi elementami sko«
zonymi o trze
h stopnia
h swo-

body w w�¹le. Warunki brzegowe podano na rysunku. W obszarze speªnione

jest równanie Lapla
e'a. Nale»y wyzna
zy¢ rozkªad poten
jaªu wewn¡trz ob-

szaru. Wymiary podano na rysunku.

W implementa
ji komputerowej, ze wzgl�du na interpreta
j� wyników, wy-

godniej jest wektor niewiadomy
h równania (4.10) zorganizowa¢ w ten spo-

sób, »e ka»demu w�zªowi przyporz¡dkowane zostan¡ wielko±
i qix, qiy oraz

ϕi. Zatem ma
ierze A, C oraz ma
ierz 0 ukªadu (4.10) zostan¡ przemieszane

jak to przedstawiono w tabli
y 4.11 oraz 4.12.

Tabli
a 4.10. Numera
ja lokalna i globalna elementów

Nr. elementu Numera
ja lokalna Numera
ja globalna

0 0

1 1

1 2 2

3 5

4 8

5 4

0 0

1 4

2 2 8

3 7

4 6

5 3
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Tabli
a 4.11. Ma
ierz pierwszego elementu powi�kszona o kolumn� niewiadomy
h w w�zªa
h, w numera
ji lokalnej

1.67 0.00 -.667 0.00 0.00 1.00 -.278 0.00 -.333 0.00 0.00 .333 -1.11 0.00 -.333 -.278 0.00 0.00 q0x

0.00 1.67 0.00 0.00 0.00 -.667 0.00 -.278 .333 0.00 0.00 .667 0.00 -1.11 0.00 0.00 -.278 -.333 q0y

-.667 0.00 α -1.00 0.00 0.00 .333 0.00 0.00 -1.00 0.00 0.00 .333 0.00 0.00 .333 0.00 0.00 Φ0

0.00 0.00 -1.00 8.89 0.00 0.00 0.00 0.00 1.00 4.44 0.00 -1.33 4.44 0.00 1.33 -1.11 0.00 0.00 q1x

0.00 0.00 0.00 0.00 8.89 -2.67 0.00 0.00 -1.00 0.00 4.44 2.67 0.00 4.44 1.33 0.00 -1.11 -.333 q1y

1.00 -.667 0.00 0.00 -2.67 α -1.00 .333 0.00 1.33 -2.67 0.00 -1.33 -1.33 0.00 0.00 .333 0.00 Φ1

-.278 0.00 .333 0.00 0.00 -1.00 1.67 0.00 .667 -1.11 0.00 .333 0.00 0.00 -.333 -.278 0.00 0.00 q2x

0.00 -.278 0.00 0.00 0.00 .333 0.00 1.67 -.667 0.00 -1.11 -.333 0.00 0.00 1.00 0.00 -.278 -.333 q2y

-.333 .333 0.00 1.00 -1.00 0.00 .667 -.667 α -.333 .333 0.00 1.00 -1.00 0.00 -.333 .333 0.00 Φ2

0.00 0.00 -1.00 4.44 0.00 1.33 -1.11 0.00 -.333 8.89 0.00 -2.67 4.44 0.00 2.67 0.00 0.00 0.00 q3x

0.00 0.00 0.00 0.00 4.44 -2.67 0.00 -1.11 .333 0.00 8.89 2.67 0.00 4.44 -1.33 0.00 0.00 1.00 q3y

.333 .667 0.00 -1.33 2.67 0.00 .333 -.333 0.00 -2.67 2.67 α -2.67 1.33 0.00 -.667 -.333 0.00 Φ3

-1.11 0.00 .333 4.44 0.00 -1.33 0.00 0.00 1.00 4.44 0.00 -2.67 8.89 0.00 2.67 0.00 0.00 0.00 q4x

0.00 -1.11 0.00 0.00 4.44 -1.33 0.00 0.00 -1.00 0.00 4.44 1.33 0.00 8.89 0.00 0.00 0.00 1.00 q4y

-.333 0.00 0.00 1.33 1.33 0.00 -.333 1.00 0.00 2.67 -1.33 0.00 2.67 0.00 α .667 -1.00 0.00 Φ4

-.278 0.00 .333 -1.11 0.00 0.00 -.278 0.00 -.333 0.00 0.00 -.667 0.00 0.00 .667 1.67 0.00 0.00 q5x

0.00 -.278 0.00 0.00 -1.11 .333 0.00 -.278 .333 0.00 0.00 -.333 0.00 0.00 -1.00 0.00 1.67 .667 q5y

0.00 -.333 0.00 0.00 -.333 0.00 0.00 -.333 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00 .667 α Φ5
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Tabli
a 4.12. Ma
ierz drugiego elementu powi�kszona o kolumn� niewiadomy
h w w�zªa
h, w numera
ji lokalnej

1.67 0.00 0.00 0.00 0.00 -.667 0.00 0.00 .667 -.278 0.00 .333 -1.11 0.00 0.00 -.278 0.00 -.333 q0x

0.00 1.67 -.667 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00 .333 0.00 -.278 -.333 0.00 -1.11 -.333 0.00 -.278 0.00 q0y

0.00 -.667 α 0.00 -1.00 0.00 0.00 -1.00 0.00 0.00 .333 0.00 0.00 .333 0.00 0.00 .333 0.00 Φ0

0.00 0.00 0.00 8.89 0.00 -2.67 4.44 0.00 2.67 0.00 0.00 -1.00 4.44 0.00 1.33 -1.11 0.00 -.333 q1x

0.00 0.00 -1.00 0.00 8.89 0.000 0.00 4.44 -1.33 0.00 0.00 1.00 0.00 4.44 1.33 0.00 -1.11 0.00 q1y

-.667 1.00 0.00 -2.67 0.00 α -2.67 1.33 0.00 .333 -1.00 0.00 -1.33 -1.33 0.00 .333 0.00 0.00 Φ1

0.00 0.00 0.00 4.44 0.00 -2.67 8.89 0.00 2.67 -1.11 0.00 .333 4.44 0.00 -1.33 0.00 0.00 1.00 q2x

0.00 0.00 -1.00 0.00 4.44 1.33 0.00 8.89 -2.67 0.00 -1.11 -.333 0.00 4.44 2.67 0.00 0.00 0.00 q2y

.667 .333 0.00 2.67 -1.33 0.00 2.67 -2.67 α -.333 .333 0.00 1.33 -2.67 0.00 -.333 -.667 0.00 Φ2

-.278 0.00 0.00 0.00 0.00 .333 -1.11 0.00 -.333 1.67 0.00 -.667 0.00 0.00 1.00 -.278 0.00 -.333 q3x

0.00 -.278 .333 0.00 0.00 -1.00 0.00 -1.11 .333 0.00 1.67 .667 0.00 0.00 -.333 0.00 -.278 0.00 q3y

.333 -.333 0.00 -1.00 1.00 0.00 .333 -.333 0.00 -.667 .667 α -1.00 1.00 0.00 .333 -.333 0.00 Φ3

-1.11 0.00 0.00 4.44 0.00 -1.33 4.44 0.00 1.33 0.00 0.00 -1.00 8.89 0.00 0.00 0.00 0.00 1.00 q4x

0.00 -1.11 .333 0.00 4.44 -1.33 0.00 4.44 -2.67 0.00 0.00 1.00 0.00 8.89 2.67 0.00 0.00 0.00 q4y

0.00 -.333 0.00 1.33 1.33 0.00 -1.33 2.67 0.00 1.00 -.333 0.00 0.00 2.67 α -1.00 .667 0.00 Φ4

-.278 0.00 0.00 -1.11 0.00 .333 0.00 0.00 -.333 -.278 0.00 .333 0.00 0.00 -1.00 1.67 0.00 .667 q5x

0.00 -.278 .333 0.00 -1.11 0.00 0.00 0.00 -.667 0.00 -.278 -.333 0.00 0.00 .667 0.00 1.67 0.00 q5y

-.333 0.00 0.00 -.333 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00 -.333 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00 .667 0.00 α Φ5
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Tabli
a 4.13. Ma
ierz 
aªej struktury-kolumny od 1-szej do 18-tej

3.33 0.00 -.667 0.00 0.00 1.00 -.278 0.00 -.333 0.00 0.00 -.667 0.00 0.00 1.00 -1.11 0.00 -.333

0.00 3.33 -.667 0.00 0.00 -.667 0.00 -.278 .333 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00 1.00 0.00 -1.11 0.00

-.667 -.667 α -1.00 0.00 0.00 .333 0.00 0.00 0.00 -1.00 0.00 -1.00 -1.00 0.00 .333 0.00 0.00

0.00 0.00 -1.00 8.89 0.00 0.00 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00 0.00 4.44 0.00 -1.33 4.44 0.00 1.33

0.00 0.00 0.00 0.00 8.89 -2.67 0.00 0.00 -1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 4.44 2.67 0.00 4.44 1.33

1.00 -.667 0.00 0.00 -2.67 α -1.00 .333 0.00 0.00 0.00 0.00 1.33 -2.67 0.00 -1.33 -1.33 0.00

-.278 0.00 .333 0.00 0.00 -1.00 1.67 0.00 .667 0.00 0.00 0.00 -1.11 0.00 3.33 0.00 0.00 -.333

0.00 -.278 0.00 0.00 0.00 .333 0.00 1.67 -.667 0.00 0.00 0.00 0.00 -1.11 -.333 0.00 0.00 1.00

-.333 .333 0.00 1.00 -1.00 0.00 .667 -.667 α 0.00 0.00 0.00 -.333 .333 0.00 1.00 -1.00 0.00

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 8.89 0.00 -2.67 4.44 0.00 2.67 0.00 0.00 0.00

0.00 0.00 -1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 8.89 0.00 0.00 4.44 -1.33 0.00 0.00 0.00

-.667 1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 -2.67 0.00 α -2.67 1.33 0.00 0.00 0.00 0.00

0.00 0.00 -1.00 4.44 0.00 1.33 -1.11 0.00 -.333 4.44 0.00 -2.67 17.8 0.00 0.00 4.44 0.00 2.67

0.00 0.00 -1.00 0.00 4.44 -2.67 0.00 -1.11 .333 0.00 4.44 1.33 0.00 17.8 0.00 0.00 4.44 -1.33

1.00 1.00 0.00 -1.33 2.67 0.00 .333 -.333 0.00 2.67 -1.33 0.00 0.00 0.00 α -2.67 1.33 0.00

-1.11 0.00 .333 4.44 0.00 -1.33 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00 0.00 4.44 0.00 -2.67 8.89 0.00 2.67

0.00 -1.11 0.00 0.00 4.44 -1.33 0.00 0.00 -1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 4.44 1.33 0.00 8.89 0.00

-.333 0.00 0.00 1.33 1.33 0.00 -.333 1.00 0.00 0.00 0.00 0.00 2.67 -1.33 0.00 2.67 0.00 α

-.278 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 .333 -1.11 0.00 -.333 0.00 0.00 0.00

0.00 -.278 .333 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 -1.00 0.00 -1.11 .333 0.00 0.00 0.00

.333 -.333 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 -1.00 1.00 0.00 .333 -.333 0.00 0.00 0.00 0.00

-1.11 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 4.44 0.00 -1.33 4.44 0.00 1.33 0.00 0.00 0.00

0.00 -1.11 .333 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 4.44 -1.33 0.00 4.44 -2.67 0.00 0.00 0.00

0.00 -.333 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 1.33 1.33 0.00 -1.33 2.67 0.00 0.00 0.00 0.00

-.556 0.00 .333 -1.11 0.00 0.00 -.278 0.00 -.333 -1.11 0.00 .333 0.00 0.00 -1.00 0.00 0.00 .667

0.00 -.556 .333 0.00 -1.11 .333 0.00 -.2781 .333 0.00 -1.11 0.00 0.00 0.00 -1.00 0.00 0.00 -1.00

-.333 -.333 0.00 0.00 -.333 0.00 0.00 -.333 0.00 -.333 0.00 0.00 1.00 1.00 0.00 0.00 1.00 0.00
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Tabli
a 4.14. Ma
ierz 
aªej struktury-kolumny od 19-tej do 27-mej powi�kszona o

kolumn� niewiadomy
h w w�zªa
h w numera
ji globalnej

-.278 0.00 .333 -1.11 0.00 0.00 -.556 0.00 -.333 q0x

0.00 -.278 -.333 0.00 -1.11 -.333 0.00 -.556 -.333 q0y

0.00 .333 0.00 0.00 .333 0.00 .333 .333 0.00 Φ0

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 -1.11 0.00 0.00 q1x

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 -1.11 -.333 q1y

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 .333 0.00 Φ1

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 -.278 0.00 0.00 q2x

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 -.278 -.333 q2y

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 -.333 .333 0.00 Φ2

0.00 0.00 -1.00 4.44 0.00 1.33 -1.11 0.00 -.333 q3x

0.00 0.00 1.00 0.00 4.44 1.33 0.00 -1.11 0.00 q3y

.333 -1.00 0.00 -1.33 -1.33 0.00 .333 0.00 0.00 Φ3

-1.11 0.00 .333 4.44 0.00 -1.33 0.00 0.00 1.00 q4x

0.00 -1.11 -.333 0.00 4.44 2.67 0.00 0.00 1.00 q4y

-.333 .333 0.00 1.33 -2.67 0.00 -1.00 -1.00 0.00 Φ4

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 q5x

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 1.00 q5y

0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 0.00 .667 -1.00 0.00 Φ5

1.67 0.00 -.667 0.00 0.00 1.00 -.278 0.00 -.333 q6x

0.00 1.670 .667 0.00 0.00 -.333 0.00 -.278 0.00 q6y

-.667 .667 α -1.00 1.00 0.00 .333 -.333 0.00 Φ6

0.00 0.00 -1.00 8.89 0.00 0.00 0.00 0.00 1.00 q7x

0.00 0.00 1.00 0.00 8.89 2.67 0.00 0.00 0.00 q7y

1.00 -.333 0.00 0.00 2.67 α -1.00 .667 0.00 Φ7

-.278 0.00 .333 0.00 0.00 -1.00 3.33 0.00 .667 q8x

0.00 -.278 -.333 0.00 0.00 .667 0.00 3.33 .667 q8y

-.333 0.00 0.00 1.00 0.00 0.00 .667 .667 α Φ8

Je±li uwzgl�dnimy, »e warunki brzegowe Diri
hleta i Neumanna wyeliminuj¡

nam odpowiednio nast�puj¡
e zmienne Φ0,Φ1,Φ2,Φ6,Φ7,Φ8 oraz q0x, q1x, q2x,

q3x, q5x, q6x, q7x, q8x, wtedy otrzymamy zredukowan¡ posta¢ ma
ierzy stanu.
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Tabli
a 4.15. Ma
ierz obszaru po uwzgl�dnieniu warunków brzegowy
h

3.33 0.00 -.278 0.00 1.00 0.00 0.00 1.00 -1.11 0.00 -.278 -1.11 -.556

0.00 8.89 0.00 0.00 0.00 0.00 4.44 2.67 4.44 1.33 0.00 0.00 -1.11

-.278 0.00 1.67 0.00 0.00 0.00 -1.11 -.333 0.00 1.00 0.00 0.00 -.278

0.00 0.00 0.00 8.89 0.00 0.00 4.44 -1.33 0.00 0.00 0.00 4.44 -1.11

1.00 0.00 0.00 0.00 α -2.67 1.33 0.00 0.00 0.00 -1.00 -1.33 0.00

0.00 0.00 0.00 0.00 -2.67 17.8 0.00 0.00 0.00 2.67 0.00 0.00 0.00

0.00 4.44 -1.11 4.44 1.33 0.00 17.8 0.00 4.44 -1.33 -1.11 4.44 0.00

1.00 2.67 -.333 -1.33 0.00 0.00 0.00 α 1.33 0.00 .333 -2.67 -1.00

-1.11 4.44 0.00 0.00 0.00 0.00 4.44 1.33 8.89 0.00 0.00 0.00 0.00

0.00 1.33 1.00 0.00 0.00 2.67 -1.33 0.00 0.00 α 0.00 0.00 -1.00

-.278 0.00 0.00 0.00 -1.00 0.00 -1.11 .333 0.00 0.00 1.67 0.00 -.278

-1.11 0.00 0.00 4.44 -1.33 0.00 4.44 -2.67 0.00 0.00 0.00 8.89 0.00

-.556 -1.11 -.278 -1.11 0.00 0.00 0.00 -1.00 0.00 -1.00 -.278 0.00 3.33

gdzie: α peªni tak¡ sam¡ rol� jak w diagonalnej ma
ierzy O.

Tabli
a 4.16. Wektory: niewiadomy
h, prawy
h stron i rozwi¡zania

q0y

q1y

q2y

q3y

Φ3

q4x

q4y

Φ4

q5y

Φ5

q6y

q7y

q8y

10.0

3.33

3.33

-23.3

0.00

0.00

-33.3

0.00

-10.0

0.00

-3.33

-36.7

-10.0

q0y=-1.00

q1y=-1.00

q2y=-1.00

q3y=-1.00

Φ3=5.00

q4x=0.00

q4y=-1.00

Φ4=5.00

q5y=-1.00

Φ5=5.00

q6y=-1.00

q7y=-1.00

q8y=-1.00
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4.2.4 Warunki brzegowe typu Robina

Warunki brzegowe trze
iego rodzaju, zwane 
z�sto warunkami brzegowymi

typu Robina s¡ dane zale»no±
i¡:

− (κ∇Φ) · n− q − αΦ = 0. (4.13)

Wykorzystuj¡
 równanie (4.1), warunki brzegowe trze
iego rodzaju mog¡ by¢

przedstawione w posta
i:

q · n = αΦ+ q. (4.14)

Dla danego w�zªa sie
i elementów sko«
zony
h równanie (4.14) mo»na napi-

sa¢ w posta
i rozwini�tej:

qxnx + qyny = αΦ+ q. (4.15)

Wyzna
zaj¡
 poten
jaª Φ z równania (4.15), jako kombina
j� liniow¡ dwó
h

inny
h niewiadomy
h, otrzymamy:

Φ =
1

α
(qxnx + qyny)−

1

α
q. (4.16)

Skªadowe wersora

2

normalnego skierowanego na zewn¡trz obszaru mo»na wy-

razi¢ nast�puj¡
o [13, 86℄:

nx =
1

det(J(ξ))

[

dy(ξ)

dξ

]

, ny =
−1

det(J(ξ))

[

dx(ξ)

dξ

]

. (4.17)

Po
hodne wspóªrz�dny
h x(ξ) i y(ξ) wzgl�dem lokalnej wspóªrz�dnej ξ wy-

nosz¡:

dx(ξ)

dξ
=
dN1(ξ)

dξ
x1 +

dN2(ξ)

dξ
x2,

dy(ξ)

dξ
=
dN1(ξ)

dξ
y1 +

dN2(ξ)

dξ
y2, (4.18)

gdzie:

N1(ξ) =
1

2
(1− ξ), N2(ξ) =

1

2
(1 + ξ). (4.19)

2

wektor jednostkowy



108 Mieszane sformuªowanie MES

Wtedy równanie (4.18) mo»e by¢ przeksztaª
one do posta
i:

dx(ξ)

dξ
= −1

2
x1 +

1

2
x2,

dy(ξ)

dξ
= −1

2
y1 +

1

2
y2.

Transformuj¡
 zmienne globalne x oraz y, nale»¡
e do krzywej brzegowej Γ,

do lokalnego ukªadu wspóªrz�dny
h ξ, musimy wyzna
zy¢ jakobian

3

trans-

forma
ji:

det(J(ξ))=
dΓ

dξ
=

√

(

dx(ξ)

dξ

)2

+

(

dy(ξ)

dξ

)2

=

√

(

x2−x1
2

)2

+

(

y2−y1
2

)2

.

Ostate
znie otrzymamy:

nx =
y2 − y1

√

(x2 − x1)
2 + (y2 − y1)

2
, ny = − x2 − x1

√

(x2 − x1)
2 + (y2 − y1)

2
. (4.20)

S¡ to skªadowe wersora normalnego zewn�trznego do linii brzegowej, z tym

»e potrzebujemy je w danym w�¹le. Ze wzgl�du na liniow¡ interpola
j� lewo-

stronne i prawostronne warto±
i mog¡ by¢ ró»ne (w przypadku linii brzegowej

interpolowanej ªaman¡). Im dyskretyza
ja rzadsza tym wi�ksze ró»ni
e po-

mi�dzy lewostronnymi i prawostronnymi warto±
iami.

Z tego wzgl�du warto±
i ±rednie b�d¡ brane do dalszy
h obli
ze«.

Przykªad 9

W 
elu sprawdzenia algorytmu, rozwa»my nast�puj¡
y przykªad: Rozwa»my

1
4
przekroju poprze
znego stanowi¡
¡ badany obszar. Zewn�trzny brzeg ob-

szaru, przedstawionego na rys. 4.3 jest zanurzony w ±rodowisku o tempera-

turze Tf a brzeg wewn�trzny ma temperatur� staª¡ równ¡ T1. Wyzna
zy¢

rozkªad temperatury wewn¡trz obszaru.

Warto±
i numery
zne stosowane w tym przykªadzie s¡ nast�puj¡
e: R1 = 1.0,

R2 = 2.0, T1 = 10.0 i Tf = 6.0 z konduktywno±
i¡ 
iepln¡ κ = 3.5, oraz ze

3

Jakobian � w literaturze anglosaskiej 
z�sto okre±la si� tak zarówno ma
ierz Jakobiego

jak i jej wyzna
znik. W tej ksi¡»
e przez jakobian b�dziemy rozumieli wyzna
znik ma
ierzy

Jakobiego.
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a) b)
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Rys. 4.3. a) Rzadka dyskretyza
ja sie
i¡ elementów sko«
zony
h, b) g�sta dyskre-

tyza
ja obszaru

wspóª
zynnikiem przewodzenia 
iepªa h = 1.2 (wszystkie wielko±
i wyra»one

s¡ w jednostka
h ukªadu SI).

Zgodnie z prawem Newtona strumie« 
iepªa na brzegu rozgrani
zaj¡
ym 
iaªo

staªe i 
ie
z jest dana nast�puj¡
ym wyra»eniem [13℄:

∂T

∂n
= −h

κ
T +

h

κ
Tf . (4.21)

Anality
zne rozwi¡zanie tego zagadnienia opisanego równaniem:

1

r

d

dr

(

r
dT

dr

)

= 0, (4.22)

jest nast�puj¡
e:

T = A ln r +B, (4.23)

gdzie: dla naªo»ony
h warunków brzegowy
h staªe wynosz¡: A = −1.8592 i

B = 10.

Korzystaj¡
 z symetrii przekroju poprze
znego ukªadu 
ylindry
znego na

kraw�dzie brzegu y = 0 oraz x = 0 naªo»ono naturalne warunki brzegowe

(∂T
∂n

= 0).
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Na rys. 4.4 pokazano wyniki obli
ze« metod¡ elementów sko«
zony
h na tle

rozwi¡zania anality
znego. Wida¢ wyra¹nie, »e zbie»no±¢ obu rozwi¡za« do

rozwi¡zania anality
znego, jest lepsza dla g�stej dyskretyza
ji.

1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7 1.8 1.9 2
8.5

9

9.5

10

Rys. 4.4. Wyniki obli
ze« � linia 
i¡gªa to rozwi¡zanie anality
zne; rozwi¡zanie

dla sformuªowania mieszanego ozna
zono markerem trójk¡ta w ka»dym

punk
ie obli
ze« (dla g�stej dyskretyza
ji) i markerem � x dla dyskrety-

za
ji rzadkiej

4.3 Sformuªowanie mieszane dla

równania dyfuzji

Zastanówmy si� 
zy trójk¡t trójw�zªowy z trzema stopniami swobody w ka»-

dym z w�zªów, tak wspaniale sprawdzaj¡
y si� dla zagadnie« Diri
hleta w

sformuªowaniu mieszanym, równie dobrze b�dzie si� sprawdzaª dla równania

dyfuzji:

∇2Φ− k2Φ = 0, (4.24)

gdzie: k2 = µa

D
jest li
zb¡ falow¡, µa � wspóª
zynnik po
hªaniania,D � wspóª-


zynnik dyfuzji.

W sformuªowaniu mieszanym równanie dyfuzji mo»na przedstawi¢ w posta
i
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ukªadu równa« ró»ni
zkowy
h 
z¡stkowy
h stopnia pierwszego:

∇ · q + µaΦ = Q0, q = [qx, qy] , (4.25)

gdzie: Q0 � warto±¢ staªa (funk
ja ¹ródªa).

Równanie (4.25) w formie rozwini�tej przedstawia si� jako:

∂qx
∂x

+
∂qy
∂y

+ µaΦ = Q0, (4.26)

oraz drugie równanie:

1

d
∇Φ + (µa + µs

′

)q = Q1. (4.27)

gdzie: µs
′

� zredukowany wspóª
zynnik rozpraszania, d � wspóª
zynnik przyj-

muj¡
y warto±
i 2 lub 3 w zale»no±
i od wymiaru przestrzeni [8℄, a Q1 �

warto±¢ staªa.

Je±li dla uprosz
zenia zaªo»ymy, »e Q1 = 0 wtedy na podstawie równania

(4.27) otrzymamy:

q = − 1

d(µa + µs
′)
∇Φ. (4.28)

gdzie: D = 1
d(µa+µs

′)
jest wspóª
zynnikiem dyfuzji.

Wyra»enie funk
jonalne podane ni»ej, jest równowa»ne równaniom ró»ni
z-

kowym (4.25) i (4.27) ª¡
znie z warunkami brzegowymi (4.3) tak jak w przy-

padku równania Lapla
e'a.

J =
1

2

∫

Ω

(

qTκ−1q− µaΦ
2
)

dΩ−
∫

Ω

Φ (∇ · q−Q0) dΩ =

(4.29)

=
1

2

∫

Ω

qTκ−1q dΩ− 1

2

∫

Ω

µaΦ
2 dΩ−

∫

Ω

Φ (∇ · q−Q0) dΩ.

Porównuj¡
 wyra»enie funk
jonalne dla równania dyfuzji (4.29) z wyra»eniem

funk
jonalnym dla równania Lapla
e'a (4.5) widzimy dodatkowy skªadnik

−1
2

∫

Ω
µaΦ

2 dΩ.
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Zakªadaj¡
, »e dla równania dyfuzji (4.24) speªnione s¡ warunki brzegowe

typu Diri
hleta Φ = Φ̃, oraz 'naturalne' warunki brzegowe (Neumanna), sto-

suj¡
 metod� residuów wa»ony
h, w konsekwen
ji doprowadzamy do syme-

try
znego ukªadu równa« o posta
i:

[

A C

CT D

][

q

Φ

]

=

[

f1

f2

]

, (4.30)

gdzie: ma
ierze A i C sa identy
zne jak w przypadku równania Lapla
e'a,

natomiast ma
ierz D wynosi:

D = −µa

∫

Ω

NT
ΦNΦ dΩ, oraz f1 = 0 i f2 = −

∫

Ω

NT
ΦQ0 dΩ. (4.31)

Posta¢ ma
ierzy D dla elementu trójk¡tnego w przypadku równania dyfuzji

przedstawiono w tabli
y 4.17.

Tabli
a 4.17. Ma
ierz D

−µa∆/6 −µa∆/12 −µa∆/12

−µa∆/12 −µa∆/6 −µa∆/12

−µa∆/12 −µa∆/12 −µa∆/6

gdzie: ∆ jest polem trójk¡ta.

4.3.1 Trójw�zªowy element trójk¡tny z trzema

stopniami swobody w w�¹le � trójk¡t typu P1

Za
znijmy nasze rozwa»ania od elementu trójk¡tnego pokazanego na rys.4.5a.

Jako zagadnienie testowe rozpatrzmy obszar kwadratowy o wymiara
h 10×
10, pokazany na rys.4.5b, dla którego speªnione jest równanie dyfuzji w stanie
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a) b)
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Rys. 4.5. a) Element trójk¡tny typu P1, b) dyskretyza
ja obszaru na 16 warstw

i 16 kolumn

ustalonym o posta
i:

(

∇2 − k2
)

Φ = 0, (4.32)

gdzie: k2 = Σ
D
, dla tkanki ludzkiej mo»na przyj¡¢D = 0.03 
m a wspóª
zynnik

po
hªaniania Σ = 0.1 
m

−1
[89℄.

Naturalne warunki brzegowe zastosowano na brzega
h zde�niowany
h rów-

naniami: y = 0 i y = 10, a na brzega
h okre±lony
h równaniami: x = 0 i

x = 10, warunki brzegowe typu Diri
hleta odpowiednio: Φ = 0 i Φ = 10.

Rozwa»any obszar zdyskretyzowany trójk¡tem P1 pokazano na rys. 4.5b.

Ten typ elementu sko«
zonego zapewnia doskonaªe rezultaty dla równania

Lapla
e'a, jak i równania dyfuzji. W tym drugim przypadku tylko wtedy

jednak gdy wspóª
zynnik dyfuzji D jest nie mniejszy ni» 0.1.

Poni»ej tej warto±
i w rozwi¡zaniu za
zynaj¡ si� pojawia¢ os
yla
je (patrz

rys. 4.6a i rys. 4.6b). Niestety ty
h os
yla
ji nie jeste±my w stanie si� pozby¢

nawet stosuj¡
 bardzo g�st¡ dyskretyza
j�. Problem ten ilustruj¡ rozwi¡zania

przedstawione na rys. 4.7.

Mo»na powiedzie¢ zatem, »e os
yla
je te posiadaj¡ 
harakter strukturalny

i aby je usun¡¢ zmuszeni jeste±my zaproponowa¢ nowy, bardziej wyszukany
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a) b)
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Rys. 4.6. a) Poprawne rozwi¡zanie sformuªowania mieszanego dla równania dyfuzji

dla D=0.15 oraz b) za
zynaj¡
e si� pojawia¢ os
yla
je w rozwi¡zaniu dla

D<0.1

element sko«
zony.

4.3.2 Trójw�zªowy element trójk¡tny z w�zªami na

±rodku boków

Jako drugi rozpatrzmy element sko«
zony dla sformuªowania mieszanego po-

kazany na rys. 4.8.

Dla tego elementu rozdzielono zmienne Φ i zmienne qx and qy w sensie geome-

try
znym, umiesz
zaj¡
 te ostatnie na ±rodku brzegów elementu trójk¡tnego.

Obszar i warunki brzegowe s¡ identy
zne jak w przypadku poprzednim. Dys-

kretyza
j� przedstawiono na rys. 4.9.

Punktami ozna
zono wierz
hoªki elementu trójk¡tnego ze zmiennymi Φ, na-

tomiast w�zªy po±rodku brzegów trójk¡ta ze zmiennymi qx i qy, ozna
zono

kwadratami.

Dla tego elementu sko«
zonego wyniki obli
ze« przedstawiono na rys. 4.10a

i na rys. 4.10b. Jak mo»na zauwa»y¢ nie ma os
yla
ji w rozwi¡zaniu nawet
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a) b)
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Rys. 4.7. Rozwi¡zanie dla: a) 64, b) 128, 
) 256 i d) 512 warstw w kierunku osi x

w przypadku bardzo maªy
h warto±
i parametru (D = 0.03).

Pomimo tego »e nie ma os
yla
ji w rozwi¡zaniu, to jednak wyniki s¡ trudne

do zaak
eptowania z powodu istotny
h rozbie»no±
i zarówno dla zmiennej

Φ jak i zmiennej qx, dla który
h bª¡d wzgl�dny osi¡ga nawet warto±¢ 40%

(patrz rys. 4.10).

Podobnie jak to byªo w przypadku poprzednim, nawet zna
zne zag�sz
zenie

sie
i elementów sko«
zony
h nie byªo w stanie poprawi¢ w istotny sposób

rozwi¡zania. Potrzebny jest zatem nowy rodzaj elementu sko«
zonego, który

usun¡ªby niedogodno±
i wyst�puj¡
e dla rozwa»any
h do tej pory elementów

trójk¡tny
h.
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Rys. 4.8. Trójw�zªowy trójk¡t z w�zªami na ±rodku boków dla sformuªowania mie-

szanego
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Rys. 4.10. a) Rozwi¡zanie dla Φ oraz b) rozwi¡zanie dla qx dla elementu sko«
zo-

nego z rys. 4.8
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4.3.3 Trójw�zªowy element trójk¡tny z funk
j¡

dodatkow¡ w ±rodku geometry
znym � trójk¡t

typu P1+

Element trójk¡tny nazwany P1 z rys.4.5a jest najprostszym elementem, który

doskonale sprawdza si� dla sformuªowania mieszanego zagadnienia opisanego

równaniem Lapla
e'a.

Jednak»e problemy opisane równaniem dyfuzji, a w sz
zególno±
i zadania

Dyfuzyjnej Tomogra�i Opty
znej (DTO) w sformuªowaniu mieszanym powo-

duj¡, »e w rozwi¡zaniu pojawiaj¡ si� os
yla
je, które mo»na zaobserwowa¢

na rys.4.6b. Os
yla
je te maj¡ 
harakter strukturalny i nie da si� i
h usu-

n¡¢ bardziej g�st¡ dyskretyza
j¡. Udowodniª to eksperyment numery
zny,

którego rezultaty zostaªy przedstawione na rys.4.7.

Zatem do opisu ty
h zagadnie« potrzebowa¢ b�dziemy nowego elementu trój-

k¡tnego, który byªby w stanie dostar
zy¢ stabilny
h (tzn. bez os
yla
ji) i do-

kªadny
h rezultatów na przykªad w zadania
h Dyfuzyjnej Tomogra�i Opty
z-

nej.

Rozwa»my element trójk¡tny, który nazwiemy P1+, ró»ni¡
y sie od zna-

nego ju» elementu trójk¡tnego P1 jedynie dodatkowym w�zªem w ±rodku

geometry
znym trójk¡ta, w którym poszukiwana b�dzie wielko±¢ Φ3 (patrz

rys.4.11).

Podobnie jak w przypadku inny
h standardowy
h funk
ji bazowy
h, ta do-

datkowa pomo
ni
za funk
ja bazowa przyjmuje warto±¢ 1 w ±rodku geome-

try
znym oraz warto±¢ 0 w pozostaªy
h w�zªa
h umiesz
zony
h w wierz
hoª-

ka
h elementu trójk¡tnego.

Φ = N0Φ0 +N1Φ1 +N2Φ2 +N0N1N2Φ3, (4.33)

gdzie: Φ3 jest poten
jaªem w dodatkowym w�¹le.

Bazowe funk
je interpola
ji we wspóªrz�dny
h powierz
hniowy
h (patrz roz-
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Rys. 4.11. Trójw�zªowy element trójk¡tny z dodatkow¡ funk
j¡ w ±rodku geome-

try
znym � trójk¡t typu P1+

dziaª 2.2), s¡ w tym przypadku zde�niowane nast�puj¡
o:

N0 = L0, N1 = L1, N2 = L2 oraz N3 = L0L1L2, (4.34)

gdzie:

L0 =
a0+b0x+c0y

2△ , L1 =
a1+b1x+c1y

2△ , L2 =
a2+b2x+c2y

2△ ,

oraz wspóª
zynniki:

a0 = x1 y2 − x2 y1, b0 = y1 − y2, c0 = x2 − x1,

a1 = x2 y0 − x0 y2, b1 = y2 − y0, c1 = x0 − x2,

a2 = x0 y1 − x1 y0, b2 = y0 − y1, c2 = x1 − x0,

△=0.5(x1 y2+x0 y1+x2 y0−y0 x1−y2 x0−y1 x2).

Podobnie jak to miaªo miejs
e w dwó
h poprzedni
h przypadka
h, tak i teraz

rozpatrzymy ten sam obszar z tymi samymi warunkami brzegowymi. Obszar

ten zdyskretyzowano elementami trójk¡tnymi typu P1+. Wyniki obli
ze« po-

równano z wynikami uzyskanymi dla elementu trójk¡tnego P1. Wyniki tego

porównania przedstawiono na rys. 4.12. Jak wida¢ rezultaty obli
ze« s¡ po-

zbawione os
yla
ji i 
o wi�
ej s¡ bardzo dokªadne, gdy» maksymalny bª¡d

wzgl�dny jest mniejszy ni» 3%, nawet dla bardzo rzadkiej dyskretyza
ji.

Zatem mo»na przyj¡¢, »e dla zada« opisany
h równaniem dyfuzji przy sz
ze-

gólnie trudny
h parametra
h materiaªowy
h, posªugiwa¢ nale»y si� aprok-
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Rys. 4.12. a) Porównanie wyników dla dyskretyza
ji elementem P1 i elementem

P1+, b) rozkªad bª�du wzgl�dnego rozwi¡zania dla rzadkiej dyskrety-

za
ji elementem P1+ (tylko 64 warstwy)

syma
j¡ elementami trójk¡tnymi typu P1+. S¡ one nie
o trudniejsze w im-

plementa
ji, ale za to gwarantuj¡ uzyskanie dokªadny
h rezultatów obli
ze«

numery
zny
h.
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Rozdziaª 5

Elementy niestandardowe

W rozdziale tym zajmiemy si� analiz¡ zagadnie« w obszara
h nieograni
zo-

ny
h. Bardzo 
z�sto w literaturze spotyka si� te zagadnienia pod nazw¡ za-

gadnienia o brzegu otwartym. Sposobów rozwi¡zywania ty
h zagadnie« jest

bardzo wiele [21,85,87℄. My jednak, jako »e traktujemy o podstawa
h MES,

skupimy nasz¡ uwag�, jedynie na obszara
h 2D i na wybrany
h elementa
h

teorii zwi¡zanej z analiz¡ obszarów o brzega
h otwarty
h. Zainteresowanego

t¡ tematyk¡ 
zytelnika, 
h
¡
ego pogª�bi¢ sw¡ wiedz� odsyªam do monogra�i

Prof. S. Gratkowskiego [34℄.

5.1 Metody analizy obszarów

nieograni
zony
h

W polu elektromagnety
znym rozwi¡zywanym przy pomo
y MES wyró»nia

si� zazwy
zaj dwa obszary [85℄:

� ograni
zony obszar Ωi (wewn�trzny), zawieraj¡
y wymuszenia; w jego

skªad mog¡ w
hodzi¢ obszary o ró»ny
h wªasno±
ia
h materiaªowy
h,

� nieograni
zony obszar Ωe (zewn�trzny), w którym wielko±¢ skalarna lub
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von

HELMHOLTZ

Hermann

Ludwig

Ferdinand

(1821-1894)

Niemie
ki �zyk, �zjolog i �lozof, z wyksztaª
enia lekarz, profesor �zjologii

i patologii ogólnej na uniwersyte
ie w Królew
u od 1849 roku, Bonn od

1855, Heidelbergu od 1858, a od 1870 profesor �zyki w Berlinie. Gªówn¡

jego zasªug¡ byªo podanie matematy
znej interpreta
ji podstawowej w �-

zy
e zasady za
howania energii i wykazanie jej powsze
hnego 
harakteru.

Dokonaª tego w 1847 roku. Opra
owaª w 1853 roku teori� akomoda
ji

oka. Stworzyª teori� widzenia barw. Skonstruowaª oftalmoskop i lustro

laryngologi
zne 
zoªowe. W ostatni
h lata
h »y
ia zajmowaª si� gªów-

nie zagadnieniami termodynamiki. Sformuªowaª w 1874 roku podstawy

dyspersji anomalnej, a w 1892 roku ogªosiª pra
� o elektromagnety
znej

teorii dyspersji barw. Byª tak»e autorem pra
 z zakresu meteorologii �

teorii wirów powietrzny
h i burz oraz powstawania fal morski
h.

wektorowa speªnia równanie Lapla
e'a, Poissona lub Helmholtza.

Przykªadowy, niesko«
zony obszar dwuwymiarowy z podziaªem na podob-

szary: zewn�trzny i wewn�trzny, przedstawia rys. 5.1a. Na grani
y obszarów

musi by¢ za
howana 
i¡gªo±¢ funk
ji stanu � np. poten
jaªu elektry
znego

lub wektorowego poten
jaªu magnety
znego. Klasy
zna metoda elementów

a) b)

Ωe

x0

y

Ω i

Γb

x0

y

Rys. 5.1. a) Nieograni
zony obszar dwuwymiarowy, b) analiza obszaru metod¡

ob
i�
ia siatki elementów sko«
zony
h

sko«
zony
h mo»e by¢ stosowana jedynie do obli
zania obszarów ograni
zo-

ny
h. Podstawowym problemem pojawiaj¡
ym si� przy modelowaniu pól w
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obszara
h nieograni
zony
h jest niemo»no±¢ podziaªu badanego obszaru na

niesko«
zon¡ li
zb� elementów i zamodelowanie rze
zywisty
h warunków na

jego brzegu.

Z kolei uwzgl�dnienie zbli»ony
h do rze
zywisty
h rozmiarów obszaru poprzez

dyskretyza
j� na bardzo du»¡ li
zb� elementów sko«
zony
h, zwi�ksza zna
z-

nie ma
ierz stanu obszaru i wydªu»a (lub 
zasem wr�
z uniemo»liwia) pro
es

obli
ze«.

Od po
z¡tku istnienia MES 
zynione byªy próby pokonania tego problemu.

W±ród doty
h
zas wykorzystywany
h metod mo»na wyró»ni¢ ob
i�
ie siatki

elementów sko«
zony
h, metod� rozszerzania obszaru oraz hybrydyza
j�,


zyli rozszerzenie standardowej MES o elementy niestandardowe [34, 85℄, a

±
i±lej � o elementy niestandardowe brzegowe (metoda elementów brzego-

wy
h, pro
edury brzegowe) oraz elementy niestandardowe obszarowe (ele-

menty niesko«
zone).

5.1.1 Ob
i�
ie siatki elementów sko«
zony
h

Najbardziej popularn¡ i najmniej skomplikowan¡ metod¡ analizy obszarów

nieograni
zony
h jest tzw. ob
i�
ie siatki elementów sko«
zony
h. Polega ono

na ograni
zeniu obszaru sko«
zonego sztu
znym brzegiem Γb (pomini�
ie 
a-

ªego obszaru Ωe lub jego 
z�±
i) i ustaleniu na nim taki
h warunków brze-

gowy
h (np. Diri
hleta lub Neumanna), aby uzyska¢ rozkªad pola zbli»ony

do rze
zywistego. Obszar pozostaªy po ob
i�
iu, analizowany jest za pomo
¡

standardowej MES (rys. 5.1b). Rozwi¡zanie wyzna
zone t¡ metod¡ obar
zone

jest zwykle sporym bª�dem.

5.1.2 Metoda rozszerzania obszaru

Metoda rozszerzania obszaru (ang. ballooning) [18,34℄ przedstawiona zostaªa

na rys. 5.2. Obszar Ωi podzielony zostaª na elementy sko«
zone. Ota
za go
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obszar Ωe1, którego wewn�trzny brzeg Γ1 jest zarazem brzegiem zewn�trz-

nym obszaru Ωi. Zakªada si�, »e wewn¡trz obszaru Ωi istnieje taki punkt, »e

promieniuj¡
e z niego linie prze
inaj¡ wewn�trzny Γ1 i zewn�trzny Γ2 brzeg

obszaru Ωe1 w sposób przedstawiony na rys. 5.2a.

a) b)

Ω

Γ Γ Γ

Ωe1

e2

1 2 3

Ω i

x0

y

Ωe

x0

y Ω
i

Rys. 5.2. a) Obszar Ωi i pierwsze dwa podobszary zewn�trzne - Ωe1 i Ωe2, b) ob-

szary: Ωi � analizowany MES i Ωe � analizowany elementami niesko«-


zonymi

Dowolny punkt na brzegu Γ1 (a wi�
 tak»e w�zeª elementu sko«
zonego) ma

wspóªrz�dne:

X
(1)
i = (xi, yi). (5.1)

Punkt X
(1)
i mo»na odwzorowa¢ na punkt na brzegu Γ2 funk
j¡:

X
(2)
i = kX

(1)
i , (5.2)

gdzie: wspóª
zynnik skalowania k > 1.

Obszar Ωe1 ota
za si� nast�pnie obszarem Ωe2, przy 
zym dla punktów na

brzegu Γ3 obowi¡zuje zale»no±¢:

X
(3)
i = k2X

(1)
i . (5.3)

Je±li jako ϕ1 ozna
zymy wektor warto±
i poten
jaªu w ty
h punkta
h brzegu

Γ1, które s¡ zarazem w�zªami elementów sko«
zony
h, a ϕ2 - wektor dla
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brzegu Γ2, to otrzymamy równanie ma
ierzowe dla obszaru Ωe1:

[

K
(1)
11 K

(1)
12

K
(1)
21 K

(1)
22

][

ϕ1

ϕ2

]

=

[

0

0

]

. (5.4)

We wzorze (5.4) K
(1)
ij , (i, j = 1, 2) s¡ ma
ierzami struktury obszaru. Dla

obszaru Ωe2 analogi
zne równanie b�dzie miaªo posta¢:

[

K
(2)
11 K

(2)
12

K
(2)
21 K

(2)
22

][

ϕ2

ϕ3

]

=

[

0

0

]

. (5.5)

Po wyeliminowaniu z (5.4) i (5.5) warto±
i ϕ2, otrzymamy:





K
(1)
11 −K

(1)
12

(

K
(1)
22 +K

(2)
11

)

−1

K
(1)
21 −K

(1)
12

(

K
(1)
22 +K

(2)
11

)

−1

K
(2)
12

−K
(2)
21

(

K
(1)
22 +K

(2)
11

)

−1

K
(1)
21 K

(2)
22 −K

(2)
21

(

K
(1)
22 +K

(2)
11

)

−1

K
(2)
12





[

ϕ1

ϕ3

]

=

[

0

0

]

.

Opisany tok post�powania powtarza si� dla kolejny
h obszarów Ωen, przy


zym brzeg Γn+1 okre±la si� wzorem:

X
(n+1)
i = k2

(n−1)
X

(1)
i . (5.6)

Zakªadaj¡
 ϕn+1 = 0 otrzymamy równanie ma
ierzowe:

Kϕ1 = 0. (5.7)

które nale»y doda¢ do równania stanu obszaru Ωi.

Omówiona metoda jest kªopotliwa w prakty
znej realiza
ji i 
o wi�
ej nie

daje gwaran
ji osi¡gni�
ia dobrej dokªadno±
i.

5.2 Elementy niesko«
zone

Na rys. 5.2b przedstawiony zostaª obszar podzielony na dwa podobszary: Ωi,

analizowany podobnie jak poprzednio przy pomo
y MES oraz Ωe, w którym

zastosowano elementy niesko«
zone. S¡ to elementy sko«
zone, w który
h

uwzgl�dniono roz
i¡ganie si� obszaru do niesko«
zono±
i [34, 73℄. Wyró»nia
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si� w zasadzie dwa rodzaje elementów niesko«
zony
h. Pierwsze s¡ opisywane

bazowymi funk
jami interpola
ji, uwzgl�dniaj¡
ymi zanik zmiennej stanu w

niesko«
zono±
i. Drugie za pomo
¡ pewny
h przeksztaª
e« odwzorowywane

s¡ w obszar sko«
zony, opisywany bazowymi funk
jami interpola
ji sko«
zo-

nego elementu standardowego.

Poza tym elementy niesko«
zone mo»na jesz
ze dzieli¢ na dwu- i trójwy-

miarowe, a w obr�bie elementów dwuwymiarowy
h � na dwu- i 
zterow�-

zªowe [19, 34, 51, 108℄.

Ma
ierz stanu badanego obszaru z rys. 5.2b, konstruuje si� uwzgl�dniaj¡


ma
ierze zarówno elementów sko«
zony
h, jak i niesko«
zony
h.

Zalet¡ elementów niesko«
zony
h jest ªatwo±¢ i
h implementa
ji, stosunkowo

dobra dokªadno±¢ jak równie» fakt, »e nie zaburzaj¡ one symetrii ma
ierzy

stanu obszaru (o
zywi±
ie tylko dla ty
h zagadnie«, które tak¡ symetri� posia-

daªy). Z ty
h przy
zyn elementy niesko«
zone znalazªy szerokie zastosowanie

w obli
zenia
h na przykªad zagadnie« odwrotny
h [85℄, gdzie istnieje konie
z-

no±¢ uwzgl�dnienia obszarów nieograni
zony
h. Sz
zegóªowy opis i 
harakte-

rystyk� elementów niesko«
zony
h zamiesz
zono w kolejny
h rozdziaªa
h.

5.2.1 Elementy niesko«
zone w kartezja«skim ukªadzie

wspóªrz�dny
h

Element niesko«
zony pierwszego rodzaju

Jako pierwszy rozwa»my najprostszy element niesko«
zony przedstawiony

w [34,73℄. Jest to element dwuw�zªowy, jednowymiarowy, który mo»na zinter-

pretowa¢ jako element trójk¡tny, trójw�zªowy, z jednym w�zªem znajduj¡
ym

si� w niesko«
zono±
i (rys. 5.3). W�zªy elementu ozna
zone zostaªy 
yframi

1 i 2. Na rysunku wprowadzono trzy pomo
ni
ze ukªady wspóªrz�dny
h:

� prostok¡tny (u, v),
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� biegunowy (r, α) oraz

� jednowymiarow¡ (lokaln¡) � o± η.

Zakªada si�, »e szukany poten
jaª ϕ dla elementu niesko«
zonego mo»na w

ukªadzie wspóªrz�dny
h biegunowy
h zapisa¢ wzorem:

ϕ(r, α) =
f(r)

2f
(

d

osα

) [(1− η)ϕ1 + (1 + η)ϕ2] , (5.8)

gdzie: ϕ1, ϕ2 � warto±
i poten
jaªu w w�zªa
h 1 i 2, f(r) � funk
ja odwzoro-

wuj¡
a 
harakter zaniku pola.

η=−1

η=0

η=1

η

0
x

v

1

α α α

xx1 2

y1

2y

d

b

2

l

lrm

1 2 3

infinity

P(r,a)

u

y

Rys. 5.3. Element niesko«
zony pierwszego rodzaju

Naj
z�±
iej przyjmuje si�, »e f(r) = 1/rn, gdzie n ≥ 1.

Funk
je ksztaªtu elementu niesko«
zonego pierwszego rodzaju maj¡ posta¢:

N1(u, v) =
dn

2un

(

1 +
b

l
− dv

lu

)

, N2(u, v) =
dn

2un

(

1− b

l
+
dv

lu

)

. (5.9)

Po uwzgl�dnieniu, »e w rozpatrywanym obszarze poten
jaª speªnia równanie

Lapla
e'a uzyskamy wzór na ma
ierz stanu elementu niesko«
zonego pierw-
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szego rodzaju:

kij =

∫ ∞

d

∫
(b+l)u

d

(b−l)u
d

(

∂Ni

∂u

∂Nj

∂u
+
∂Ni

∂v

∂Nj

∂v

)

dv du, (5.10)

sk¡d po s
aªkowaniu symboli
znym otrzymujemy ma
ierz stanu elementu:

K =





(4n2+2n+1)l−6nb+3
r2m
l

12nd

(2n2−2n−1)l−3
r2m
l

12nd

(2n2−2n−1)l−3
r2m
l

12nd

(4n2+2n+1)l+6nb+3
r2m
l

12nd



 , (5.11)

gdzie (z rys. 5.3):

l =
1

2

√

(x2 − x1)2 + (y2 − y1)2, b =
1

4l
(x22 − x21 + y22 − y21),

d =
1

2l
(x1y2 − x2y1), rm =

√
d2 + b2.

Elementy pierwszego rodzaju 
harakteryzuj¡ si� nieskomplikowan¡ i ªatw¡ do

obli
ze« ma
ierz¡ stanu (5.11). Dodanie i
h do istniej¡
ego obszaru sko«
zo-

nego nie wymaga zwi�kszenia ilo±
i w�zªów w obszarze. I
h wad¡ jest jednak

zªe odwzorowywanie obszarów o geometrii prostok¡tnej [85℄.

Element niesko«
zony drugiego rodzaju

Problem zastosowania elementów niesko«
zony
h do analizy obszarów o geo-

metrii prostok¡tnej rozwi¡zuje dwuw�zªowy element drugiego rodzaju, za-

proponowany w [34,36℄ jedynie dla równania Helmholtza. Na rys. 5.4 wyró»-

niono trzy typy tego elementu: IE1 (zanikanie dla x → ∞), IE2 (zanikanie

dla x, y → ∞ � element 'naro»ny') oraz IE3 (zanikanie dla y → ∞). W 
elu

zaadoptowania elementu niesko«
zonego drugiego rodzaju do dyskretyza
ji

obszarów, w który
h speªnione jest równanie Lapla
e'a, nale»y odpowiednio

zmody�kowa¢ bazowe funk
je interpola
ji i wzory na ma
ierz stanu elementu.

Bazowe funk
je interpola
ji zde�niowano nast�puj¡
o:

IE1: N1,2 = ∓
(

d

x

)n
y − yc ∓ l

2l
,

IE2: N1 =

(

cd

xy

)n

, (5.12)

IE3: N1,2 = ∓
(

c

y

)n
x− xc ∓ h

2h
.
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x

y

h

IE3 IE2

IE1y

c
1 2

h

1

1

2

l
l

dx xx

y

y

1

c
2

1 c 2

infinity

infinityinfinity

infinity

0

Rys. 5.4. Elementy niesko«
zone drugiego rodzaju

Ma
ierz stanu dla posz
zególny
h typów elementów obli
za si� ze wzorów:

IE1: kij =

∫ y2

y1

∫ ∞

d

(

∂Ni

∂x

∂Nj

∂x
+
∂Ni

∂y

∂Nj

∂y

)

dx dy, (5.13)

sk¡d po s
aªkowaniu symboli
znym otrzymano:

K =

[

3d2(2n+1)+f1
g1

−6d2(2n+1)+f1
2g1

−6d2(2n+1)+f1
2g1

3d2(2n+1)+f1
g1

]

, (5.14)

gdzie:

f1 = n2(y2 − y1)
2(2n− 1), g1 = 3d(4n2 − 1)(y2 − y1),

IE2: k1 =

∫ ∞

c

∫ ∞

d

[

(

∂N1

∂x

)2

+

(

∂N1

∂y

)2
]

dx dy, (5.15)

sk¡d:

k1 =
n2(c2 + d2)

cd(4n2 − 1)
, (5.16)

IE3: kij =

∫ ∞

c

∫ x2

x1

(

∂Ni

∂x

∂Nj

∂x
+
∂Ni

∂y

∂Nj

∂y

)

dx dy, (5.17)

gdzie: ma
ierz K ma posta¢ analogi
zn¡, jak we wzorze (5.14), przy 
zym

nale»y wstawi¢ parametry c i h zamiast d i l.
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Element niesko«
zony trze
iego rodzaju

W pra
y [108℄ zaproponowano sposób transforma
ji dowolnego elementu nie-

sko«
zonego w obszar sko«
zony. Transforma
j� elementu jednowymiarowego

przedstawia rys. 5.5.

Q

infinity

C P

x

R

P Q R

−1 0 +1

ξ

Rys. 5.5. Transforma
ja jednowymiarowego elementu niesko«
zonego do lokalnego

ukªadu wspóªrz�dny
h

Przeksztaª
enie to mo»na zapisa¢ jako:

x = − ξ

1− ξ
xC +

(

1 +
ξ

1− ξ

)

xQ. (5.18)

Mo»na przy tym zaobserwowa¢, »e:

ξ = −1 odpowiada x = xP , przy zaªo»eniu, »e xP =
xQ + xC

2
,

ξ = 0 odpowiada x = xQ,

ξ = +1 odpowiada x = ∞.

Rysunek 5.6 przedstawia element niesko«
zony dwuwymiarowy 
zterow�-

zªowy. Zostaª on przetransformowany do lokalnego ukªadu wspóªrz�dny
h

w sposób analogi
zny jak element jednowymiarowy.

Transforma
j� elementu dwuwymiarowego mo»na zapisa¢ wzorami:

x =
(1 − η)

2

[

(2x1 − xQ)
−ξ

1− ξ
+ xQ

1

1− ξ

]

+
(1 + η)

2

[

(2x4 − xS)
−ξ

1− ξ
+ xS

1

1− ξ

]

,

(5.19)

y =
(1 − η)

2

[

(2y1 − yQ)
−ξ

1 − ξ
+ yQ

1

1− ξ

]

+
(1 + η)

2

[

(2y4 − yS)
−ξ

1− ξ
+ yS

1

1− ξ

]

.
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a) b)

0 x

y

3

infinity

4

S

Q

1

4

P

R

1 2

34

0 ξ

η

(−1,−1) (1,−1)

(1,1)(−1,1)

Rys. 5.6. Transforma
ja dwuwymiarowego elementu niesko«
zonego do lokalnego

ukªadu wspóªrz�dny
h

Do podziaªu obszaru ograni
zonego liniami prostymi wykorzystane zostaªy

dwa rodzaje elementów niesko«
zony
h 
zworok¡tny
h: element prostok¡tny

(rys. 5.7a) i trapezoidalny element 'naro»ny' (rys. 5.7b).

a) b)

1

4

infinity

0

3

2

x

y

Q

S

b

a

a

b

0 x

y

S

Q

3

2

infinity

b

4

1

b

b

a

Rys. 5.7. Elementy niesko«
zone trze
iego rodzaju

Po uwzgl�dnieniu wzoru (5.19) ma
ierz Jakobiego przeksztaª
enia dla ele-

mentów niesko«
zony
h z rysunku 5.7 (x1 = x4, xQ = xS, y1 = yQ i y4 = yS),

przyjmie posta¢:
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� dla elementu prostok¡tnego:

J(1)=

[

∂x
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂ξ

∂y
∂η

]

=

[

2a
(1−ξ)2

0

0 b
2

]

, gdzie: a=xQ−x1, b=yS−yQ, (5.20)

� dla elementu trapezoidalnego:

je±li transforma
j� elementu dwuwymiarowego trapezoidalnego upro-

±
imy do nast�puj¡
ej posta
i:

x =

[

(2x1 − xQ)
−ξ

1 − ξ
+ xQ

1

1− ξ

]

,

(5.21)

y =
(1− η)

2
y1 +

(1 + η)

2

[

(2y4 − yS)
−ξ

1 − ξ
+ yS

1

1− ξ

]

,

to:

J(2) =

[

∂x
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂ξ

∂y
∂η

]

=

[

2a
(1−ξ)2

0
b(1+η)
(1−ξ)2

b
1−ξ

]

, (5.22)

gdzie w tym wypadku: a = xQ − x1, b = yS − y4.

Odwrotna ma
ierz do ma
ierzy Jakobiego wynosi:

J−1
(2) =

[

∂ξ
∂x

∂η
∂x

∂ξ
∂y

∂η
∂y

]

=

[

(1−ξ)2

2a
0

− (1−ξ)(1+η)
2a

(1−ξ)
b

]

. (5.23)

Uwzgl�dniaj¡
, »e funk
je ksztaªtu elementu niesko«
zonego trze
iego ro-

dzaju s¡ takie same jak funk
je ksztaªtu elementu sko«
zonego, otrzymamy

wzory na ma
ierze stanu odpowiedni
h elementów trze
iego rodzaju. W od-

ró»nieniu od [108℄, ma
ierze stanu zostaªy s
aªkowane metod¡ symboli
zn¡.

kij(1) =

∫ 1

−1

∫ 1−s

−1

[

b(1− ξ)2

4a

∂Ni

∂ξ

∂Nj

∂ξ
+

4a

b(1 − ξ)2
∂Ni

∂η

∂Nj

∂η

]

dξ dη, (5.24)

kij(2) =

∫ 1

−1

∫ 1−s

−1

[

b

2a

(1 + η)2 + (1− ξ)2

1− ξ

∂Ni

∂ξ

∂Nj

∂ξ
+

2a

b(1− ξ)

∂Ni

∂η

∂Nj

∂η
+

−
(

1 + η

1− ξ

)(

∂Ni

∂ξ

∂Nj

∂η
+
∂Nj

∂ξ

∂Ni

∂η

)]

dξ dη, (5.25)



5.2 Elementy niesko«
zone 133

gdzie: s � dokªadno±¢ 
aªkowania po ξ (poniewa» we wzora
h (5.24) i (5.25)

musi by¢ speªniony warunek, »e ξ 6= 1). Z dobr¡ dokªadno±
i¡ mo»na przyj¡¢

s = 10−2
.

Ma
ierze stanu elementów trze
iego rodzaju s¡ wi�
 równe:

� dla elementu prostok¡tnego:

K(1) =











p2 p1 +
a
2b
w1

p1
2
− a

2b
w1 p3 − p1

2

p1 +
a
2b
w1 −p1 + 4a

b
w2 −p1

2
− 4a

b
w2

p1
2
− a

2b
w1

p1
2
− a

2b
w1 −p1

2
− 4a

b
w2 −p1 + 4a

b
w2 p1 +

a
2b
w1

p3 − p1
2

p1
2
− a

2b
w1 p1 +

a
2b
w1 p2











, (5.26)

gdzie:

p1 =
b(s3 − 8)

72a
, p2 =

a

b
+

b

9a
− as

2b
− bs3

72a
, p3 =

a(s− 2)

2b
,

w1 = s− 2− 2q1, w2 =
1

2s
− s

8
+

1

2
q1, q1 = ln

s

2
,

� oraz dla elementu trapezoidalnego:

K(2) =











k11 k12 k13 k14

k12 k22 k23 k24

k13 k23 k33 k34

k14 k24 k34 k44











, (5.27)
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gdzie:

k11 =
a

2b
− as2

8b
− bs2

24a
− b

30a
q1 − w4,

k12 =
a

2b
− as

2b
+
as2

8b
+
bs2

24a
+

(

b

30a
− 1

6

)

q1 + w4,

k13 = − a

2b
+
as

2b
− as2

8b
+
bs2

48a
+

(

b

20a
− 1

6

)

q1 +
w4

2
,

k14 =
s− 2

12
+

a

8b
(s2 − 4) +

b

2a

(

1

6
− s2

24
− q1

10

)

,

k22 = −3a

2b
+
as

b
− as2

8b
+
bs2

24a
−
(

1

3
+
a

b
+

b

30a

)

q1 − w4,

k23 =
s− 2− 2q1

12
+

b

2a

(

1

6
− s2

24
− q1

10

)

+ w3,

k24 = − a

2b
+
as

2b
− as2

8b
+
bs2

48a
+

(

b

20a
+

1

3

)

q1 +
w4

2
,

k33 =
−s + 2 + 2q1

3
+
b

a

(

1

6
− s2

24
− q1

5

)

− w3,

k34 =
a

8b
(s− 2)2 +

s− 2− q1
3

+
b

a

(

−1

6
+
s2

24
+
q1
5

)

,

k44 =
−s + 2

3
− a

8b
(s2 − 4) +

b

a

(

1

6
− s2

24
− q1

5

)

,

w3 =
a

8b
(12− 8s+ s2 + 8q1),

w4 =
1

3
− b

2a
− s

6
.

Wzór (5.26) przedstawia przypadek zanikania w kierunku osi x. Wzory dla

zanikania w kierunku osi y s¡ do ni
h zbli»one. W 
elu i
h uzyskania nale»y

dokona¢ niewielki
h mody�ka
ji elementów ma
ierzy K(1) i K(2).

Element niesko«
zony 
zwartego rodzaju

W [17, 19℄ podana zostaªa metoda genera
ji elementów dwuwymiarowy
h

niesko«
zony
h poprzez 'roz
i¡gni�
ie' elementu sko«
zonego do niesko«
zo-

no±
i w dowolnym kierunku. Bazowe funk
je interpola
ji takiego elementu
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niesko«
zonego uzyskuje si� poprzez mody�ka
j� bazowej funk
ji interpola-


ji zwykªego elementu sko«
zonego i mo»na je zde�niowa¢ jako:

Mi(ξ, η) = fi(ξ, η)Ni(ξ, η), (5.28)

gdzie: Ni dla (i = 1, . . . , 4) s¡ bazowymi funk
jami interpola
ji klasy
znego

elementu sko«
zonego ('oryginaªu'), który 
h
emy roz
i¡gn¡¢ do niesko«
zo-

no±
i, a funk
ja f(ξ, η) jest to tak zwana funk
ja zaniku (ang. de
ay fun
tion).

Funk
je zaniku musz¡ przyjmowa¢ warto±¢ jednostkow¡ we wªasnym w�¹le,


zyli:

fi(ξi, ηi) = 1. (5.29)

Dla zagadnie« zwi¡zany
h z ustalaniem rozkªadu poten
jaªu mo»na stosowa¢

funk
je zaniku okre±lone jako:

fi(ξ, η) = e
ξi−ξ

L . (5.30)

dla zanikania tylko w dodatnim kierunku ξ oraz:

fi(ξ, η) = e
ξi+ηi−ξ−η

L . (5.31)

dla zanikania w obu dodatni
h kierunka
h ξ, η jedno
ze±nie.

W równania
h (5.30) i (5.31) L jest tzw. dªugo±
i¡ zaniku, okre±laj¡
¡ szyb-

ko±¢ wykªadni
zego zanikania funk
ji stanu.

Do formowania ma
ierzy Jakobiego przeksztaª
enia dla opisywanego ele-

mentu niesko«
zonego mo»emy u»y¢ bazowy
h funk
ji interpola
ji klasy
z-

nego elementu sko«
zonego.

Wynika to z faktu, »e metoda transforma
ji do lokalnego ukªadu wspóªrz�d-

ny
h obowi¡zuje nadal, nawet je±li element izoparametry
zny zostanie roz-

szerzony do niesko«
zono±
i.

Na rysunku 5.8 pokazane zostaªy dwa rodzaje zanikania dla elementów 
zwar-

tego rodzaju, wykorzystane nast�pnie przy dyskretyza
ji obszaru niesko«
zo-

nego (zanikanie w kierunku osi η obli
zane jest podobnie jak zanikanie w

kierunku osi ξ).
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a) b)

1 2

34

0
infinity

ξ

η

1 2

34

0 ξ

η

infinity

infinity

Rys. 5.8. Sposoby zanikania dla elementu 
zwartego rodzaju

Ma
ierze ty
h elementów obli
zone zostaªy metod¡ symboli
zn¡ i wynosz¡:

� dla elementu z rys. 5.8a (zanikanie w kierunku osi ξ)

Kξ=



















bwξ

a
+

aLpξ
32b

e2/L(tξ−2qξ)

96ab

−e2/L(tξ+qξ)

96ab

bwξ

a
− aLpξ

32b

e2/L(tξ−2qξ)

96ab
e4/LL(4b2+3a2L2)

96ab
e4/LL(2b2−3a2L2)

96ab

−e2/L(tξ+qξ)

96ab

−e2/L(tξ+qξ)

96ab
e4/LL(2b2−3a2L2)

96ab
e4/LL(4b2+3a2L2)

96ab

e2/L(tξ−2qξ)

96ab

bwξ

a
− aLpξ

32b

−e2/L(tξ+qξ)

96ab

e2/L(tξ−2qξ)

96ab

bwξ

a
+

aLpξ
32b



















, (5.32)

gdzie:

wξ =
1

6
+

1

3L
+
L

24
, pξ = 8− 4L+ L2,

qξ = 2b2(2 + L), tξ = 3aL2(2− L).

� dla elementu z rys. 5.8b (zanikanie w obu kierunka
h ξ, η jedno
ze±nie

Kξη=pξη



















abtξη aL(qξηba − L3ab) a2Lab(L
2 − 4) −aL(qξηba + L3ab)

aL(qξηba − L3ab) a2L(wξηab + 4Lba) −a3L(Lab + 2ba) a2Lab(L
2 − 4)

a2Lab(L
2 − 4) −a3L(Lab + 2ba) −a4Lab a3L(−Lab + 2ba)

−aL(qξηba + L3ab) a2Lab(L
2 − 4) a3L(−Lab + 2ba) a2L(wξηab − 4Lba)



















,
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gdzie:

pξη =
1

256ab
, tξη = 8 + L2,

qξη = 2(8− L2), wξη = 64 + L2,

ab = a2 + b2, ba = a2 − b2, aL = e2/LL.

Na podstawie [34℄ przyj�to L = 100.

5.2.2 Analiza porównaw
za elementów niesko«
zony
h

Wery�ka
ji elementów niesko«
zony
h dokonano na przykªadzie równania

Lapla
e'a o warunka
h brzegowy
h:

∇2ϕ = 0 dla 0 < x <∞, 0 < y <∞, (5.33)

ϕ(x, 0) =

{

1 dla x ≤ wi,

0 dla x > wi.
(5.34)

gdzie: wi � wielko±¢ dana (patrz rys. 5.9).

Rozwi¡zanie anality
zne tego problemu przyjmuje posta¢:

ϕ(x, y) =
1

π

(

ar
tg

wi − x

y
+ ar
tg

wi + x

y

)

. (5.35)

Opisane zadanie zostaªo rozwi¡zane w obszarze przedstawionym na rys. 5.9

(dla wi = 3) [33℄. Obszar ten, ograni
zony do jednej ¢wiartki z uwagi na

symetri�, skªada si� z 36 elementów sko«
zony
h.

Rozpatruj¡
 obszar nieograni
zony, do badanego obszaru dodano warstw�

elementów niesko«
zony
h dla x = 6 i y = 6 (patrz rys. 5.10).

Wyniki obli
ze« anality
zny
h dla badanego obszaru (tabli
a 5.1) zostaªy

porównane z uzyskanymi przy zastosowaniu posz
zególny
h rodzajów dys-

kretyza
ji. Porównanie to zostaªo przedstawione w tabli
a
h: 5.2 i 5.3.
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(0,0)

obszar o brzegu otwartym

infinity

(3,0)

wi

(6,0)

41

25

33

17

9

49
(0,6)

y

x

infinity

Rys. 5.9. Badany obszar

Tabli
a 5.1. Rozwi¡zanie anality
zne ze wzoru (5.35)

Nr. w�zªa Rozwi¡zanie

� anality
zne ϕ [V℄

9 0.774

17 0.526

25 0.352

33 0.256

41 0.201

49 0.165

Porównuj¡
 powy»sze wyniki mo»na zauwa»y¢, »e dyskretyza
ja przy u»y
iu

elementów pierwszego oraz drugiego rodzaju (dwuw�zªowy
h), nie wymaga

zwi�kszania li
zby w�zªów w obszarze (rys. 5.10a), i rys. 5.10b) ). Z ko-

lei zastosowanie pozostaªy
h elementów (
zterow�zªowy
h) po
i¡ga za sob¡

zwi�kszenie rozmiarów ma
ierzy stanu i wydªu»a 
zas obli
ze«. Bª�dy dla ele-

mentu pierwszego rodzaju s¡ porównywalne z bª�dami dla elementu 
zwar-

tego rodzaju i s¡ du»o ni»sze ni» dla elementu trze
iego rodzaju. Natomiast

element drugiego rodzaju 
harakteryzuj¡ bardzo maªe bª�dy wewn¡trz ob-

szaru i wysokie � w pobli»u brzegu. W dalszy
h obli
zenia
h postanowiono

u»y¢ elementu pierwszego rodzaju, jako elementu najbardziej efektywnego.
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Tabli
a 5.2. Porównanie wyników dla niesko«
zony
h elementów dwuw�zªowy
h

Nr. Element pierwszego Element drugiego

w�zªa rodzaju rodzaju

� ϕ [V℄ bª¡d [%℄ ϕ [V℄ bª¡d [%℄

9 0.796 2.8 0.786 1.5

17 0.554 5.3 0.534 1.4

25 0.362 2.8 0.333 5.5

33 0.239 6.6 0.204 20.6

41 0.164 18.4 0.128 36.1

49 0.126 23.7 0.097 41.2

Tabli
a 5.3. Porównanie wyników dla niesko«
zony
h elementów 
zterow�zªowy
h

Nr. Element trze
iego Element 
zwartego

w�zªa rodzaju rodzaju

� ϕ [V℄ bª¡d [%℄ ϕ [V℄ bª¡d [%℄

10 0.798 3.1 0.794 2.6

19 0.558 6.1 0.550 4.6

28 0.368 4.5 0.356 1.1

37 0.244 4.9 0.235 8.2

46 0.160 20.3 0.167 16.9

55 0.073 55.7 0.141 14.5
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Rys. 5.10. a) Podziaª obszaru przy pomo
y elementów niesko«
zony
h pierwszego

rodzaju, b) drugiego rodzaju, 
) trze
iego rodzaju, d) 
zwartego rodzaju
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Rozdziaª 6

Metoda Elementów Brzegowy
h

Pokrót
e przedstawione zostanie bogate dziedzi
two Metody Elementów

Brzegowy
h poprzez przegl¡d matematy
zny
h podstaw teorii poten
jaªu, za-

gadnie« brzegowy
h, funk
ji Greena, to»samo±
i Greena a» do 
aªkowego rów-

nania Fredholma. Materiaª ten zostaª opra
owany na podstawie pra
y [28℄.

Matematy
y od 18-tego a» do 20-tego wieku, który
h wkªad byª klu
zowy dla

rozwoju podstaw teorety
zny
h metody, zostali uhonorowani krótkimi bio-

gra�ami z i
h podobiznami za
zerpni�tymi, jak ju» wspomniaªem we wst�pie,

z Wikipedii. Niestety w kilku przypadka
h takie podobizny si� nie za
ho-

waªy (np. nieznana jest podobizna George'a Greena).

FREDHOLM

Erik Ivar

(1866-1927)

Urodziª si� w Sztokholmie. W 1886 roku wst¡piª na Uniwersytet Upsal-

ski, jedyny maj¡
y uprawnienia do nadawania stopni doktora w Szwe
ji

w ów
zesnym 
zasie. Doktorat uzyskaª w 1893 roku, a nast�pnie w 1898

roku stopie« Do
tor of S
ien
e w tym samym uniwersyte
ie. Fredholm

jest najbardziej znany ze swoi
h pra
 doty
z¡
y
h równa« 
aªkowy
h.

Caª¡ swoj¡ karier� zawodow¡ zwi¡zaª z Uniwersytetem Sztokholmskim,

peªni¡
 szereg funk
ji akademi
ki
h.
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Po
z¡tki numery
znej implementa
ji brzegowy
h równa« 
aªkowy
h si�gaj¡

lat 1960-ty
h, kiedy pierwsze elektroni
zne maszyny 
yfrowe weszªy do

u»ytku. Metoda Elementów Brzegowy
h, jako efektywna metoda numery
zna

pojawiªa si� w pó¹ny
h lata
h 1970-ty
h [108℄.

Po blisko 
ztere
h dekada
h rozwoju MEB znalazªa ju» swoje staªe miej-

s
e w dziedzinie numery
zny
h metod rozwi¡zywania równa« ró»ni
zkowy
h


z¡stkowy
h. Porównuj¡
 j¡ z innymi popularnymi metodami numery
znymi

jak Metoda Elementów Sko«
zony
h (MES), 
zy Metoda Ró»ni
 Sko«
zo-

ny
h (MRS), które mog¡ by¢ sklasy�kowane jako metody obszarowe, MEB

jest metod¡ brzegow¡, 
o ozna
za, »e numery
zna dyskretyza
ja jest dokony-

wana przy zredukowanej wymiarowo±
i przestrzeni, w której pozostaje roz-

patrywany obiekt. Na przykªad w przestrzeni 3D dyskretyzowana jest tylko

powierz
hnia brzegowa, a w przypadku przestrzeni 2D dyskretyzowana jest

jedynie linia brzegowa. To redukuje wymiarowo±¢ zada«, prowadz¡
 do mniej-

szy
h liniowy
h ukªadów równa«, a zatem mniejszy
h wymaga« odno±nie

pami�
i opera
yjnej i bardziej efektywny
h obli
ze«.

Zalety MEB s¡ jesz
ze bardziej wido
zne w przypadku obli
ze« obszarów

nieograni
zony
h (o brzegu otwartym). W przypadku metod obszarowy
h

obszary nieograni
zone musz¡ by¢ ograni
zane (ob
inane), a nast�pnie dys-

kretyzowane. MEB radzi sobie z takimi problemami w sposób naturalny, bez

zb�dny
h zabiegów.

Dzi± generowanie sie
i elementów jest najbardziej pra
o
hªonnym, a zatem i

kosztownym przedsi�wzi�
iem w metoda
h numery
zny
h. Zna
znie ªatwiej

jest wygenerowa¢ w przestrzeni 3D sie¢ powierz
hniow¡ dobrej jako±
i ni» sie¢

obj�to±
iow¡. A z tego typu przykªadami mamy 
oraz 
z�±
iej do 
zynienia

na przykªad w bioin»ynierii, gdzie model numery
zny musi by¢ dostosowany

do danego pa
jenta.

Zalety MEB s¡ równie» wyra¹nie wido
zne w zagadnienia
h z ru
homym

brzegiem (np. dla optymalnego projektowania ksztaªtu), gdzie nie ma po-

trzeby tzw. remeshingu 
zyli regenera
ji sie
i elementów dla nowego poªo»e-

nia brzegów wewn�trzny
h rozpatrywanego obszaru.
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Dzi�ki tym zaletom Metoda Elementów Brzegowy
h jest istotnym elementem

wspóª
zesny
h metod numery
zny
h.

Zajmiemy si� bogatym dziedzi
twem MEB, w sz
zególno±
i matematy
zny
h

podstaw, po
z¡wszy od wieku 18-tego. Dokonamy przegl¡du history
znego

rozwoju teorii poten
jaªu, funk
ji Greena i równa« 
aªkowy
h. Aby tematyk�

osadzi¢ w epo
e, przedstawione zostan¡ krótkie biogra�e pionierów matema-

ty
zny
h podstaw tej metody.

Metody numery
zne w isto
ie nie mogªy si� rozwija¢ przed epok¡ rozwoju

komputerów, to jest we w
zesny
h lata
h 60-ty
h. Zatem nie jest zasko
ze-

niem, »e obie metody MES i MEB rozwin�ªy si� wªa±nie w ko«
u lat 60-ty
h

i na po
z¡tku lat 70-ty
h. Na po
z¡tku lat 70-ty
h MEB byªa nowink¡, która

odnotowywaªa wykªadni
zy wzrost zainteresowania pod konie
 tego okresu.

U»ywany termin Metoda Elementów Brzegowy
h wedªug jedny
h odnosi si�

do metody wa»ony
h residuów, odzwier
iadlaj¡
 sformuªowanie Metody Ele-

mentów Sko«
zony
h, z tym zastrze»eniem, »e funk
je wagowe s¡ rozwi¡za-

niami fundamentalnymi równa« bazowy
h, aby wyeliminowa¢ potrzeb� dys-

kretyza
ji 
aªego obszaru. Inni natomiast s¡ zdania, »e MEB jest numery
zn¡

implementa
j¡ brzegowy
h równa« 
aªkowy
h, bazuj¡
y
h na formuªa
h Gre-

ena, które zdyskretyzowano, u»ywaj¡
 kon
ep
ji MES.

Na potrzeby tego rozdziaªu do MEB zali
za¢ b�dziemy wszystkie metody nu-

mery
zne sªu»¡
e do rozwi¡zywania równa« ró»ni
zkowy
h 
z¡stkowy
h, w

który
h zmniejszono wymiarowo±¢ sie
i elementów z obszarowego (obj�to±
io-

wego w 3D i powierz
hniowego w 2D) do typu brzegowego (powierz
hniowego

w 3D lub liniowego w 2D).

6.1 Krótka historia rozwoju teorii poten
jaªu

Do modelowania zagadnie« naukowy
h i in»ynieryjny
h równanie Lapla
e'a

jest jednym z naj
z�±
iej u»ywany
h równa« ró»ni
zkowy
h 
z¡stkowy
h.
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FOURIER

Jean

Baptiste

Joseph

(1768-1830)

Urodzony we Fran
ji jako dziewi¡te dzie
ko z dwunastodzietnej rodziny,

drugiego maª»e«stwa jego oj
a. W 
zasie Rewolu
ji Fran
uskiej jako


zªonek lokalnego komitetu rewolu
yjnego zostaª aresztowany i nieomal

zgilotynowany.W 1794 roku przyj�ty do E
ole Normale w Pary»u, gdzie

u
zony byª mi�dzy innymi przez Lagrange'a i Lapla
e'a. W 1797 roku

zostaª kierownikiem katedry Analizy i Me
haniki. Rok pó¹niej wst¡piª

do armii Napoleo«skiej i braª udziaª w inwazji Egiptu jako dorad
a

naukowy. Owo
em obserwa
ji po
zyniony
h w Egip
ie jest pra
a z roku

1807 na temat propaga
ji 
iepªa w 
iaªa
h staªy
h, w której zawarª

now¡ metod� obli
ze« nazywan¡ dzisiaj analiz¡ fourierowsk¡. Pra
a nie

zostaªa opublikowana ze wzgl�du na obiek
je Lagrange'a. W 1812 roku

zdobywa Wielk¡ Nagrod� w Matematy
e, w 1817 roku zostaje wybrany

do Akademii Nauk a w 1822 roku publikuje The Analyti
al Theory of

Heat.

Równanie to jest konsekwen
j¡ zªo»enia prawa Fouriera w przewodzeniu 
ie-

pªa z prawem za
howania energii. Prawo Fouriera stanowi, »e strumie« 
iepªa

w ±rodowisku przewodz¡
ym 
iepªo jest propor
jonalny do gradientu roz-

kªadu temperatury:

q = −k∇T, (6.1)

gdzie: q jest wektorem strumienia 
iepªa, k jest przewodno±
i¡ 
iepln¡, a T

jest temperatur¡.

Dla stanu ustalonego zasada za
howania energii wymaga, aby w dowolnym

punk
ie przestrzeni dywergen
ja strumienia byªa równa zeru:

∇ · q = 0. (6.2)

Podstawiaj¡
 równanie (6.1) do równania (6.2) przy zaªo»eniu »e k jest war-

to±
i¡ staª¡, otrzymamy równanie Lapla
e'a dla temperatury:

∇2T = 0. (6.3)

Warto wspomnie¢, »e symbol ∇ u»yty w równaniu (6.1) i dalszy
h, znany

jako 'nabla', zostaª wprowadzony przez Hamiltona.
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Powy»sze wyprowadzenie równania Lapla
e'a wykorzystuje �zy
zne wielko-

±
i. Ale jest jesz
ze inna droga doj±
ia do tego równania, 
zysto matema-

ty
zna, wykorzystuj¡
a to»samo±
i ró»ni
zkowe. Gwarantuj¡ one istnienie

funk
ji poten
jalnej, która 
z�sto mo»e nie mie¢ bezpo±redniego zna
zenia

�zy
znego.

Sam termin funk
ji poten
jalnej jest zwi¡zany z Greenem, który w roku 1828

w swojej pra
y nad polem elektrostaty
znym i magnetostaty
znym wprowa-

dziª poten
jaªy elektry
zne i magnety
zne, który
h u»ywaª do li
zenia siª pola

elektry
znego i magnety
znego.

Wyprowadzenie równania Lapla
e'a zawdzi�
zamy jednak pra
om nad przy-


i¡ganiem ziemskim na podstawie trze
iego prawa dynamiki Newtona:

F = −Gm1m2r

r3
, (6.4)

gdzie: F jest wektorowym polem siª, G jest staª¡ grawita
yjn¡, m1 oraz m2

s¡ dwiema skon
entrowanymi masami, r jest wektorem odlegªo±
i mi�dzy

dwiema skon
entrowanymi masami.

To Lagrange w 1773 roku byª pierwszym, który uzmysªowiª sobie istnienie

funk
ji poten
jalnej:

Φ =
1

r
. (6.5)

Gradient funk
ji poten
jalnej Φ de�niuje pole siª grawita
yjny
h:

F = Gm1m2∇Φ. (6.6)

Nast�pnie Lapla
e udowodniª, »e poten
jaª speªnia równanie nazwane od

jego imienia. Równanie to najpierw byªo przedstawione we wspóªrz�dny
h

biegunowy
h (1782 rok), a nast�pnie we wspóªrz�dny
h Kartezja«ski
h (1787

roku):

∂2Φ

∂x2
+
∂2Φ

∂y2
+
∂2Φ

∂z2
= 0. (6.7)



146 Metoda Elementów Brzegowy
h

LAGRANGE

Joseph-Louis

(1736-1813)

Urodzony we Wªosze
h, Fran
uz z wyboru, po Eulerze jeden z najwi�k-

szy
h matematyków 18-tego wieku. W wieku 18 lat byª ju» profeso-

rem geometrii w Szkole Altylerii w Turynie. Kiedy Euler opu±
iª Prusy,

na wakuj¡
e po nim stanowisko Fryderyk Wielki zaprosiª wªa±nie La-

grange'a, pisz¡
: 'Konie
znym jest, aby najwi�kszy Geometra Europy

»yª blisko najwi�kszego z królów'. Po ±mier
i Fryderyka Wielkiego opu-

±
iª Berlin, zostaª 
zªonkiem Akademii Nauk w Pary»u, gdzie pozostaje

do ko«
a swojej kariery. W 1788 roku publikuje monumentalne dzieªo

Me
hanika Anality
zna, w którym wprowadziª równania ró»ni
zkowe.

Pra
a ta jest aktualna do dzi±.

EULER

Leonhard

(1707-1783)

Urodziª si� w Szwaj
arii jako syn pastora Lutera«skiego. W wieku 26

lat zaak
eptowaª propozy
j� pra
y w Petersburskiej Akademii Nauk w

Rosji. W 1741 roku na zaproszenie Fryderyka Wielkiego obj¡ª wydziaª

matematyki w Berli«skiej Akademii Nauk, pozostaj¡
 tam przez kolejne

25 lat. W roku 1766 powró
iª do Rosji, gdzie wkrót
e staª si� 
aªkowi
ie

±lepy. Przez ostatnie 17 lat swojego »y
ia, dyktuj¡
, opublikowaª nieomal

poªow� swoi
h wszystki
h pra
. Bez w¡tpienia byª najbardziej pªodnym

i wsze
hstronnym pisarzem naukowym wsze
h 
zasów.W 
zasie swojego

»y
ia opublikowaª ponad 700 ksi¡»ek i artykuªów. W roku 1911 za
z�to

publikowa¢ pra
e Eulera i po opublikowaniu 73 tomów zawarty
h na

25 000 stron, pra
a ta nie jest sko«
zona po dzie« dzisiejszy. Pra
e

Eulera doty
zyªy wielu dziedzin matematyki, me
haniki i �zyki. Jemu

zawdzi�
zamy poj�
ie funk
ji, podstawy logarytmów naturalny
h, li
zb�

π i wiele inny
h.

Równanie Lapla
e'a byªo ju» w
ze±niej u»yte w kontek±
ie zastosowa« hy-

drodynami
zny
h przez Eulera w 1755 roku, a nast�pnie przez Lagrange'a w

1760 roku.

Poisson w 1813 roku wyprowadziª równanie na poten
jaª dla punktów we-

wn�trzny
h 
iaªa naªadowanego ªadunkiem elektry
znym o g�sto±
i ρ:

∇2Φ = −4πρ. (6.8)

Równanie to nazwano równaniem Poissona.
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6.1.1 Istnienie i jednozna
zno±¢ rozwi¡zania

Zagadnienia poten
jalne, które rozwi¡zujemy, s¡ dobrze uwarunkowane. Dla

danego obszaru domkni�tego Ω z brzegiem Γ i z warunkami brzegowymi:

Φ = f(x), x ∈ Γ, (6.9)

gdzie: f(x) jest funk
j¡ 
i¡gª¡, poszukujemy funk
ji harmoni
znej Φ(x) (tzn.

speªniaj¡
ej równanie Lapla
e'a), która jedno
ze±nie speªnia warunki brze-

gowe. Tego typu zagadnienie nazywamy zagadnieniem Diri
hleta.

Analogi
zne zagadnienie poszukiwania funk
ji harmoni
znej z zadan¡ na

brzegu po
hodn¡ normaln¡:

∂Φ

∂n
= g(x), x ∈ Γ, (6.10)

gdzie: n reprezentuje kierunek normalny zewn�trzny do brzegu Γ, jest nazy-

wane zagadnieniem Neumanna.

Pytanie, 
zy rozwi¡zanie zagadnienia Diri
hleta lub rozwi¡zanie zagadnie-

nia Neumanna istnieje, a je±li istnieje, 
zy jest jednozna
zne, jest jednym z

najwa»niejszy
h pyta« w matematy
e i �zy
e.

�atwiej jest odpowiedzie¢ na pytanie doty
z¡
e jednozna
zno±
i rozwi¡za-

nia. Dla zagadnienia Diri
hleta, je±li tylko rozwi¡zanie istnieje, to jest jed-

nozna
zne. Dla zagadnienia Neumanna rozwi¡zanie jest jednozna
zne z do-

kªadno±
i¡ do dowolnej staªej.

Na pytanie o istnienie rozwi¡zania jest zna
znie trudniej odpowiedzie¢. Tu

mo»na 
zytelnika odesªa¢ do monogra�i Kelloga doty
z¡
ej podstaw teorii

poten
jaªu [53℄.

Dla �zyków problem istnienia rozwi¡zania wydaje si� by¢ kwesti¡ sporn¡.

Mo»na argumentowa¢, »e je±li zagadnienie matematy
zne poprawnie opisuje

problem �zy
zny, to rozwi¡zanie musi istnie¢, poniewa» stan �zy
zny istnieje.

Na przykªad, Green w swojej pra
y w 1828 roku, tej w której opra
owaª

to»samo±
i Greena i funk
je Greena, przedstawiª wªa±nie taki punkt widzenia.
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KELLOGG

Olivier

Dimon

(1878-1932)

Urodziª si� w Linnwood w stanie Pennsylvania w USA. Uko«
zyª Uni-

wersytet w Prin
eton w 1900 roku. Nast�pnie studiowaª w Berlinie i

Getyndze. Jego nau
zy
ielami byli mi�dzy innymi David Hilbert (1862-

1943) oraz Erik Ivar Fredholm (1866-1927). Po uzyskaniu stopnia dok-

tora wró
iª do USA, aby obj¡¢ stanowisko instruktora matematyki w

Prin
eton. Nast�pnie przeniósª sie do University of Missouri, aby w 1919

roku obj¡¢ posad� w Harvard University. Jego monogra�a opublikowana

w 1929 roku pod tytuªem 'Podstawy Teorii Poten
jaªu' jest najbardziej

autorytatywn¡ pra
¡ w tej dziedzinie do dnia dzisiejszego.

Wywnioskowaª on, »e je±li dla danego zamkni�tego obszaru Ω istnieje har-

moni
zna funk
ja U (zaªo»enie, które b�dzie udowodnione pó¹niej), która

speªnia warunki brzegowe:

U = −1

r
, na Γ, (6.11)

wtedy mo»na zde�niowa¢ funk
j�:

G =
1

r
+ U. (6.12)

Jasnym jest, »e funk
ja G speªnia równanie Lapla
e'a wsz�dzie za wyj¡tkiem

bieguna, w którym jest osobliwa. Co wi�
ej funk
ja G przyjmuje warto±¢

zerow¡ na brzegu Γ. Funk
ja G jest znana jako funk
ja Greena.

Green udowodniª, »e funk
ja harmoni
zna Φ, której warunki brzegowe dane

s¡ funk
j¡ 
i¡gª¡ Φ(x),x ∈ Γ, jest rozwi¡zaniem równania 
aªkowego:

Φ(x) = − 1

4π

∫∫

Γ

Φ
∂G

∂n
dΓ, x ∈ Ω, (6.13)

gdzie: x zawiera wspóªrz�dne przestrzeni np. 3D a dΓ jest elementem po-

wierz
hni po której 
aªkujemy.

Równanie (6.13) przedstawia rozwi¡zanie zagadnienia Diri
hleta, a zatem

rozwi¡zanie istnieje! Powy»szy dowód stwierdza istnienie U . Ale 
zy mo»emy

by¢ pewni, »e U istnieje dla dowolnego zamkni�tego obszaru Ω?

Green twierdziª, »e U jest ni
zym wi�
ej jak poten
jaªem elektry
znym od ªa-

dunku elektry
znego na uziemionym przewodniku powierz
hniowym, którego
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LEBESGUE

Henri

(1875-1941)

Twór
a nowo
zesnego uj�
ia teorii miary i 
aªki, zwanej na jego 
ze±¢


aªk¡ Lebesgue'a. Prowadziª równie» badania w teorii szeregów Fouriera

i topologii � jedno z podstawowy
h poj�¢ teorii wymiaru nosi dzi± nazw�

wymiaru Lebesgue'a. Po uko«
zeniu szkoªy ±redniej studiowaª na É
ole

Normale Supérieure, któr¡ uko«
zyª w roku 1897. W lata
h 1899-1902

pra
owaª w szkole prywatnej, a jedno
ze±nie pra
owaª nad teori¡ miary.

Wyniki opublikowaª w kwietniu 1901 roku w sªynnej pra
y 'Sur une

généralisation de l'intégrale dé�nie', gdzie podaª konstruk
j� tego, 
o

dzi± nazywamy 
aªk¡ Lebesgue'a. Pra
a stanowiªa 
z�±¢ opublikowanej

rok pó¹niej dyserta
ji. W roku 1910 obj¡ª posad� wykªadow
y analizy

matematy
znej na Sorbonie, a po wojnie, w roku 1921 otrzymaª stano-

wisko profesora matematyki w College de Fran
e, które zajmowaª a» do

±mier
i.

ksztaªt przybiera form� brzegu Γ, zaindukowanym przez pojedyn
zy ªadunek

ulokowany we wn�trzu Ω. Fizy
znie taki stan istnieje, zatem U musi istnie¢.

Wydaje si� zatem, »e zagadnienie Diri
hleta zostaªo udowodnione, ale 
zy na

pewno?

Matematy
y mog¡ skonstruowa¢ kontr-przykªady, dla który
h rozwi¡zanie

nie istnieje. Przykªad taki, zaprezentowany przez Lebesgue'a, mo»e by¢ opi-

sany w sposób nast�puj¡
y. Rozpatrzmy 
iaªo które podlega deforma
ji na

skutek wep
hni�
ia do ±rodka powierz
hni przez ostro zako«
zony kole
. Je-

±li ko«
ówka zdeformowanej powierz
hni jest dostate
znie ostra, na przykªad

dana poprzez obrót krzywej y = exp(−1/x), wtedy ostrze jest punktem oso-

bliwym i zagadnienie Diri
hleta nie zawsze posiada rozwi¡zanie [53℄. Co wi�-


ej, je±li zdeformowana powierz
hnia zbli»a si� sama do siebie, tworz¡
 linie

wdzieraj¡
¡ si� w gª¡b rozpatrywanego obszaru, wtedy warunki brzegowe

Diri
hleta nie mog¡ by¢ naªo»one na ten zdegenerowany brzeg, jako »e by-

ªyby równowa»ne naªo»eniu warto±
i na wewn�trzne punkty rozpatrywanego

obszaru.

Ogólnie mówi¡
, istnienie i jednozna
zno±¢ rozwi¡zania zagadnie« poten
jal-

ny
h zostaªa udowodniona dla wewn�trzny
h i zewn�trzny
h zagadnie« Di-

ri
hleta, Neumanna, Robina i zagadnie« mieszany
h, je±li powierz
hnia (lub

linia) brzegowa jest gªadka. Dla wewn�trzny
h zagadnie« Neumanna jed-
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ROBIN

Vi
tor

Gustave

(1855-1897)

Fran
uski analityk i matematyk, który nau
zaª na wydziale

matematy
zno-�zy
znym Sorbony w Pary»u. Pra
owaª tak»e w dziedzi-

nie termodynamiki. Znany jest sz
zególnie za spraw¡ warunków brzego-

wy
h trze
iego rodzaju nazwany
h jego imieniem, sz
zególnie w kraja
h

za
hodu, warunkami brzegowymi Robina.

LYAPUNOV

Aleksandr

Mikhailovi
h

(1857-1918)

Po
z¡tkow¡ eduka
j� odbieraª w domu, aby pó¹niej wst¡pi¢ do gim-

nazjum, które uko«
zyª w roku 1876. Nast�pnie wst¡piª na Wydziaª

Fizyki i Matematyki Uniwersytetu w St. Petersburgu. Jednym z jego

nau
zy
ieli byª Chebyshev, który miaª ogromny wpªyw na Lyapunov'a.

Uko«
zyª uniwersytet w roku 1880 i rozpo
z¡ª tam pra
�. Doktorat

obroniª w Uniwersyte
ie Moskiewskim w roku 1892. W roku 1901 zo-

staje wybrany do Rosyjskiej Akademii Nauk w St. Petersburgu, aby

w nast�pnym roku rozpo
z¡¢ tam pra
�. W roku 1918, w dniu ±mier
i

jego »ony, Lyapunov postrzeliª si�. Umiera w trzy dni pó¹niej w szpitalu.

Byª 
zªonkiem Fran
uskiej Akademii Nauk oraz honorowym 
zªonkiem

wielu uniwersytetów: mi�dzy innymi w St. Petersburgu, Charkowie i

Kazaniu.

nozna
zno±¢ rozwi¡zania jest tylko z dokªadno±
i¡ do staªej. Dla istniej¡-


y
h dowodów powierz
hnia brzegowa Γ musi by¢ powierz
hni¡ Lapunowa,


o ozna
za, »e musi by¢ powierz
hni¡ 
i¡gª¡ klasy C1,α
, gdzie 0 < α < 1. Aby

to przybli»y¢, mo»na powiedzie¢, »e gªadko±¢ powierz
hni brzegowej musi by¢

taka, aby w ka»dym punk
ie tej powierz
hni istniaªa pªasz
zyzna sty
zna i

normalna. Naro»a i brzegi, dla który
h pªasz
zyzna sty
zna nie istnieje, nie

s¡ dozwolone w tej klasie.

To nakªada ostre ograni
zenia na problemy, które maj¡ by¢ rozwi¡zywane. Z

drugiej jednak strony, w numery
zny
h rozwi¡zania
h taki
h, jak MES 
zy

MEB, rozwi¡zanie 
z�sto jest poszukiwane w sensie sªabym poprzez minima-

liza
j� energii (podej±
ie Galerkina).

W tym przypadku istnienie rozwi¡zania zostaªo udowodnione dla powierz
hni

Γ w klasie C0,1
, znane jako powierz
hnie Lips
hitz'a, które nale»¡ do klasy

bardziej ogólnej ni» powierz
hnia Lapunowa. W powierz
hnia
h Lips
hitz'a

dozwolone s¡ ostre brzegi i naro»a.
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LIPSCHITZ

Rudolf

Otto

Sigismund

(1832-1903)

Nauk� uniwersyte
k¡ rozpo
z¡ª w mªodym wieku na Uniwersyte
ie w

Królew
u. Jednym z jego nau
zy
ieli byª F. Neumann. Zgodnie ze zwy-


zajem tamty
h 
zasów, aby studiowa¢ na ró»ny
h uniwersyteta
h, Lip-

s
hitz przeniósª si� z Królew
a do Berlina, gdzie podj¡ª nauki pod kie-

runkiem Diri
hleta. Ze wzgl�du na zªy stan zdrowia przerwaª nauk� na

jeden rok. Pomimo zªego stanu zdrowia uko«
zyª studia doktorskie i

otrzymaª tytuª doktora w roku 1853. W 1857 roku Lips
hitz zostaª do-


entem na Uniwersyte
ie w Berlinie. W 1862 roku Lips
hitz otrzymaª

tytuª profesora nadzwy
zajnego we Wro
ªawiu. Z Wro
ªawia do Bonn

przeniósª si� w 1864 roku, gdzie sp�dziª reszt� swojej kariery. Zajmowaª

si� teori¡ li
zb, równaniami ró»ni
zkowymi i teori¡ szeregów Fouriera.

6.1.2 Formuªy Greena

Klu
zem do suk
esu metody elementów brzegowy
h jest reduk
ja wymiaro-

wo±
i dzi�ki brzegowemu sformuªowaniu równa« 
aªkowy
h, prowadz¡
emu

do bardziej efektywnej dyskretyza
ji. Staªo si� to mo»liwe dzi�ki zastoso-

waniu twierdzenia o dywergen
ji, przeksztaª
aj¡
ego 
aªk� obj�to±
iow¡ na


aªk� powierz
hniow¡:

∫∫∫

Ω

∇ ·A dv =

∫∫

Γ

A · n ds, (6.14)

gdzie:A jest wektorem, n jest wektorem jednostkowym normalnym skierowa-

nym na zewn¡trz do Γ, dv jest elementarn¡ obj�to±
i¡ po której dokonujemy


aªkowania.

Cho¢ zale»no±¢ (6.14) mo»na odnale¹¢ w pra
a
h Lagrange'a i Lapla
e'a,

nazywana jest twierdzeniem Gaussa, jako »e powsze
hnie przypisywana jest

Gaussowi. W 1813 roku Gauss zaledwie przedstawiª przypadki sz
zególne

tego twierdzenia:

∫∫

Γ

nx ds = 0, (6.15)

gdzie: nx jest skªadow¡ x-ow¡ wektora n normalnego do brzegu Γ skierowa-

nego na zewn¡trz rozwa»anego obszaru:

∫∫

Γ

A · n ds = 0, (6.16)
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OSTRO-

GRADSKI

Mikhail

Vasilevi
h

(1801-1862)

Urodzony w Rosji na terenie obe
nej Ukrainy. W 1816 roku wst¡piª

na Uniwersytet w Charkowie, gdzie studiowaª �zyk� i matematyk�. W

1822 roku opu±
iª Rosj�, aby studiowa¢ w Pary»u. W lata
h 1822 do

1827 u
z�sz
zaª na wykªady Lapla
e'a, Fouriera, Legendre'a, Poissona i

Cau
hy'ego. Powró
iª do St. Petersburga w 1928 roku. Dzi± jest uzna-

wany jako zaªo»y
iel rosyjskiej szkoªy me
haniki teorety
znej.

gdzie: skªadowe wektora A s¡ dane: Ax = Ax(y, z), Ay = Ay(x, z) i Az =

Az(x, y).

Twierdzenie Ostrogradzkiego, które zostaªo przedstawione Paryskiej Akade-

mii Nauk w 1826 roku, ma nast�puj¡
¡ posta¢:

∫∫∫

Ω

a · ∇Φ dv =

∫∫

Γ

Φ a · n ds, (6.17)

gdzie: a jest staªym wektorem.

Stosuj¡
 formuª� Stokes'a, transformuj¡
¡ 
aªk� powierz
hniow¡ na 
aªk� li-

niow¡, otrzymamy:

∫∫

S

(∇×A) · n ds =
∫

C

A · dl, (6.18)

gdzie: S jest dowoln¡ powierz
hni¡, C jest zamkni�tym konturem ograni
za-

j¡
ym powierz
hni� S, a dl elementem wektorowym 
aªki liniowej.

Najwa»niejsz¡ pra
� zwi¡zan¡ z rozwi¡zywaniem zagadnie« poten
jalny
h w

sformuªowaniu 
aªkowym wykonaª Green [37℄. Green w roku 1828 przedstawiª

trzy to»samo±
i nazwane to»samo±
iami Greena. Pierwsza to»samo±¢:

∫∫∫

Ω

(

Φ∇2ψ +∇Φ · ∇ψ
)

dv =

∫∫

Γ

Φ
∂ψ

∂n
ds. (6.19)

gdzie: Φ i ψ sa dowolnymi funk
jami a Ω rozpatrywanym obszarem ograni-


zonym brzegiem Γ.
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STOKES

George

Gabriel

(1819-1903)

Urodzony w Irlandii w 1837 roku wst¡piª do Pembroke College Uni-

wersytetu Cambridge. Jego nau
zy
ielem byª William Hopkins, który

u
zyª takie znakomito±
i, jak Thomson 
zy Maxwell. Kiedy uko«
zyª

studia 1841 roku, naty
hmiast uzyskaª stypendium swojej ma
ierzystej

u
zelni. Inspirowany pra
ami Greena, rozpo
z¡ª badania ru
hu 
ie
zy

nie±
i±liwy
h. Równania opisuj¡
e ten ru
h nazywamy dzi± równaniami

Naviera-Stokesa. W 1849 roku zostaª profesorem Matematyki w Cam-

bridge w katedrze, któr¡ niegdy± kierowaª Newton, a w roku 1851 zostaª


zªonkiem Towarzystwa Królewskiego. W lata
h 1885 do 1890 byª pre-

zesem Towarzystwa Królewskiego.

NAVIER

Claude

Louis

(1785-1836)

Jego oj
ie
 byª prawnikiem i 
zªonkiem Zgromadzenia Narodowego w

Pary»u pod
zas Rewolu
ji Fran
uskiej. Gdy Navier miaª 8 lat, zmarª

jego oj
ie
. Pod
zas pierwszego roku na Polite
hni
e E
ole profesor Fo-

urier u
zyª Naviera analizy. Fourier staª si� wieloletnim przyja
ielem

Naviera i z uwag¡ ±ledziª jego karier�. W 1821 roku zastosowaª dobrze

znane równanie Naviera i Stokesa dla ru
hu nie±
i±liwej 
ie
zy, a w 1822

roku opra
owaª równanie dla 
ie
zy lepki
h. Navier otrzymaª wiele za-

sz
zytów, mi�dzy innymi zostaª wybrany do A
ademie des S
ien
ies w

Pary»u w 1824 roku, a w 1831 roku zostaª Kawalerem Legii Honoru. Od

1830 roku Navier byª zatrudniony jako dorad
a rz¡dowy w sprawa
h na-

uki i te
hnologii. Doradzaª w transpor
ie l¡dowym oraz konstruk
ji dróg

i torów kolejowy
h.

THOMSON

William

(Lord Kelvin)

(1824-1907)

Oj
ie
 zadbaª o karier� syna. W wieku lat 10-
iu wst¡piª na Uniwersytet

w Glasgow, a nast�pnie w wieku lat 17-tu Cambridge University, który

uko«
zyª w roku 1845 z drug¡ lokat¡, ku swemu i oj
a roz
zarowaniu.

Dzi�ki oj
u obj¡ª stanowisko kierownika katedry �lozo�i naturalnej w

Glasgow w wieku lat 22. To On mi�dzy innymi poªo»yª fundamenty

pod wspóª
zesn¡ �zyk�. Drugie prawo termodynamiki, skala tempera-

tury bezwzgl�dnej (mierzona w 'kelwina
h'), podstawy teorii elektroma-

gnetyzmu, elektromagnety
zna teoria ±wiatªa. Jego udziaª w projek
ie

kabla telegra�
znego zaowo
owaª szla
he
twem w 1866 roku.
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Powy»sze równanie prowadzi do drugiej to»samo±
i:

∫∫∫

Ω

(

Φ∇2ψ − ψ∇2Φ
)

dv =

∫∫

Γ

(

Φ
∂ψ

∂n
− ψ

∂Φ

∂n

)

ds. (6.20)

Podstawiaj¡
 rozwi¡zanie fundamentalne równania Lapla
e'a równe 1/r do

wzoru (6.20), otrzymamy trze
i¡ to»samo±¢:

Φ =
1

4π

∫∫

Γ

[

1

r

∂Φ

∂n
− Φ

∂(1/r)

∂n

]

ds, (6.21)


o odpowiada sformuªowaniu wspóª
zesnej metody elementów brzegowy
h

dla problemów poten
jalny
h.

6.1.3 Równania 
aªkowe

Fredholm udowodniª w 1903 roku istnienie i jednozna
zno±¢ rozwi¡zania li-

niowego równania 
aªkowego:

µ(x)− λ

∫ b

a

K(x, ξ)µ(ξ) dξ = f(x), a ≤ x ≤ b, (6.22)

gdzie: λ jest staª¡, f(x) i K(x, ξ) s¡ danymi funk
jami, a µ(x) jest poszuki-

wanym rozwi¡zaniem.

Równanie (6.22) jest znane jako 
aªkowe równanie Fredholma drugiego ro-

dzaju.

Powy»sze twierdzenie Fredholma pozwala na rozwi¡zanie zagadnienia Diri-


hleta dzi�ki nast�puj¡
ej formule:

Φ(x) = ∓2πµ(x) +

∫∫

Γ

K(x, ξ)µ(ξ) ds(ξ), x ∈ Γ. (6.23)

W powy»szym równaniu znak górny odpowiada zagadnieniom wewn�trznym,

a dolny zagadnieniom zewn�trznym, µ jest rozkªadem poszukiwanej funk
ji,

λ jest zamkni�t¡ powierz
hni¡ Lyapunov'a, Φ(x) jest funk
j¡ warunków brze-

gowy
h typu Diri
hleta, j¡dro K jest dane równaniem:

K(x, ξ) =
∂

∂n(ξ)

[

1

r(x, ξ)

]

. (6.24)
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J¡dro równania (kernel) jest znane jako dipol lub poten
jaª warstwy podwój-

nej. Twierdzenie Fredholma gwarantuje istnienie i jednozna
zno±¢ µ. Kiedy

rozkªad µ jest rozwi¡zaniem równania (6.23), peªne rozwi¡zanie zagadnienia

brzegowego jest dane przez:

Φ(x) =

∫∫

Γ

∂[1/r(x, ξ)]

∂n(ξ)
µ(ξ) ds(ξ), x ∈ Ω, (6.25)

które jest 
i¡gªym rozkªadem poten
jaªu warstwy podwójnej na brzegu Γ.

Dla zagadnienia Neumanna, mo»na zastosowa¢ nast�puj¡
e warunki brze-

gowe:

∂Φ(x)

∂n(x)
= ±2πσ(x) +

∫∫

Γ

K(ξ,x) σ(ξ) ds(ξ), x ∈ Γ. (6.26)

W tym przypadku, jak poprzednio, górny i dolny znak odnosi si� odpowiednio

do wewn�trznego i zewn�trznego zagadnienia brzegowego, σ jest rozkªadem

funk
ji poszukiwanej, Γ jest zamkni�t¡ powierz
hni¡ Lyapunov'a,

∂Φ
∂n

jest

funk
j¡ okre±laj¡
¡ warunki brzegowe typu Neumanna, a j¡dro dane jest

równaniem:

K(ξ,x) =
∂

∂n(x)

[

1

r(x, ξ)

]

. (6.27)

Po wyzna
zeniu σ poten
jaª dla 
aªego obszaru mo»na wyrazi¢ nast�puj¡
o:

Φ(x) =

∫∫

Γ

1

r(x, ξ)
σ(ξ) ds(ξ), x ∈ Ω. (6.28)

Zale»no±¢ (6.28) okre±la poten
jaª warstwy pojedyn
zej na brzegu Γ.

Fredholm sugerowaª pro
edur� dyskretyza
yjn¡, aby rozwi¡za¢ powy»sze

równanie. Jednak»e bez dostate
znie szybkiego komputera rozwi¡zanie ma-


ierzowego ukªadu równa« jest niemo»liwe. Dla zagadnie« brzegowy
h typu

mieszanego niezb�dna jest nast�puj¡
a para równa«:

Φ(x) =

∫∫

Γ

1

r(x, ξ)
σ(ξ) ds(ξ), x ∈ ΓΦ, (6.29)

∂Φ(x)

∂n(x)
=

∫∫

CPV

∂[1/r(x, ξ)]

∂n(x)
σ(ξ) ds(ξ), x ∈ Γq, (6.30)
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CAUCHY

Augustin

Louis

(1789-1857)

Urodzony w Pary»u w trudny
h lata
h rewolu
ji fran
uskiej. Ludzie ta
y

jak Lapla
e 
zy Lagrange bywali w domu rodzinnym Cau
hyego a ten

ostatni byª sz
zególnie zainteresowany jego zdolno±
iami matematy
z-

nymi. Studiowaª in»ynieri� budowlan¡ i jako mªody in»ynier skierowany

zostaª do budowy portu w Cherbourgu. W 1812 ze wzgl�du na zªy stan

zdrowia wra
a do Pary»a i poszukuje pra
y akademi
kiej. Ostate
znie

po trze
h lata
h poszukiwa« dostaje posad� w E
ole Polyte
hnique.

W 1816 zostaje 
zªonkiem Akademii. W 1821 po Amperze obejmuje

kierowni
two Mathemati
al Physi
s w College de Fran
e. Cau
hy byª

prawdopodobnie nast�pnym po Eulerze tak pªodnym autorem. Jemu

przypisuje si� wprowadzenie rygorów do wspóª
zesnej matematyki, jak

równie» opra
owanie podstaw li
zb zespolony
h.

która mo»e by¢ zastosowana odpowiednio do 
z�±
i Diri
hleta ΓΦ i do 
z�±
i

Neumanna Γq brzegu.

Zauwa»my, »e równanie (6.29) zawiera sªab¡ (
aªkowaln¡) osobliwo±¢ gdy

ξ → x. Natomiast równanie (6.30) zawiera siln¡ (nie 
aªkowaln¡) osobliwo±¢.

Caªka w równaniu (6.30) powinna by¢ interpretowana jako 
aªka w sensie

Cau
hy'ego (z ang. 'Cau
hy Prin
ipal Value'), 
o ozna
zamy pod znakiem


aªki jako CPV .

Na gªadkiej 
z�±
i brzegu, nie zawieraj¡
ej ostry
h brzegów i naro»y, wyni-

kiem reguªy Cau
hy'ego warto±
i grani
znej jest równanie (6.26). Ten pomysª

interpreta
ji i uwzgl�dniania silnej osobliwo±
i, byª zaproponowany przez

Cau
hy' ego w 1814 roku.

Metoda warstwy podwójnej mo»e posªu»y¢ do rozwi¡zania mieszanego za-

gadnienia brzegowego. Rozwa»my nast�puj¡
¡ par� równa«:

Φ(x) =

∫∫

CPV

∂[1/r(x, ξ)]

∂n(ξ)
µ(ξ) ds(ξ), x ∈ Γ, (6.31)

∂Φ(x)

∂n(x)
=

∫∫

HFP

∂

∂n(x)

[

∂[1/r(x, ξ)]

∂n(ξ)

]

µ(ξ) ds(ξ), x ∈ Γ. (6.32)

Caªka we wzorze (6.32) zawiera 'hypersingularity' i jest ozna
zona symbolem
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HADAMARD

Ja
ques

Salomon

(1865-1963)

Na po
z¡tku swojej eduka
ji, jak sam pisaª o sobie, z matematyki byª

jednym z najgorszy
h u
zniów w klasie. Jednak tra�ª na dobry
h na-

u
zy
ieli matematyki, którzy doprowadzili do tego, »e w 1884 roku

zostaª przyj�ty do É
ole Normale Supérieure z pierwsz¡ lokat¡, gdzie

uzyskaª stopie« doktora w 1892 roku. W 1897 roku Hadamard prze-

niósª si� na Sorbon�. Jego pra
e obejmuj¡ bardzo szeroki zakres tema-

ty
zny, mi�dzy innymi optyk� geometry
zn¡, hydrodynamik� i zagad-

nienia brzegowe. To On wªa±nie wprowadziª poj�
ie dobrze uwarunko-

wany
h zagadnie« brzegowy
h oraz nazw� 'funk
jonaª'. W 1912 zast�-

puje Poin
aré w Akademii Nauk. W roku 1940, jako Fran
uz po
ho-

dzenia »ydowskiego u
ieka przed Niem
ami do Stanów Zjedno
zny
h

aby powró
i¢ do Pary»a po zako«
zeniu dziaªa« wojenny
h. Uwa»any

byª za jednego z ostatni
h uniwersalny
h matematyków, którzy wnie±li

ogromny wkªad w rozwój matematyki. Do»yª s�dziwego wieku 98 lat.

MAXWELL

James Clerk

(1831-1879)

Szko
ki �zyk i matematyk. Byª autorem wielu wybitny
h pra
 z za-

kresu elektrodynamiki, kinety
znej teorii gazów, optyki i teorii barw.

Dokonaª uni�ka
ji oddziaªywa« elektry
zny
h i magnety
zny
h, to zna-


zy udowodniª, »e elektry
zno±¢ i magnetyzm s¡ dwoma rodzajami tego

samego zjawiska � elektromagnetyzmu. Na jego 
ze±¢ jednostk� stru-

mienia magnety
znego nazwano makswelem. Do ko«
a »y
ia odrzu
aª

teori� ewolu
ji Darwina.

HFP w dolnej grani
y 
aªki, ozna
zaj¡
ym 'Hadamard Finite Part'. Kon
ep-


ja ta zostaªa wprowadzona przez Hadamarda w roku 1908. W terminologii

MEB metody poten
jaªu warstwy pojedyn
zej i podwójnej, s¡ uznawane jako

metody niebezpo±rednie, gdy» poszukiwany jest rozkªad g�sto±
i µ 
zy σ, a

nie sam poten
jaª.

Metoda numery
zna bazuj¡
a na trze
iej to»samo±
i Greena (6.21), która

rozwi¡zuje Φ oraz

∂Φ
∂n

na brzegu analizowanego obszaru, jest nazywana me-

tod¡ bezpo±redni¡.

Zagadnienie Diri
hleta redukuje si� do równania (6.29) dzi�ki zastosowaniu

metody pojedyn
zego-poten
jaªu. Równanie to jest równaniem Fredholma

pierwszego rodzaju, jednak»e jego rozwi¡zanie jest niestabilne. W tym przy-
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padku powinno by¢ u»yte równanie (6.23) lub równanie (6.31).

6.1.4 Rozszerzone formuªy Greena

Formuª� Greena (6.21), po
z¡tkowo zastosowano, aby rozwi¡za¢ zagadnie-

nia elektrostaty
zne. Sformuªowanie byªo tak skute
zne, »e idea ta zostaªa

wdro»ona do wielu inny
h problemów �zy
zny
h.

Przykªadem mo»e by¢ Helmholtz, który studiuj¡
 zagadnienia akusty
zne

w roku 1860 przedstawiª nast�puj¡
e równanie, znane odt¡d jako równanie

Helmholtza:

∇2Φ + k2Φ = 0, (6.33)

gdzie: k jest staª¡ znan¡ jako li
zba falowa. On tak»e wyprowadziª rozwi¡za-

nie fundamentalne równania (6.33) jako:

Φ =

os kr

r
. (6.34)

Helmholtz równie» wprowadziª równowa»n¡ formuª� Greena:

Φ =
1

4π

∫∫

Γ

[


os kr

r

∂Φ

∂n
− Φ

∂

∂n

(


os kr

r

)]

ds, (6.35)

która mo»e by¢ porównana z (6.21).

6.1.5 Czasy poprzedzaj¡
e rewolu
j� informaty
zn¡

Wysiªki zwi¡zane z numery
znym rozwi¡zywaniem zagadnie« brzegowy
h da-

towane s¡ zanim pojawiªy si� pierwsze maszyny 
yfrowe.

Ritz w 1908 roku zaproponowaª metod� numery
zn¡, która zostaªa nazwana

jego imieniem. Je±li j¡ zastosujemy do podobszarów, to mo»na powiedzie¢, »e

jego metoda jest protoplast¡ Metody Elementów Sko«
zony
h (MES). Idea

metody Ritza polega na u»y
iu metod waria
yjny
h i funk
ji próbny
h, aby

wyzna
zy¢ aproksyma
j� rozwi¡zania zagadnienia brzegowego.
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RITZ

Walter

(1878-1909)

Urodziª si� w Sion, w Szwaj
arii. W 1897 roku wst¡piª do Polyte
hni


S
hool w Zuri
hu, gdzie studiowaª in»ynieri�. Jednak wkrót
e prze-

niósª si� na studia w dziedzinie �zyki. Na tym samym roku studiowaª

Albert Einstein. W 1901 roku przeniósª si� do Göttingen, gdzie jego

nau
zy
ielami byli mi�dzy innymi Voigt i Hilbert. Pra
owaª tam nad

radia
j¡, magnetyzmem, elektrodynamik¡ i metodami waria
yjnymi.

W 1904 roku ze wzgl�du na zªy stan zdrowia powra
a do Zuri
hu. W


i¡gu nast�pny
h trze
h lat bez suk
esu wal
zy o swoje zdrowie. W

1908 roku ponownie przeniósª si� do Göttingen.

Rozwa»my nast�puj¡
y funk
jonaª:

Π =

∫∫∫

Ω

1

2
(∇Φ)2 dv −

∫∫

Γ

∂Φ

∂n
(Φ− f) ds. (6.36)

Stosuj¡
 metod� waria
yjn¡ w 
elu wyzna
zenia sta
jonarnego punktu

funk
jo- naªu (6.36), otrzymamy:

δΠ = −
∫∫∫

Ω

δΦ∇2Φ dv −
∫∫

Γ

δ

(

∂Φ

∂n

)

(Φ− f) ds = 0. (6.37)

Poniewa» waria
ja

1

jest dowolna, powy»sze równanie jest równowa»ne zagad-

nieniu Diri
hleta.

∇2Φ = 0 w Ω, (6.38)

z warunkami brzegowymi:

Φ = f(x) na Γ. (6.39)

Ritz zaproponowaª, aby funk
j� Φ aproksymowa¢ szeregiem sko«
zonym,

u»ywaj¡
 zbioru funk
ji próbny
h ψi:

Φ ≈
n
∑

i=1

αiψi, (6.40)

gdzie: αi s¡ staªymi wspóª
zynnikami, które maj¡ by¢ okre±lone.

1

Li
zenie waria
ji polega na poszukiwaniu funk
ji minimalizuj¡
ej pewien funk
jonaª.
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Podstawiaj¡
 równanie (6.40) do funk
jonaªu (6.36) i bior¡
 jego waria
j�

ze wzgl�du na n nieznany
h wspóª
zynników αi, otrzymamy liniowy ukªad

równa«. Aby uzyska¢ rozwi¡zanie numery
zne, nale»y przeprowadzi¢ w pod-

obszara
h 
aªkowanie brzegowe i obszarowe.

Powy»sza pro
edura, jak wida¢, wymaga 
aªkowania w obszarze, gdzie po-

szukiwane jest rozwi¡zanie. Dlatego metoda ta jest nazywana metod¡ obsza-

row¡, a nie metod¡ brzegow¡. Bazuj¡
 na tej samej idei, Tre�tz w roku 1926,

TREFFTZ

Eri
h

(1888-1937)

Urodziª si� w Lipsku w Niem
ze
h. W 1906 roku rozpo
z¡ª studia na

wydziale me
hani
znym Uniwersytetu w Aa
hen, ale wkrót
e przeniósª

si� na matematyk�. W 1908 roku przenosi sie do Göttingen, naon
zas

mekk¡ matematyków i �zyków, gdzie po Gaussie, Diri
hle
ie i Rieman-

nie, ów
ze±nie Hilbert, Klein, Runge i Prandtl stymulowali 
i¡gªy po-

st�p w matematy
e. Jego akademi
ka kariera za
z�ªa si� w 1913 roku

rozwi¡zaniem w doktora
ie matematy
znego zagadnienia hydrodyna-

miki. W 1919 roku obroniª pra
� habilita
yjn¡ i zostaª profesorem ma-

tematyki w Aa
hen. W 1922 roku przenosi si� do Drezna, a nast�pnie

z Wydziaªu Me
hani
znego przenosi si� na Wydziaª Matematy
zny. A»

do swojej przedw
zesnej ±mier
i dystansowaª si� od re»imu hitlerow-

skiego.

w swojej pra
y przedstawiª metod� brzegow¡, znan¡ od tej pory jako metoda

Tre�tz'a. Wykorzystuj¡
 pierwsz¡ to»samo±¢ Greena (6.19), równanie (6.36)

mo»emy napisa¢ w alternatywnej posta
i:

Π = −
∫∫∫

Ω

1

2
Φ∇2Φ dv −

∫∫

Γ

∂Φ

∂n

(

1

2
Φ− f

)

ds. (6.41)

Pra
uj¡
 nad aproksyma
j¡ (6.40), Tre�tz zaproponowaª u»y
ie funk
ji prób-

ny
h ψi, które speªniaj¡ nast�puj¡
e równanie ró»ni
zkowe:

∇2ψi = 0, (6.42)

ale niekonie
znie warunki brzegowe. Dla równania Lapla
e'a mogªyby to by¢

wielomiany harmoni
zne:

ψi = {1, x, y, z, x2 − y2, y2 − z2, z2 − x2, xy, yz, . . . }. (6.43)
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Po wstawieniu równania (6.40) do równania (6.41), wyra»enia zawieraj¡
e


aªki obszarowe znikaj¡, a funk
jonaª przybiera posta¢:

Π ≈ −
∫∫

Γ

n
∑

i=1

αi
∂ψi

∂n

(

1

2

n
∑

i=1

αiψi − f

)

ds. (6.44)

Bior¡
 waria
j� (6.44) ze wzgl�du na nieokre±lone wspóª
zynniki αi i przy-

równuj¡
 do zera ka»d¡ 
z�±¢ zwi¡zan¡ z waria
j¡ δαi, otrzymamy liniowy

ukªad równa« algebrai
zny
h:

n
∑

i=1

aijαi = bj , j = 1, . . . , n, (6.45)

gdzie:

aij =
1

2

∫∫

Γ

∂ψi

∂n
ψj ds, bj =

∫∫

Γ

f
∂ψj

∂n
ds. (6.46)

Ukªad równa« (6.45) mo»e by¢ rozwi¡zany wzgl�dem wspóª
zynników αi.

Powy»sza pro
edura wymaga 
aªkowania funk
ji na brzegu obszaru. Obe
nie

w metodzie Tre�tza stosuje si� prostsz¡ pro
edur�. Ra
zej ni¹li minimalizo-

wa¢ funk
jonaª nad 
aªym brzegiem, mo»na wymusi¢ warunki brzegowe na

sko«
zonym zbiorze punktów xj taki
h, »e:

Φ(xj) ≈
n
∑

i=1

αiψi(xj), j = 1, . . . , n i xj ∈ Γ. (6.47)

Jest to metoda koloka
ji i 
aªkowanie nie jest w to zaanga»owane. Równanie

(6.47) mo»e tak»e by¢ wyprowadzone ze sformuªowania metody residuów

wa»ony
h, u»ywaj¡
 funk
ji detlta Dira
a jako funk
ji testowej.

Post�puj¡
 zgodnie z du
hem metody Tre�tza, mo»na u»y¢ rozwi¡zania fun-

damentalnego jako funk
ji próbnej. Poniewa» rozwi¡zanie fundamentalne

speªnia równanie bazowe:

L{G(x,x′

)} = δ(x,x
′

), (6.48)

gdzie: L jest liniowym operatorem ró»ni
zkowym, G jest fundamentalnym

rozwi¡zaniem tego operatora, a δ jest funk
j¡ delta Dira
a. O
zywistym jest,
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DIRAC

Paul A.M.

(1902-1984)

Brytyjski �zyk teorety
zny urodzony w Bristolu w Anglii. W 1933

roku uzyskaª nagrod� Nobla (wspólnie z Erwinem S
hrödingerem) za

pra
� w dziedzinie me
haniki kwantowej. Dira
 wprowadziª ide� funk
ji

delta Dira
a intui
yjnie okoªo roku 1926-27. Dopiero jednak S
hwartz

w lata
h 1950-51 w sposób ±
isªy podaª de�ni
j� tak zwanej uogólnionej

funk
ji. Po±ród inny
h odkry¢, sformuªowaª równanie Dira
a, które

opisuje za
howanie fermionów i dzi�ki któremu przewidziano istnienie

antymaterii.

»e aproksyma
ja rozwi¡zania:

Φ(x) ≈
n
∑

i=1

αiG(x,xi) x ∈ Ω, xi /∈ Ω, (6.49)

speªnia równanie bazowe, o ile punkty xi s¡ umiesz
zone na zewn¡trz roz-

wa»anego obszaru. Aby zapewni¢ speªnienie warunków brzegowy
h, zastoso-

wano metod� koloka
ji:

Φ(xj) ≈
n
∑

i=1

αiG(xj,xi) = f(xj), j = 1, . . . , n i xj ∈ Ω. (6.50)

Podej±
ie to nazwane jest metod¡ rozwi¡zania fundamentalnego.

Powy»szy przegl¡d wykazuje, »e wyzna
zenie rozwi¡zania zagadnienia brze-

gowego, u»ywaj¡
 brzegowej dyskretyza
ji, nie jest now¡ ide¡. Próby rozwi¡-

zania tego problemu przez Tre�tza 
zy Muskhelishvili'ego byªy podejmowane

w 
zasa
h przed rozwojem elektroni
zny
h maszyn li
z¡
y
h. Bez pomo
y

wspóª
zesny
h narz�dzi obli
zeniowy
h rozwi¡zanie algebrai
znego ukªadu

równa« linowy
h byªo istotn¡ przeszkod¡ na drodze szybkiego rozwoju ty
h

metod.

6.1.6 Czasy rewolu
ji informaty
znej

Cho
ia» komputery zostaªy wynalezione w lata
h 40-ty
h ubiegªego wieku,

to jednak dost�pne staªy si� dopiero w lata
h 60-ty
h. Zatem nie dziwi fakt,
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»e wªa±nie w tym okresie nast�puje rozwój MES jak równie» inny
h metod

numery
zny
h.

Friedman i Shaw w 1962 roku rozwi¡zali skalarne równanie falowe:

∇2Φ− 1

c2
∂2Φ

∂t2
= 0 (6.51)

w dziedzinie 
zasu dla pola fali rozproszonej w wyniku padania fali na 
ylin-

dry
zn¡ przeszkod�.

Caªkowanie w podprzedziaªa
h (elementa
h) staªo si� ªatwym dzi�ki zaªo»e-

niu, »e warto±¢ poten
jaªu w elemen
ie jest staªa.

W roku 1963 rozwi¡zano w przestrzeni 3D równanie Fredholma drugiego

rodzaju w dziedzinie 
z�stotliwo±
i:

∂Φ(x)

∂n(x)
= −2πσ(x) +

∫∫

Γ

σ(ξ)
∂

∂n(x)

(

eikr

r

)

ds(ξ), x ∈ Γ, (6.52)

z warunkami brzegowymi typu Diri
hleta.

Do rozwi¡zania zagadnienia Diri
hleta Jaswon i Symm w roku 1963 zasto-

sowali metod� warstwy pojedyn
zej, 
zyli równania Fredholma pierwszego

rodzaju w 2D:

Φ(x) = −
∫

C

lnr(x, ξ) σ(ξ) ds(ξ), x ∈ C. (6.53)

Równanie to powinno by¢ niestabilne numery
znie, jednak»e uzyskano po-

prawne rozwi¡zanie. Dla rozwi¡zania zagadnienia Neumanna u»yto równania


aªkowego Fredholma drugiego rodzaju:

∂Φ(x)

∂n(x)
= πσ(x)−

∫

C

∂ lnr(x, ξ)

∂n(x)
σ(ξ) ds(ξ), x ∈ C. (6.54)

Natomiast zagadnienie o mieszany
h warunka
h brzegowy
h byªo rozwi¡zane

z pomo
¡ to»samo±
i Greena, a nie równa« 
aªkowy
h Fredholma.

Mo»na powiedzie¢, »e w pierwszej dekadzie 20-tego wieku wprowadzenie rów-

na« Fredholma daªo teorii poten
jaªu solidne podstawy.
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Przegl¡d przedstawiony do tej pory kon
entrowaª si� na rozwi¡zania
h pro-

blemów �zy
zny
h i in»ynieryjny
h. Sformuªowania 
z�sto zapo»y
zaªy ide�

rozkªadu skon
entrowany
h wymusze«, dla który
h równania 
aªkowe s¡ z

reguªy osobliwe. Nadto równania te s¡ wielowymiarowe, bo formuªowane s¡

dla przestrzeni 3D i na dodatek zmienne w 
zasie (4D).

Dla ±rodowiska matematy
znego wysiªki znalezienia przybli»onego rozwi¡za-

nia równa« 
aªkowy
h podejmowane byªy a» do 
zasu gªównego przeªomu,

którego dokonaª Fredholm w roku 1900. Jedn¡ z pierwszy
h monogra�i po-

±wi�
ony
h numery
znym rozwi¡zaniom równa« 
aªkowy
h napisaª Bü
kner

w roku 1952, a nast�pnie Mikhlin i Smolitsky [64℄ w roku 1967.

W wi�kszo±
i przypadków zajmowano si� równaniami jednowymiarowymi

opisuj¡
ymi zagadnienia �zy
zne, jak przepªywy 
zy rozproszenie fal, ale

równie» rozwa»ano przypadki 
zysto matematy
zne. Stosowano ró»ne podej-

±
ia, mi�dzy innymi metod� Galerkina 
zy metod� najmniejszy
h kwadratów.

Interesuj¡
ym jest, »e rozwój ten przebiegaª w dwó
h ±rodowiska
h: mate-

matyków stosowany
h i w ±rodowisku in»ynierów, jednak bez wzajemnego

przenikania si�, 
ho¢ to na pewno byªoby bardzo owo
ne.

6.1.7 Metoda 
aªek brzegowy
h

Punktem zwrotnym w rozwoju numery
zny
h rozwi¡za« brzegowy
h równa«


aªkowy
h byª rok 1967, kiedy to Rizzo opublikowaª swój artykuª zatytuªo-

wany: 'An integral equation approa
h to boundary value problems of 
lassi-


al elastostati
s'. Rizzo nast�pnie rozpo
z¡ª owo
n¡ wspóªpra
� z Cruse'em,

który byª zafas
ynowany komputerami. Wspólnie rozwi¡zali wiele interesu-

j¡
y
h problemów, jak 
ho¢by anizotropi� materiaªow¡ w zagadnienia
h ela-

sty
zno±
i. I
h wspóªpra
a zaowo
owaªa pierwsz¡ konferen
j¡ w USA w roku

1975 po±wi�
on¡ tej metodzie, u±wiadamiaj¡
 spoªe
zno±
i, jak szerokie za-

stosowania jest w stanie pokry¢ MEB. Nast�pna konferen
ja odbyªa si� w dwa

lata pó¹niej, ju» na terenie Fran
ji i miaªa 
harakter mi�dzynarodowy. Na tej

wªa±nie konferen
ji Brebbia miaª zaproszony wykªad, na którym pojawiª si�
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RIZZO

Frank Joseph

(1938-)

Urodzony w Chi
ago w USA, uko«
zyª studia w 1960 roku. Doktorat

obroniª w 1964 roku i w tym samym roku rozpo
z¡ª pra
� w University

of Washington. Po dwó
h lata
h przeniósª si� do University of Ken-

tu
ky, gdzie pozostaª przez kolejne 20 lat. W 1987 roku Rizzo przeniósª

si� do Iowa State University, który zostaª 
z�±
i¡ the Aerospa
e Engine-

ering and Engineering Me
hani
s Department. Przeszedª na emerytur�

w roku 2000. Jego pra
a doty
z¡
a równa« 
aªkowy
h stymulowaªa w

zna
znym stopniu wspóª
zesny rozwój metody elementów brzegowy
h.

JASWON

Mauri
e Aaron

(1922-)

Urodzony w Dublinie w Irlandii, uko«
zyª studia w 1944 roku. Dokto-

rat obroniª w Londynie w 1949 roku i w tym samym roku rozpo
z¡ª

pra
� w Imperial College Londyn, gdzie pozostaª a» do roku 1967. Na-

st�pnie obj¡ª stanowisko profesora matematyki w the City University

of London, gdzie pra
owaª a» do emerytury. Jaswon jest uznawany za

jednego z oj
ów metody elementów brzegowy
h z powodu ksi¡»ki jak¡

wydaª w 1963 roku [48℄.

CRUSE

Thomas Allen

(1941-)

Urodzony w stanie Indiana w USA, uko«
zyª studia w 1963 roku. Dok-

torat obroniª w 1967 roku w University of Washington. Przez 10 lat

pra
owaª dla znanej �rmy Pratt & Whitney Air
raft Group. Nast�pnie

powró
iª do »y
ia akademi
kiego jako profesor. Przeszedª na emerytur�

w 1999 roku.

BREBBIA

Carlos Alberto

(1948-)

Urodzony w Rosario w Argentynie. Jego pierwsze pra
e doty
zyªy za-

stosowa« równania Volterry do zagadnie« me
haniki. W Southampton

w Wielkiej Brytanii, obroniª pra
� doktorsk¡ w roku 1967. Pra
owaª

w Southampton jako wykªadow
a, nast�pnie w 1975 roku przeniósª si�

do Prin
eton University aby po roku powró
i¢ do Southampton. W

1981 roku zakªo»yª the Wessex Institute of Te
hnology b�d¡
y do dnia

dzisiejszego mi�dzynarodowym 
entrum bada« nad metod¡ elementów

brzegowy
h, którego jest dyrektorem.
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termin 'elementy brzegowe'. W tym samym roku Jaswon i Symm opubliko-

wali pierwsz¡ ksi¡»k� na temat numery
znej metody rozwi¡zania brzegowy
h

równa« 
aªkowy
h [48℄.

6.1.8 Równania bazowe metody elementów brzegowy
h

W pó¹ny
h lata
h 1960-ty
h inna grupa w Anglii za
z�ªa studiowa¢ równania


aªkowe pod kierunkiem Prof. Hugh Tottenham'a, który posiadaª obszern¡

bibliotek� radzie
ki
h ksi¡»ek. Za
h�
aª on swoi
h wspóªpra
owników do ba-

dania mo»liwo±
i zastosowania pra
 Muskhelishvili'ego i Kupradze w prak-

ty
e. Jednym z jego wspóªpra
owników w ów
zesnym 
zasie byª Brebbia.

Grupy badaw
ze ze Stanów Zjedno
zony
h i Anglii dziaªaªy w izola
ji. To

Brebbia z Tottenham'em zorganizowali w roku 1972 pierwsz¡ mi�dzynaro-

dow¡ konferen
j� na temat metod waria
yjny
h w in»ynierii, przeªamuj¡
 t¡

izola
j�. Konie
zno±¢ oprogramowania MES byªa impulsem do rozwoju ba-

zowy
h funk
ji iterpola
ji, kwadratur Gaussa 
zy te» metod rozwi¡zywania

du»y
h ukªadów równa« algebrai
zny
h. MEB bezpo±rednio adaptowaªa te

te
hniki, le
z kwadratury Gaussa byªy w stanie 
aªkowa¢ jedynie 
aªki nie-

osobliwe lub 
aªki z redukowaln¡ osobliwo±
i¡.

A» do roku 1977 metody numery
zne rozwi¡zuj¡
e równania 
aªkowe nazy-

wano metod¡ równa« 
aªek brzegowy
h (ang. boundary integral equation

method), zgodnie z nazewni
twem Cruse'a. Jednak»e w zwi¡zku ze wzra-

staj¡
¡ popularno±
i¡ MES staªo si� jasne, »e wiele z idei MES mo»e by¢

zastosowane do rozwi¡zywania równa« 
aªek brzegowy
h.

Co wi�
ej, równolegle z teorety
znym rozwojem MES wykazano, »e me-

toda residuów wa»ony
h mo»e by¢ zastosowana do wyprowadzenia równa«


aªek brzegowy
h. Nazwa Metoda Elementów Brzegowy
h, odzwier
iedla-

j¡
a nazw� Metody Elementów Sko«
zony
h, ostate
znie uksztaªtowaªa si�

w roku 1977.

Wydaje si�, »e nazwa Metoda Elementów Brzegowy
h (ang. Boundary Ele-
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ment Method) byªa wspólnym dzieªem grupy bada
zy z Uniwersytetu w So-

uthampton. Do grupy tej nale»eli: C.A. Brebbia, J. Dominguez, P. K. Baner-

jee i R. Butter�eld. Po raz pierwszy nazwa ta pojawiªa si� w pra
a
h z roku

1977 [24℄.

W roku 1978 Brebbia opublikowaª pierwsz¡ ksi¡»k� po±wi�
on¡ MEB, która

do
zekaªa si� kolejny
h wyda« [25℄. W tym samym roku zorganizowali pierw-

sz¡ mi�dzynarodow¡ konferen
j� na temat MEB w Uniwersyte
ie w So-

uthampton, która przeksztaª
iªa si� w 
oro
zne wydarzenia po±wi�
one tej

metodzie. W roku 1984 Brebbia zaªo»yª 
zasopismo 'Engineering Analysis-

Innovations in Computational Te
hniques', przemianowane nast�pnie w roku

1989 na 'Engineering Analysis with Boundary Elements'. Czasopismo to 
ie-

szy si� ogromn¡ popularno±
i¡ w±ród in»ynierów i naukow
ów do dnia dzi-

siejszego.

Korzystaj¡
 z metody residuów wa»ony
h i drugiej formuªy Greena otrzy-

mamy:

∫

Ω

α(w)ϕdΩ+

∫

Ω

fwdΩ=−
∫

Γ2

qNwdΓ−
∫

Γ1

qwdΓ+

∫

Γ2

ϕ
∂w

∂n
dΓ +

∫

Γ1

ϕD
∂w

∂n
dΓ, (6.55)

gdzie: α(w) = −f , ϕD jest poten
jaªem zadanym (warunki brzegowe typu

Diri
hleta) na brzegu Γ1, a qN zadan¡ warto±
i¡ po
hodnej normalnej poten-


jaªu (warunki brzegowe typu Neumanna) na brzegu Γ2.

W metodzie Galerkina za funk
je wagi przyjmuje si� lokalne funk
je ksztaªtu.

Aby równanie (6.55) wykorzysta¢ jako bazowe w MEB, nale»y przyj¡¢ tak¡

funk
j� wagi w, aby 
aªk� zawieraj¡
¡ operator α(w)mo»na ªatwo wyzna
zy¢.

Wymaganie to speªnia funk
ja w, dla której:

α(w) = 0. (6.56)

Funk
ja taka nosi nazw� rozwi¡zania podstawowego i ozna
zamy j¡ ϕ∗
. Jest

to funk
ja, która dla 
aªej przestrzeni nieograni
zonej, z wyª¡
zeniem punktu

i, speªnia równanie α(ϕ∗) = 0 wów
zas gdy w punk
ie i jest umiesz
zone ¹ró-

dªo (
zyli f = δi), przy 
zym δi jest funk
j¡ delta Dira
a. Jest to punkt
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osobliwy rozwi¡zania ϕ∗
. Rozwi¡zanie to jest nazywane funk
j¡ Greena nie-

ograni
zonej przestrzeni.

Fakty
znie rozwi¡zanie podstawowe jest wi�
 rozwi¡zaniem równania:

α(ϕ∗) = −δ(r− ri) = −δi, (6.57)

gdzie: r � wektor poªo»enia okre±laj¡
y wspóªrz�dne punktu w którym


h
emy wyzna
zy¢ rozwi¡zanie ϕ∗
, 
zyli punkt obserwa
ji, ri � wektor poªo-

»enia punktu w którym umiesz
zone jest ¹ródªo δi, 
zyli punkt ¹ródªa.

Dla dowolnej funk
ji ϕ okre±lonej w obszarze Ω wraz z brzegiem Γ, sªuszne

s¡ zale»no±
i:

∫

Ω

α(ϕ∗)ϕdΩ = −
∫

Ω

δiϕdΩ =

{

ϕi w Ω ∪ Γ,

0 poza,
(6.58)

przy 
zym ϕi jest warto±
i¡ funk
ji ϕ, jak¡ funk
ja osi¡ga w punk
ie ri.

6.1.9 Pola sta
jonarne

W polu sta
jonarnym operator α jest laplasjanem. Zatem rozwi¡zanie pod-

stawowe ϕ∗
jest rozwi¡zaniem równania:

∇2α(ϕ∗) = −δi. (6.59)

Ch
¡
 wyzna
zy¢ ϕ∗
w przestrzeni, najwygodniej jest posªu»y¢ si� wspóª-

rz�dnymi sfery
znymi � a ¹ródªo umie±
i¢ w ±rodku ukªadu wspóªrz�dny
h.

∂2ϕ∗

∂r2
+

2

r

∂ϕ∗

∂r
+ δ0 = 0. (6.60)

Rozwi¡zaniem w przestrzeni 3D jest:

ϕ∗ =
1

4πr
, (6.61)

a w przestrzeni 2D:

ϕ∗ =
1

2π
ln

1

r
. (6.62)
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Po wykorzystaniu zale»no±
i (6.58) równanie (6.55) przyjmie posta¢:

ϕi−
∫

Ω

fϕ∗dΩ+

∫

Γ2

ϕq∗dΓ+

∫

Γ1

ϕDq
∗dΓ=

∫

Γ2

qNϕ
∗dΓ +

∫

Γ1

qϕ∗dΓ. (6.63)

Wzór ten jest speªniony jedynie gdy punkt i le»y wewn¡trz obszaru Ω. Aby

ten wzór staª si� równaniem bazowym MEB, nale»y z niego wyeliminowa¢

osobliwo±¢ pojawiaj¡
¡ si�, gdy punkt i d¡»y do brzegu Γ.

Rozwa»my póªkul� � punkt i le»y w jej ±rodku. Zaªó»my, »e mamy warunki

brzegowe II-go rodzaju (tzn. Γ = Γ2). Brzeg dzielimy na dwie 
z�±
i Γ2 =

Γ2−ε ∪ Γε, wów
zas:
∫

Γ2

ϕq∗dΓ=

∫

Γ2−ε

ϕq∗dΓ+

∫

Γε

ϕq∗dΓ. (6.64)

Bior¡
 pod uwag� wzór (6.61), druga 
aªka we wzorze (6.64) wyniesie:

∫

Γε

ϕq∗dΓ=−
∫

Γε

ϕ
1

4πε2
dΓ. (6.65)

Pole póªkuli jest równe 2πε2; gdy ε→ 0, ϕ→ ϕi, a zatem:

lim
ε→0

(

−
∫

Γε

ϕ
1

4πε2
dΓ

)

= lim
ε→0

(

−ϕi
1

2

)

= −1

2
ϕi. (6.66)

Zauwa»my, »e w przej±
iu grani
znym, gdy ε → 0, to Γ2−ε → Γ2. Tak wi�


wzór (6.66) zawiera 
aªk� osobliw¡. Taki sam wynik (analogi
zne obli
zenia)

uzyskamy dla pªasz
zyzny ograni
zonej brzegiem gªadkim.

Ostate
znie dla i ∈ Γ:
1

2
ϕi−

∫

Ω

fϕ∗dΩ+

∫

Γ

ϕq∗dΓ=

∫

Γ

qϕ∗dΓ, (6.67)

przy 
zym Γ = Γ1 ∪ Γ2.

Dalsze sz
zegóªy 
zytelnik mo»e odnale¹¢ w rozdziale 6.3.7.

6.1.10 Podsumowanie

Przedstawiono krótk¡ histori� i dziedzi
two MEB. Dziedzi
two tej metody

si�ga matematy
zny
h podstaw rozwijany
h w 18-tym wieku. Rozwa»ano ist-

nienie i jednozna
zno±¢ rozwi¡zania równania Lapla
e'a, twierdzenia Gaussa
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i Stokes'a pozwalaj¡
e na reduk
j� wymiarowo±
i zada«, to»samo±
i Greena,

funk
je Greena, 
aªkowe równania Fredholma. Uogólniano to»samo±
i Greena

na zagadnienia akusty
zne, me
hani
zne i inne zagadnienia �zyki matema-

ty
znej, wykazuj¡
 i
h uniwersalizm. Aby 
zytelnik mógª umiejs
owi¢ sobie

te badania i w 
zasie, i w przestrzeni, 
o bardziej zasªu»ony
h bada
zy przed-

stawiono posiªkuj¡
 si� krótkimi notatkami biogra�
znymi.

Dopiero w pierwszej poªowie 20-tego wieku obserwujemy pierwsze próby wy-

zna
zenia rozwi¡za« numery
zny
h podejmowane bez pomo
y wspóª
zesny
h

komputerów. Le
z kiedy te staªy si� szeroko dost�pne w lata
h 1960-ty
h,

nast¡piªa prawdziwa eksplozja ró»ny
h idei rozwi¡zywania zagadnie« brze-

gowy
h, w±ród który
h najbardziej nas interesuj¡
a jest Metoda Elementów

Brzegowy
h.

Gªówny rozwój nowo
zesnej metody numery
znej znanej jako MEB nast¡piª

w lata
h 1970-ty
h. Z tak bogat¡ i zªo»on¡ histori¡ rozwoju odpowied¹ na

pytanie kto i kiedy staª si� oj
em tej metody, nie jest mo»liwa. Mo»liwym jest

jednak u±
i±lenie najwa»niejszy
h wydarze«, które doprowadziªy do rozwoju

metody znanej wspóª
ze±nie jako MEB.

Pra
e Jaswon'a z Imperial College w 1963 roku nad bezpo±redni¡ i po±redni¡

metod¡ dla zagadnie« poten
jalny
h, pra
e Kupradze i jego wspóªpra
owni-

ków z Tbilisi State University okoªo roku 1965, zainspirowaªy i
h na±ladow-


ów.

W Stana
h Zjedno
zony
h Rizzo w roku 1967 pra
owaª nad numery
znym

rozwi¡zaniem równania 
aªkowego Somigliany. Nast�pnie Cruse i inni, roz-

wijali metod� nazwan¡ metod¡ równa« 
aªek brzegowy
h (ang. Boundary

Integral Equation Method (BIEM)).

Na wyspa
h brytyjski
h Brebbia, który byª wyksztaª
ony w Southampton

w Wielkiej Brytanii, a nast�pnie w Massa
husetts Institute of Te
hnology

(MIT) w USA, i Cruse rozpo
z�li wspóªpra
� we w
zesny
h lata
h 1970-ty
h,

która zaowo
owaªa mi�dzynarodowym ru
hem na rze
z metody elementów

brzegowy
h.
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Konferen
je i 
zasopisma po±wi�
one tej metodzie za
z�ªy powstawa¢ ju» w

lata
h 1980-ty
h, aby w nast�pnym dziesi�
iole
iu osi¡gn¡¢ li
zb� okoªo 500

artykuªów 
o rok po±wi�
ony
h tej tematy
e.

6.2 Porównanie MES i MEB

Rozpo
zynaj¡
 pra
� z Metod¡ Elementów Brzegowy
h, w sposób naturalny

nasuwa si� 
h�¢ porównania z Metod¡ Elementów Sko«
zony
h (MES). Aby

dokona¢ takiego porównania, wymie«my wpierw wady i zalety MEB.

Zalety MEB:

1. Jak sama nazwa wskazuje, jest to metoda brzegowa. Zatem dyskrety-

zowany jest jedynie brzeg obszaru. To skutkuje krótszym 
zasem przy-

gotowywania dany
h (sz
zególnie istotne w nauka
h bio-medy
zny
h,

gdzie trzeba przygotowywa¢ modele dedykowane posz
zególnym pa-


jentom).

Niektórzy autorzy wskazuj¡ na reduk
j� wymiarowo±
i zada« o jeden

stopie« [13℄. Co wi�
ej, zna
znie ªatwiej jest wygenerowa¢ dobrej jako±
i

sie¢ powierz
hniow¡ ni» sie¢ obj�to±
iow¡ w przestrzeni 3D. Lokalne

zag�sz
zenia sie
i dokonuje si� zna
znie ªatwiej ni» lokalne zag�sz
zenia

sie
i obj�to±
iowej, a to ma miejs
e w zagadnienia
h adapta
yjny
h.

Ce
ha ta nabiera sz
zególnego zna
zenia w zagadnienia
h odwrotny
h

(na przykªad optymalnego projektowania ksztaªtu), gdzie wymagana

jest z itera
ji na itera
j� genera
ja sie
i od nowa (tzw. re-meshing).

2. Wysoka dokªadno±¢ wyzna
zania gradientu funk
ji stanu (np. poten-


jaªu elektry
znego), ze wzgl�du na fakt, »e jest to zmienna pierwotna

(poszukiwana), a nie jak w Metodzie Elementów Sko«
zony
h wielko±¢

wyli
zana w post-pro
essingu. To 
zyni metod� sz
zególnie przydatn¡

w zadania
h o szybko zmieniaj¡
ym si� gradien
ie. Rozwi¡zanie jest

bardziej dokªadne (w porównaniu do MES) i 
i¡gªe wewn¡trz obszaru.
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3. Obie zmienne stanu, np. Φ i jej po
hodna w kierunku normalnym do

brzegu

∂Φ
∂n
, s¡ wyli
zane z t¡ sam¡ dokªadno±
i¡.

4. Kontrowersyjna zaleta podnoszona przez niektóry
h autorów: dla tego

samego poziomu bª�dów MEB potrzebuje dyskretyza
ji o mniejszej li
z-

bie elementów i w�zªów ni» MES. Ta zaleta jednak w sposób istotny

zale»y od stosunku obj�to±
i do powierz
hni rozwa»anego obiektu.

5. Mniej niepotrzebny
h informa
ji, gdy» pole w punkta
h wewn�trzny
h

obszaru mo»e by¢ li
zone na »y
zenie u»ytkownika w zale»no±
i od po-

trzeb danego zadania.

6. MEB w sposób naturalny radzi sobie z obszarami o brzegu otwartym

(patrz rozdziaª 6.9). Jest to jedna z najbardziej istotny
h zalet tej me-

tody.

7. �atwiejsza implementa
ja metod dekompozy
ji obszarowej [38℄, bo jako

zmienna pierwotna obok poten
jaªu wyst�puje jego po
hodna normalna

do brzegu.

8. �wiejsza implementa
ja MEB w zagadnienia
h odwrotny
h � w sz
ze-

gólno±
i do optymaliza
ji linii brzegowej, poniewa» nie jet wymagana

regenera
ja sie
i obszarowej. Osobliwie doty
zy to Metody Zbiorów Po-

ziomi
owy
h (ang. Set Level Method) [79,98℄, gdy» obie metody, jak ju»

wspomniano, nale»¡ do grupy metod brzegowy
h a nie do obszarowy
h

(jak MES).

Wady MEB:

1. Peªne, niesymetry
zne, niedodatnio okre±lone i nie tak dobrze uwarun-

kowane ma
ierze wspóª
zynników jak w MES.

2. Trudna matematyka. Caªki s¡ zna
znie trudniejsze do obli
ze«, a nie-

które z ni
h s¡ osobliwe. Caªki osobliwe maj¡ istotny wpªyw na dokªad-

no±¢ rozwi¡zania, zatem musz¡ by¢ li
zone sz
zególnie dokªadnie. Wiele

pro
edur numery
zny
h MES jest bezpo±rednio stosowany
h w MEB.
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3. MEB wymaga istnienia rozwi¡zania fundamentalnego, je±li takowe nie

istnieje (np. równanie Boltzmana), MEB nie mo»e by¢ zastosowana.

4. Wn�trze musi by¢ dyskretyzowane w wielu zagadnienia
h (np. równa-

nie Poissona lub zagadnienia nieliniowo±
i materiaªowej). Ozna
za to

utrat� podstawowej zalety reduk
ji wymiarowo±
i.

5. Trudno±
i z uwzgl�dnieniem symetrii.

6. Obszary 
ienkowarstwowe, jak sz
zeliny, ¹le s¡ rozwi¡zywane klasy
zn¡

MEB ze wzgl�du na 
aªki prawie osobliwe.

7. W prze
iwie«stwie do MES, nieli
zne powsze
hnie dost�pne uniwer-

salne oprogramowanie MEB.

Zatem która z metod jest lepsza? Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, musimy

wiedzie¢, jaki problem przyjdzie nam rozwi¡zywa¢. O
zywi±
ie MEB jest

bardzo efektywna i bardziej dokªadna w zadania
h 2D i 3D z gwaªtownie

zmieniaj¡
ymi si� zmiennymi stanu, jak na przykªad zagadnienia transportu

±wiatªa 
zy zagadnienia o brzegu otwartym wyst�puj¡
e w te
hni
e wysoki
h

napi�¢ [85, 86℄.

6.3 Równanie Lapla
e'a

Równanie ró»ni
zkowe Lapla
e'a w dwuwymiarowej przestrzeni ma posta¢:

∇2Φ(r) =
∂2Φ(r)

∂x2
+
∂2Φ(r)

∂y2
, (6.68)

gdzie: Φ(r) jest funk
j¡ poten
jaln¡ (np: poten
jaª elektry
zny w elektrosta-

ty
e, temperatura w zagadnienia
h przewodzenia 
iepªa), x i y s¡ wspóªrz�d-

nymi kartezja«skimi, a r wektorem poªo»enia.

Rozwa»my dowolny obszar przedstawiony na rys.6.1, w którym poszukiwane

jest rozwi¡zanie. Zaªó»my, »e w tym obszarze jest punkt wewn�trzny r (zwy-

kle zwanym punktem ob
i¡»enia lub ¹ródªa) o wspóªrz�dny
h X i Y , oraz
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rozpatrywany obszar

brzeg 

n

0

y

x

warunki brzegowe
Neumanna

warunki brzegowe
Dirichleta

Ω

Γ
r(X,Y) r’(x’,y’)

rozpatrywany obszar

Rys. 6.1. Rozpatrywany obszar

rozwa»my dowolny punkt r′ na brzegu (zwykle nazywany punktem pola lub

punktem obserwa
ji) o wspóªrz�dny
h x′ i y′.

Takie nazewni
two jest stosowane w literaturze anglosaskiej. Je±li 
hodzi o

literatur� polskoj�zy
zn¡, to ju» nie jest tak jednozna
zne. Na przykªad w [61℄

punkt r jest nazywany punktem obserwa
ji (punktem, w którym przyªo»ono

punktowe ¹ródªo 
iepªa), a wi�
 nie
o ina
zej ni» to b�dzie stosowane w tej

ksi¡»
e. Wielkie litery ozna
zaj¡ wspóªrz�dne punktu staªego, a maªe litery

wspóªrz�dne punktu zmiennego.

W zale»no±
i od orienta
ji brzegu Γ, obszar Ω b�dzie zawarty wewn¡trz (patrz

rys.6.2a) lub na zewn¡trz brzegu, tak jak przedstawiono na rys.6.2b. Jest

to istotne, poniewa» de�niuje zwrot wektora normalnego zewn�trznego do

brzegu Γ. Zagadnienia zewn�trzne b�d¡ poruszone w dalszej 
z�±
i ksi¡»ki w

rozdziale 6.9.
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a) b)

Rys. 6.2. a) Orienta
ja brzegu Γ prze
iwna do ru
hu wskazówek zegara dla ob-

szaru wewn�trznego, b) orienta
ja zgodna z ru
hem wskazówek zegara

dla obszaru zewn�trznego � otwartego
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6.3.1 Podziaª brzegu na staªe elementy brzegowe

Brzeg rozwa»anego obszaru podzielmy na M prostoliniowy
h segmentów (li-

niowe elementy brzegowe) tak, jak to pokazano na rys.6.3a. Poszukiwane

zmienne ulokujmy w w�¹le ±rodkowym ka»dego z elementów brzegowy
h.

Warto±
i zmiennej stanu Φ lub jej po
hodnej normalnej q = ∂Φ
∂n

s¡ staªe we-

wn¡trz ka»dego z elementów i warto±¢ t¡ umiesz
zamy w w�¹le ±rodkowym

danego elementu brzegowego.

a) b)
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Rys. 6.3. a) Dyskretyza
ja linii brzegowej staªymi elementami brzegowymi z nie-

wiadomymi Φ i q = ∂Φ
∂n nad odpowiednimi segmentami linii brzegowej,

b) element staªy w lokalnym ukªadzie wspóªrz�dny
h (dla tego elementu

bazowa funk
ja interpola
ji zmienny
h stanu NΦ = Nq = 1)

Rozwa»my nast�puj¡
e równanie 
aªkowe [4, 13℄:

c(r)Φ(r) +

∫

Γ

∂G(|r− r′|)
∂n

Φ(r′)dΓ(r′) =

∫

Γ

G(|r− r′|)∂Φ(r
′)

∂n
dΓ(r′), (6.69)

gdzie: r ozna
za poªo»enie punktu ¹ródªa, a r′ poªo»enie punktu nale»¡
ego do

brzegu rozwa»anego obszaru zwykle nazywanego punktem obserwa
ji. Wspóª-


zynnik c(r) b�dzie opisany w rozdziale 6.3.7, a G jest rozwi¡zaniem funda-

mentalnym równania Lapla
e'a.
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Teraz brzegowe równanie 
aªkowe, równowa»ne równaniu Lapla
e'a (patrz

równanie (6.68)), mo»e by¢ zapisane we wspóªrz�dny
h lokalny
h ξ (patrz

rys.6.3b), zamiast we wspóªrz�dny
h kartezja«ski
h, w który
h zde�niowana

jest krzywa brzegowa Γ.

Transforma
ja punktu nale»¡
ego do elementu e linii brzegowej do lokalnego

ukªadu wspóªrz�dny
h ξ mo»e by¢ zde�niowana nast�puj¡
o:

x(ξ) =
xi + xj

2
+
xj − xi

2
ξ, y(ξ) =

yi + yj
2

+
yj − yi

2
ξ. (6.70)

Zast�puj¡
 numera
j� globaln¡ przez numera
j� stosowan¡ w lokalnym ukªa-

dzie wspóªrz�dny
h i przeksztaª
aj¡
 równanie (6.70), otrzymamy:

x(ξ) =
1

2
(1− ξ)x0 +

1

2
(1 + ξ)x1, y(ξ) =

1

2
(1− ξ)y0 +

1

2
(1 + ξ)y1. (6.71)

Od tej 
hwili b�dziemy pra
owali w ukªadzie lokalnym (numera
ja w�zªów).

Teraz równanie (6.71) mo»e by¢ zapisane w formie ma
ierzowej:

x = [x, y]T =

k=1
∑

k=0

Nk(ξ)xk, (6.72)

gdzie: Nk(ξ) jest bazow¡ funk
j¡ interpola
yjn¡ w w�¹le k-tym, a w me-


hani
e nazywan¡ funk
j¡ ksztaªtu, x jest wektorem zawieraj¡
ym wspóª-

rz�dne punktu nale»¡
ego do danego elementu brzegowego, a xk jest wekto-

rem wspóªrz�dny
h k-tego w�zªa danego elementu.

Zauwa»my, »e wektor x dla przestrzeni 3D b�dzie miaª trzy wspóªrz�dne

(x, y, z). Dla elementu staªego dwuw�zªowego bazowe funk
je interpola
ji

wspóªrz�dny
h geometry
zny
h wynosz¡:

N = [Nk=0(ξ), Nk=1(ξ)]
T =

1

2
(1 + ξkξ), (6.73)

gdzie: ξ jest wspóªrz�dn¡ lokaln¡ (patrz rys.6.3b), a wspóª
zynnik ξk wynosi:

ξ0 = −1 dla k = 0, ξ1 = +1 dla k = 1. (6.74)

Bazowa funk
ja interpola
ji jest równa jedno±
i w swoim wªasnym w�¹le

i równa zero w pozostaªy
h w�zªa
h danego elementu (patrz rys.6.9b i

rys.6.13).
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6.3.2 Numery
zne 
aªkowanie funk
ji Greena

Aby otrzyma¢ numery
zn¡ posta¢ bazowy
h równa« MEB, nale»y omówi¢

problem numery
znego 
aªkowania funk
ji znajduj¡
y
h si� pod znakiem


aªki. Niestety, to 
aªkowanie nie jest tak proste, jak w przypadku MES.

Prosz� zwró
i¢ uwag� na fakt, »e wybór lokalnego ukªadu wspóªrz�dny
h

o dziedzinie zawartej mi�dzy −1 a +1 nie jest wyborem przypadkowym.

Zastosowanie kwadratur Gaussa tego wymaga, a zostaªo ju» udowodnione, »e

s¡ one bardziej efektywne ni» np. reguªa Simpsona 
aªkowania numery
znego.

Dzielimy lini� brzegow¡ Γ na elementy Γj i dokonujemy 
aªkowania nume-

ry
znego w ka»dym z elementów w ukªadzie wspóªrz�dny
h lokalny
h ξ.
∫

Γj

f(x, y)dΓ =

∫ +1

−1

f(x(ξ), y(ξ))J(ξ)dξ, (6.75)

gdzie: f ozna
za dowoln¡ funk
j� pod
aªkow¡.

Jakobian tego przeksztaª
enia jest nast�puj¡
y:

J(ξ) =
dΓ

dξ
=

√

(

dx(ξ)

dξ

)2

+

(

dy(ξ)

dξ

)2

. (6.76)

W MEB istotn¡ spraw¡ jest okre±lenie kierunku normalnej do liniowego (2D)

lub powierz
hniowego (3D) elementu brzegowego. Najlepsz¡ metod¡ de�ni-


ji kierunku normalnego jest odwoªanie si� do algebry wektorów [14℄. Zatem

skªadowe jednostkowego wektora normalnego skierowanego na zewn¡trz roz-

patrywanego brzegu dane s¡ zale»no±
iami [13℄:

nx =
1

J(ξ)

[

dy(ξ)

dξ

]

, ny = − 1

J(ξ)

[

dx(ξ)

dξ

]

, (6.77)

gdzie:

dx(ξ)

dξ
=
dN0(ξ)

dξ
x0 +

dN1(ξ)

dξ
x1,

dy(ξ)

dξ
=
dN0(ξ)

dξ
y0 +

dN1(ξ)

dξ
y1. (6.78)

Po
hodne bazowy
h funk
ji interpola
ji mo»na ªatwo okre±li¢ i wynosz¡:

dN0(ξ)

dξ
=

d

dξ

(

1

2
(1− ξ)

)

= −1

2
,

dN1(ξ)

dξ
=

d

dξ

(

1

2
(1 + ξ)

)

=
1

2
. (6.79)
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Podstawiaj¡
 zale»no±
i (6.79) do równania (6.78), otrzymamy:

dx(ξ)

dξ
=
x1 − x0

2
,

dy(ξ)

dξ
=
y1 − y0

2
. (6.80)

Podstawiaj¡
 powy»sze zale»no±
i do równania (6.76), ostate
znie otrzy-

mamy:

J(ξ) =
dΓ

dξ
=

√

(

x1 − x0
2

)2

+

(

y1 − y0
2

)2

=
1

2
L, (6.81)

gdzie: L ozna
za dªugo±¢ elementu brzegowego.

Bior¡
 powy»sze pod uwag�, wyra»enia na skªadowe jednostkowego wektora

normalnego skierowanego na zewn¡trz rozpatrywanego obszaru dla elementu

staªego wyra»aj¡ si� w bardzo prosty sposób i jak wida¢ s¡ staªe w danym

elemen
ie. Aby uzyska¢ wektor normalny skierowany zewn�trznie, wygod-

nie jest przyj¡¢ numerowanie elementów w kierunku prze
iwnym do ru
hu

wskazówek zegara (patrz rys. 6.3a).

nx =
y1 − y0
L

, ny = −x1 − x0
L

. (6.82)

Teraz zdyskretyzowane równanie bazowe MEB, mo»emy zapisa¢ w lokalnym

ukªadzie wspóªrz�dny
h w sposób nast�puj¡
y:

c(r)Φi(r)+

M−1
∑

j=0

Φj(r
′)

∫ +1

−1

∂G(|r−r′|)
∂n

J(ξ)dξ=

M−1
∑

j=0

∂Φj(r
′)

∂n

∫ +1

−1

G(|r−r′|)J(ξ)dξ,

gdzie: M jest li
zb¡ elementów brzegowy
h, na które podzielono lini� brze-

gow¡ Γ.

Wyra»enia 
aªkowe (zawieraj¡
e funk
je Greena) mo»emy teraz przedstawi¢

w formie zwartej za pomo
¡ funk
ji Ai,j i Bi,j nast�puj¡
o:

c(r)Φi(r) +

M−1
∑

j=0

Φj(r
′)Ai,j(r, r

′) =

M−1
∑

j=0

∂Φj(r
′)

∂n
Bi,j(r, r

′). (6.83)

Aby utworzy¢ ukªad równa« algebrai
zny
h, bierzemy ka»dy z w�zªów jako

punkt ¹ródªa r i przeprowadzamy pro
edur� 
aªkowania jak to przedstawiono
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w powy»szy
h równania
h. W wyniku otrzymamy algebrai
zny ukªad równa«

liniowy
h, który w posta
i ma
ierzowej mo»na przedstawi¢ nast�puj¡
o:

[A][Φ] = [B]

[

∂Φ

∂n

]

, (6.84)

gdzie: ma
ierze [A] i [B] zawieraj¡ odpowiednie 
aªki z po
hodny
h normal-

ny
h funk
ji Greena

∂G(|r−r′|)
∂n

i 
aªki z funk
ji Greena G(|r− r′|), to zna
zy

odpowiednio funk
je Ai,j i Bi,j z równania (6.83).

Dla zagadnie« 2D, rozwi¡zaniem fundamentalnym (funk
j¡ Greena) w przy-

padku równania Lapla
e'a jest:

G(|r− r′|) = 1

2π
ln

1

|r− r′| =
1

2π
ln

1
√

(x− x′)2 + (y − y′)2
. (6.85)

Zatem wspóª
zynniki ma
ierzy wynosz¡:

Ai,j(r, r
′)=

∫ +1

−1

∂G(|r−r′|)
∂n

J(ξ)dξ, Bi,j(r, r
′)=

∫ +1

−1

G(|r−r′|)J(ξ)dξ, (6.86)

gdzie: r zale»y od indeksu i, a r′ zale»y od indeksu j, przy 
zym dla j = i

mamy:

Ai,i = c(r) =
1

2
. (6.87)

Je±li R ozna
za¢ b�dzie odlegªo±¢ pomi�dzy punktem r a punktem r′, wtedy:

R = |r− r′| =
√

(x− x′)2 + (y − y′)2. (6.88)

Po
hodna normalna funk
ji Greena w przypadku równania Lapla
e'a jest

równa:

∂G(|r− r′|)
∂n

=
∂G

∂R

∂R

∂n
=
∂G

∂R

[

∂R

∂x′
∂x′

∂n
+
∂R

∂y′
∂y′

∂n

]

=

= − 1

2πR2
[(x′ − x)nx′ + (y′ − y)ny′ ] , (6.89)

gdzie:

∂R

∂x′
=
x′ − x

R
,

∂R

∂y′
=
y′ − y

R
,

∂x′

∂n
= nx′,

∂y′

∂n
= ny′ ,

gdzie: nx′
i ny′ s¡ zde�niowane równaniem (6.77).
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Numery
zne wyzna
zanie 
aªek nieosobliwy
h

W przypadku 
aªek nieosobliwy
h, kiedy punkt r i punkt r′ nie nale»¡ do tego

samego elementu brzegowego, standardowa kwadratura Gaussa-Legendre'a

mo»e by¢ z ªatwo±
i¡ zastosowana dla dowolnej funk
ji pod
aªkowej f(ξ):

∫ +1

−1

f(ξ)dξ =

g−1
∑

i=0

wif(ξi), (6.90)

gdzie: g jest li
zb¡ punktów 
aªkowania (patrz rys.6.4), a ξi jest wspóªrz�dn¡

(lokaln¡) punktu 
aªkowania, natomiast wi jest funk
j¡ wagi i-tego punktu


aªkowania. Naj
z�±
iej u»ywane warto±
i s¡ zamiesz
zone w Tabli
y 6.1 [19℄.

j=3 Φ3

y

x
0

i=5

j=5

j=0

i=1

i=2
i=0

i=4

i=3j=4
Φ4

q4
q3

r

− punkty
Ω

obszar
calkowania

numerycznego

g=0

g=1

g=2

g=3

r−r’ j=2

r’
j=1

(  )ξ

ξ

Rys. 6.4. Caªkowanie numery
zne dla elementów staªy
h

Numery
zne wyzna
zanie 
aªek osobliwy
h

Caªki mog¡ by¢ wyzna
zone z pomo
¡ standardowy
h kwadratur Gaussa dla

wszystki
h elementów z wyj¡tkiem ty
h zawieraj¡
y
h rozwa»any w�zeª. W

tym sz
zególnym przypadku wspóª
zynniki Ai,i ma
ierzy [A] (ª¡
znie z 
zªo-

nem 
(r)) s¡ równe

1
2
, a 
aªki we wspóª
zynnika
h Bi,i mog¡ by¢ wyzna
zone

anality
znie.



6.3 Równanie Lapla
e'a 181

Tabli
a 6.1. Kwadratury Gaussa

n i Wspóªrz�dne, ±ξi Wagi, wi

4 1 0.33998104358485626480 0.65214515486254614263

2 0.86113631159405257522 0.34785484513745385737

6 1 0.23861918608319690863 0.46791393457269104739

2 0.66120938646626451366 0.36076157304813860757

3 0.93246951420315202781 0.17132449237917034504

10 1 0.14887433898163121089 0.29552422471475287017

2 0.43339539412924719080 0.26926671930999635509

3 0.67940956829902440623 0.21908636251598204400

4 0.86506336668898451073 0.14945134915058059315

5 0.97390652851717172008 0.06667134430868813759

12 1 0.12523340851146891547 0.24914704581340278500

2 0.36783149899818019375 0.23349253653835480876

3 0.58731795428661744730 0.20316742672306592175

4 0.76990267419430468704 0.16007832854334622633

5 0.90411725637047485668 0.10693932599531843096

6 0.98156063424671925069 0.04717533638651182719

16 1 0.09501250983763744019 0.18945061045506849629

2 0.28160355077925891323 0.18260341504492358887

3 0.45801677765722738634 0.16915651939500253819

4 0.61787624440264374845 0.14959598881657673208

5 0.75540440835500303390 0.12462897125553387205

6 0.86563120238783174388 0.09515851168249278481

7 0.94457502307323257608 0.06225352393864789286

8 0.98940093499164993260 0.02715245941175409485

Odlegªo±¢ R (patrz równanie (6.88)) pomi�dzy punktem r a punktem r′(ξ)

zale»y od zmiennej zde�niowanej w lokalnym ukªadzie wspóªrz�dny
h w na-

st�puj¡
y sposób:

R(ξ) = |r− r′(ξ)| , (6.91)
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zatem: Bi,i(R(ξ)) =

∫ +1

−1

G(R(ξ))J(ξ)dξ =
L

2

∫ +1

−1

1

2π
ln

1

R(ξ)
dξ, (6.92)

gdzie: w przypadku elementu staªego J(ξ) jest zde�niowany przez równanie

(6.81), a L ozna
za dªugo±¢ elementu brzegowego.

Caªka ta mo»e by¢ z ªatwo±
i¡ obli
zona anality
znie [25℄. Zatem równanie

(6.92) staje si�:

Bi,i(R(ξ)) =
1

π

L

2

(

ln
1
L
2

+ 1

)

. (6.93)

Dla przypadków bardziej zªo»ony
h mo»e by¢ zastosowana spe
jalna logaryt-

mi
zna reguªa 
aªkowania numery
znego [23, 46, 49, 56, 61℄:

∫ 1

0

f(η) ln
1

η
dη =

gl−1
∑

i=0

wif(ηi), (6.94)

gdzie: gl jest li
zb¡ punktów 
aªkowania logarytmi
znego, ηi jest wspóªrz�dn¡

lokaln¡, której odpowiada funk
ja wagi wi (patrz Tabli
a 6.2).

Tabli
a 6.2. Logarytmi
zne kwadratury Gaussa

n i ηi wi

4 1 0.04144848019938322080 0.38346406814513512485

2 0.24527491432060225194 0.38687531777476262734

3 0.55616545356027583718 0.19043512695014241536

4 0.84898239453298517465 0.03922548712995983245

8 1 0.01332024416089246501 0.16441660472800288683

2 0.07975042901389493841 0.23752561002330602050

3 0.19787102932618805379 0.22684198443191912637

4 0.35415399435190941967 0.17575407900607024499

5 0.52945857523491727771 0.11292403024675905186

6 0.70181452993909996384 0.05787221071778207239

7 0.84937932044110667605 0.02097907374213297804

8 0.95332645005635978877 0.00368640710402761901
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Zauwa»my, »e grani
e 
aªkowania w tym wypadku s¡ od 0 do 1, a nie jak

poprzednio od −1 do +1.

Przykªad 10

Rozpatrzmy bardzo prosty przykªad, a mianowi
ie obszar jednostkowego

kwadratu o mieszany
h warunka
h brzegowy
h. Na okªadka
h górnej i dolnej

zadano warunki brzegowe typu Diri
hleta odpowiednio +10.V i −10.V, a na

brzega
h pionowy
h jednorodne warunki brzegowe typu Neumanna.

Dla prostoty obszar podzielono na 
ztery elementy brzegowe zerowego rz�du,

jak pokazano na rys. 6.5.

123

4

5 6 7

8Φ

Φ

Φ

Φ

1

2

3

4∂ Φ2/∂ n ∂ Φ4/∂ n

∂ Φ1/∂ n

∂ Φ3/∂ n

Rys. 6.5. Kondensator pªaski podzielony na 
ztery elementy brzegowe

Po podziale warunki brzegowe i niewiadome na posz
zególny
h segmenta
h

brzegu mo»na zapisa¢ nast�puj¡
o:

Φ(Γ1) = Φ1 = 10V Φ(Γ3) = Φ3 = −10V ∂Φ1

∂n
=? ∂Φ3

∂n
=?

∂Φ
∂n

∣

∣

Γ2
= ∂Φ2

∂n
= 0 ∂Φ

∂n

∣

∣

Γ4
= ∂Φ4

∂n
= 0 Φ2 =? Φ4 =?
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Γ Γ

ΓΓ

Γ Γ

ΓΓ

Γ Γ

ΓΓ

Γ

Γ Γ

Γ

4

1

2

3

1

11

2

22

3

33

4

4

0

y

x x

xx

0

00

y

yy

r’
r’r’

r’

r’

r’

r’

r’

r’

r’

r’

r’

r’

r’

r

r

r

11

r’

2

3
3

3

4

4

11

2

2
2

3
4

4

4

1

4

r’

3 3

33

1

4
2

r

1

r −r’1 4

3r r’−

4 2r −r’
r −r’1

2r’
−r

r −r’4

42−r

2r −r’3

421 r −r’ r’r1−

3r r’−

r2−r’

r’

Rys. 6.6. Caªkowanie po elementa
h brzegowy
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Aby wyzna
zy¢ 
ztery niewiadome musimy uªo»y¢ 
ztery równania.

1

2
Φ1 +

∫

Γ1

∂G(|r1 − r′
1
|)

∂n
Φ1dΓ1 +

∫

Γ2

∂G(|r1 − r′
2
|)

∂n
Φ2dΓ2 +

+

∫

Γ3

∂G(|r1 − r′
3
|)

∂n
Φ3dΓ3 +

∫

Γ4

∂G(|r1 − r′
4
|)

∂n
Φ4dΓ4 =

=

∫

Γ1

G(|r1 − r′
1
|)∂Φ1

∂n
dΓ1+

∫

Γ2

G(|r1 − r′
2
|)∂Φ2

∂n
dΓ2+

+

∫

Γ3

G(|r1 − r′
3
|)∂Φ3

∂n
dΓ3+

∫

Γ4

G(|r1 − r′
4
|)∂Φ4

∂n
dΓ4,

1

2
Φ2 +

∫

Γ1

∂G(|r2 − r′
1
|)

∂n
Φ1dΓ1 +

∫

Γ2

∂G(|r2 − r′
2
|)

∂n
Φ2dΓ2 +

+

∫

Γ3

∂G(|r2 − r′
3
|)

∂n
Φ3dΓ3 +

∫

Γ4

∂G(|r2 − r′
4
|)

∂n
Φ4dΓ4 =

=

∫

Γ1

G(|r2 − r′
1
|)∂Φ1

∂n
dΓ1+

∫

Γ2

G(|r2 − r′
2
|)∂Φ2

∂n
dΓ2+

+

∫

Γ3

G(|r2 − r′
3
|)∂Φ3

∂n
dΓ3+

∫

Γ4

G(|r2 − r′
4
|)∂Φ4

∂n
dΓ4,

(6.95)

1

2
Φ3 +

∫

Γ1

∂G(|r3 − r′
1
|)

∂n
Φ1dΓ1 +

∫

Γ2

∂G(|r3 − r′
2
|)

∂n
Φ2dΓ2 +

+

∫

Γ3

∂G(|r3 − r′
3
|)

∂n
Φ3dΓ3 +

∫

Γ4

∂G(|r3 − r′
4
|)

∂n
Φ4dΓ4 =

=

∫

Γ1

G(|r3 − r′
1
|)∂Φ1

∂n
dΓ1+

∫

Γ2

G(|r3 − r′
2
|)∂Φ2

∂n
dΓ2+

+

∫

Γ3

G(|r3 − r′
3
|)∂Φ3

∂n
dΓ3+

∫

Γ4

G(|r3 − r′
4
|)∂Φ4

∂n
dΓ4,

1

2
Φ4 +

∫

Γ1

∂G(|r4 − r′
1
|)

∂n
Φ1dΓ1 +

∫

Γ2

∂G(|r4 − r′
2
|)

∂n
Φ2dΓ2 +

+

∫

Γ3

∂G(|r4 − r′
3
|)

∂n
Φ3dΓ3 +

∫

Γ4

∂G(|r4 − r′
4
|)

∂n
Φ4dΓ4 =

=

∫

Γ1

G(|r4 − r′
1
|)∂Φ1

∂n
dΓ1+

∫

Γ2

G(|r4 − r′
2
|)∂Φ2

∂n
dΓ2+

+

∫

Γ3

G(|r4 − r′
3
|)∂Φ3

∂n
dΓ3+

∫

Γ4

G(|r4 − r′
4
|)∂Φ4

∂n
dΓ4.
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Wielko±
i: Φ1,Φ2,Φ3,Φ4,
∂Φ1

∂n
,

∂Φ2

∂n
,

∂Φ3

∂n
,

∂Φ4

∂n
mo»na wy
i¡gn¡¢ przed znak od-

powiedni
h 
aªek, gdy» z zaªo»enia s¡ staªe nad odpowiednimi elementami

brzegowymi Γ1 o w�zªa
h 1,2,3 (patrz rys. 6.5) a» do elementu brzegowego

Γ4 o w�zªa
h 7,8,1. Numera
ja poten
jaªów i i
h po
hodny
h normalny
h

zwi¡zana jest, w przypadku elementu staªego, z numera
j¡ elementów a nie

z numera
j¡ w�zªów. Dlatego, na przykªad poten
jaª Φ1 za
zepiony jest w

w�¹le 2 elementu Γ1 a poten
jaª Φ2 w w�¹le 4 elementu Γ2 itd..

Zapisuj¡
 w skró
ie posz
zególne elementy ukªadu równa« (6.95), otrzy-

mamy:











A11 A12 A13 A14

A21 A22 A23 A24

A31 A32 A33 A34

A41 A42 A43 A44





















Φ1

Φ2

Φ3

Φ4











=











B11 B12 B13 B14

B21 B22 B23 B24

B31 B32 B33 B34

B41 B42 B43 B44





















∂Φ1

∂n
∂Φ2

∂n
∂Φ3

∂n
∂Φ4

∂n











. (6.96)

gdzie:

elementy gªównej przek¡tnej Aii wyra»one s¡ nast�puj¡
o:

1
2

+
∫

Γi

∂G(|ri−r
′
i|)

∂n
dΓi.

Caªka tego wyra»enia jest osobliwa, gdy» promienie ri i r
′
i s¡ sobie równe

(patrz rys. 6.6). Natomiast elementy Aij le»¡
e poza gªówn¡ przek¡tn¡ wy-

nosz¡:

∫

Γj

∂G(|ri−r
′
j |)

∂n
dΓj.

W ukªadzie równa« (6.96) w wektora
h zarówno po lewej, jak i po prawej

stronie mamy poprzeplatane wielko±
i znane z poszukiwanymi. Nale»y tak

przeksztaª
i¢ ukªad równa« (6.96), aby wielko±
i poszukiwane byªy po lewej

stronie, a wielko±
i znane po stronie prawej.











−B11 A12 −B13 A14

−B21 A22 −B23 A24

−B31 A32 −B33 A34

−B41 A42 −B43 A44





















∂Φ1

∂n

Φ2

∂Φ3

∂n

Φ4











=











−A11 B12 −A13 B14

−A21 B22 −A23 B24

−A31 B32 −A33 B34

−A41 B42 −A43 B44





















Φ1

∂Φ2

∂n

Φ3

∂Φ4

∂n











.(6.97)

Warto±
i li
zbowe elementów ma
ierzy wspóª
zynników lewej i prawej strony

przedstawione s¡ poni»ej. B�d¡ one pomo
ne w przypadku budowy wªasnego

algorytmu MEB.
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Tabli
a 6.3. Ma
ierz [A] przed przeksztaª
eniem

0.5000 -0.1762 -0.1476 -0.1762

-0.1762 0.5000 -0.1762 -0.1476

-0.1476 -0.1762 0.5000 -0.1762

-0.1762 -0.1476 -0.1762 0.5000

Tabli
a 6.4. Ma
ierz [B] przed przeksztaª
eniem

0.2695 0.0533 -0.0062 0.0533

0.0533 0.2695 0.0533 -0.0062

-0.0062 0.0533 0.2695 0.0533

0.0533 -0.0062 0.0533 0.2695

Po przeksztaª
enia
h zgodny
h z (6.97) ma
ierz [A] przyjmie nast�puj¡
¡

posta¢:

Tabli
a 6.5. Ma
ierz [A] po przeksztaª
enia
h

-0.2695 -0.1762 0.0062 -0.1762

-0.0533 0.5000 -0.0533 -0.1476

0.0062 -0.1762 -0.2695 -0.1762

-0.0533 -0.1476 -0.0533 0.5000

Przy zadany
h warunka
h brzegowy
h w jednostkowym kwadra
ie moduª

rozwi¡zania dokªadnego powinien by¢ równy 20[V/m℄. Bª¡d rozwi¡zania wy-

nosi zatem 34.5%. Tak wysoki bª¡d mo»na usprawiedliwi¢ bardzo rzadk¡

dyskretyza
j¡, jedynie 
ztery elementy brzegowe (patrz rys.6.5)!

Rozkªad funk
ji poten
jalnej nad obszarem kwadratu jednostkowego, oraz

rozkªad bª�du dla poten
jaªu przedstawiono na rys.6.7. Wyniki te zostaªy

uzyskane z pomo
¡ programu MATLAB, którego listing zamiesz
zony jest

poni»ej.
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Tabli
a 6.6. Transponowany wektor prawy
h stron rhs po przeksztaª
enia
h

-6.4758 0.0000 6.4758 0.0000

Tabli
a 6.7. Transponowany wektor rozwi¡za«

∂Φ
∂n Φ ∂Φ

∂n Φ

23.4922 0.0000 -23.4922 0.0000
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Rys. 6.7. Rozwi¡zanie 
zyli rozkªad poten
jaªu: a) dla dyskretyza
ji rzadkiej, b)

dla dyskretyza
ji g�stej
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Rys. 6.8. Rozkªad bª�du wzgl�dnego dla poten
jaªu Φ w obszarze: a) dla dyskre-

tyza
ji rzadkiej, b) dla dyskretyza
ji g�stej
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Listing 6.1. Zagadnienie Diri
hleta

1 % //================================================================

2 % // ∗∗∗ Zagadnienie Diri
hleta ∗∗∗

3 % //================================================================

4 global n_elements n_nodes n_elements_x n_elements_y x_extr_1 y_extr_1 ;

5 global dimension de l ta ;

6

7 n_elements_x=1;

8 n_elements_y=n_elements_x ;

9

10 n_elements=4∗n_elements_x ;

11 n_nodes = n_elements ;

12

13 dimension = 3 ;

14

15 de l ta =0.125/1;

16 no_int_points=(1.− de l ta )/ de l ta ;

17

18 % //

19 % // wspolrzedne punktow narozny
h

20 % //

21 x_extr_1 = [ 1 . 0 , 0 . 0 , 0 . 0 , 1 . 0 ℄ ;

22 y_extr_1 = [ 1 . 0 , 1 . 0 , 0 . 0 , 0 . 0 ℄ ;

23 s 
 a l e =1. ; % wspol
zynnik ska l

24 x_extr_1 = x_extr_1∗ s 
 a l e ;

25 y_extr_1 = y_extr_1∗ s 
 a l e ;

26 % //==================================================================

27 %

28 nb
u=2∗n_elements_x ;

29 nb
n=2∗n_elements_y ;

30 %

31 % // in i 
 j a l i z a 
 j a ma
ierzy a∗u=b∗d u/d n; gdzie u funk
ja poten
jalna

32

33 for i x=1:n_elements

34 for i y =1:n_elements

35 a ( ix , i y ) = 0 . ;

36 b( ix , i y ) = 0 . ;

37 end

38 end

39 % // genera
ja s ie 
 i elementow brzegowy
h

40 [ x , y ℄ = xyData_1 ( 1 ) ;

41

42 [ node ℄ = nodData_1 ( 1 ) ;

43 node

44 [ zz ℄ = domain_plot_1(x , y , node ) ;

45 zz

46

47 %

48 % //∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

49 for nodep=1:n_elements

50

51 % // def in i
 ja punktu zrodla

52 nod=node ( nodep , 2 ) ;

53 xp = x (nod ) ;

54 yp = y (nod ) ;

55 % //

56 % //++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++

57 for i e lemq=1:n_elements

58 % //−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

59 nodeq=node ( ielemq , 2 ) ;

60 xq = x ( nodeq ) ;

61 yq = y ( nodeq ) ;

62 nodeq=ie lemq ;

63

64 % // 
alkowanie 
alek nieosobliwy
h − kernel2 () i kernel1 ( ) ;

65 [ a_aux ℄ = nons in (1 , ielemq , 1 , x , y , xp , yp , node ) ;

66

67 a ( nodep , nodeq ) = a ( nodep , nodeq ) + a_aux ( 1 ) ;

68 b( nodep , nodeq ) = b( nodep , nodeq ) + a_aux ( 2 ) ;
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69

70 % // 
alkowanie 
alek osobliwy
h

71 i f nodep == nodeq

72 [ diag ℄ = kerndiag (nodep , 1 , x , y , xp , yp , node ) ;

73 b( nodep , nodep)=diag ;

74 end

75 end % //∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ konie
 p e t l i ielemq ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

76

77 % //++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++

78 % //glowna przekatna ;

79

80 a ( nodep , nodep )=0 . ;

81 for nodeq=1:n_elements

82 i f ( nodep~=nodeq )

83 a ( nodep , nodep)=a ( nodep , nodep)−a ( nodep , nodeq ) ;

84 end

85 end

86

87 end % //∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ konie
 p e t l i nodep ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

88

89 [ i s t o ru , presu , i s t o rn , df idn ℄= boun_data_1 ( 1 ) ;

90

91 % // in i 
 j a l i z a 
 j a wektora prawy
h stron rhs

92 for i x =1:n_elements

93 rhs ( ix )=0 . ;

94 end

95 %

96 disp ( ' m a 
 i e r z p r z e d p r z e k s z t a l 
 e n i e m ' ) ;

97 a

98 b

99 % rhs

100

101 % // warunki brzegowe

102 for nodep=1:n_elements

103 [ a , b , rhs ℄= boun_
ond_1( nodep , a , b , rhs , nb
u , i s to ru , presu ) ;

104 end

105 disp ( ' po p r z e k s z t a l 
 e n i a 
 h ' ) ;

106 a

107 b

108 % rhs

109 % // rozwiazanie

110 %

111 x_sol=a\ rhs '

112 %

113 % // wyzna
zanie wartos
i funk
 j i poten
ja lnej wewnatrz obszaru

114 disp ( ' f u n k 
 j a p o t e n 
 j a l n a w e w n a t r z o b s z a r u ' ) ;

115

116 [ f i_ in ℄= int_
al_1 ( no_int_points , x , y , x_sol , nb
u , i s to ru , presu , nb
n , i s to rn , dfidn , node ) ;

117

118 % //==================================================================

Listing 6.2. Genera
ja sie
i elementów brzegowy
h

1 %//==================================================================

2 fun
tion [ x , y ℄ = xyData_1 ( i_region )

3

4 global n_elements n_nodes n_elements_x n_elements_y x_extr_1 y_extr_1 ;

5 global dimension ;

6

7 n_nodes_x=n_elements_x∗2;

8 n_nodes_y=n_elements_y∗2;

9

10 delta_x=(x_extr_1(1)−x_extr_1 (2 ) )/ n_elements_x/2 ;

11 delta_y=(y_extr_1(2)−y_extr_1 (3 ) )/ n_elements_y/2 ;

12

13 for i =1:n_nodes_x

14 x ( i )=x_extr_1(1)−delta_x∗( i −1);

15 y ( i )=y_extr_1 ( 1 ) ;
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16 end

17 for i =1:n_nodes_y

18 x ( i+n_nodes_x)=x_extr_1 ( 2 ) ;

19 y ( i+n_nodes_x)=y_extr_1(2)−delta_y∗( i −1);

20 end

21 for i =1:n_nodes_x

22 x ( i+n_nodes_x+n_nodes_y)=x_extr_1 (3)+delta_x∗( i −1);

23 y ( i+n_nodes_x+n_nodes_y)=y_extr_1 ( 3 ) ;

24 end

25 for i =1:n_nodes_y

26 x ( i+n_nodes_x+n_nodes_y+n_nodes_x)=x_extr_1 ( 4 ) ;

27 y ( i+n_nodes_x+n_nodes_y+n_nodes_x)=y_extr_1 (4)+delta_y∗( i −1);

28 end

29

30 disp ( ' w s p o l r z e d n e x o r a z y w e z l o w s i e 
 i e l e m e n t o w b r z e g o w y 
 h ' ) ;

31 x

32 y

33

34 end

35 %//==================================================================

36

37 %//==================================================================

38 fun
tion [ node ℄=nodData_1 ( i_region )

39

40 global n_elements n_nodes n_elements_x n_elements_y x_extr_1 y_extr_1 ;

41 global dimension ;

42

43 for i x =1:n_elements

44 node ( ix , 1 ) = 2∗ ix−1;

45 node ( ix , 2 ) = node ( ix , 1 ) + 1 ;

46 node ( ix , 3 ) = node ( ix , 1 ) + 2 ;

47 end

48 node ( n_elements ,3)=node ( 1 , 1 ) ;

49

50 end

51 % //==================================================================

Listing 6.3. Wizualiza
ja badanego obszaru

1 % //==================================================================

2 fun
tion [ zz ℄ = domain_plot_1(x , y , node )

3

4 global n_elements n_nodes n_elements_x n_elements_y x_extr_1 y_extr_1 ;

5 global dimension ;

6

7 disp ( ' = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = ' ) ;

8

9 zz=1;

10 figure (1 )

11

12 for i =1: n_elements

13

14 i1=node ( i , 1 ) ; i 2=node ( i , 2 ) ; i 3=node ( i , 3 ) ;

15 ex=[x ( i1 ) x ( i 3 ) ℄ ; ey=[y( i 1 ) y ( i 3 ) ℄ ;

16

17 plot ( ex , ey , ' ko - ' , ' M a r k e r S i z e ' ,10/ zz , ' M a r k e r F a 
 e C o l o r ' , ' y ' ) ;

18 hold on ;

19

20 plot ( x ( i 2 ) , y ( i 2 ) , ' ko ' , ' M a r k e r S i z e ' ,10/ zz ) ;

21 end

22

23 xm=max( x ) / 3 0 . ;

24 ym=max( y ) / 3 0 . ;

25

26 for i =1:n_nodes∗2

27 s t r=int2str ( i ) ;

28 text ( x ( i )+xm, y ( i )+ym, s t r ) ;

29 end
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30

31 i f zz==1

32 XMIN=min(x )−0.1;

33 XMAX=max(x )+0 .1 ;

34 YMIN=min(y )−0.1;

35 YMAX=max(y )+0 .1 ;

36

37 axis ( [XMIN XMAX YMIN YMAX℄ )

38 end

39 axis square ;

40 axis o f f ;

41 disp ( ' = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = ' ) ;

Listing 6.4. Wspóª
zynniki ukªadu równa«

1 % // ================================================================

2 fun
tion [ a_aux ℄ = nons in ( i
 , ielemq , i_region , x , y , xp , yp , node )

3

4 global n_elements n_nodes n_elements_x n_elements_y x_extr_1 y_extr_1 x_extr_2 y_extr_2 ;

5 global dimension n_region ;

6 global nb
i_u nb
i_n ;

7

8 global n_n n_e dimA;

9 global inter_nod_1 inter_nod_2 ;

10 global i s t o r i_1 i s t o r i_2 ;

11 global dimB_row ;

12 global mat_1 mat_2 ;

13

14 % n_gauss=4;

15 % xg=[−.86113631159405257522,−.33998104358485626480,

16 % .33998104358485626480, .86113631159405257522℄;

17 % wg=[ .34785484513745385737, .65214515486254614263,

18 % .65214515486254614263, .34785484513745385737℄;

19

20 % n_gauss=10;

21 % xg=[ 0.97390652851717172008, 0.86506336668898451073,

22 % 0.67940956829902440623, 0.43339539412924719080,

23 % 0.14887433898163121089,−0.14887433898163121089,

24 % −0.43339539412924719080,−0.67940956829902440623,

25 % −0.86506336668898451073,−0.97390652851717172008℄;

26 %

27 % wg=[ 0.06667134430868813759, 0.14945134915058059315,

28 % 0.21908636251598204400, 0.26926671930999635509,

29 % 0.29552422471475287017, 0.29552422471475287017,

30 % 0.26926671930999635509, 0.21908636251598204400,

31 % 0.14945134915058059315, 0.06667134430868813759℄;

32

33 n_gauss=12;

34 xg=[ 0.98156063424671925069 , 0 .90411725637047485668 ,

35 0.76990267419430468704 , 0 .58731795428661744730 ,

36 0.36783149899818019375 , 0 .12523340851146891547 ,

37 −0.12523340851146891547 ,−0.36783149899818019375 ,

38 −0.58731795428661744730 ,−0.76990267419430468704 ,

39 −0.90411725637047485668 ,−0.98156063424671925069℄;

40

41 wg=[ 0.04717533638651182719 , 0 .10693932599531843096 ,

42 0.16007832854334622633 , 0 .20316742672306592175 ,

43 0.23349253653835480876 , 0 .24914704581340278500 ,

44 0.24914704581340278500 , 0 .23349253653835480876 ,

45 0.20316742672306592175 , 0 .16007832854334622633 ,

46 0.10693932599531843096 , 0 .04717533638651182719 ℄ ;

47 %

48 % n_gauss=16;

49 % xg=[ 0.09501250983763744019, 0.28160355077925891323,

50 % 0.45801677765722738634, 0.61787624440264374845,

51 % 0.75540440835500303390, 0.86563120238783174388,

52 % 0.94457502307323257608, 0.98940093499164993260,

53 % −0.09501250983763744019,−0.28160355077925891323,
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54 % −0.45801677765722738634,−0.61787624440264374845,

55 % −0.75540440835500303390,−0.86563120238783174388,

56 % −0.94457502307323257608,−0.98940093499164993260℄;

57 %

58 % wg=[ 0.18945061045506849629, 0.18260341504492358887,

59 % 0.16915651939500253819, 0.14959598881657673208,

60 % 0.12462897125553387205, 0.09515851168249278481,

61 % 0.06225352393864789286, 0.02715245941175409485,

62 % 0.18945061045506849629, 0.18260341504492358887,

63 % 0.16915651939500253819, 0.14959598881657673208,

64 % 0.12462897125553387205, 0.09515851168249278481,

65 % 0.06225352393864789286, 0.02715245941175409485℄;

66

67 for i x =1:2

68 a_aux( ix )=0 . ;

69 end

70

71 % // zmienna h odpowiednik wspolrzedny
h punktow 
alkowania kwadratury Gaussa

72 for ig =1:n_gauss

73 h=xg ( i g ) ;

74

75 [ shapf ℄ = shapef (h ) ;

76

77 [ ja
_tab ℄ = Ja
obi ( ielemq , i_region , h , x , y , node ) ;

78

79 [ kern_tab ℄ = kerne l ( ielemq , i_region , h , x , y , xp , yp , node ) ;

80

81 kern1 = kern_tab(1)∗ ja
_tab(2)+kern_tab(2)∗ ja
_tab ( 3 ) ;

82 % // wspol
zynniki ma
ierzy a (po lewej stronie )

83 a_aux(1 ) = a_aux(1)+wg( ig )∗ kern1∗ ja
_tab ( 1 ) ;

84 % // wspol
zynniki ma
ierzy b (po prawej stronie )

85 a_aux(2 ) = a_aux(2)+wg( ig )∗ kern_tab(3)∗ ja
_tab ( 1 ) ;

86 end

87 % //================================================================

88 % //================================================================

89 fun
tion [ shapf ℄ = shapef (h )

90 % // 
a l
u la te the quadrati
 shape fun
tions

91 shapf (1)=0.5∗ h∗(h−1.0) ;

92 shapf (2)=(1.0+ h)∗(1.0−h ) ;

93 shapf (3)=0.5∗ h∗(h+1 .0 ) ;

94 % //================================================================

95 % //================================================================

96 fun
tion [ ja
_tab ℄ = Ja
obi ( ielem , i_region , h , x , y , node )

97

98 global n_elements n_nodes n_elements_x n_elements_y x_extr_1 y_extr_1 x_extr_2 y_extr_2 ;

99 global dimension n_region ;

100 global nb
i_u nb
i_n ;

101

102 global n_n n_e dimA;

103 global inter_nod_1 inter_nod_2 ;

104 global i s t o r i_1 i s t o r i_2 ;

105 global dimB_row ;

106 global mat_1 mat_2 ;

107

108 % // wspolrzedne lokalne

109 dxdh = 0 . ;

110 dydh = 0 . ;

111

112 shapd=shaped (h ) ;

113 for i 
 =1: dimension

114 i i 
=node ( ielem , i 
 ) ;

115

116 dxdh = dxdh + shapd ( i 
 )∗x( i i 
 ) ;

117 dydh = dydh + shapd ( i 
 )∗y( i i 
 ) ;

118 end

119 % // ob l i 
zanie Ja
obianu − "xja
ob"

120 xja
ob = sqrt ( dxdh∗dxdh + dydh∗dydh ) ;

121

122 % // wstrzymanie dzia lania programu j e s l i jakobian j e s t b l i s k i zeru

123 i f xja
ob <=1.E−10
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124

125 disp ( ' x j a 
 o b l e s s t h a n e p s f r o m J a 
 o b i f u n 
 t i o n ' ) ;

126 end

127

128 % // skladowe x−owe i y−owe jednostkowego normalnego wektora

129 xnorm = +dydh/ xja
ob ;

130 ynorm = −dxdh/ xja
ob ;

131

132 ja
_tab (1 ) = xja
ob ;

133 ja
_tab (2 ) = xnorm ;

134 ja
_tab (3 ) = ynorm ;

135 % //================================================================

136 % //================================================================

137 fun
tion [ kern_tab ℄ = kerne l ( ielem , i_region , h , x , y , xp , yp , node )

138

139 global n_elements n_nodes n_elements_x n_elements_y x_extr_1 y_extr_1 x_extr_2 y_extr_2 ;

140 global dimension n_region ;

141 global nb
i_u nb
i_n ;

142

143 global n_n n_e dimA;

144 global inter_nod_1 inter_nod_2 ;

145 global i s t o r i_1 i s t o r i_2 ;

146 global dimB_row ;

147 global mat_1 mat_2 ;

148

149 % // uklad wspolrzedny
h lokalny
h

150 xq = 0 . ;

151 yq = 0 . ;

152

153 [ shapf ℄= shapef (h ) ;

154 for i 
 =1: dimension

155 i i 
=node ( ielem , i 
 ) ;

156

157 xq = xq + shapf ( i 
 )∗x( i i 
 ) ;

158 yq = yq + shapf ( i 
 )∗y( i i 
 ) ;

159 end

160

161 rpq=sqrt ( ( xp−xq )∗ ( xp−xq)+(yp−yq )∗ ( yp−yq ) ) ;

162 rpq1=1./ rpq ;

163 rpq2 =1./((xp−xq )∗ ( xp−xq)+(yp−yq )∗ ( yp−yq ) ) ;

164 pi1 =1./(2 .∗ pi ) ;

165

166 kern_tab(1 ) = +pi1∗ rpq2 ∗(xp−xq ) ;

167 kern_tab(2 ) = +pi1∗ rpq2 ∗(yp−yq ) ;

168 kern_tab(3 ) = pi1∗ log ( rpq1 ) ;

169 % //================================================================

170 % //================================================================

171 fun
tion [ diag ℄=kerndiag ( ielem , x , y , xp , yp , node )

172

173 dx = x( node ( ielem , 3 ) ) − x( node ( ielem , 1 ) ) ;

174 dy = y( node ( ielem , 3 ) ) − y( node ( ielem , 1 ) ) ;

175

176 xq = (x ( node ( ielem , 3 ) ) + x ( node ( ielem , 1 ) ) ) / 2 . ;

177 yq = (y ( node ( ielem , 3 ) ) + y ( node ( ielem , 1 ) ) ) / 2 . ;

178

179 % // dlugos
 elementu brzegowego

180 length = sqrt ( dx∗dx+dy∗dy ) ;

181 pi1 =1./(2 .∗ pi ) ;

182

183 diag = pi1∗ length ∗(1.+ log ( 2 . / length ) ) ;

184 % //================================================================

Listing 6.5. Warunki brzegowe

1 % //==================================================================

2 fun
tion [ i s t o ru , presu , i s t o rn , df idn ℄= boun_data_1 ( i_region )

3

4 global n_elements n_nodes n_elements_x n_elements_y x_extr_1 y_extr_1 ;
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5

6 % // is toru − prze
howuje numery elementow z warunkami brzegowymi Diri
hleta

7

8 for i =1:n_elements_x

9 i s t o r u ( i )= i ;

10 i s t o r u ( i+n_elements_x)= i+n_elements_x+n_elements_y ;

11 end

12 % // presu − prze
howuje warto±
i warunkow brzegowy
h Diri
hleta

13 for i =1:n_elements_x

14 presu ( i )=10 . ;

15 presu ( i+n_elements_x)=−10.;

16 end

17

18 % // warunki brzegowe Neumanna

19 for i =1:n_elements_y

20 i s t o r n ( i )= i+n_elements_x ;

21 i s t o r n ( i+n_elements_x)= i+2∗n_elements_x+n_elements_y ;

22 end

23

24 for i =1:n_elements_y

25 df idn ( i )=0 . ;

26 df idn ( i+n_elements_y)=0 . ;

27 end

28 % //==================================================================

29

30 % //==================================================================

31 fun
tion [ a , b , rhs ℄= boun_
ond_1( nodep , a , b , rhs , nb
u , i s to ru , presu )

32

33 global n_elements n_nodes n_elements_x n_elements_y x_extr_1 y_extr_1 ;

34

35 % // wprowadzanie warunkow brzegowy
h

36 for i b 
=1:nb
u

37 ie lem = is t o r u ( ib
 ) ;

38

39 % // konstruowanie wektora prawy
h stron

40 rhs ( nodep ) = rhs ( nodep)−a ( nodep , ie lem )∗ presu ( ib
 ) ;

41

42 % // modyfika
ja ma
ierzy a

43 a ( nodep , ie lem ) = − b(nodep , ie lem ) ;

44 end

45 % //==================================================================

Listing 6.6. Poten
jaª wewn¡trz obszaru

1 %//==================================================================

2 fun
tion [ f i_ in ℄=int_
al_1 ( no_int_points , x , y , x_sol , nb
u , i s to ru , presu , nb
n , i s to rn , dfidn , node )

3

4 global n_elements n_nodes n_elements_x n_elements_y x_extr_1 y_extr_1 ;

5 global dimension de l ta ;

6

7 eps=1.E−6;

8

9 n_gauss=16;

10 xg=[ 0.09501250983763744019 , 0 .28160355077925891323 ,

11 0.45801677765722738634 , 0 .61787624440264374845 ,

12 0.75540440835500303390 , 0 .86563120238783174388 ,

13 0.94457502307323257608 , 0 .98940093499164993260 ,

14 −0.09501250983763744019 ,−0.28160355077925891323 ,

15 −0.45801677765722738634 ,−0.61787624440264374845 ,

16 −0.75540440835500303390 ,−0.86563120238783174388 ,

17 −0.94457502307323257608 ,−0.98940093499164993260℄;

18

19 wg=[ 0.18945061045506849629 , 0 .18260341504492358887 ,

20 0.16915651939500253819 , 0 .14959598881657673208 ,

21 0.12462897125553387205 , 0 .09515851168249278481 ,

22 0.06225352393864789286 , 0 .02715245941175409485 ,

23 0.18945061045506849629 , 0 .18260341504492358887 ,

24 0.16915651939500253819 , 0 .14959598881657673208 ,
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25 0.12462897125553387205 , 0 .09515851168249278481 ,

26 0.06225352393864789286 , 0 .02715245941175409485 ℄ ;

27

28 % // purpose : to 
a l
u la te the in terna l values of the s ta te fun
tion

29 for i =1:no_int_points

30 xp=de l ta ∗ i ;

31

32 for j =1:no_int_points

33 yp=de l ta ∗ j ;

34 j j=j+(i −1)∗no_int_points ;

35 x_in ( j j )=xp ; y_in ( j j )=yp ;

36

37 % // ++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++

38 [ f i ℄ = fi_arrang_1 ( x_sol , nb
u , i s to ru , presu ) ;

39 % f i

40 [ d f i ℄=dfi_arrang_1 ( x_sol , nb
u , i s to ru , presu , nb
n , i s to rn , df idn ) ;

41 % df i

42 % // i n i t i a l i z a t i o n of fi_in

43 f i_ in ( j j )=0 . ;

44 % // take ea
h element on the boundary in turn as the f i e l d element

45 % // ielemq

46 for i e lemq=1:n_elements

47

48 % // −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

49 fi_temp=f i ( ie lemq ) ;

50 dfi_temp=d f i ( ie lemq ) ;

51 % // −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

52 % // made the var iab l e h equal to the ordinary Gaussian quadrature

53 for ig =1:n_gauss

54 h=xg ( i g ) ;

55

56 [ shapf ℄= shapef (h ) ;

57

58 [ ja
_tab ℄ = Ja
obi ( ielemq , 1 , h , x , y , node ) ;

59

60 [ kern_tab ℄ = kerne l ( ielemq , 1 , h , x , y , xp , yp , node ) ;

61 kern1 = kern_tab(1)∗ ja
_tab(2)+kern_tab(2)∗ ja
_tab ( 3 ) ;

62

63 f i_ in ( j j )=f i_ in ( j j )+ja
_tab (1)∗wg( ig )∗(−kern1∗ fi_temp+kern_tab(3)∗ dfi_temp ) ;

64

65 end

66 end

67

68 end

69 end

70 %

71

72 Fi=reshape ( f i_in , no_int_points , no_int_points)

73 Xi=reshape ( x_in , no_int_points , no_int_points)

74 Yi=reshape ( y_in , no_int_points , no_int_points)

75 figure ( 2 ) ;

76 surf (Xi , Yi , Fi ) ;

77 set (g
a , ' X T i 
 k ' , [ 0 : de l t a ∗1: no_int_points∗ de l ta ∗ 1 ℄ ) ;

78 set (g
a , ' Y T i 
 k ' , [ 0 : de l t a ∗1: no_int_points∗ de l ta ∗ 1 ℄ ) ;

79 xlabel ( ' x ' ) ;

80 ylabel ( ' y ' ) ;

81 zlabel ( ' f u n k 
 j a p o t e n 
 j a l n a ' ) ;

82 box on ;

83 %//==================================================================
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6.3.3 Dyskretyza
ja brzegu na liniowe

elementy brzegowe

Cho
ia» element staªy jest najprostszym z elementów, dzi�ki swojej prosto
ie

jest naj
h�tniej stosowany w prakty
e. W sz
zególno±
i nie ma problemów

z naro»ami, dla który
h stosowane s¡ spe
jalne te
hniki, aby po
hodne nor-

malne funk
ji stanu w taki
h naro»a
h dla elementów liniowy
h 
zy kwadra-

towy
h (
o zoba
zymy pó¹niej) mogªy by¢ poprawnie uwzgl�dnione.

W prze
iwie«stwie do izoparametry
znego elementu brzegowego drugiego

rz�du, element liniowy nie posiada zna
z¡
y
h zalet w porównaniu do ele-

mentu staªego.

Geometria elementu jest interpolowana w identy
zny sposób jak dla elementu

staªego, jedynie zmienna stanu i jej po
hodna normalna jest interpolowana

wielomianem stopnia pierwszego. Jednak pªa
i¢ za to musimy kªopotami jakie

pojawiaj¡ si� w naro»a
h obszaru. Rozwa»my obszar podzielony na liniowe

elementy brzegowe, jak to przedstawiono na rys. 6.9a.
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(j)

(j) k=1Φ

k=0

(ξ)

1

N

(ξ)

(ξ)N1

N0

Rys. 6.9. a) Dyskretyza
ja brzegu na elementy liniowe; i - numera
ja w�zªów, j - nu-

mera
ja elementów, k - numera
ja w lokalnym ukªadzie wspóªrz�dny
h,

b) element liniowy w lokalnym ukªadzie wspóªrz�dny
h

Ka»dy element, ozna
zony indeksem górnym (j) w ka»dym z w�zªów posiada

dwie niewiadome Φ i q(j) = ∂Φ
∂n
.
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Transforma
ja wspóªrz�dny
h jest identy
zna jak w przypadku poprzedniego

elementu (patrz rys. 6.9a):

x(ξ) =

1
∑

k=0

Nk(ξ)xk = N0(ξ)x0 +N1(ξ)x1,

y(ξ) =

1
∑

k=0

Nk(ξ)yk = N0(ξ)y0 +N1(ξ)y1. (6.98)

Dla elementu z interpola
j¡ liniow¡ bazowe funk
je interpola
ji wynosz¡:

N(ξ) = [Nk=0(ξ), Nk=1(ξ)]
T =

1

2
(1 + ξkξ), (6.99)

gdzie: dla k = 0 ξk = −1 a dla k = 1 ξk = +1.

Bazowe funk
je interpola
ji zde�niowane równaniem (6.99) s¡ liniowymi

funk
jami takimi jak: Nk(ξ) = 1 w w�¹le k = 0 i Nk(ξ) = 0 w w�¹le

k = 1, tak jak to pokazano na rys. (6.9b).

Dla izoparametry
znego elementu liniowego te same bazowe funk
je interpo-

la
yjne s¡ stosowane do transforma
ji geometrii oraz do reprezenta
ji zmien-

ny
h stanu i i
h po
hodny
h normalny
h. Jest to pewna niezgodno±¢ z �-

zy
zn¡ natur¡ opisywany
h zjawisk, ale metody numery
zne, poszukuj¡
e

rozwi¡za« przybli»ony
h, dopusz
zaj¡ takie rozwi¡zania.

Φ(ξ) =
1
∑

k=0

Nk(ξ)Φk = N0(ξ)Φ0 +N1(ξ)Φ1,

i (6.100)

∂Φ(ξ)

∂n
=

1
∑

k=0

Nk(ξ)
∂Φk

∂n
= N0(ξ)

∂Φ0

∂n
+N1(ξ)

∂Φ1

∂n
.

6.3.4 Caªkowanie numery
zne

W przypadku brzegowego elementu liniowego 
aªkowanie numery
zne mo»e

by¢ przeprowadzone w podobny sposób jak to byªo w przypadku elementu

staªego.
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Jakobian transforma
ji i skªadowe jednostkowego wektora normalnego skie-

rowanego na zewn¡trz rozpatrywanego obszaru s¡ li
zone zgodnie ze wzorami

(6.81) i (6.77).

Krzywa brzegowa Γ jest podzielona na elementy brzegowe Γj . Teraz równanie


aªkowe (6.69) przyjmie posta¢:

c(r)Φi(r) +

M−1
∑

j=0

∫

Γj

∂G(|r− r′|)
∂n

Φ(j)(r′)dΓ(r′) =

=
M−1
∑

j=0

∫

Γj

G(|r− r′|)∂Φ
(j)(r′)

∂n
dΓ(r′), (6.101)

gdzie: M jest 
aªkowit¡ li
zb¡ elementów liniowy
h.

Caªkowanie numery
zne jest przeprowadzone dla ka»dego elementu brzego-

wego Γj wyra»onego we wspóªrz�dny
h lokalny
h ξ:

c(r)Φi(r) +

M−1
∑

j=0

∫ +1

−1

∂G(|r− r′|)
∂n

1
∑

k=0

Φ
(j)
k (r′)Nk(ξ)J(ξ)dξ =

=

M−1
∑

j=0

∫ +1

−1

G(|r− r′|)
1
∑

k=0

∂Φ
(j)
k (r′)

∂n
Nk(ξ)J(ξ)dξ. (6.102)

Warto±
i w w�zªa
h s¡ staªe (tzn. nie zale»¡ od zmiennej lokalnej ξ), tak wi�


ostate
znie równanie (6.102) mo»emy zapisa¢ w nast�puj¡
ej posta
i:

c(r)Φi(r) +
M−1
∑

j=0

1
∑

k=0

Φ
(j)
k (r′)

∫ +1

−1

∂G(|r− r′|)
∂n

Nk(ξ)J(ξ)dξ =

=
M−1
∑

j=0

1
∑

k=0

∂Φ
(j)
k (r′)

∂n

∫ +1

−1

G(|r− r′|)Nk(ξ)J(ξ)dξ. (6.103)

Je±li ozna
zymy wyra»enia zawieraj¡
e 
aªki z po
hodnej normalnej funk
ji

Greena

∂G(|r−r
′|)

∂n
i 
aªki z funk
ji Greena G(|r− r′|) odpowiednio jako a i b,
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wtedy otrzymamy:

a
(j)
i,k(r, r

′) =

∫ +1

−1

∂G(|r− r′|)
∂n

Nk(ξ)J(ξ)dξ,

(6.104)

b
(j)
i,k(r, r

′) =

∫ +1

−1

G(|r− r′|)Nk(ξ)J(ξ)dξ.

Teraz równanie (6.103) przyjmie posta¢:

c(r)Φi(r) +

M−1
∑

j=0

1
∑

k=0

a
(j)
i,k(r, r

′)Φ(r′)
(j)
k =

M−1
∑

j=0

1
∑

k=0

b
(j)
i,j (r, r

′)
∂Φ(r′)

(j)
k

∂n
, (6.105)

gdzie: r zale»y od indeksu i a r′ zale»y od indeksu j.

Dla brzegów gªadki
h (nie zawieraj¡
y
h naro»y) funk
je zawieraj¡
e 
aªki

a
(j)
i,k i b

(j)
i,k mog¡ by¢ zawarte w funk
ji globalnej Ai,j i Bi,j (patrz równa-

nie (6.106)).

Aby utworzy¢ liniowy ukªad równa« algebrai
zny
h, rozpatrzmy ka»dy w�zeª

obszaru jako punkt ¹ródªa r i przeprowadzimy 
aªkowanie, jak wskazano w

równaniu (6.103). W wyniku uzyskamy nast�puj¡
y ukªad równa« w posta
i

ma
ierzowej:

[A][Φ] = [B]

[

∂Φ

∂n

]

, (6.106)

gdzie: ma
ierze [A] i [B] s¡ ty
h samy
h rozmiarów (ale tylko dla brzegu gªad-

kiego, bez ostry
h naro»y, gdy nie ma skoku warto±
i po
hodnej w w�zªa
h).

Po
hodne normalne funk
ji Greena s¡ li
zone podobnie jak dla elementu sta-

ªego, patrz równanie (6.89). W przypadku wkl�sªy
h lub wypukªy
h naro»y,

taki
h jak na rys.8.35, wymagane jest spe
jalne podej±
ie [14℄. Zagadnienia

te b�d¡ omawiane sz
zegóªowo nie
o pó¹niej.

Punkty r i r′ znajduj¡ si� w ró»ny
h elementa
h

Rozwa»my najpierw funk
j� Greena G(|r− r′|).
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Mo»na wyró»ni¢ dwa przypadki: pierwszy, gdy punkt ¹ródªa i punkt obserwa-


ji s¡ w ró»ny
h elementa
h brzegowy
h. Wtedy 
aªki s¡ nieosobliwe. Nie
o

trudniejszy mo»e okaza¢ si� przypadek drugi, kiedy oba rozwa»ane punkty

znajduj¡ si� w tym samym elemen
ie. Wtedy mamy do 
zynienia z 
aªkami

prawie osobliwymi.

Ozna
zmy odlegªo±¢ pomi�dzy dwoma punktami jako:

R = |r− r′| =
√

(x′ − x)2 + (y′ − y)2, (6.107)

wtedy, aby wyli
zy¢ 
aªki, nale»y rozwa»y¢ nast�puj¡
e dwa przypadki:

Punkt r jest w pierwszym w�¹le (k = 0) elementu liniowego:

R2 = [x′(ξ)− x0]
2
+ [y′(ξ)− y0]

2
=

= [N0(ξ)x0 +N1(ξ)x1 − x0]
2 + [N0(ξ)y0 +N1(ξ)y1 − y0]

2 , (6.108)

gdzie: N0(ξ) i N1(ξ) s¡ okre±lone równaniem (6.99).

Zatem:

R2=

[

1

2
(1−ξ)x0+

1

2
(1+ξ)x1−x0

]2

+

[

1

2
(1−ξ)y0+

1

2
(1+ξ)y1−y0

]2

. (6.109)

Punkt r jest drugim w�zªem (k = 1) elementu liniowego:

R2=

[

1

2
(1−ξ)x0+

1

2
(1+ξ)x1−x1

]2

+

[

1

2
(1−ξ)y0+

1

2
(1+ξ)y1−y1

]2

. (6.110)

Punkty r i r′ znajduj¡ si� w obr�bie tego samego elementu oraz

r 6= r′

W tym przypadku funk
je pod
aªkowe s¡ osobliwe, ale bazowa funk
ja inter-

pola
jiNk(ξ) w oto
zeniu punktu r jest rz�du r. Zatem ilo
zyn funk
ji Greena

i bazowej funk
ji interpola
ji jest nieosobliwy i 
aªki mog¡ by¢ wyzna
zone

z pomo
¡ standardowy
h kwadratur Gaussa.

Zatem wszystkie elementy pozadiagonalne w ma
ierza
h [A] i [B] mog¡ by¢

wyzna
zone w zwykªy sposób.
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Punkty r i r′ s¡ w tym samym elemen
ie liniowym, ale r = r′, tak

wi�
 R → 0

W tym przypadku standardowa kwadratura Gaussa nie mo»e by¢ u»yta

ze wzgl�du na osobliwo±¢ funk
ji pod
aªkowej. Rozpatruj¡
 funk
j� Greena

G(r, r′) = 1
2π

ln 1
R
, jest o
zywistym, »e kiedy r d¡»y do r′, osobliwo±¢ ma

posta¢ ln 1
η
z η → 0. Sz
z�±liwie 
aªka z tej posta
i funk
ji mo»e by¢ wyzna-


zona za pomo
¡ spe
jalnej kwadratury logarytmi
znej, podobnie jak to byªo

w przypadku poprzedniego elementu brzegowego (patrz równanie (6.94)).

ξ=−1

ξ=+1

ξ=−1

ξ=0

ξ=+1

η

a) b)

ξ=0

η
ξ ξ

k=0

k=1

k=0

k=1

(1)
(0)η   = 0

(0)

η   = 1(0)
η   = 0(1)

(1)η   = 1

Rys. 6.10. Transforma
ja wspóªrz�dny
h, a) r jest w pierwszym w�¹le elementu

brzegowego, b) w drugim w�¹le

Mo»na zastosowa¢ prost¡ liniow¡ transforma
j� (patrz rys.6.10) aby zmienn¡

ξ sprowadzi¢ do nowego ukªadu wspóªrz�dny
h η:

1. je±li wektor poªo»enia r jest w pierwszym w�¹le (k = 0) elementu:

η(k=0) = 0.5(1 + ξ), (6.111)

2. je±li wektor poªo»enia r jest w drugim w�¹le (k = 1) elementu:

η(k=1) = 0.5(1− ξ). (6.112)

Dla w�zªa pierwszego równanie (6.109) mo»e by¢ przeksztaª
one do posta
i:

R2 = [0.5(1 + ξ)]2
[

(x1 − x0)
2 + (y1 − y0)

2] =
(

η(0)
)2
L2, (6.113)
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gdzie: tak jak poprzednio, L jest dªugo±
i¡ liniowego elementu brzegowego.

Dla w�zªa drugiego równanie (6.110) mo»e by¢ przeksztaª
one do posta
i:

R2 = [0.5(1− ξ)]2
[

(x0 − x1)
2 + (y0 − y1)

2] =
(

η(1)
)2
L2. (6.114)

Zatem, posta¢ ogólna wyra»enia dla 
zªonu logarytmi
znego mo»e by¢ wyra-

»ona nast�puj¡
o:

G(|r− r′|) = 1

2π
ln

1

|r− r′| =
1

2π
ln

1

η(k)L
=

1

2π
ln

1

η(k)
− 1

2π
lnL, (6.115)

gdzie: k ozna
za numer w�zªa, a η(k) przeksztaª
a grani
e 
aªkowania z gra-

ni
y od −1 do +1 na grani
e od 0 do +1 dla k = 0 oraz od +1 do −1

na grani
e od 0 do +1 dla k = 1. Funk
ja z równania (6.115) mo»e by¢

podzielona na dwie 
z�±
i: 
z�±¢ zawieraj¡
¡ logarytmi
zna funk
j� i 
z�±¢

nielogarytmi
zn¡.

Rozpatrzmy teraz funk
j� pod
aªkow¡ zawieraj¡
¡ po
hodn¡ normaln¡ funk-


ji Greena. Mo»na wykaza¢, »e zawiera ona osobliwo±¢ typu 1/η(k), gdy

η(k) → 0. Zatem nie mo»emy w tym przypadku u»ywa¢ standardowej kwa-

dratury Gaussa, nawet je±li zastosujemy bardzo du»¡ li
zb� punktów 
aªko-

wania. Co wi�
ej, musimy wyzna
zy¢ wspóª
zynnik 
(r) [14℄, poniewa» jest

on dodawany do wyrazów na gªównej przek¡tnej ma
ierzy [A]. Pozostaªe ele-

menty poza gªówn¡ przek¡tn¡ ma
ierzy [A] mog¡ by¢ wyzna
zone, jest zatem

sposób, aby obej±¢ problem bezpo±redniego wyzna
zenia wspóª
zynnika 
(r).

Wyzna
zenie wspóª
zynnika 
(r) zostanie sz
zegóªowo przedstawione w roz-

dziale 6.3.7.

6.3.5 Podziaª linii brzegowej na elementy kwadratowe

W Dyfuzyjnej Tomogra�i Opty
znej lub Tomogra�i Impedan
yjnej mu-

simy pra
owa¢ z bardzo skomplikowanymi ksztaªtami obiektów (na przykªad

gªówka niemowl�
ia z jej wszystkimi detalami, jak nosek, o
zy 
zy uszy).

Dlatego sporo uwagi w podr�
zniku po±wi�
imy na elementy z interpola
j¡

wielomianami wy»szy
h stopni ni» staªy 
zy element liniowy. Gªówn¡ nasz¡
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uwag� skon
entrujemy na elemen
ie z interpola
j¡ stopnia drugiego w prze-

strzeni 2D i 3D. Jest to kompromis mi�dzy wzgl�dn¡ prostot¡ interpola
ji

a dokªadno±
i¡ odwzorowania skomplikowany
h ksztaªtów rozpatrywanego

obiektu i jedno
ze±nie dokªadno±
i¡ obli
ze«.

Rozwa»my obszar przedstawiony na rys. 6.11.
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i=0
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(j=3)Φ

q
10= q

k=2

8=
q

k=2q

= Φk=0
(j=3)

= Φk=2
(j=2)

q k=2
(j=2)

k=1

(j=3)(j=4)
=k=0
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10Φ =

Rys. 6.11. Dyskretyza
ja linii brzegowej elementami brzegowymi z interpola
j¡

wielomianem stopnia drugiego

Podobnie jak poprzednio, mo»emy wprowadzi¢ lokalny ukªad wspóªrz�dny
h

o zmiennej ξ z po
z¡tkiem ukªadu w w�¹le ±rodkowym elementu i dziedzinie

w zakresie od −1 do +1, jak pokazano na rys. 6.12.

x(ξ) =

2
∑

k=0

Nk(ξ)xk = N0(ξ)x0 +N1(ξ)x1 +N2(ξ)x2,

y(ξ) =

2
∑

k=0

Nk(ξ)yk = N0(ξ)y0 +N1(ξ)y1 +N2(ξ)y2, (6.116)

gdzie: Nk(ξ) jest bazow¡ funk
j¡ interpola
ji stopnia drugiego, tak¡ »e:

Nk(ξ) = 1 we wªasnym w�¹le, a w pozostaªy
h w�zªa
h przyjmuje warto±¢

równ¡ zeru. I tak na przykªad dla w�zªa k = 0 funk
ja N0(−1) = 1, a w
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ξ

k=2

k=1

k=0

ξ=−1

ξ=0
punkt srodkowy

punkt krancowy

ξ=+1
punkt krancowy

Rys. 6.12. Izoparametry
zny element kwadratowy

pozostaªy
h dwó
h w�zªa
h k = 1 i k = 2 funk
ja N0(0) = 0 oraz N0(1) = 0.

N0(ξ) = −ξ
2
(1− ξ) = 0.5ξ(ξ − 1),

N1(ξ) = (1 + ξ)(1− ξ) = 1− ξ2, (6.117)

N2(ξ) = +
ξ

2
(1 + ξ) = 0.5ξ(ξ + 1).

Je±li elementy maj¡ by¢ izoparametry
zne, ty
h samy
h funk
ji u»yjemy do
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−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

0.5

1

ξ

N
2

N
1

N
0

Rys. 6.13. Bazowe funk
je interpola
ji
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interpola
ji poszukiwany
h warto±
i:

Φ(ξ) =

2
∑

k=0

Nk(ξ)Φk = N0(ξ)Φ0 +N1(ξ)Φ1 +N2(ξ)Φ2,

i (6.118)

∂Φ(ξ)

∂n
=

2
∑

k=0

Nk(ξ)
∂Φk

∂n
= N0(ξ)

∂Φ0

∂n
+N1(ξ)

∂Φ1

∂n
+N2(ξ)

∂Φ2

∂n
.
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Rys. 6.14. Zmiana po
hodnej normalnej q = ∂Φ
∂n wzdªu» linii brzegowej inter-

polowanej kwadratowym elementem brzegowym dla brzegu gªadkiego

(rysunek górny) i dla brzegu z ostrym naro»em, gdzie wido
zna jest

nie
i¡gªo±¢ (skok) po
hodnej (rysunek dolny)

Rozkªad bazowy
h funk
ji interpola
ji w elemen
ie brzegowym jest przedsta-

wiony na rys. 6.13.

W przypadku elementów kwadratowy
h, podobnie jak to byªo dla elemen-

tów liniowy
h (rys.6.9a), po
hodne normalne li
zone s¡ w w�zªa
h kra«
o-

wy
h elementu. W przypadku brzegu gªadkiego po
hodne normalne dwó
h
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s¡siedni
h elementów brzegowy
h s¡ równe zarówno 
o do wielko±
i jak i


o do kierunku. Natomiast w przypadku ostry
h naro»y istnieje rozbie»no±¢

kierunków, 
o zilustrowano na rys.6.14.

6.3.6 Caªkowanie numery
zne

Dla elementów kwadratowy
h numery
zne 
aªkowanie mo»e by¢ przeprowa-

dzone analogi
znie do poprzednio omówiony
h elementów brzegowy
h. Jako-

bian przeksztaª
enia i skªadowe jednostkowego wektora normalnego skiero-

wanego na zewn¡trz rozpatrywanego obszaru s¡ li
zone zgodnie ze wzorami

(6.77) i (6.81).

Skªadowe wektora normalnego s¡ teraz funk
jami wspóªrz�dnej lokalnej ξ

(patrz równanie (6.77)):

nx(ξ) =
1

J(ξ)

[

dy(ξ)

dξ

]

, ny(ξ) = − 1

J(ξ)

[

dx(ξ)

dξ

]

, (6.119)

gdzie: jakobian J(ξ) jest okre±lony wzorem (6.76), a

dx(ξ)

dξ
=

dN0(ξ)

dξ
x0 +

dN1(ξ)

dξ
x1 +

dN2(ξ)

dξ
x2,

(6.120)

dy(ξ)

dξ
=

dN0(ξ)

dξ
y0 +

dN1(ξ)

dξ
y1 +

dN2(ξ)

dξ
y2,

a po
hodne bazowy
h funk
ji interpola
ji wynosz¡:

dN0(ξ)

dξ
=

d

dξ

(

−ξ
2
(1− ξ)

)

= ξ − 1

2
,

dN1(ξ)

dξ
=

d

dξ
((1 + ξ)(1− ξ)) = −2ξ, (6.121)

dN2(ξ)

dξ
=

d

dξ

(

+
ξ

2
(1 + ξ)

)

= ξ +
1

2
.

Caªkowanie numery
zne, we wspóªrz�dny
h lokalny
h ξ jest przeprowadzane
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dla ka»dego elementu brzegowego Γj w sposób nast�puj¡
y:

c(r)Φi(r) +

M−1
∑

j=0

∫ +1

−1

2
∑

k=0

Φ
(j)
k (r′)Nk(ξ)

∂G(|r− r′|)
∂n

J(ξ)dξ =

=

M−1
∑

j=0

∫ +1

−1

2
∑

k=0

∂Φ
(j)
k (r′)

∂n
G(|r− r′|)Nk(ξ)J(ξ)dξ, (6.122)

gdzie: M jest 
aªkowit¡ li
zb¡ kwadratowy
h elementów brzegowy
h.

Staªe warto±
i w�zªowe wy
i¡gamy przed znak 
aªki, otrzymuj¡
:

c(r)Φi(r) +

M−1
∑

j=0

2
∑

k=0

Φ
(j)
k (r′)

∫ +1

−1

∂G(|r− r′|)
∂n

Nk(ξ)J(ξ)dξ =

=
M−1
∑

j=0

2
∑

k=0

∂Φ
(j)
k (r′)

∂n

∫ +1

−1

G(|r− r′|)Nk(ξ)J(ξ)dξ. (6.123)

Ozna
zaj¡
 wyra»enia 
aªkowe zawieraj¡
e po
hodne normalne funk
ji Gre-

ena

∂G(|r−r′|)
∂n

oraz zawieraj¡
e funk
je Greena G(|r− r′|) odpowiednio jako a
oraz b, otrzymamy:

a
(j)
i,k(r, r

′) =

∫ +1

−1

∂G(|r− r′|)
∂n

Nk(ξ)J(ξ)dξ,

(6.124)

b
(j)
i,k(r, r

′) =

∫ +1

−1

G(|r− r′|)Nk(ξ)J(ξ)dξ.

Teraz równanie (6.123) przyjmie posta¢:

c(r)Φi(r) +

M−1
∑

j=0

2
∑

k=0

a
(j)
i,k(r, r

′)Φ(r′)
(j)
k =

M−1
∑

j=0

2
∑

k=0

b
(j)
i,j (r, r

′)
∂Φ(r′)

(j)
k

∂n
, (6.125)

gdzie: r, podobnie jak poprzednio, zale»y od indeksu i, a r′ zale»y od in-

deksu j.

Dla brzegu gªadkiego wyra»enia a
(j)
i,k oraz b

(j)
i,k mog¡ by¢ zgromadzone razem

w Ai,j oraz Bi,j (patrz równanie (6.126)).

Nast�pnie w 
elu utworzenia liniowego ukªadu równa« algebrai
zny
h dla

ka»dego w�zªa jako punktu ¹ródªowego r (wiersze ma
ierzy wspóª
zynników)
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przeprowadzamy 
aªkowanie zgodnie z (6.124). W wyniku otrzymamy:

[A][Φ] = [B]

[

∂Φ

∂n

]

, (6.126)

gdzie: ma
ierze [A] i [B] s¡ ty
h samy
h rozmiarów, ale tylko dla brzegu gªad-

kiego, na którym nie wyst�puje skok warto±
i po
hodnej normalnej zmiennej

stanu.

Po
hodne normalne funk
ji Greena li
zone s¡ identy
znie, jak w przypadka
h

poprzedni
h (patrz równanie (6.89)).

Punkty r i r′ znajduj¡ si� w ró»ny
h elementa
h

Rozpatrzmy najpierw 
aªkowanie funk
ji G(|r− r′|), dla której rozwa»y¢ mu-
simy dwa przypadki.

Pierwszy przypadek, kiedy punkt ¹ródªa i punkt obserwa
ji s¡ w ró»ny
h

elementa
h. Wtedy 
aªki nie s¡ osobliwe. I drugi przypadek, kiedy oba te

punkty s¡ w tym samym elemen
ie. Wtedy 
aªki mog¡ by¢ prawie osobliwe

lub osobliwe.

Je±li odlegªo±¢ mi�dzy punktami, podobnie jak poprzednio, ozna
zymy:

R = |r− r′| =
√

(x′ − x)2 + (y′ − y)2, (6.127)

wtedy, aby wyzna
zy¢ 
aªki, musimy rozpatrzy¢ trzy przypadki:

Punkt r jest pierwszym w�zªem (k = 0) elementu:

R2 = [x′(ξ)− x0]
2
+ [y′(ξ)− y0]

2
=

= [N0(ξ)x0 +N1(ξ)x1 +N2(ξ)x2 − x0]
2 + (6.128)

+ [N0(ξ)y0 +N1(ξ)y1 +N2(ξ)y2 − y0]
2 ,

gdzie: N0(ξ), N1(ξ) i N2(ξ) s¡ wyra»one równaniem (6.117).
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Tak wi�
:

R2 =

[

−ξ
2
(1− ξ)x0 + (1 + ξ)(1− ξ)x1 +

ξ

2
(1 + ξ)x2 − x0

]2

+

+

[

−ξ
2
(1− ξ)y0 + (1 + ξ)(1− ξ)y1 +

ξ

2
(1 + ξ)y2 − y0

]2

. (6.129)

Punkt r jest drugim w�zªem (k = 1) elementu:

R2 =

[

−ξ
2
(1− ξ)x0 + (1 + ξ)(1− ξ)x1 +

ξ

2
(1 + ξ)x2 − x1

]2

+

+

[

−ξ
2
(1− ξ)y0 + (1 + ξ)(1− ξ)y1 +

ξ

2
(1 + ξ)y2 − y1

]2

. (6.130)

Punkt r jest trze
im w�zªem (k = 2) elementu:

R2 =

[

−ξ
2
(1− ξ)x0 + (1 + ξ)(1− ξ)x1 +

ξ

2
(1 + ξ)x2 − x2

]2

+

+

[

−ξ
2
(1− ξ)y0 + (1 + ξ)(1− ξ)y1 +

ξ

2
(1 + ξ)y2 − y2

]2

. (6.131)

Punkty r i r′ s¡ w tym samym elemen
ie, ale r 6= r′

W tym przypadku, pojawia si� osobliwo±¢, ale bazowe funk
je interpola
ji

Nk(ξ) w oto
zeniu r s¡ rz�du r. Zatem ilo
zyn funk
ji Greena i bazowej

funk
ji interpola
ji staje si� nieosobliwy. Caªki mog¡ by¢ li
zone standardo-

wymi kwadraturami Gaussa.

Punkty r i r′ s¡ w tym samym elemen
ie, ale r = r′, tak wi�
 R → 0

Niestety, teraz standardowa kwadratura Gaussa nie mo»e by¢ u»yta ze

wzgl�du na nieusuwaln¡ osobliwo±¢. Rozwa»aj¡
 wpierw funk
j� G(r, r′) =
1
2π

ln 1
R
, jasnym jest, »e gdy r d¡»y do r′, osobliwo±¢ jest posta
i ln 1

η
, gdy

η → 0.

Na sz
z�±
ie taka posta¢ funk
ji pod
aªkowej pozwala na zastosowanie spe-


jalnej logarytmi
znej kwadratury Gaussa � patrz wzór (6.94).
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Zauwa»my, »e grani
e 
aªkowania s¡ teraz od 0 do 1 zamiast od −1 do +1,

jak to byªo dla standardowej kwadratury Gaussa przy 
aªka
h nieosobliwy
h.

ξ

η   = 1(1)

η ’
(1)

η(0)

ξ=0
k=1

ξ=+1
(0)

ξ=+1

ξ=0

ξ=−1

(2)η   = 1
(2)η

(2)η   = 0

η(1)
ξ

ξ=+1

ξ=0
η   = 0(1)

(1)
’η   = 0

ξ=−1

’(1)
η   = 1

ξ

η   = 1

(0)η   = 0

ξ=−1 k=0

k=2

Rys. 6.15. Transforma
ja wspóªrz�dny
h: a) r jest w pierwszym w�¹le elementu,

b) w drugim oraz 
) trze
im w�¹le

Mo»na zastosowa¢ prost¡ liniow¡ transforma
j� (rys.6.15) aby zmienn¡ ξ

przeksztaª
i¢ w η:

1. je±li wektor poªo»enia r jest w pierwszym w�¹le (k = 0) elementu:

η(k=0) = 0.5(1 + ξ), (6.132)

2. je±li wektor poªo»enia r jest w drugim w�¹le (k = 1) elementu � wtedy

element jest dzielony na dwa podelementy:

η ′(k=1) = −ξ dla − 1 < ξ < 0 i η(k=1) = ξ dla 0 < ξ < 1, (6.133)

3. je±li wektor poªo»enia r jest w trze
im w�¹le (k = 2) elementu:

η(k=2) = 0.5(1− ξ). (6.134)

Dla w�zªa pierwszego równanie (6.129) mo»e by¢ przeksztaª
one do posta
i:

R2 = [0.5(1 + ξ)]2
{

[(ξ − 2)x0 + 2(1− ξ)x1 + ξx2]
2+ (6.135)

+ [(ξ − 2)y0 + 2(1− ξ)y1 + ξy2]
2} =

(

η(0)
)2
[

(

f (0)
x (ξ)

)2
+
(

f (0)
y (ξ)

)2
]

.
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Dla w�zªa drugiego równanie (6.130) przyjmie posta¢:

R2 = ξ2
{

[0.5(ξ − 1)x0 − ξx1 + 0.5(ξ + 1)x2]
2+ (6.136)

+ [0.5(ξ − 1)y0 − ξy1 + 0.5(ξ + 1)y2]
2} =

(

η(1)
)2
[

(

f (1)
x (ξ)

)2
+
(

f (1)
y (ξ)

)2
]

.

A dla trze
iego w�zªa równanie (6.131) przyjmie posta¢:

R2 = [0.5(1− ξ)]2
{

[−ξx0 + 2(ξ + 1)x1 − 2(ξ + 2)x2]
2+ (6.137)

+ [−ξy0 + 2(ξ + 1)y1 − 2(ξ + 2)y2]
2} =

(

η(2)
)2
[

(

f (2)
x (ξ)

)2
+
(

f (2)
y (ξ)

)2
]

.

Zatem wyra»enie ogólne mo»e by¢ napisane dla 
z�±
i logarytmi
znej w spo-

sób nast�puj¡
y:

G(|r− r′|) = 1

2π
ln

1

|r− r′| =
1

2π
ln

1

η(k)
√

(

f
(k)
x (ξ)

)2

+
(

f
(k)
y (ξ)

)2
=

=
1

2π
ln

1

η(k)
− 1

2π

1

2
ln
[

(

f (k)
x (ξ)

)2
+
(

f (k)
y (ξ)

)2
]

, (6.138)

gdzie: k jest wska¹nikiem w�zªa, a ξ jest pierwotn¡ wspóªrz�dn¡ lokaln¡ przyj-

muj¡
¡ warto±
i z zakresu od −1 do +1, η(k) wspóªrz�dn¡ lokaln¡ z zakresu

od 0 do +1.

Podobnie jak to byªo dla elementu liniowego dla funk
ji Greena, gdy wektor

poªo»enia r d¡»yª do r′, w funk
ji pod 
aªk¡ mo»na wydzieli¢ logarytmi
zn¡

i nielogarytmi
zn¡ 
z�±¢ (patrz równanie (6.138)).

Nast�pnie rozwa»aj¡
 funk
j� pod
aªkow¡ z po
hodn¡ normaln¡ funk
ji Gre-

ena, mo»na wykaza¢, »e zawiera ona wyra»enia typu

1
η
, gdy η → 0. Zatem

takiej osobliwo±
i nie mo»na li
zy¢ standardow¡ kwadratur¡ Gaussa, nawet

dla du»ej li
zby punktów 
aªkowania.

Co wi�
ej, musimy wyzna
zy¢ warto±¢ wspóª
zynnika c(r), poniewa» ma on

istotny udziaª we wspóª
zynnika
h diagonalny
h ma
ierzy [A]. Podobnie jak

poprzednio, mo»emy unikn¡¢ tego problemu, o 
zym b�dzie traktowa¢ kolejny

rozdziaª.
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6.3.7 Wyzna
zanie wspóª
zynnika 
(r)

Mamy dwa zbiory punktów: punkty r, w który
h ulokowane s¡ jednostkowe

¹ródªa punktowe i punkty r′, w który
h musimy speªni¢ warunki brzegowe.

Problem polega na tym, »e niektóre 
aªki z równania (6.123) istniej¡ tylko

w sensie grani
znym, kiedy r d¡»y do r′. Gra�
znie jest to zilustrowane na

rys. 6.16 dla zagadnie« poten
jalny
h w dwuwymiarowej przestrzeni [14℄.

De�niujemy obszar dookoªa punktu r o promieniu ε i 
aªkujemy po drodze

γε. Caªka w równaniu (6.123) mo»e by¢ teraz podzielona na 
aªk� po drodze

Γ − Γε, która jest 
z�±
i¡ krzywej bez obszaru okr�gu o promieniu ε i 
aªk�

po γε, która jest brzegiem okr�gu. Dla promienia ε d¡»¡
ego do zera nie ma

zna
zenia, 
zy my 
aªkujemy po γε 
zy po Γε, jak to pokazano na rys. 6.16a.

Wspóª
zynnik c(r) równania (6.123) dla zagadnie« 2D mo»e by¢ zde�niowany

a) b)

r’

Γ
Ω

Γ−Γ

γ

n

ε

ε
ϕ

ε

ry

ε   ϕ

0 x

d

ε

r
Ω

Γ−Γ

γ

ϕ

ε

β

r’

ε

0 x

y

n

ε

Rys. 6.16. a) Póªokr¡g dookoªa punktu brzegowego r dla zagadnienia poten
jal-

nego 2D, b) punkt brzegowy r usytuowany w wypukªym naro»u obszaru

jako:

c(r) = 1− β

2π
, (6.139)

gdzie: k¡t β jest okre±lony jak pokazano na rys. 6.16b.
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Podsumowuj¡
, dla zagadnie« 2D wspóª
zynnik c(r) wynosi:

c(r) =











1, je±li r ∈ Ω,
1
2
, je±li r ∈ Γ, gdy jest brzegiem gªadkim,

k¡t wewn�trzny

2π
, je±li r ∈ Γ, gdy nie jest brzegiem gªadkim.

(6.140)

Dla zagadnie« 3D mo»e by¢ zastosowana ta sama pro
edura (jak to naszki
o-

wano na rys. 6.17); w przypadku ogólnym, wyra»enie podobne do równania

(6.140) wynosi:

c(r) =











1, je±li r ∈ Ω,
1
2
, je±li r ∈ Γ, gdy jest brzegiem gªadkim,

wewn. k¡t bryªowy

4π
, je±li r ∈ Γ, gdy nie jest brzegiem gªadkim.

(6.141)

ϕ

γ

Γ−Γ ε

ε

x

y

z

dψ

ε
n

ϕd

0
ψ

Rys. 6.17. Póªsfera dookoªa punktu brzegowego dla zagadnie« trójwymiarowy
h

W przestrzeni 3D, podobnie jak to byªo dla zagadnie« dwuwymiarowy
h mo-

»emy spotka¢ si� z dwojakiego rodzaju nieregularno±
iami: sto»kow¡ i lejow¡.

Obie zilustrowane s¡ na rys.6.18. W aplika
ja
h biomedy
zny
h sytua
je ta-

kie ra
zej zdarzy¢ si� nie mog¡, ale w te
hni
e, gdzie mamy do 
zynienia z

obiektami o ksztaªta
h prostok¡tny
h jak najbardziej tak. Przykªadem tego

mo»e by¢ obszar przedstawiony na rys.8.17. Czytelników zainteresowany
h

zagadnieniami nieregularno±
i w przestrzeni 3D odsyªam do [14℄.
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β

β

Rys. 6.18. Brzeg z nieregularno±
i¡ sto»kow¡ (po lewej stronie) i z nieregularno-

±
i¡ lejow¡ (po stronie prawej), z zazna
zonym wewn�trznym k¡tem

bryªowym β

Najwa»niejszy wniosek jest jednak taki, »e funk
ja c(r) nie musi w
ale by¢

li
zona bezpo±rednio, ale mo»e by¢ wyzna
zona metod¡ po±redni¡, wykorzy-

stuj¡
 pewne wªasno±
i �zy
zne ukªadów. Wykorzystano fakt, »e równania


aªek brzegowy
h dla zagadnie« �zy
zny
h musz¡ dawa¢ jednozna
zne roz-

wi¡zania.

Rozwa»my problem �zy
zny, którego rozwi¡zanie nie zale»y od geometrii

obszaru. Najprostszym przypadkiem jest rozwi¡zanie, w którym poten
jaª

jest staªy w 
aªym obszarze, bo prowadzi to do zerowego gradientu tego»

poten
jaªu w 
aªym obszarze. Zatem prawa strona równania (6.123) staje si�

zerem.

Poniewa» warto±
i funk
ji stanu s¡ takie same, suma wszystki
h wspóª
zyn-

ników w dowolnym wierszu ma
ierzy po lewej stronie, musi by¢ równa zeru.

St¡d wspóª
zynnik na diagonali mo»e by¢ wyzna
zony jako suma wszystki
h

elementów le»¡
y
h poza gªówn¡ przek¡tn¡:

Ai,j = −
N
∑

j=0

j 6=i

Ai,j dla i = 0, 1, 2, . . . , N, (6.142)

gdzie: i oraz j s¡ li
znikami odpowiednio wierszy i kolumn, a N jest 
aªkowit¡

li
zb¡ w�zªów.
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6.3.8 Wyzna
zanie zmienny
h stanu w wewn�trzny
h

w�zªa
h obszaru

Bardzo blisko zwi¡zany z zagadnieniem osobliwo±
i omawianej w poprzednim

rozdziale jest problem nazywany problemem prawie osobliwym (ang. 'quasi-

-singular'), który pojawia si� w MEB.

A mianowi
ie, kiedy na podstawie wyzna
zonego rozwi¡zania brzegowego li-


zymy poten
jaª 
zy jego po
hodn¡ normaln¡ w punkta
h le»¡
y
h w pobli»u

brzegu, wtedy stajemy w obli
zu konie
zno±
i wyzna
zania funk
ji Greena

dla maªy
h argumentów. Z tego to powodu, 
aªkowanie numery
zne mo»e nie

by¢ dostate
znie dokªadne. Zjawisko to mo»emy obserwowa¢ na rys. 6.19a.

Aby unikn¡¢ taki
h sytua
ji, niektórzy autorzy [54℄ proponuj¡ zastosowanie

prostego 
hwytu, polegaj¡
ego na dodaniu i odj�
iu tej 
z�±
i funk
ji pod-


aªkowej, która powoduje jej d¡»enie do osobliwo±
i.

a)

b)

Rys. 6.19. Wyzna
zanie rozwi¡zania w punkta
h wewn�trzny
h dla dyskretyza
ji:

a) 16-ma, b) 32-ma elementami brzegowymi

Inni natomiast [13℄ sugeruj¡, »e zamiast dzieli¢ funk
j� pod
aªkow¡ na 
z�±¢

zawieraj¡
¡ osobliwo±¢ i na 
z�±¢ nieosobliw¡ mo»na po prostu przemno»y¢
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i podzieli¢ j¡ przez ln 1
η
w sposób nast�puj¡
y:

∫ 1

0

f(η)dη =

∫ 1

0

f(η) ln 1
η

ln 1
η

dη =

∫ 1

0

h(η) ln
1

η
dη =

gl−1
∑

i=0

wih(ηi). (6.143)

Prawa strona powy»szego równania jest dokªadnie taka jak jest wymagana

przez logarytmi
zn¡ kwadratur� Gaussa. To ostatnie podej±
ie jest zna
znie

prostsze do zaprogramowania i tylko nie
o mniej dokªadne ni» poprzednie

podej±
ie polegaj¡
e na podziale funk
ji pod
aªkowej na 
z�±¢ zawieraj¡
¡

osobliwo±¢ i 
z�±¢ nieosobliw¡.

Kiedy li
zba elementów brzegowy
h wzro±nie, jak to pokazano na rys. 6.19b,

to problem niedokªadno±
i numery
zny
h przy brzegu obszaru przestaje mie¢

prakty
zne zna
zenie.

Dla punktów wewn�trzny
h wspóª
zynnik 
(r) jest równy jedno±
i, zatem

warto±
i poten
jaªu mog¡ by¢ wyzna
zone nast�puj¡
o:

Φ(r) = −
∫

Γ

∂G(|r− r′|)
∂n

Φ(r′)dΓ(r′) +

∫

Γ

G(|r− r′|)∂Φ(r
′)

∂n
dΓ(r′). (6.144)

Warto podkre±li¢, »e w obli
zenia
h punktów wewn�trzny
h, aby osi¡gn¡¢ za-

dowalaj¡
¡ dokªadno±¢, zwykle wymagany
h jest wi�
ej punktów 
aªkowania

numery
znego. W tym sz
zególnym przypadku dla zmienny
h brzegowy
h,

zastosowano 
zteropunktow¡ kwadratur� Gaussa, a dla zmienny
h wewn�trz-

ny
h zastosowano dziesi�
iopunktow¡ kwadratur� Gaussa.

Wymaganie to 
zyni pro
edur� li
zenia zmienny
h stanu w wewn�trzny
h

punkta
h obszaru bardzo 
zaso
hªonn¡. Niektórzy autorzy, aby jej unikn¡¢

(nie zawsze jest to jednak mo»liwe), proponuj¡ zaprojektowa¢ podziaª rozpa-

trywanego obszaru na podobszary w ten sposób, aby interesuj¡
e nas punkty

wewn�trzne znalazªy si� na powierz
hni nowego podziaªu (interfejsie) pomi�-

dzy podobszarami.

Skªadowe gradientu funk
ji poten
jalnej w punk
ie r w kierunku x i kierunku
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y, s¡ li
zone poprzez zró»ni
zkowanie równania (6.144) wzgl�dem x i y:

∂Φ(r)

∂x
= −

∫

Γ

∂

∂x

(

∂G(|r− r′|)
∂n

)

Φ(r′)dΓ +

∫

Γ

∂

∂x
G(|r− r′|)∂Φ(r

′)

∂n
dΓ,

(6.145)

∂Φ(r)

∂y
= −

∫

Γ

∂

∂y

(

∂G(|r− r′|)
∂n

)

Φ(r′)dΓ +

∫

Γ

∂

∂y
G(|r− r′|)∂Φ(r

′)

∂n
dΓ.

Po
hodne funk
ji Greena G s¡ dobrze znane i wynosz¡:

∂

∂x

(

∂G(|r− r′|)
∂n

)

=
1

2π

x′ − x

R2
i

∂

∂y

(

∂G(|r− r′|)
∂n

)

=
1

2π

y′ − y

R2
. (6.146)

Natomiast po
hodne

∂G
∂n

s¡ nie
o bardziej skomplikowane:

∂G(|r− r′|)
∂x

= − 1

2π

∂

∂x

[

x′ − x

R2
nx′ +

y′ − y

R2
ny′

]

=

= − 1

2π

[

−nx′

R2
+

2(x′ − x)

R2

(

x′ − x

R2
nx′ +

y′ − y

R2
ny′

)]

, (6.147)

∂G(|r− r′|)
∂y

= − 1

2π

∂

∂y

[

x′ − x

R2
nx′ +

y′ − y

R2
ny′

]

=

= − 1

2π

[

−ny′

R2
+

2(y′ − y)

R2

(

x′ − x

R2
nx′ +

y′ − y

R2
ny′

)]

. (6.148)

6.4 Równanie dyfuzji

Dla obszarów jednorodny
h i dla stanu ustalonego równanie dyfuzji mo»na

przedstawi¢ nast�puj¡
o:

−D∇2Φ(r) + ΣΦ(r) = 0, (6.149)

lub

∇2Φ(r)− Σ

D
Φ(r) = ∇2Φ(r)− k2Φ(r)0, (6.150)

gdzie:

Σ
D
= k2, k � li
zba falowa; dla stanu ustalonego w pewny
h przypadka
h

(np. zagadnienie transportu neuronów) jest li
zb¡ rze
zywist¡ [45℄.
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BESSEL

Friedri
h

Wilhelm

(1784-1846)

- niemie
ki astronom i matematyk. Sformuªowaª i rozwi¡zaª równa-

nie ró»ni
zkowe opisuj¡
e drgania membrany koªowej, zwane równa-

niem Bessela. Rozwi¡zaniami tego równania s¡ funk
je Bessela. Jako

pierwszy wyzna
zyª paralaks� gwiazdy (61 Cyg). Pomimo braku akade-

mi
kiego wyksztaª
enia Bessel byª gªówn¡ posta
i¡ astronomii swoi
h


zasów. Po
howany na 
mentarzu Neurossgarten w Królew
u.

Dla Dyfuzyjnej Tomogra�i Opty
znej (DTO) zwykle wspóª
zynnik dyfuzji

jest równy D = 0.03 
m a Σ = 0.1 
m−1
, tak wi�
 k =

√

Σ
D
∼= 1.8257 
m−1

.

∇2Φ(r)− k2Φ(r) = 0. (6.151)

Caªkowe równanie brzegowe odpowiadaj¡
e równaniu (6.151) mo»e by¢ za-

pisane w posta
i [23℄:

c(r)Φ(r) +D

∫

Γ

∂G(|r− r′|)
∂n

Φ(r′)dΓ(r′) = D

∫

Γ

G(|r− r′|)∂Φ(r
′)

∂n
dΓ(r′).

(6.152)

Dla obszarów 2D jako rozwi¡zanie fundamentalne mo»e by¢ wybrana zmo-

dy�kowana funk
ja Bessela drugiego rodzaju i zerowego rz�du [23℄:

G(|r− r′|) = 1

2πD
K0(k R), (6.153)

gdzie: R = |r− r′| =
√

(x− x′)2 + (y − y′)2.

Aby wyzna
zy¢ po
hodn¡ normaln¡ funk
ji Greena

∂G(|r−r′|)
∂n

, funk
ja Greena

G(|r− r′|) jest ró»ni
zkowana wzgl�dem kierunku normalnego wystawionego

w punk
ie r′:

∂G(|r− r′|)
∂n

=
∂

∂n

(

1

2πD
K0(k R)

)

=

(6.154)

=
∂

∂R

(

1

2πD
K0(k R)

)

∂R

∂n
= −

(

k

2πD
K1(k R)

)

∂R

∂n
,
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gdzie: K1 jest zmody�kowan¡ funk
j¡ Bessela drugiego rodzaju i pierwszego

rz�du [3℄.

Po
hodna odlegªo±
i R wzgl�dem kierunku normalnego skierowanego na ze-

wn¡trz rozpatrywanego obszaru n = nx′1x + ny′1y w punk
ie r′ jest nast�-

puj¡
a:

∂R

∂n
=
∂R

∂x′
∂x′

∂n
+
∂R

∂y′
∂y′

∂n
=
∂R

∂x′
nx′ +

∂R

∂y′
ny′ , (6.155)

gdzie:

∂R

∂x′
=
x′ − x

R
i

∂R

∂y′
=
y′ − y

R
. (6.156)

Zatem j¡dro równania (6.154) mo»e by¢ wyra»one w sposób nast�puj¡
y:

∂G(|r− r′|)
∂n

= −
(

k

2πD
K1(k R)

)(

x′ − x

R
nx′ +

y′ − y

R
ny′

)

, (6.157)

tak wi�
 równanie (6.152) przyjmuje posta¢:

c(r)Φ(r) + D

∫

Γ

(

− k

2πD
K1(k R)

)(

x′ − x

R
nx′ +

y′ − y

R
ny′

)

Φ(r′)dΓ =

= D

∫

Γ

1

2πD
K0(k R)

∂Φ(r′)

∂n
dΓ. (6.158)

Brzeg Γ rozwa»anego obszaru Ω jest dzielony na pewn¡ li
zb� powi¡zany
h

ze sob¡ elementów Γj.

Caªkowe równania brzegowe mog¡ by¢ rozwi¡zane numery
znie, podobnie

jak to byªo w przypadku równania Lapla
e'a, poprzez podziaª brzegu na

elementy i u»y
ie odpowiedni
h funk
ji bazowy
h wyra»ony
h w lokalnym

ukªadzie wspóªrz�dny
h. Wtedy równanie (6.158) przybierze posta¢:

c(r)Φi(r) +

− k

2π

M−1
∑

j=0

2
∑

l=0

Φ
(j)
l (r′)

∫ +1

−1

K1(k R)

(

x′ − x

R
nx′ +

y′ − y

R
ny′

)

Nl(ξ)J(ξ)dξ =

=
1

2π

M−1
∑

j=0

2
∑

l=0

∂Φ
(j)
l (r′)

∂n

∫ +1

−1

K0(k R)Nl(ξ)J(ξ)dξ, (6.159)
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gdzie: M jest 
aªkowit¡ li
zb¡ elementów. Teraz k ozna
za li
zb� falow¡

(patrz równanie (6.151)), a l reprezentuje lokalny numer w�zªa danego ele-

mentu brzegowego (j).

6.4.1 Li
zenie 
aªek osobliwy
h

Dla maªy
h argumentów x ≪ n zmody�kowana funk
ja Bessela asympto-

ty
znie d¡»y do prostej pot�gi jej argumentów [3℄:

dla n = 0:

K0(x) ∼= − ln(x) = + ln
1

x
, (6.160)

i dla n > 0:

Kn(x) ∼=
(n− 1)!

2

(x

2

)−n

. (6.161)

Tak wi�
 dla pierwszego rz�du otrzymamy:

K1(x) ∼=
(1− 1)!

2

(x

2

)−1

=
1

x
. (6.162)

Na rys.6.20 przedstawiono porównanie funk
ji Bessela z funk
jami aprok-

symuj¡
ymi za
howanie funk
ji Bessela. Jak wida¢ na rysunku w zakresie

a)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5
BesselK(0,x)
−ln(x)

b)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

10

20

30

40

50

60

70

80
BesselK(1,x)
1./x

Rys. 6.20. Porównanie pomi�dzy zmody�kowan¡ funk
j¡ Bessela drugiego rodzaju

a funk
jami aproksymuj¡
ymi: a) zerowego rz�du a funk
j¡ −ln(x),

b) pierwszego rz�du a funk
j¡ 1/x
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maªy
h argumentów funk
ja logarytmi
zna 
aªkiem dobrze przybli»a funk
j�

Bessela drugiego rodzaju zerowego rz�du. Pomimo tego, »e funk
ja logaryt-

mi
zna gorzej aproksymuje za
howanie funk
ji Bessela, to wybieramy wªa±nie

j¡ ze wzgl�du na podobie«stwo do omawianego w
ze±niej równania Lapla
e'a.

Bior¡
 powy»sze pod uwag�, funk
ja Greena dla maªy
h argumentów mo»e

by¢ wyra»ona w sposób nast�puj¡
y:

G(|r− r′|) =
1

2πD
K0(k R) ∼=

1

2πD
(− ln(k R)) =

−1

2πD
(ln(k) + ln(R)) =

=
1

2πD



− ln(k) + ln





1

η(l)
√

f
(l)
x (ξ)2 + f

(l)
y (ξ)2







 =

=
1

2πD

[

− ln(k)− 1

2
ln
(

f (l)
x (ξ)2 + f (l)

y (ξ)2
)

+ ln
1

η(l)

]

, (6.163)

gdzie: k jest li
zb¡ falow¡, indeks górny (l) ozna
za numer w�zªa w danym

elemen
ie, η jest zmienn¡ lokalnego ukªadu wspóªrz�dny
h (patrz rys. 6.15),

a fx i fy s¡ pomo
ni
zymi funk
jami, wprowadzonymi po raz pierwszy we

wzorze (6.135).

Pierwsze dwa 
zªony we wzorze (6.163) nie zawieraj¡ funk
ji logarytmi
znej,

natomiast ostatni zawiera tak¡ funk
j�. Dlatego wymagane jest spe
jalne 
aª-

kowanie, które zostaªo ju» omówione w rozdziale 6.3.2, po±wi�
onemu rów-

naniu Lapla
e'a .

Po
hodna funk
ji Greena wynosi:

∂G(|r− r′|)
∂n

=
−k
2πD

K1(k R)
∂R

∂n
∼= −k

2πD

1

k R

(

x′ − x

R

∂x′

∂n
+
y′ − y

R

∂y′

∂n

)

=

= − 1

2πDR2

[

(x′ − x)
∂x′

∂n
+ (y′ − y)

∂y′

∂n

]

. (6.164)

6.4.2 Wyzna
zanie warto±
i zmienny
h stanu w
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punkta
h wewn�trzny
h obszaru

Po rozwi¡zaniu ukªadu równa« na brzegu obszaru mamy wyzna
zone war-

to±
i w w�zªa
h dla poten
jaªu i jego po
hodnej normalnej. Zatem ni
 nie

stoi na przeszkodzie aby wyzna
zy¢ poten
jaª i skªadowe jego gradientu w

kierunka
h x i y dowolnego punktu wewn�trznego rozpatrywanego obszaru.

Poniewa» punkty wewn�trzne obszaru nie nale»¡ do brzegu Γ, zatem nie ma

mo»liwo±
i aby punkt r spotkaª si� z punktem r′. Zatem 
aªki nie b�d¡ oso-

bliwe.

Φ(r) = −
∫

Γ

(

− k

2π
K1(k R)

)(

x′ − x

R
nx′ +

y′ − y

R
ny′

)

Φ(r′)dΓ +

+

∫

Γ

1

2π
K0(k R)

∂Φ(r′)

∂n
dΓ, (6.165)

∂Φ(r)

∂x
= −

∫

Γ

∂

∂x

[(

− k

2π
K1(k R)

)(

x′ − x

R
nx′ +

y′ − y

R
ny′

)]

Φ(r′)dΓ +

+

∫

Γ

1

2π

∂K0(k R)

∂x

∂Φ(r′)

∂n
dΓ. (6.166)

W podobny sposób mo»e by¢ obli
zona skªadowa y funk
ji stanu Φ. Warto

zauwa»y¢, »e wszystkie ró»ni
zkowania s¡ wykonane w punk
ie r, a nie w

punk
ie r′.

Przykªad 11

Jako przykªad rozwa»my stan ustalony dla równania dyfuzji (6.149) w ob-

szarze kwadratowym o boku a = 10mm dla warunków brzegowy
h typu

Diri
hleta: Φ(x = 0) = 0 i Φ(x = a) = 10, oraz warunków Neumanna:

∂Φ
∂n

= ∂Φ
∂y

∣

∣

∣

y=0
= ∂Φ

∂y

∣

∣

∣

y=a
= 0. Pozostaªe parametry tego przykªadu jak w

równaniu (6.151). Dyskretyza
ji brzegu obszaru dokona¢ elementem staªym.

Zbada¢ wpªyw dyskretyza
ji na warto±¢ bª�du rozwi¡zania.

W isto
ie rze
zy zagadnienie to jest jednowymiarowe (1D), ale formalnie

mo»e by¢ rozpatrywane w przestrzeni 2D. Porównanie wyników z rozwi¡za-

niem anality
znym dla dwó
h ró»ny
h dyskretyza
ji jest przedstawione na
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Rys. 6.21. Rozwi¡zanie dla: a) 16 elementów brzegowy
h, b) dla 128 elementów

brzegowy
h
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Rys. 6.22. Rozkªad bª�du wzgl�dnego

∂Φ
∂n w funk
ji li
zby elementów brzegowy
h

zerowego rz�du

rys. 6.21. Bª¡d wzgl�dny dla

∂Φ
∂n

ró»ny
h g�sto±
i dyskretyza
ji elementem

staªym jest przedstawiony na rys. 6.22. Mo»emy obserwowa¢ szybkie zanika-

nie bª�du w funk
ji li
zby elementów brzegowy
h.

Tak»e bardzo interesuj¡
ym jest porównanie wyników uzyskany
h za pomo
¡

MES i MEB z rozwi¡zaniem anality
znym. Mo»na z ªatwo±
i¡ zauwa»y¢, »e

dla MES bª¡d dla Φ narasta, pod
zas gdy dla MEB pozostaje staªy w 
aªym

obszarze i nie przekra
za warto±
i 2 % (patrz rys. 6.23). Jest to 
haraktery-

sty
zna (pozytywna zreszt¡) 
e
ha MEB.
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Rys. 6.23. Dla przykªadu 11: a) porównanie bª�dów dla MEB i MES, b) bª¡d dla

MES

6.5 Równanie dyfuzji w dziedzinie


z�stotliwo±
i

Równanie dyfuzji w dziedzinie 
zasu dla zagadnie« poten
jalny
h mo»e by¢

wyra»one w sposób nast�puj¡
y:

−D∇2Φ(r, t) + Σ
∂Φ(r, t)

∂t
= 0, (6.167)

gdzie: r reprezentuje punkt w przestrzeni, a t reprezentuje 
zas.

Wªasno±
i jednorodnego materiaªu w obszarze s¡ staªe w 
zasie i byªy opi-

sane w poprzednim rozdziale. Warto±
i po
z¡tkowe poten
jaªu Φ(r, t) musz¡

by¢ dane w 
hwili 
zasowej t = t0 lub w 
hwili po
z¡tkowej równej zero, a

mianowi
ie: Φ(r, t) |t=t0 = Φ(r, t0) = Φ0.

Na 
z�±
i brzegu Γ1 s¡ zadane warunki brzegowe typu Diri
hleta, a na pozo-

staªej 
z�±
i brzegu Γ2 warunki brzegowe typu Neumanna:

Φ(r, t) = g(r, t) na Γ1,
∂Φ(r, t)

∂n
= h(r, t) na Γ2, (6.168)

gdzie: funk
je g(r, t) i h(r, t) s¡ znanymi funk
jami przestrzeni i 
zasu.

Transforma
ja Lapla
e'a usuwa zale»no±¢ od 
zasu w równaniu 
aªkowym.

Aby z rozwi¡zania odzyska¢ wielko±
i �zy
zne, nale»y zastosowa¢ odwrotn¡
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transformat� Lapla
e'a. Transformata Lapla
e'a jest zde�niowana nast�pu-

j¡
o [13℄:

L [Φ(r, t)] =

∫ ∞

0

Φ(r, t)e−st dt = ΦL(r, s), (6.169)

gdzie: s jest parametrem transforma
ji.

Zatem korzystaj¡
 z wªasno±
i transformaty Lapla
e'a, równanie ró»ni
zkowe

mo»e by¢ przedstawione w sposób nast�puj¡
y:

∇2ΦL(r, s)− s
Σ

D
ΦL(r, s) = − 1

D
Φ0(r, t0), (6.170)

gdzie:

sΣ
D

= k2, k jest li
zb¡ falow¡.

Zauwa»my, »e warunki brzegowe w posta
i funk
ji g i h (równania (6.168))

tak»e musz¡ by¢ przedstawione w posta
i transformat Lapla
e'a. Mo»na wy-

kaza¢, »e rozwi¡zanie fundamentalne dla omawianego równania dyfuzji w 2D

jest dane [13℄:

GL(|r− r′| , s) = 1

2πD
K0

(

R

√

s

D

)

, (6.171)

gdzie: K0 jest zmody�kowan¡ funk
j¡ Bessela drugiego rodzaju zerowego

rz�du.

Post�puj¡
 analogi
znie jak w przypadku równania Lapla
e'a dla zagadnie«

poten
jalny
h w przestrzeni 2D, mo»emy zastosowa¢ drug¡ to»samo±¢ Gre-

ena, otrzymuj¡
 równanie 
aªek brzegowy
h o posta
i:

c(r)ΦL(r, s) +D

∫

Γ

∂GL(|r− r′| , s)
∂n

ΦL(r
′, s)dΓ =

(6.172)

= D

∫

Γ

GL(|r− r′| , s)∂ΦL(r
′, s)

∂n
dΓ +

∫

Ω

GL(|ri − r′| , s)Φ0(r
′, t0)dΩ,

gdzie: r i r′ ∈ Γ, ri ∈ Ω jest wektorem poªo»enia i-tego ¹ródªa punktowego.

Jest o
zywistym, »e funk
ja Greena GL(|r− r′| , s) oraz ∂GL(|r−r
′|,s)

∂n
mog¡ by¢

zapisane w posta
i:

GL(|r− r′| , s) = 1

2πD
K0(k R, s), (6.173)
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∂GL(|r− r′| , s)
∂n

=
∂

∂n

(

1

2πD
K0(k R, s)

)

=− k

2πD
K1(k R, s)

∂R

∂n
. (6.174)

Po
hodna normalna odlegªo±
i R = |r− r′| =
√

(x′ − x)2 + (y′ − y)2 jest

obli
zona tak, jak w rozdziale o stanie ustalonym (patrz równania (6.155),

(6.156) oraz równanie (6.157)).

Po
hodna normalna funk
ji Greena przyjmie nast�puj¡
¡ posta¢:

∂GL(r, s)

∂n
= −

[

k

2πD
K1(k R, s)

](

x′ − x

R
nx′ +

y′ − y

R
ny′

)

. (6.175)

Zatem równanie (6.172), przy zaªo»eniu »e warunki po
z¡tkowe dla Φ s¡

równe zeru, staje si�:

c(r)Φ(r, s) +

∫

Γ

[

− k

2π
K1(k R, s)

](

x′ − x

R
nx′ +

y′ − y

R
ny′

)

Φ(r′, s)dΓ =

(6.176)

=

∫

Γ

1

2π
K0(k R, s)

∂Φ(r′, s)

∂n
dΓ.

Równanie (6.172) mo»e by¢ rozwi¡zane numery
znie metod¡ elementów brze-

gowy
h przez podziaª linii brzegowej na elementy, a obszaru na podobszary

u»ywaj¡
 stosowny
h funk
ji bazowy
h. Implementa
ja algorytmu numery
z-

nego jest podobna do tego dla stanu ustalonego zagadnienia Diri
hleta, jako

»e osobliwo±¢ jest dokªadnie tego samego rz�du.

c(r)Φi(r, s) +

M−1
∑

j=0

2
∑

l=0

Φ
(j)
l (r′, s)

∫ +1

−1

∂G(|r− r′| , s)
∂n

Nl(ξ)J(ξ)dξ =

(6.177)

=

M−1
∑

j=0

2
∑

l=0

∂Φ
(j)
l (r′, s)

∂n

∫ +1

−1

1

2π
G(|r− r′| , s)Nl(ξ)J(ξ)dξ,

gdzie dla uprosz
zenia pomini�to symbol L, rozumiej¡
, »e zapisG(|r− r′| , s)
ozna
za transformat� Lapla
e'a rozwi¡zania fundamentalnego,M jest 
aªko-

wit¡ li
zb¡ elementów, a indeks l okre±la w numera
ji lokalnej numer w�-

zªa danego elementu brzegowego (w tym przypadku izoparametry
znego ele-

mentu z interpola
j¡ wielomianem stopnia drugiego).
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Je±li przyjmiemy, »e Φ zmienia si� harmoni
znie w 
zasie, wtedy równanie

(6.170) przyjmie posta¢:

∇2Φ(r, ω)− i
ωΣ

D
Φ(r, ω) = − 1

D
Φ0(r, t0), (6.178)

gdzie: i =
√
−1, ω = 2πf jest pulsa
j¡, −ωΣ

D
= k2 i k = i

√

ωΣ
D
.

W tym przypadku li
zba falowa jest li
zb¡ zespolon¡, zatem mamy do 
zy-

nienia ze zmody�kowan¡ funk
j¡ Bessela argumentu zespolonego.

6.5.1 Caªki osobliwe

W przypadku rozwi¡zywania zagadnie« w dziedzinie 
z�stotliwo±
i 
aªki oso-

bliwe s¡ traktowane identy
znie jak dla stanu ustalonego (patrz na przykªad

rozdziaª 6.3.6).

6.5.2 Wyzna
zanie zmienny
h stanu w wewn�trzny
h

punkta
h obszaru

W dziedzinie 
z�stotliwo±
i warto±
i w punkta
h wewn�trzny
h obszaru dla

Φ lub

[

∂Φ
∂x
, ∂Φ
∂y

]T

li
zone s¡ podobnie, jak to miaªo miejs
e w rozdziale 6.4.2

(patrz równanie (6.165) i (6.166)).

6.6 Przykªady

Aby pokaza¢ peªni� zalet MES, rozwa»my dwa przykªady opisane równaniem

Helmholtza. Pierwszy przykªad doty
zy wzbudzania pr¡dów wirowy
h przez

zewn�trzne pole magnety
zne we wspóªrz�dny
h kartezja«ski
h, pod
zas gdy

drugi, zagadnienia podobnego do zagadnie« rozwi¡zywany
h w DTO dla ob-

szaru we wspóªrz�dny
h 
ylindry
zny
h.
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6.6.1 Ukªad wspóªrz�dny
h kartezja«ski
h

Za
znijmy od rozwa»enia równania Helmholtza w kartezja«skim ukªadzie

wspóªrz�dny
h [54℄:

∇2H = iωµγH, (6.179)

gdzie: i =
√
−1 i ω[ s−1] jest pulsa
j¡, γ[1/(Ωm)] jest konduktywno±
i¡ ±ro-

dowiska, za± µ [H/m℄ jest przenikalno±
i¡ magnety
zn¡.

Rozwa»my nast�puj¡
y przykªad: pªyta przewodz¡
a o grubo±
i 2 b umiesz-


zona jest w sinusoidalnie zmiennym polu magnety
znym (patrz rys. 6.24).
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Rys. 6.24. Pªyta przewodz¡
a o sko«
zonej grubo±
i

Zarówno pole magnety
zne, jak i pr¡dy wirowe posiadaj¡ tylko jedn¡ skªa-

dow¡, odpowiednio w kierunku osi z i w kierunku osi x. Rozwi¡zanie ana-

lity
zne równania (6.179) dla skªadowej x-owej pr¡dów wirowy
h przyjmie

posta¢:

Jx(y) =
dHz

dy
= αHz

sinh(αy)

cosh(αb)
, (6.180)

gdzie: α =
√
iωµγ, natomiast 2b jest grubo±
i¡ analizowanej pªyty.
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Rozwi¡zanie numery
zne równania (6.179) w dziedzinie 
z�stotliwo±
i dla

dwó
h ró»ny
h dyskretyza
ji jest przedstawione na rys. 6.25.

Lini¡ 
i¡gª¡ zazna
zone jest rozwi¡zanie anality
zne, a rozwi¡zanie nume-

ry
zne zazna
zone jest markerami w w�zªa
h elementów brzegowy
h, bo w

ni
h li
zone s¡ wielko±
i niewiadome.
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Rys. 6.25. Rozkªad funk
ji Hz wzdªu» przekroju poprze
znego pªyty: a) moduª,

b) k¡t przesuni�
ia fazowego dla dyskretyza
ji 32 elementami brzego-

wymi, 
) moduª, d) k¡t przesuni�
ia fazowego dla dyskretyza
ji 128

elementami brzegowymi

Bª¡d wzgl�dny moduªu oraz k¡ta przesuni�
ia fazowego dla kwadratowego

elementu brzegowego przedstawiono na rys. 6.26.

Jak wynika z rys. 6.26b, k¡t przesuni�
ia fazowego jest zna
znie bardziej

wra»liwy ni» moduª i wymaga bardziej starannej dyskretyza
ji, aby osi¡gn¡¢

bª¡d wzgl�dny tego samego rz�du, 
o dla moduªu. Przykªad ten pokazuje, »e



6.6 Przykªady 231
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Rys. 6.26. a) Maksymalny bª¡d wzgl�dny dla moduªu, b) dla k¡ta przesuni�
ia

fazowego � w zale»no±
i od li
zby elementów brzegowy
h

MEB jest bardzo efektywna, poniewa» nawet dla bardzo rzadkiej dyskretyza-


ji, bª¡d wzgl�dny zarówno dla moduªu jak i dla k¡ta przesuni�
ia fazowego

jest bardzo maªy. Na przykªad dyskretyza
ja 96-ma elementami brzegowymi

zapewnia maksymalny bª¡d wzgl�dny poni»ej poziomu 5%.

6.6.2 Wspóªrz�dne biegunowe

Teraz rozpatrzmy nie
o bardziej skomplikowany przykªad równania Helm-

holtza opisuj¡
ego rozkªad funk
ji poten
jalnej Φ w kole o promieniu r = b.

We wspóªrz�dny
h biegunowy
h równanie przyjmie posta¢ [9℄:

−∇2Φ(r,Θ) + k2Φ(r,Θ) = 0, (6.181)

gdzie: k jest li
zb¡ falow¡.

Dla tego równania istnieje anality
zne rozwi¡zanie o posta
i:

Φ(r,Θ) =

∞
∑

n=0

cnIn(k r)e
inΘ, (6.182)

gdzie: In jest zmody�kowan¡ funk
j¡ Bessela pierwszego rodzaju n-tego

rz�du. Funk
ja stanu Φ i jej po
hodna normalna

∂Φ
∂n

na brzegu obszaru s¡

dane wzorami:

Φ(r,Θ)|r=b=
∞
∑

n=0

cnIn(k b)e
inΘ,

∂Φ(r,Θ)

∂n

∣

∣

∣

∣

r=b

=
∞
∑

n=0

cnk I
′

n(k b)e
inΘ. (6.183)
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Zaªó»my, »e znany jest strumie« wej±
iowy Γ−
prowadz¡
y do nast�puj¡
ego

warunku brzegowego typu Robina η = D−(Γ−) na prawej stronie równania:

Φ(b, ω) + 2AD
∂Φ(b, ω)

∂n
= η(b, ω), b ∈ Γ, (6.184)

gdzie: D jest wspóª
zynnikiem dyfuzji, a wspóª
zynnik A zale»y od wspóª-


zynnika zaªamania na grani
y ±rodowisk.

Wtedy otrzymamy:

∞
∑

n=0

cn

(

In(k b) + 2ADk I
′

n(k b)
)

einΘ =
∞
∑

n=0

ηne
inΘ, (6.185)


o prowadzi do:

cn =
ηn

In(k b) + 2ADk I ′

n(k b)
. (6.186)

Otrzymali±my rozwi¡zanie anality
zne wyra»one jako niesko«
zony szereg

zmody�kowany
h funk
ji Bessela.

6.6.3 �ródªa rozªo»one

U»ywaj¡
 tego prostego przykªadu (prosty w tym sensie, »e posiada rozwi¡za-

nie anality
zne, patrz równanie (6.183)), mo»emy rozpatrzy¢ trzy przypadki

¹ródeª rozªo»ony
h na brzegu, kiedy w równaniu (6.185) przyjmiemy n = 0,

n = 3 i n = 9 wyrazów rozwi¡zania de�niuj¡
ego brzegowe warunki.

Dla n = 0 brzegowe warunki Robina przyjm¡ posta¢:

η0 = c0

(

I0(k b) + 2ADk I
′

0(k b)
)

. (6.187)

Ozna
za to, »e padaj¡
y strumie« Γ−
jest staªy pod wzgl�dem moduªu i fazy

wzdªu» 
aªego brzegu. Dlatego w tym przypadku tylko rozkªad Φ i

∂Φ
∂n

wzdªu»

promienia obszaru przedstawiono na rys. 6.27. Dla warunków brzegowy
h

zde�niowany
h równaniem (6.187), nawet dla rzadkiej dyskretyza
ji (48 ele-

mentów drugiego rz�du), zapewniono 
aªkiem dobre rezultaty � maksymalny
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Rys. 6.27. Rozwi¡zanie anality
zne (linia 
i¡gªa) i numery
zne dla 48 elementów

brzegowy
h i n = 0 w funk
ji promienia rozpatrywanego obszaru; lewa

kolumna doty
zy moduªu i fazy Φ a prawa kolumna moduªu i fazy

∂Φ
∂n
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Rys. 6.28. Bª¡d wzgl�dny rozwi¡zania dla: a) moduªu Φ, b) przesuni�
ia fazowego

Φ, jako funk
ja li
zby elementów brzegowy
h gdy n = 0
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bª¡d wzgl�dny mniejszy ni» 5% (patrz rys. 6.28). Kiedy li
zba elementów

brzegowy
h wynosi 192, wtedy bª¡d wzgl�dny jest mniejszy ni» 1%.

Dla n = 3 warunki brzegowe Robina przyjm¡ nast�puj¡
¡ form�:

η3 = c3

(

I3(k b) + 2ADk I
′

3(k b)
)

, (6.188)

gdzie: I3 jest zmody�kowan¡ funk
j¡ Bessela pierwszego rodzaju trze
iego

rz�du.

Rozkªad moduªu i fazy dla Φ (lewa kolumna) oraz rozkªad moduªu i fazy dla

∂Φ
∂n

(prawa kolumna) wzdªu» linii brzegowej ( w radiana
h) jest przedstawiony

na rys. 6.29.

Rys. 6.29. Rozwi¡zanie anality
zne dla n = 3 wzdªu» obwodu koªa w radiana
h;

lewa kolumna doty
zy moduªu i fazy Φ a prawa kolumna moduªu i

fazy

∂Φ
∂n

Dla tego rodzaju warunków brzegowy
h potrzebna jest zna
znie wi�ksza

li
zba elementów brzegowy
h, aby maksymalny bª¡d wzgl�dny utrzyma¢ na
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tym samym poziomie, 
o dla n = 0 (patrz rys. 6.30).
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Rys. 6.30. Bª¡d wzgl�dny moduªu Φ jako funk
ja g�sto±
i dyskretyza
ji dla n = 3

Spowodowane to jest zna
znie trudniejszymi warunkami brzegowymi obja-

wiaj¡
ymi si� du»ymi zmianami warto±
i funk
ji na brzegu obszaru.

Dla n = 9 warunki brzegowe Robina przyjm¡ posta¢:

η9 = c9

(

I9(k b) + 2ADk I
′

9(k b)
)

. (6.189)

gdzie: I9 jest zmody�kowan¡ funk
j¡ Bessela pierwszego rodzaju i dziewi¡-

tego rz�du.

Rozkªad funk
ji stanu i jej po
hodnej normalnej wzdªu» brzegu obszaru jest

przedstawiony na rys. 6.31. Rozwi¡zanie numery
zne dla 96 izoparametry
z-

ny
h elementów kwadratowy
h jest pokazane na rys. 6.32. W tym przypadku

os
yla
je warto±
i brzegowy
h Φ oraz

∂Φ
∂n

s¡ wyra¹nie wido
zne. Rozkªad

bª�du wzgl�dnego ze wzgl�du na li
zb� elementów brzegowy
h jest przedsta-

wiony na rys. 6.33.

Na podstawie wzgl�dnie prostego przykªadu, przedstawiaj¡
ego ¹ródªa roz-

ªo»one modelowane za pomo
¡ warunków brzegowy
h typu Robina, mo»na

stwierdzi¢ »e dokªadno±¢ rozwi¡zania w istotny sposób zale»y od sposobu dys-

kretyza
ji, który musi by¢ dostosowany do rodzaju warunków brzegowy
h. W

przypadku rozwa»anego przykªadu dwukrotne zwi�kszenie li
zby elementów
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Rys. 6.31. Rozwi¡zanie anality
zne dla n = 9 wzdªu» obwodu koªa w radia-

na
h; lewa kolumna doty
zy moduªu i fazy Φ a prawa kolumna moduªu

i fazy

∂Φ
∂n

brzegowy
h powoduje w przybli»eniu dwukrotne zmniejszenie bª�du wzgl�d-

nego. Wida¢ to wyra¹nie na rys. 6.30 oraz na rys. 6.33).

6.6.4 Punkt ¹ródªowy na brzegu obszaru dla

zagadnienia transportu ±wiatªa

aproksymowanego równaniem dyfuzji

Jak do tej pory, rozpatrywane byªy jedynie wymuszenia rozªo»one na brzegu

obszaru w sposób 
i¡gªy. Teraz rozwa»my zagadnienie w którym ¹ródªo jest

ulokowane na jednym lub dwó
h staªy
h elementa
h, jak pokazano na rys.

6.34, lub tylko w jednym punk
ie w przypadku elementów liniowy
h, kwa-
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a)

b)


)

d)

Rys. 6.32. Rozkªad wzdªu» linii brzegowej: a) moduªu Φ, b) przesuni�
ia fazo-

wego Φ, 
) rozkªad moduªu

∂Φ
∂n , d) przesuni�
ia fazowego

∂Φ
∂n

a)

48 96 192 384 768
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

Liczba elementow

B
la

d 
[%

]

b)

48 96 192 384 768
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

Liczba elementow

B
la

d 
[%

]

Rys. 6.33. a) Bª¡d wzgl�dny moduªu Φ jako funk
ja li
zby elementów brzegowy
h,

b) bª¡d os
yla
ji moduªu Φ jako funk
ja li
zby elementów brzegowy
h

dla n = 9

dratowy
h lub inny
h elementów wy»szego rz�du na brzegu obszaru. Takie

przypadki z reguªy s¡ zna
znie trudniejsze, wymagaj¡
e bardzo starannej

dyskretyza
ji w oto
zeniu punktu ¹ródªowego. Jest to jedna z mo»liwo±
i

aproksyma
ji ¹ródªa punktowego w metoda
h numery
zny
h. Zainteresowa-

ny
h 
zytelników t¡ tematyk¡ odsyªam do pra
y Prof. S. Arridge'a, na przy-

kªad [8, 10℄.
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Rys. 6.34. a) Dyskretyza
ja brzegu 48 elementami, b) 192 elementami

Element staªy

Rozwa»my równanie dyfuzji z warunkami brzegowymi Diri
hleta: Φ = 0 na

brzegu Γ obszaru Ω za wyj¡tkiem jednego lub dwó
h elementów (punkt ±rod-

kowy wybranego elementu) gdzie umiesz
zone jest ¹ródªo 'punktowe'. Zba-

damy wpªyw dyskretyza
ji na rozwi¡zanie. Analizowany obszar jest typowym

obszarem testowym (z ang. ben
hmark) dla dyfuzyjnej tomogra�i opty
znej

(DTO). Jest to obszar koªowy o promieniu a = 25 mm o nast�puj¡
y
h da-

ny
h opty
zny
h: c = 0.21 mm/ps, µa = 0.025 mm

−1
, µs = 2.0mm

−1
,

f = 200 MHz.

Dyskretyza
ja 48 elementami brzegowymi

Dla tak zgrubnej dyskretyza
ji (jednorodnej) mo»emy zaobserwowa¢ bardzo

du»e os
yla
je w oto
zeniu ¹ródªa punktowego, w sz
zególno±
i dla przesu-

ni�
ia fazowego (patrz rys. 6.35).

Dyskretyza
ja 192 elementami brzegowymi

W 
elu usuni�
ia ty
h os
yla
ji konie
znym jest wprowadzenie bardziej wy-

ra�nowanej dyskretyza
ji (192 elementy brzegowe). W tym przypadku ele-

menty s¡ a» 
zterokrotnie krótsze ni» w poprzednim przypadku. Jak mo»na

stwierdzi¢ na podstawie rys. 6.36, os
yla
je nieomal znikn�ªy.
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Rys. 6.35. a) Moduª, b) k¡t przesuni�
ia fazowego dla

∂Φ
∂n � na brzegu zdyskrety-

zowanym 48 elementami
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Rys. 6.36. a) Moduª, b) k¡t przesuni�
ia fazowego � dla

∂Φ
∂n na brzegu Γ przy 192

elementa
h

Izoparametry
zny element kwadratowy

Aby porówna¢ wyniki osi¡gni�te poprzednio z wynikami uzyskanymi z po-

mo
¡ bardziej wyszukanej dyskretyza
ji, zastosujemy izoparametry
zny ele-

ment kwadratowy w zagadnieniu transportu ±wiatªa. Aby porównanie byªo

wiarygodne, rozwa»ymy ten sam przykªad.

Dyskretyza
ja 48 i 192 elementami brzegowymi

Rozwa»any obszar zdyskretyzowano 48 elementami brzegowymi a nast�pnie
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zwi�kszono dyskretyza
j� 
zterokrotnie.
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Rys. 6.37. a) Moduª

∂Φ
∂n na brzegu, b) k¡t przesuni�
ia fazowego

∂Φ
∂n na brzegu �

w przypadku dyskretyza
ji 48 elementami brzegowymi
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Rys. 6.38. a) Moduª

∂Φ
∂n , b) k¡t przesuni�
ia fazowego

∂Φ
∂n na brzegu � w przypadku

dyskretyza
ji 192 elementami brzegowymi

Jak mo»na zauwa»y¢, dla zgrubnej dyskretyza
ji kwadratowym elementem

izoparametry
znym rozwi¡zanie jest bardzo os
yla
yjne, nawet bardziej ni»

w przypadku dyskretyza
ji elementem staªym, i to nie tylko w oto
zeniu

¹ródªa punktowego, jak pokazano na rys. 6.37. Spowodowane to jest rozkªa-

dem bazowy
h funk
ji interpola
ji w sz
zególno±
i dla punktów kra«
owy
h

elementu brzegowego (patrz rys. 6.13). Jednak»e, kiedy dyskretyza
ja staje

si� bardziej g�sta, os
yla
je zanikaj¡, tak jak to byªo w przypadku elementu

staªego (patrz rys. 6.38).

Bardzo interesuj¡
e rezultaty mog¡ by¢ osi¡gni�te, je±li zostanie zastosowana
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niejednorodna dyskretyza
ja elementami brzegowymi. Zdyskretyzujmy brzeg

t¡ sam¡ li
zb¡ elementów brzegowy
h, powiedzmy 48, jak to przedstawiono

na rys. 6.39.
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Rys. 6.39. Dyskretyza
ja 48 elementami o niejednakowej dªugo±
i

Prawy póªokr¡g jest zdyskretyzowany przez 32 elementy brzegowe o dªugo±
i

równej 2.454mm < Ld pod
zas kiedy lewy póªokr¡g jest zdyskretyzowany 16

elementami brzegowymi o dªugo±
i równej 4.909mm > Ld, gdzie Ld ozna
za

dªugo±¢ tªumienia

1

[78℄, która w rozpatrywanym przypadku wynosi:

Ld =

√

D

µa
=

√

1

3µaµ
′

s

= 2.582mm, (6.190)

gdzie: µa jest wspóª
zynnikiem po
hªaniania, a µ
′

s ozna
za zredukowany

wspóª
zynnik rozpraszania.

Os
yla
je warto±
i k¡ta przesuni�
ia fazowego dookoªa ¹ródªa punktowego

s¡ zna
znie mniejsze dzi�ki drobniejszej dyskretyza
ji prawej poªowy okr�gu

brzegowego. Utrzymanie tej samej li
zby elementów wymagaªo zmniejszenia

1

Dªugo±¢ tªumienia Ld, w prze
iwie«stwie do dªugo±
i absorb
ji la = 1/µa, jest odle-

gªo±
i¡, na której prze
i�tne nat�»enie maleje o wspóª
zynnik e.
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li
zby elementów brzegowy
h w lewej 
z�±
i brzegu. Spowodowaªo to pojawie-

nie si� w tym miejs
u os
yla
ji, jak to wida¢ na rys. 6.40. Sytua
ja staje si�

nawet bardziej powa»na, je±li rozwa»ymy rozkªad k¡ta przesuni�
ia fazowego

Φ wzdªu» okr�gu poªo»onego wewn¡trz obszaru Ω, w odlegªo±
i

1
µ′

s
= 0.5 mm

od brzegu Γ (patrz rys. 6.41). Aby wyeliminowa¢ te os
yla
je, konie
zna jest

bardziej staranna dyskretyza
ja, zapewniaj¡
a speªnienie warunku L < Ld,

gdzie L ozna
za dªugo±¢ elementu brzegowego. Ju» dwukrotne zwi�kszenie

li
zby elementów brzegowy
h w istotny sposób zmniejsza os
yla
je, jak to

wida¢ na rys. 6.42.

Wyniki obli
ze« w przypadku nierównomiernej dyskretyza
ji 96 elementami

brzegowymi s¡ nieomal tak dokªadne, jak wyniki otrzymane dla jednorodnej

dyskretyza
ji 192 elementami. Wnioski s¡ zatem 
aªkiem o
zywiste. W po-

bli»u ¹ródªa punktowego dyskretyza
ja powinna by¢ tak g�sta, jak to tylko

mo»liwe. Jednak»e dªugo±¢ elementu brzegowego nigdy nie powinna przekra-


za¢ dªugo±
i tªumienia Ld. W prze
iwnym przypadku dla równania dyfuzji

mo»emy o
zekiwa¢ nie�zy
zny
h os
yla
ji w rozwi¡zaniu (i amplitudy i k¡ta

przesuni�
ia fazowego), jak to wida¢ na rys. 6.41.

6.6.5 �ródªo punktowe umiesz
zone wewn¡trz obszaru

dla zagadnienia transportu ±wiatªa

aproksymowanego równaniem dyfuzji

Rozwa»my obszar koªowy z wewn�trznym ¹ródªem punktowym, jak przed-

stawiono na rys. 6.43:

Wewn¡trz obszaru speªnione jest nast�puj¡
e równanie:

∇2Φ(r, ω)− k2Φ(r, ω) = q, (6.191)

gdzie: ω jest pulsa
j¡, k =
√

µa

D
− i ω

cD
jest li
zb¡ falow¡, q = qs

D
i

D = 1
2(µ′

s+µa)
dla przestrzeni 2D oraz D = 1

3(µ′

s+µa)
dla przestrzeni 3D.
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Rys. 6.40. a) Moduª

∂Φ
∂n na brzegu, b) k¡t przesuni�
ia fazowego

∂Φ
∂n � w przypadku

dyskretyza
ji brzegu 48 elementami
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Rys. 6.41. a) Moduª Φ, b) k¡t przesuni�
ia fazowego Φ � wzdªu» okr�gu umiesz-


zonego wewn¡trz obszaru Ω w odlegªo±
i 0.5 mm od linii brzegowej

(zoba
z rys.6.39)
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Rys. 6.42. a) Moduª

∂Φ
∂n na brzegu, b) k¡t przesuni�
ia fazowego

∂Φ
∂n � na brzegu

dla 96 elementów
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Rys. 6.43. Wewn�trzne ¹ródªo punktowe i dyskretyza
ja linii brzegowej 48 izopa-

rametry
znymi elementami kwadratowymi

Na brzegu Γ speªnione s¡ warunki Robina:

Φ(r, ω) + 2Dn · ∇Φ(r, ω) = 0 ∀ r ∈ Γ. (6.192)

W przypadku MEB mamy do 
zynienia z par¡ niewiadomy
h w ka»dym

w�¹le � Φ i

∂Φ(r,ω)
∂n

, zatem wygodnie jest przedstawi¢ te warunki brzegowe w

nast�puj¡
ej formie:

∂Φ(r, ω)

∂n
= − 1

2D
Φ(r, ω) ∀ r ∈ Γ. (6.193)

Zwró¢my uwag�, »e warunki brzegowe tak»e musz¡ by¢ przedstawione w po-

sta
i transformaty Lapla
e'a.

Mo»na wykaza¢, »e rozwi¡zanie fundamentalne dla tego równania ró»ni
zko-

wego jest dane nast�puj¡
ym wyra»eniem (patrz [13℄):

G(|r− r′| , ω) = 1

2π
K0 (k |r− r′| , ω) , (6.194)

gdzie: K0 jest zmody�kowan¡ funk
j¡ Bessela drugiego rodzaju zerowego

rz�du.
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U»ywaj¡
 drugiej to»samo±
i Greena, otrzymamy nast�puj¡
e równanie:

c(r)Φ(r, ω) +

∫

Γ

∂G(|r− r′| , ω)
∂n

Φ(r′, ω)dΓ =

(6.195)

=

∫

Γ

G(|r− r′| , ω)∂Φ(r
′, ω)

∂n
dΓ−

∫

Ω

G(|ris − r′| , ω) q dΩ,

gdzie: r i r′ ∈ Γ, ris ∈ Ω.

W tomogra�i opty
znej ¹ródªa skon
entrowane (punktowe, liniowe) s¡ bardzo


z�sto u»ywane, i sz
z�±liwie tego typu ¹ródªa w bardzo prosty sposób mo»na

modelowa¢ za pomo
¡ Metody Elementów Brzegowy
h. S¡ to spe
jalne przy-

padki, dla który
h funk
ja q w punk
ie wewn�trznym ris jest równa:

q = Qisδis, (6.196)

gdzie: Qis jest amplitud¡ ¹ródªa, a δis(r − ris) jest funk
j¡ delta Dira
a,

której 
aªka jest równa 1. Zakªadaj¡
, »e li
zba ty
h ¹ródeª Qis jest równa p,

to równanie (6.195) mo»e by¢ zapisane w sposób nast�puj¡
y:

c(r)Φ(r, ω) +

∫

Γ

∂G(|r− r′| , ω)
∂n

Φ(r′, ω)dΓ(r′) =

=

∫

Γ

G(|r− r′| , ω)∂Φ(r
′, ω)

∂n
dΓ(r′)−

p−1
∑

is=0

G(|ris − r′| , ω)Qis, (6.197)

gdzie: G(|ris − r′| , ω) jest warto±
i¡ rozwi¡zania fundamentalnego w punk-


ie ris.

Po
hodna normalna rozwi¡zania fundamentalnego (6.194) mo»e by¢ napisana

w formie bardziej rozwini�tej w sposób nast�puj¡
y:

∂G(|r−r′|,ω)
∂n

=
∂

∂n

(

1

2π
K0(k|r−r′|,ω)

)

=− k

2π
K1(k|r−r′|,ω)∂R

∂n
, (6.198)

gdzie: K1 jest zmody�kowan¡ funk
j¡ Bessela drugiego rodzaju pierwszego

rz�du.

Po
hodna promienia R ze wzgl�du na kierunek normalny zewn�trzny n w

punk
ie r′ jest obli
zona jak dla stanu ustalonego (patrz (6.155) oraz (6.156)).
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Zatem, zale»no±¢ (6.198) mo»e by¢ przedstawiona w nast�puj¡
ej formie:

∂G(|r− r′| , ω)
∂n

= − k

2π
K1 (k |r− r′| , ω)

(

x′ − x

R
nx′ +

y′ − y

R
ny′b

)

. (6.199)

Tak wi�
 równanie (6.197) mo»e przyj¡¢ nast�puj¡
¡ form�:

c(r)Φ(r, ω) +

−
∫

Γ

k

2π
K1 (k |r− r′| , ω)

(

x′ − x

R
nx +

y′ − y

R
ny

)

Φ(r′, ω)dΓ = (6.200)

=

∫

Γ

1

2π
K0 (k |r− r′| , ω) ∂Φ(r

′, ω)

∂n
dΓ−

p−1
∑

is=0

1

2π
K0 (k |ris − r′| , ω) Qis.

Równania brzegowo-
aªkowe mog¡ by¢ rozwi¡zane numery
znie poprzez po-

dziaª brzegu Γ na elementy Γj i u»y
iu stosowny
h bazowy
h funk
ji inter-

pola
ji w lokalnym ukªadzie wspóªrz�dny
h:

c(ri)Φ(ri, ω) +

−
M−1
∑

j=0

2
∑

l=0

Φ
(j)
l (r′j , ω)

∫ +1

−1

k

2π
K1 (k |ri − r′j| , ω)

(

x′j − xi

Rij
nx|j +

+
y′j − yi

Rij

ny|j
)

Nl(ξ)J(ξ)dξ = (6.201)

=

M−1
∑

j=0

2
∑

l=0

∂Φ
(j)
l (r′j , ω)

∂n

∫ +1

−1

1

2π
K0 (k |ri − r′j | , ω)Nl(ξ)J(ξ)dξ +

−
M−1
∑

j=0

p−1
∑

is=0

1

2π
K0 (k |ris − r′| , ω) Qis,

gdzie: M jest 
aªkowit¡ li
zb¡ elementów, a l wyra»a lokaln¡ numera
j� w�-

zªów elementów brzegowy
h, w tym przypadku izoparametry
zny
h kwadra-

towy
h elementów brzegowy
h.

Problem osobliwo±
i

Gdy rozwi¡zania poszukujemy w dziedzinie 
z�stotliwo±
i, 
aªki osobliwe s¡

traktowane identy
znie jak dla stanu ustalonego (patrz rozdziaª 6.4.2).
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Poten
jaª i jego po
hodna normalna w punkta
h wewn�trzny
h

obszaru

Zasadni
zo funk
je Φ oraz

∂Φ
∂n

w punkta
h wewn�trzny
h mog¡ by¢ li
zone

tak jak poprzednio, z jednym wyj¡tkiem, a mianowi
ie ¹ródªa punktowego

umiesz
zonego wewn¡trz obszaru w punk
ie is. Warto±¢ ta powinna by¢ do-

dana, tak jak to jest w równaniu (6.201).

6.6.6 Porównanie wyników obli
ze« dla MES i MEB

Zasadni
zym 
elem jest porównanie MEB z MES pod wzgl�dem dokªad-

no±
i rozwi¡zania, jak równie» pod wzgl�dem li
zby niewiadomy
h zaanga-

»owany
h w pro
esie pozyskiwania stosowny
h rozwi¡za«. Na brzegu (patrz

rys.6.43) zadano warunki brzegowe typu Robina:Φ(r, ω)+2Dn·∇Φ(r, ω) = 0,

gdzie D jest wspóª
zynnikiem dyfuzji.
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Rys. 6.44. a) Moduª Φ, b) k¡t przesuni�
ia fazowego � wzdªu» brzegu Γ

Jak mo»na zauwa»y¢, zostaªa osi¡gni�ta doskonaªa zgodno±¢, zarówno dla

wielko±
i brzegowy
h, jak i dla warto±
i wewn�trzny
h wyzna
zony
h wzdªu»

promienia obszaru koªowego. Warto podkre±li¢, »e dla uzyskania ty
h wyni-

ków MES wymaga wi�
ej ni» 7000 niewiadomy
h, pod
zas gdy MEB tylko

200. Na rys. 6.44 i rys. 6.45 linie 
i¡gªe reprezentuj¡ rozwi¡zanie MEB, pod-


zas gdy linie zazna
zone kropkami rozwi¡zanie MES.
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Rys. 6.45. a) Moduª Φ, b) k¡t przesuni�
ia fazowego � wzdªu» ±redni
y obszaru

koªowego prze
hodz¡
ej przez punktowe »ródªo ±wiatªa

Kwestia porównania szybko±
i obli
ze« MES � MEB jest niezwykle istotna,

ale wymaga starannego przygotowania i nie b�dzie rozpatrywana w tym miej-

s
u. Warto jednak zwró
i¢ uwag� na dyspropor
je pomi�dzy li
zb¡ niewia-

domy
h dla obu metod.

6.6.7 Wnioski

Bardzo interesuj¡
e rezultaty, zostaªy osi¡gni�te w przypadku zastosowania

elementów brzegowy
h zerowego rz�du. Eksperyment numery
zny dowiódª,

»e nawet dla elementów brzegowy
h zerowego rz�du jeste±my w stanie uzy-

ska¢ stabilne i dokªadne rezultaty. Jedno
ze±nie elementy izoparametry
zne

kwadratowe maj¡ naturalne tenden
je do os
yla
ji.

Wszystkie te numery
zne eksperymenty dowodz¡, »e MEB mo»e by¢ bardzo

u»yte
zn¡ metod¡ w modelowaniu zagadnie« 'prosty
h' dyfuzyjnej tomogra�i

opty
znej i tomogra�i impedan
yjnej. MEB jest metod¡ o wysokiej pre
yzji

rozwi¡zania, a ponadto jest bardzo ekonomi
zna, je±li 
hodzi o li
zb� elemen-

tów brzegowy
h u»yty
h do aproksyma
ji rozwi¡zania. Problem ten staje si�

sz
zególnie drasty
zny dla przestrzeni trójwymiarowej, a w sz
zególno±
i dla

rozwi¡zywania zagadnie« 'odwrotny
h'.
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6.7 �rodowiska anizotropowe

Rozwa»my ten sam jednorodny obszar koªowy, 
o w poprzednim rozdziale

(patrz rys. 6.43), ale tym razem poka»emy zdolno±¢ MEB do rozwi¡zywania

zagadnie« dla ±rodowisk anizotropowy
h.

6.7.1 Model anizoptropii

W przestrzeni dwuwymiarowej tensor wspóª
zynnika dyfuzji D zgodnie z [44℄

wynosi:

D(r) = R(r)diag(λ1(r), λ2(r))R(r)
T, (6.202)

gdzie R(r) jest ma
ierz¡ ortogonaln¡ o wymiarze 2× 2, natomiast:

λi(r) =
1

2 [µa(r) + (1− bi(r))µs(r)]
, i = 1, 2, (6.203)

gdzie (1− bi(r))µs(r) = µ
′

s(r).

Reprezenta
ja (6.202) mo»e tak»e by¢ interpretowana jako dekompozy
ja

tensora dyfuzji wzgl�dem warto±
i wªasny
h. Warto±
i wªasne λi, i = 1, 2,

reprezentuj¡ nat�»enie anizotropii, a jej kierunki s¡ zawarte w ma
ierzy R.

Nie
h Φ speªnia równanie dyfuzji w dziedzinie 
z�stotliwo±
i:

∇ · (D(r)∇Φ(r, ω))− k2Φ(r, ω) = 0, (6.204)

gdzie k =
√

µa − iω
c
� jest li
zb¡ falow¡ oraz:

D =

[

a d

d b

]

, D−1 =

[

b
detD

−d
detD

−d
detD

a
detD

]

, detD = |D| = ab− d2. (6.205)

Na brzegu zadano warunki brzegowe typu Robina:

Φ(r, ω) + 2n · D∇Φ(r, ω) = 0. (6.206)

Wprowadzaj¡
 now¡ zmienn¡:

r̃ = D−1/2r, r = D1/2r̃, (6.207)
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równanie (6.204) przyjmie posta¢:

(∇2
r̃
− k2)Φ(r̃, ω) = 0, (6.208)

gdzie przez r rozumiemy wektor kolumnowy o elementa
h b�d¡
y
h skªado-

wymi kartezja«skimi wektora poªo»enia.

Dla powy»szego równania ró»ni
zkowego i jednorodnego ±rodowiska

(λi =
onst), równanie fundamentalne dane jest w nast�puj¡
ej posta
i [44℄:

G(r, r′, ω) =
1

2π|D|1/2K0

(

k((r− r′)TD−1(r− r′))1/2
)

, (6.209)

gdzie K0 jest zmody�kowan¡ funk
j¡ Bessela drugiego rodzaju zerowego

rz�du, k li
zb¡ falow¡, a |D|1/2 jest pierwiastkiem wyzna
znika ma
ierzy D.

Posta¢ 
aªkowa równania ró»ni
zkowego przyjmie teraz nast�puj¡
¡ posta¢:

c(r)Φ(r, ω)+

∫

Γ

(n · D∇G(r, r′, ω))Φ(r′, ω)dΓ =

=

∫

Γ

G(r, r′, ω) (n · D∇Φ(r′, ω))dΓ−
∫

Ω

G(ris, r
′, ω) q dΩ, (6.210)

gdzie funk
ja Greena:

G =
1

2π|D|1/2K0

[

k((r− r′)TD−1(r− r′))1/2
]

=
1

2π|D|1/2K0(k
′t), (6.211)

natomiast k′ = k
|D|1/2 , a t jest funk
j¡ pomo
ni
z¡ zde�niowan¡ nast�puj¡
o:

t =
[

b(x− x′)2 − 2d(x− x′)(y − y′) + a(y − y′)2
]1/2

.

Caªki lewej strony równania wymagaj¡ nie
o wi�kszej uwagi.

n · D∇G = (a nx′ + d ny′)
∂G

∂x′
+ (d nx′ + b ny′)

∂G

∂y′
=

=
1

2π|D|1/2
[

(a nx′ + d ny′)
∂

∂x′
K0(k

′t) + (d nx′ + b ny′)
∂

∂y′
K0(k

′t)

]

=

=
1

2π|D|1/2
[

(a nx′ + d ny′)
∂

∂t
K0(k

′t)
∂t

∂x′
+ (d nx′ + b ny′)

∂

∂t
K0(k

′t)
∂t

∂y′

]

=

=
1

2π|D|1/2
[

(a nx′ + d ny′)
b(x′ − x)− d(y′ − y)

t
+

+ (d nx′ + b ny′)
a(y′ − y)− d(x′ − x)

t

]

∂

∂t
K0(k

′t). (6.212)



6.7 �rodowiska anizotropowe 251

Po przeksztaª
enia
h otrzymamy wzgl�dnie prost¡ posta¢:

n · D∇G = − k

2π

(x′ − x)nx′ + (y′ − y)ny′

t
K1(k

′t), (6.213)

gdzie: K1 jest zmody�kowan¡ funk
j¡ Bessela drugiego rodzaju pierwszego

rz�du.

Zatem równanie (6.210) przy zaªo»eniu, »e warunki po
z¡tkowe s¡ zerowe,

przyjmie nast�puj¡
¡ posta¢:

c(r)Φ(r, ω) +

∫

Γ

[

− k

2π
K1(k

′t)
(x′ − x)nx′ + (y′ − y)ny′

t

]

Φ(r′, ω)dΓ =

=

∫

Γ

1

2π|D|1/2K0(k
′t)
∂Φ(r′, ω)

∂n
dΓ−

p−1
∑

is=0

1

2π|D|1/2K0(k
′tis)Qis, (6.214)

gdzie: tis = [b(xis − x′)2 − 2d(xis − x′)(yis − y′) + a(yis − y′)2]
1/2

.

Równania powy»sze mog¡ by¢ rozwi¡zane numery
znie w ten sam sposób jak

dla ±rodowisk izotropowy
h.

6.7.2 Caªki osobliwe

Caªkowanie funk
ji z osobliwo±
iami dokonuje si� podobnie jak dla ±rodo-

wisk izotropowy
h. Najpierw rozwa»my funk
j� Greena G dla kwadratowy
h

funk
ji interpola
yjny
h, tak jak to byªo poprzednio dla równania Lapla
e'a.

G =
1

2π|D|1/2K0(k
′t) ∼= −1

2π|D|1/2 ln(k
′t) =

1

2π|D|1/2 (−ln k′ − ln t), (6.215)

dla k′t << 1.

Najpierw rozpatrzmy sytua
j�, kiedy r jest wektorem poªo»enia pierwszego

w�zªa elementu zawieraj¡
ego r′, odlegªo±¢ t(r, r′) mo»e by¢ okre±lona nast�-

puj¡
o:

t2 = b(x(ξ)− x0)
2 + a(y(ξ)− y0)

2 − 2d(x(ξ)− x0)(y(ξ)− y0). (6.216)
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Podstawiaj¡
 kwadratowe funk
je bazowe (6.117), otrzymamy:

t2 = b

[

1

2
(1 + ξ)

]2

[(ξ − 2)x0 + 2(1− ξ)x1 + ξx2]
2 +

+ a

[

1

2
(1 + ξ)

]2

[(ξ − 2)y0 + 2(1− ξ)y1 + ξy2 ]
2 +

− 2d

[

1

2
(1 + ξ)

]2

[(ξ − 2)x0 + 2(1− ξ)x1 + ξx2] (6.217)

[(ξ − 2)y0 + 2(1− ξ)y1 + ξy2 ] =

= η2
[

b
(

f (0)
x (ξ)

)2
+ a

(

f (0)
y (ξ)

)2 − 2d f (0)
x (ξ)f (0)

y (ξ)
]

,

gdzie η = 0.5(1 + ξ).

Powtarzaj¡
 t¡ pro
edur� w sytua
ji, kiedy r jest drugim w�zªem elementu

zawieraj¡
ego r′, otrzymamy:

t2 = b ξ2
[

1

2
(ξ − 1)x0 − ξx1 +

1

2
(ξ + 1)x2

]2

+

+ a ξ2
[

1

2
(ξ − 1)y0 − ξy1 +

1

2
(ξ + 1)y2

]2

+

− 2dξ2
[

1

2
(ξ − 1)x0 − ξx1 +

1

2
(ξ + 1)x2

]

(6.218)

[

1

2
(ξ − 1)y0 − ξy1 +

1

2
(ξ + 1)y2

]

=

= η2
[

b
(

f (1)
x (ξ)

)2
+ a

(

f (1)
y (ξ)

)2 − 2d f (1)
x (ξ)f (1)

y (ξ)
]

,

gdzie η = ±ξ, oraz dla trze
iego w�zªa:

t2 = b

[

1

2
(1− ξ)

]2

[ξx0 + 2(1 + ξ)x1 + (ξ + 2)x2]
2 +

+ a

[

1

2
(1− ξ)

]2

[ξy0 + 2(1 + ξ)y1 + (ξ + 2)y2 ]
2 +

− 2d

[

1

2
(1− ξ)

]2

[ξx0 + 2(1 + ξ)x1 + (ξ + 2)x2] (6.219)

[ξy0 + 2(1 + ξ)y1 + (ξ + 2)y2 ] =

= η2
[

b
(

f (2)
x (ξ)

)2
+ a

(

f (2)
y (ξ)

)2 − 2d f (2)
x (ξ)f (2)

y (ξ)
]

,

gdzie η = 0.5(1− ξ) (patrz rys. 6.15).
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Zatem dla 
zªonu logarytmi
znego równania (6.215) wyra»enie mo»na napisa¢

w posta
i ogólnej nast�puj¡
o:

1

2π|D|1/2 (−ln t) =

=
1

2π|D|1/2

(

−ln η

√

b
(

f
(0)
x (ξ)

)2

+ a
(

f
(0)
y (ξ)

)2

− 2df
(0)
x (ξ)f

(0)
y (ξ)

)

=

=
1

2π|D|1/2 ln
1

η
+

− 1

4π|D|1/2 ln
[

b
(

f (0)
x (ξ)

)2
+ a

(

f (0)
y (ξ)

)2 − 2df (0)
x (ξ)f (0)

y (ξ)
]

, (6.220)

i analogi
znie dla drugiego oraz trze
iego w�zªa elementu brzegowego.

6.7.3 Porównanie wyników MES i MEB

Rozpatrzmy dwa zestawy dany
h de�niuj¡
y
h anizotropi� ±rodowiska [44℄.

Pierwszy zestaw jest nast�puj¡
y:

a = 0.008333, b = 0.025, d = 0.0.
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Rys. 6.46. Rozkªad moduªu (po lewej stronie) i k¡ta przesuni�
ia fazowego (po pra-

wej stronie) wzdªu» brzegu obszaru

Je±li przyjmiemy »e wyniki MES s¡ wynikami 'dokªadnymi' (wyniki referen-


yjne), wtedy mo»emy poli
zy¢ bª¡d wzgl�dny MEB w stosunku do MES.
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Rys. 6.47. Rozkªad moduªu (po lewej stronie) i k¡ta przesuni�
ia fazowego (po pra-

wej stronie) wzdªu» promienia obszaru

Jak mo»na zaobserwowa¢ na rys.6.46 i rys.6.47 wyniki MEB pokrywaj¡ si�

niemal 
aªkowi
ie z wynikami referen
yjnymi (MES). Porównanie ty
h wyni-

ków dla ró»ny
h dyskretyza
ji MEB, przedstawiono na rysunka
h od rys.6.48

do rys.6.52). Mo»na zauwa»y¢, »e bª¡d wzgl�dny jest poni»ej 10% i maleje ze
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Rys. 6.48. Rozkªad bª�du wzgl�dnego dla moduªu (po lewej stronie) i k¡ta prze-

suni�
ia fazowego (po prawej stronie) wzdªu» brzegu o 256 w�zªa
h

wzrostem li
zby elementów brzegowy
h (a 
o za tym idzie ze wzrostem li
zby

w�zªów). Gªówne ró»ni
e pomi�dzy wynikami MES i MEB s¡ spowodowane

przez ró»ne modele matematy
zne ¹ródeª punktowy
h jakie s¡ stosowane w

obu metoda
h.

Drugi zestaw dany
h jest zde�niowany nast�puj¡
o:

a = 0.025, b = 0.008333, d = 0.0.
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Rys. 6.49. Rozkªad bª�du wzgl�dnego dla moduªu (po lewej stronie) i k¡ta prze-

suni�
ia fazowego (po prawej stronie) wzdªu» brzegu o 512 w�zªa
h
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Rys. 6.50. Rozkªad bª�du wzgl�dnego dla moduªu (po lewej stronie) i k¡ta prze-

suni�
ia fazowego (po prawej stronie) wzdªu» brzegu o 768 w�zªa
h
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Rys. 6.51. Rozkªad moduªu (po lewej stronie) i k¡ta przesuni�
ia fazowego (po pra-

wej stronie) wzdªu» brzegu

Równie» i w tym przypadku osi¡gni�to zadowalaj¡
e wyniki.
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Rys. 6.52. Rozkªad moduªu (po lewej stronie) i k¡ta przesuni�
ia fazowego (po pra-

wej stronie) wzdªu» promienia obszaru koªowego

6.8 Sformuªowanie Galerkina brzegowy
h

równa« 
aªkowy
h

W tym podrozdziale zostanie przedstawiona kon
ep
ja sformuªowania Ga-

lerkina w odniesieniu do brzegowy
h równa« 
aªkowy
h z ograni
zeniem do

elementów staªy
h i przestrzeni 2D. Powstaje usprawiedliwione pytanie, dla-


zego ten problem jest istotny? Jak do tej pory, nie jest w 100 % udowod-

nione, »e podej±
ie Galerkina jest bardziej efektywne ni» standardowa MEB,

w sz
zególno±
i dla przestrzeni 3D z powodu bardzo skomplikowanej pro
e-

dury 
aªkowania 
aªek osobliwy
h.

Alternatywne do standardowej MEB podej±
ie Galerkina (GMEB) do brze-

gowy
h równa« 
aªkowy
h wymaga speªnienia równa« bazowy
h w sensie

wa»ony
h residuów, prowadz¡
 do podwójnego 
aªkowania powierz
hni. Po-

dej±
ie Galerkina (GMEB) mo»e pod pewnymi warunkami generowa¢ syme-

try
zny ukªad równa« algebrai
zny
h, 
o jest jedn¡ z zasadni
zy
h zalet tego

podej±
ia podnoszon¡ przez wielu autorów [96℄.

Metoda koloka
ji opisywana w poprzedni
h rozdziaªa
h nie traktowaªa punk-

tów ¹ródªa i punktów obserwa
ji symetry
znie. Aby to zilustrowa¢, rozwa»my

sytua
j� przedstawion¡ na rys. 6.53. Na rys. 6.53a) i rys. 6.53b) role punktów

¹ródªa i punktów obserwa
ji s¡ odwró
one.
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a) b)

ξ
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x
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r

r’ (ξ)
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j

0
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y
r (η)
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η i

j

Rys. 6.53. Czteroelementowy obszar z punktem ¹ródªa r i punktem obserwa
ji r
′

Jest o
zywiste, »e warto±
i 
aªek obli
zone w ty
h dwó
h przypadka
h przed-

stawiony
h na rys. 6.53a) i b) nie b�d¡ takie same.

Bi,j(r, r
′(ξ)) =

∫ +1

−1

G(|r− r′(ξ)|)J(ξ)dξ,

(6.221)

Bj,i(r(η), r
′) =

∫ +1

−1

G(|r′ − r(η)|)J(η)dη.

Wyzna
znik Jakobiego J jest jedn¡ z istotny
h ró»ni
 w ty
h dwó
h 
aªka
h.

Dla elementu staªego, wyzna
znik ma
ierzy Jakobiego J jest staªy i propor-


jonalny do dªugo±
i danego elementu. Zatem warto±
i J(ξ) i J(η) b�d¡ w

przypadku ogólnym ró»ne.

Teraz ju» ªatwo zrozumie¢, »e aby wspóª
zynniki ma
ierzy mogªy sta¢ si�

symetry
zne, musi by¢ zastosowane podwójne 
aªkowanie. Konwen
jonalne

równania bazowe MEB (patrz na przykªad równanie (6.69)), mo»e by¢ teraz

wymno»one przez funk
j� wagi (lub funk
j� testow¡) i s
aªkowane ze wzgl�du

na r wzdªu» 
aªego brzegu Γ po raz drugi [2℄.

Aby traktowa¢ r(η) i r′(ξ) symetry
znie, mo»emy wybra¢ funk
je wagi tak,

aby byªy równe funk
jom bazowym interpola
ji elementów brzegowy
h. To

wªa±nie nazywamy podej±
iem Galerkina, poniewa» te same funk
je s¡ u»yte

zarówno do aproksyma
ji rozwi¡zania i do jego testowania. Na przykªad 
aªki
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zwi¡zane z sytua
j¡ przedstawion¡ na rys. 6.53 staj¡ si�:

Bi,j(r, r
′(ξ)) =

∫ +1

−1

∫ +1

−1

Ni(ξ)Nj(η)G(|r− r′(ξ)|)J(ξ)J(η)dξdη,

(6.222)

Bj,i(r(η), r
′) =

∫ +1

−1

∫ +1

−1

Nj(η)Ni(ξ)G(|r′ − r(η)|)J(η)J(ξ)dηdξ,

gdzie: N jest funk
j¡ wagi

2

.

Zatem jest o
zywistym, »e Bi,j(r, r
′(ξ)) = Bj,i(r(η), r

′). Równie» dla inny
h

rodzajów elementów brzegowy
h wspóª
zynniki ma
ierzy pozostan¡ syme-

try
zne.

Komputerowa implementa
ja GMEB zasadni
zo wymaga ty
h samy
h umie-

j�tno±
i 
o klasy
zna MEB. W podej±
iu Galerkina 
aªkowanie wzgl�dem

dwó
h niewiadomy
h ξ i η (w 2D) z matematy
znego punktu widzenia jest

równowa»ne 
aª
e powierz
hniowej. A te
hnika numery
znego 
aªkowania 
a-

ªek podwójny
h opisana zostaªa w rozdziale 8 dla standardowej MEB w za-

dania
h 3D i mo»e by¢ tu z powodzeniem zastosowana.

Kiedy 
aªkujemy obie strony równania (6.69) i mno»ymy przez funk
j� wagi

(w tym wypadku równ¡ jedno±
i w danym elemen
ie), otrzymamy:

∫

Γ

c(r)Φ(r)dΓ(r) +

∫

Γ

(∫

Γ

∂G(|r− r′|)
∂n

Φ(r′)dΓ(r′)

)

dΓ(r) =

(6.223)

=

∫

Γ

(
∫

Γ

G(|r− r′|)∂Φ(r
′)

∂n
dΓ(r′)

)

dΓ(r).

6.8.1 Anality
zne wyzna
zanie 
aªek osobliwy
h

Caªki nieosobliwe mo»emy 
aªkowa¢ w podobny sposób, jak to byªo w roz-

dziale 6.3.2, równanie (6.92), dla standardowej MEB, u»ywaj¡
 podwójnej

kwadratury Gaussa-Legendre'a.

2

Dla staªego elementu brzegowego funk
ja wagi (funk
ja testowa) jest równa jedno±
i.
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W prze
iwie«stwie do 
aªek nieosobliwy
h, 
aªki osobliwe s¡ najtrudniejszym

elementem obli
ze« numery
zny
h w metodzie elementów brzegowy
h. Trud-

no±
i te jesz
ze wzrastaj¡, gdy mamy do 
zynienia z podej±
iem Galerkina w

metodzie elementów brzegowy
h.

Jak to ju» byªo wspomniane w
ze±niej, reguªy 
aªkowania z przestrzeni 3D

mog¡ by¢ stosowane w tym przypadku. Sz
z�±liwie, dla elementu staªego 
aªki

osobliwe mog¡ by¢ 
aªkowane anality
znie (porównaj z równaniem (6.93)).

Jako przykªad testowy rozwa»my zagadnienie Diri
hleta dla równania Pois-

sona:

∇2Φ(r) = −f(r), r ∈ Ω,

Φ(r) = ΦΓ = 0, r ∈ Γ, (6.224)

gdzie: r = [x1, x2].

Równanie to jest speªnione w obszarze kwadratowym o wymiara
h Γ =

[0, 1]× [0, 1]. Na brzegu obszaru poten
jaª Φ jest równy zeru. W jego wn�trzu

za± mamy wymuszenie dane funk
j¡ f . Linia brzegowa Γ jest podzielona na

osiem elementów brzegowy
h, po dwa na ka»dym z boków obszaru kwadra-

towego (patrz rys. 6.54).

Bior¡
 pod uwag�, »e poten
jaª Φ zanika do zera na brzegu obszaru, wspóª-


zynniki ma
ierzy Ai,i przyjmuj¡ warto±
i zerowe, a niezerowe warto±
i

wspóª
zynników ma
ierzy Bi,i mog¡ by¢ wyzna
zone anality
znie (dla tego

przypadku):

Bi,i = − 1

2π

∫ L

0

∫ L

0

ln
√

(r − r′)2 dr dr′ =
L2(−3 + 2 lnL)

4π
, (6.225)

gdzie: L ozna
za dªugo±¢ elementu brzegowego.

Przykªad 12

Równanie Poissona � (przykªad opra
owany na podstawie [59℄).
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Rys. 6.54. Obszar kwadratowy podzielony na osiem elementów brzegowy
h

Rozwa»my obszar Ω który jest ogrzewany sta
jonarnym wewn�trznym ¹ró-

dªem f , przykªad zaproponowany w [30℄. Temperatura brzegowa wynosi 0oC.

Zatem jest to zagadnienie Diri
hleta dla równania Poissona (patrz równanie

(6.224)). Obszar Ω, tak jak poprzednio jest kwadratem jednostkowym. Brzeg

Γ obszaru Ω podzielono na osiem elementów brzegowy
h tak jak na rys. 6.54

lub rys. 6.55.

2 x

x
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3
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6 5

2

1
r 1

r’

N1

Rys. 6.55. Obszar kwadratowy podzielony na osiem elementów brzegowy
h o staªej

funk
ji próbnej
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Rozwi¡zanie fundamentalne dla zagadnienia 2D jest (por. (6.85)):

G(r− r′) = G(x1, y1, x2, y2) = − 1

2π
ln
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2 (6.226)

Bior¡
 pod uwag�, »e Φ = 0 na 
aªym brzegu Γ, dyskretna forma 
aªkowy
h

równa« brzegowy
h przyjmie posta¢:

0 =
∑

i

Bij
∂Φi

∂n
+ Fi

W 
elu uprosz
zenia obli
ze« zarówno dla elementów ma
ierzy B jak i wek-

tora prawy
h stron F pomini�to znaki minus, jakie powinny si� pojawi¢ na

skutek uprosz
zenia argumentów funk
ji Greena (por. równanie (6.226)).

Dla przykªadu przedstawione zostanie 
aªkowanie dla wybrany
h elementów

ma
ierzy B a w przypadku elementu B15 na rys. 6.55 zilustrowano poªo»enie

wektorów r i r′:

B11 =

1/2
∫

0

1/2
∫

0

G(r− r′)dy1dx1 =
1

2π

1/2
∫

0

1/2
∫

0

ln
√

(x1 − y1)2dy1dx1

B15 =

1/2
∫

0

1
∫

1/2

G(r− r′)dy1dx1 =
1

2π

1/2
∫

0

1
∫

1/2

ln
√

(x1 − y1)2 + 1dy1dx1

B45 =

1
∫

1/2

1
∫

1/2

G(r− r′)dy1dx2 =
1

2π

1
∫

1/2

1
∫

1/2

ln
√

y21 + x22dy1dx2

B52 =

1
∫

1/2

1
∫

1/2

G(r− r′)dy1dx1 =
1

2π

1
∫

1/2

1
∫

1/2

ln
√

(x1 − y1)2 + 1dy1dx1

Wektor prawy
h stron F dla funk
ji wymuszenia f = 1 wynosi:

F1 =

∫

Γx

∫

Ω

f(y)G(r− r′)dΩydΓx =

1/2
∫

0





1
∫

0

1
∫

0

G(r− r′)dy1dy2



dx1

F3 =

1/2
∫

0





1
∫

0

1
∫

0

G(r− r′)dy1dy2



dx2
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Dla dyskretyza
ji o±mioma elementami brzegowymi (rys. 6.55), wi�kszo±¢

wspóª
zynników ma
ierzy B mo»e by¢ obli
zona z pomo
¡ funk
ji int pro-

gramu MATLAB [59℄:

B(r, k) = int(int(G(x1, y1, x2, y2), y, d2, g2), x, d1, g1); (6.227)

gdzie:

Brk =

g1
∫

d1

g2
∫

d2

G(x− y)dydx =

g1
∫

d1

g2
∫

d2

G(x1,y1, x2, y2)dydx

W pro
esie obli
zeniowym zmienne x1 lub x2 i y1 lub y2 s¡ znane (tzn. s¡

zwykle tylko dwie nieznane zmienne). Je±li warto±
i y1 s¡ znane, to 
aªk�


aªk� wyzna
zamy ze wzgl�du na y2 i odwrotnie. Analogi
zna sytua
ja jest

dla zmienny
h x1 oraz x2.

Na przykªad aby obli
zy¢ wspóª
zynniki B11 i B52 nale»y u»y¢ nast�puj¡
y
h

pole
e«:

B(1, 1) = int(int(G(x1, y1, 0, 0), y1, 0, 0.5), x1, 0, 0.5),

B(5, 2) = int(int(G(x1, y1, 1, 0), y1, 0.5, 1), x1, 0.5, 1).

Problem si� pojawia gdy x1 = 1 i y2 = 1 a górna grani
a 
aªkowania jest

równa 1. Wynik obli
ze« na podstawie wzoru (6.227) jest NaN . W tym

przypadku funk
je limit i int mo»e by¢ u»yta w nast�puj¡
y sposób:

f = limit(int(G(1, y1, x2, 1), y1), y1, g2) (6.228)

−limit(int(G(1, y1, x2, 1), y1), y1, d2)

B(r, k) = limit(int(f, x2), x2, g1)− limit(int(f, x2), x2, d1) (6.229)

Na przykªad element:

B45 =

1
∫

1/2

1
∫

1/2

G(1, x2, y1, 1)dy1dx2

mo»e by¢ obli
zony na podstawie zale»no±
i (6.228)-(6.229):

f = limit(int(G(1, y1, x2, 1), y1), y1, 1)

−limit(int(G(1, y1, x2, 1), y1), y1, 0.5);
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B(4, 5) = limit(int(f, x2), x2, 1)− limit(int(f, x2), x2, 0.5);

Dla szesnastu elementów brzegowy
h (4 elementy na ka»dy bok brzegu), te

same problemy wyst¡pi¡ dla elementów:

B(r, 9), dla r = 5, . . . , 8

i

B(8, k), dla k = 9, . . . , 12.

Dla dwudziestu elementów brzegowy
h (6 elementów na ka»dy bok brzegu),

te same problemy wyst¡pi¡ dla elementów:

B(r, 13), dla r = 7, . . . , 12

i

B(12, k), dla; k = 13, . . . , 18.

We wszystki
h ty
h przypadka
h mog¡ by¢ równie» u»yte formuªy (6.228) i

(6.229). Tak wi�
, dla ka»dej g�sto±
i dyskretyza
ji wszystkie wyniki mog¡

by¢ uzyskana z pomo
¡ zale»no±
i (6.227) i (6.228)-(6.229).

Wektor prawy
h stron równie» mo»e by¢ obli
zony z pomo
¡ funk
ji limit i

int :

f1 = limit(int(G(x1, y1, x2, y2), y), y, 1) (6.230)

−limit(int(G(x1, y1, x2, y2), y), y, 0);

f = int(int(f1, y, 0, 1), x, d, g); (6.231)

gdzie parametry [d, g] opisuj¡ brzeg Γx.

Je±li warto±¢ y1 jest znana, 
aªka jest wyzna
zana ze wzgl�du na y2 i od-

wrotnie. Analogi
zna sytua
ja b�dzie dla zmienny
h x1 i x2.

Na przykªad dla szesnastu elementów brzegowy
h, wspóª
zynniki wektora

prawy
h stron F mo»na wyzna
zy¢ w sposób nast�puj¡
y:

f = limit(int(G(x1, y1, 0, y2), y2), y2, 1)

−limit(int(G(x1, y1, 0, y2), y2), y2, 0);

f(1) = int(int(f, y1, 0, 1), x1, 0, 0.25);
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f = limit(int(G(x1, y1, 0, y2), y2), y2, 1)

−limit(int(G(x1, y1, 0, y2), y2), y2, 0);

f(3) = int(int(f, y1, 0, 1), x1, 0.75, 1);

Tak wi�
, dla szesnastu elementów brzegowy
h ma
ierz B i wektor F

odpowiednio wynosz¡:

kolumny ma
ierzy B od 1 do 8 s¡ nast�puj¡
e:

B =



































































−0.0287 −0.0149 −0.0071 −0.0030 −0.0012 −0.0005 0.0007 0.0021

−0.0149 −0.0287 −0.0149 −0.0071 −0.0045 −0.0031 −0.0012 0.0007

−0.0071 −0.0149 −0.0287 −0.0149 −0.0092 −0.0063 −0.0031 −0.0005

−0.0030 −0.0071 −0.0149 −0.0287 −0.0175 −0.0092 −0.0045 −0.0012

−0.0012 −0.0045 −0.0092 −0.0175 −0.0287 −0.0149 −0.0071 −0.0030

−0.0005 −0.0031 −0.0063 −0.0092 −0.0149 −0.0287 −0.0149 −0.0071

0.0007 −0.0012 −0.0031 −0.0045 −0.0071 −0.0149 −0.0287 −0.0149

0.0021 0.0007 −0.0005 −0.0012 −0.0030 −0.0071 −0.0149 −0.0287

0.0001 0.0003 0.0011 0.0022 0.0021 0.0007 −0.0005 −0.0012

0.0003 0.0001 0.0003 0.0011 0.0007 −0.0012 −0.0031 −0.0045

0.0011 0.0003 0.0001 0.0003 −0.0005 −0.0031 −0.0063 −0.0092

0.0022 0.00111 0.0003 0.0001 −0.0012 −0.0045 −0.0092 −0.0175

−0.0175 −0.0092 −0.0045 −0.0012 0.0001 0.0003 0.0011 0.0022

−0.0092 −0.0063 −0.0031 −0.0005 0.0003 0.0001 0.0003 0.0011

−0.0045 −0.0031 −0.0012 0.0007 0.0011 0.0003 0.0001 0.0003

−0.0012 −0.0005 0.0007 0.0021 0.0022 0.0011 0.0003 0.0001



































































a kolumny od 9 do 16 s¡:

B =



































































0.0001 0.0003 0.0011 0.0022 −0.0175 −0.0092 −0.0045 −0.0012

0.0003 0.0001 0.0003 0.0011 −0.0092 −0.0063 −0.0031 −0.0005
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






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
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
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Warto zwró
i¢ uwag� na fakt, »e dla ty
h warunków brzegowy
h ma
ierz

wspóª
zynników bez »adny
h dodatkowy
h zabiegów jest symetry
zna!

FT = [−0.0193, −0.0249, −0.0249, −0.0193, −0.0193, −0.0249, −0.0249, −0.0193,

−0.0193, −0.0249, −0.0249, −0.0193, −0.0193, −0.0249, −0.0249, −0.0193]

Wyniki s¡ nast�puj¡
e:

XT = [0.1667, 0.3362, 0.3362, 0.1667, 0.1667, 0.3362, 0.3362, 0.1667,

0.1667, 0.3362, 0.3362, 0.1667, 0.1667, 0.3362, 0.3362, 0.1667]

Dla dyskretyza
ji o±mioma elementami brzegowymi (po 2 elementy na ka»dy

z boków) po
hodna normalna do brzegu jest identy
zna dla wszystki
h ele-

mentów (patrz rys. 6.56). Wyniki dla ró»nej li
zby elementów na ka»dej ze

stron obszaru s¡ pokazane na rys. 6.56. Dyskretyza
ja 12-ma elementami na

od
inek, redukuje bª¡d poni»ej 1%.

Rys. 6.56. Rozkªad po
hodnej normalnej poten
jaªu na jednym z od
inków brze-

gowy
h
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Staªy element brzegowy jest o tyle interesuj¡
y, »e maj¡
 rezultaty 
aªkowania

anality
znego, jeste±my w stanie osza
owa¢ bª¡d 
aªkowania numery
znego,

które jest jedynym sposobem traktowania 
aªek osobliwy
h w przypadku

bardziej zªo»ony
h elementów brzegowy
h. Zagadnienie to zostanie omówione

w nast�pnym rozdziale.

6.8.2 Numery
zne wyzna
zanie podwójny
h 
aªek

osobliwy
h

W omawianym przypadku 
aªka podwójna odpowiada 
aªkowaniu po po-

wierz
hni kwadratu. Osobliwo±¢ funk
ji pod
aªkowej pojawia si� wzdªu» jego

przek¡tnej (patrz rys. 6.57). Z formalnego punktu widzenia wydaje si�, »e

mo»na byªoby zastosowa¢ reguª� Gaussa-Legandre'a o ró»nej li
zbie punk-

tów 
aªkowania dla posz
zególny
h zmienny
h (patrz równanie (6.232)), aby

uzyska¢ poprawny wynik. Sposób ten nazwijmy bezpo±redni¡ metod¡ 
aªko-

wania. W tabeli 6.8 przedstawiono wyniki eksperymentu numery
znego i po-

równano je z wynikami uzyskanymi dla metody regularyza
ji s
hematy
znie

przedstawionej na rys. 6.57.

I =

∫ +1

−1

∫ +1

−1

f(η1, η2)dη1dη2 =
n−1
∑

i=0

(

m−1
∑

j=0

f(η1j , η2i)wj

)

wi, (6.232)

gdzie: n � li
zba punktów 
aªkowania w kierunku η1, m � li
zba punktów


aªkowania w kierunku η2.

Zainteresowany
h 
zytelników kompletn¡ list¡ funk
ji wag i punktów 
aªko-

wania Gaussa odsyªam do pozy
ji [22℄.

Bª¡d wzgl�dny przedstawiony w tabli
y 6.8 poli
zono na podstawie wyni-

ków 
aªkowania anality
znego ('dokªadnego'). Dopiero dla przypadku 4-tego

z tabli
y 6.8 poziom bª�du wzgl�dnego spadª do warto±
i poni»ej 0.5%. Wy-

nik ten osi¡gni�to kosztem bardzo du»ej li
zby punktów 
aªkowania, której

dalszy wzrost nie jest ra
jonalny. Istnieje zatem potrzeba zastosowania innej

metody, która pozwoliªaby na osi¡gni�
ie zna
znie lepszej dokªadno±
i mniej-

szym kosztem obli
zeniowym. Idee rozwi¡zania tego problemu za
zerpni�to
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Tabli
a 6.8. Caªkowanie numery
zne podwójny
h 
aªek osobliwy
h

bª¡d wzgl�dny bª¡d wzgl�dny

lp li
zba punktów bezpo±redniej regularyza
yjnej


aªkowania metody 
aªkowania metody 
aªkowania

[%℄ [%℄

1 20 ( 4 in x and 5 in y ) 5.56 0.90

2 90 ( 9 in x and 10 in y ) 2.81 0.26

3 992 (31 in x and 32 in y) 0.88 0.03

4 3660 (60 in x and 61 in y) 0.46 0.008

z metod 
aªkowania 
aªek powierz
hniowy
h w metodzie elementów brze-

gowy
h dla zagadnie« trójwymiarowy
h (patrz nast�pny rozdziaª). Spo±ród

t

τ

T2

T
1

ηη

η

2 2

1 η1

JJT1 T2

3 2

0 1

0 1

3 0

Rys. 6.57. Metoda regularyza
ji 
aªkowania podwójny
h 
aªek osobliwy
h

wielu ró»ny
h metod [5,23,40℄, wybrano metod� regularyza
ji opisan¡ po raz

pierwszy w [5℄, której zastosowanie w rozwa»anym przypadku jest niezwykle

proste i daje znakomite rezultaty. Obszar 
aªkowania, wzdªu» linii na któ-

rej wyst�puje osobliwo±¢ dzieli si� na dwa obszary trójk¡tne i transformuje
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je na jednostkowe kwadraty (patrz równania (6.233) i równanie (6.234)), do

który
h stosuje si� standardow¡ metod� kwadratury Gaussa-Legandre'a.

Dla trójk¡ta T1:

η1 = −t,
η2 =

1 + t− 2τ

1− t
. (6.233)

Dla trójk¡ta T2:

η1 = −τ, (6.234)

η2 =
−1 + 2t− τ

1− τ
.

Jakobian transforma
ji (t.j. wyzna
znik ma
ierzy Jakobiego) jest taki sam w

obu podobszara
h i wynosi: JT = JT 1 = JT 2 =
1+η1
2

.

Przebieg funk
ji pod
aªkowej po dokonaniu transforma
ji podobszarów trój-

k¡tny
h na kwadraty jednostkowe przedstawiono na rys. 6.58.

a) b) 
)

Rys. 6.58. a) Osobliwo±¢ wyst�puj¡
a w przypadku GMEB, b) trójk¡t T1 prze-

transformowany do kwadratu, 
) trójk¡t T2 przetransformowany do

kwadratu

Jak mo»na zauwa»y¢, osobliwo±¢ zostaªa usuni�ta, dzi�ki 
zemu osi¡gni�to

doskonaªe rezultaty 
aªkowania przy niewielkiej li
zbie punktów 
aªkowania

(patrz tabli
a 6.8).
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6.9 Sformuªowanie zewn�trzne dla MEB

Wyró»niamy dwie podstawowe grupy problemów, które mo»na modelowa¢ za

pomo
¡ równa« ró»ni
zkowy
h 
z¡stkowy
h (ang. Partial Di�erential Equ-

ation � PDE):

problemy wewn�trzne Jest to grupa, w której geometria rozpatrywanego

zagadnienia, odwzorowywana przez obszar Ω jest 
aªkowi
ie ograni-


zona przez brzeg Γ. Na brzegu Γ zadaje si� warunki brzegowe (ang.

Boundary Conditions � BC). Przykªad geometrii problemu wewn�trz-

nego zostaª przedstawiony na rysunku 6.2a. Do tej pory rozpatrywane

byªy jedynie zagadnienia wewn�trzne.

problemy zewn�trzne Jest to grupa problemów, w który
h rozpatrywany

obszar Ω jest nieograni
zony, natomiast ograni
zone brzegiem Γ s¡ ob-

szary nierozpatrywane Ω′
, przy 
zym:

Ω 6= Ω′. (6.235)

Na rysunku 6.2b przedstawiono przykªad geometrii problemu zewn�trz-

nego. W przypadku zagadnie« zewn�trzny
h warto±¢ poten
jaªu w nie-

sko«
zono±
i obszaru Ω wynika z funk
ji pierwotnej równania ró»ni
z-

kowego 
z¡stkowego tj. jego rozwi¡zania ogólnego.

6.9.1 Problem zewn�trzny dla zada« 2D

W przypadku zagadnie« zewn�trzny
h równanie 
aªkowo brzegowe (ang. Bo-

undary Integral Equation � BIE) przyjmuje posta¢:

ciϕ+

∫

Γ

ϕ
∂G

∂n
dΓ +

∫

Γ∞

ϕ
∂G

∂n
dΓ∞ =

∫

Γ

∂ϕ

∂n
GdΓ +

∫

Γ∞

∂ϕ

∂n
GdΓ∞ +

∫

Ω

fGdΩ,

(6.236)

gdzie: Γ∞ ozna
za brzeg w niesko«
zono±
i.
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Metoda elementów brzegowy
h w naturalny sposób umo»liwia rozwi¡zywanie

zada« zewn�trzny
h. Przykªady zagadnie« zewn�trzny
h przedstawione b�d¡

w rozdziale nast�pnym. W modelu matematy
znym nale»y przyj¡¢, »e w

du»ej odlegªo±
i od obiektu l
max

(np. niesko«
zonej), na brzegu Γ∞ poten
jaª

ϕ jest równy zero. Zatem prawdziwa musi by¢ zale»no±¢ dla u»ywanego w

zadaniu równania Lapla
e'a:

r ր l
max

∧ ϕց 0, (6.237)

gdzie l
max

musi by¢ wi�ksze od maksymalnego rozmiaru rozpatrywanego ob-

szaru. Odlegªo±¢ l
max

jest u»ywana w pro
edurze normaliza
ji funk
ji Greena

dla zadania dwuwymiarowego [4, str. 33℄, umo»liwiaj¡
 wyzerowanie poten-


jaªu w du»ej odlegªo±
i od rozpatrywanego obszaru. Rozwi¡zanie fundamen-

talne dla dwuwymiarowego równania Lapla
e'a dla zagadnie« wewn�trzny
h

ma posta¢:

G(R) =
1

2π
ln

1

R
.

Wraz ze wzrostem R ր 
zªon logarytmi
zny ln 1
R
nie zanika, st¡d funk
ja

Greena równie» nie zanika, zatem niemo»liwe byªoby rozwi¡zanie zadania

zewn�trznego jak to ma miejs
e w przypadku problemów trójwymiarowy
h

(rozdziaª 6.9.2). Z tego powodu 
zªon logarytmi
zny ln 1
R
musi zosta¢ pod-

dany normaliza
ji polegaj¡
ej na wprowadzeniu odlegªo±
i l
max

, dla której

funk
ja Greena równa jest zero. Po przeprowadzeniu normaliza
ji, nast�pu-

j¡
a posta¢ rozwi¡zania fundamentalnego mo»e by¢ u»yta do rozwi¡zywania

dwuwymiarowy
h zagadnie« zewn�trzny
h:

G(R) =
1

2π
ln
l
max

R
, (6.238)

przy 
zym:

G(R = l
max

) =
1

2π
ln
l
max

l
max

= 0. (6.239)

Po
hodna normalna funk
ji Greena nie musi by¢ normalizowana poniewa» w

sposób naturalny zanika w niesko«
zono±
i:

∂G(R)

∂n
=

1

2πR

∂R

∂n
.

Dzi�ki zastosowaniu znormalizowanej funk
ji Greena G (6.238) oraz faktu

zerowania si� jej po
hodnej normalnej

∂G
∂n
, poten
jaª warstwy pojedyn
zej
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i podwójnej równania (6.236) zeruje si�. Dzi�ki temu równanie BIE dla za-

gadnienia zewn�trznego (6.236) ma tak¡ sam¡ posta¢ jak równanie dla za-

gadnienia wewn�trznego. Nale»y jedynie zwró
i¢ uwag� na poprawne skiero-

wanie wektora normalnego ~n elementów brzegowy
h tak aby byªy skierowane

na zewn¡trz rozpatrywanego niesko«
zonego obszaru Ω.

W przypadku problemu trójwymiarowego opisanego w rozdziale 6.9.2 nie ma

potrzeby wprowadzania pro
edury normaliza
ji, poniewa» funk
ja Greena dla

równania Lapla
e'a i jej po
hodna normalna

∂G
∂n

w przestrzeni trójwymiaro-

wej naturalnie zeruj¡ si� w niesko«
zono±
i.

Bior¡
 pod uwag� zale»no±
i matematy
zne, na przykªadzie okr�gu z zada-

nym poten
jaªem, zostanie przedstawiony rozkªad poten
jaªu dla zadania ze-

wn�trznego zde�niowanego przez równanie Lapla
e'a. Do jego opisu zostanie

u»yty ukªad wspóªrz�dny
h 
ylindry
zny
h. Wybrany zostaª okr¡g, ponie-

wa» dla niego istnieje rozwi¡zanie anality
zne dla równania Lapla
e'a. Na

rysunku 6.59 zostaªa przedstawiona geometria. Na brzegu Γ(1)
zostaª zadany

Rys. 6.59. Zadanie zewn�trzne dla okr�gu

warunek brzegowy Diri
hleta ϕ = U , natomiast rozpatrywanym obszarem

jest Ω(1)
.

Równanie Lapla
e'a w ukªadzie wspóªrz�dny
h 
ylindry
zny
h [90, str. 46℄
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ma nast�puj¡
¡ posta¢:

∇2ϕ(r, Θ) =
1

r

(

r
∂ϕ

∂r

)

+
1

r2
∂2ϕ

∂Θ2
+
∂2ϕ

∂z2
= 0. (6.240)

Na podstawie warunków zadania mo»na stwierdzi¢, »e poten
jaª ϕ zale»y

tylko od r. Zatem równanie (6.240) redukuje si� do nast�puj¡
ej posta
i:

∇2ϕ(r) =
1

r

(

r
∂ϕ

∂r

)

= 0. (6.241)

Natomiast rozwi¡zanie ogólne równania (6.241) ma posta¢:

ϕ(r) = A ln r +B, (6.242)

gdzie A i B s¡ staªymi 
aªkowania.

Zadanie zde�niowane na rysunku 6.59 zostaªo rozwi¡zane metod¡ elemen-

tów brzegowy
h. Nale»y zwró
i¢ uwag� na orienta
j� wektora normalnego

~n elementów brzegowy
h Γ(1)
w kierunku do ±rodka okr�gu tj. na zewn¡trz

rozpatrywanego obszaru Ω(1)
. Warto±¢ poten
jaªu na brzegu Γ(1)

zostaªa za-

dana jako warunek Diri
hleta ϕ = U = 10V. W zadaniu u»yto unormowan¡

funk
j� Greena i zastosowano zerowanie poten
jaªu w odlegªo±
i:

l
max

= 1000.

Siatka zostaªa przedstawiona na rysunku 6.60a, natomiast rozkªad poten
jaªu

w obszarze Ω(1)
(tj. na zewn¡trz koªa) wido
zny jest na rysunku 6.60b.

Na podstawie rozwi¡zania ogólnego (6.242) i równo
ze±nie rozkªadu poten-


jaªu z rysunku 6.60b wida¢, »e w miar� oddalania si� od okr�gu (r ր)

poten
jaª maleje (ϕ ց). Bez zastosowania opisanej w tym rozdziale pro-


edury normaliza
ji, otrzymano by niezgodne z �zyk¡ rozwi¡zanie MEB, w

którym warto±¢ poten
jaªu ϕ wzrastaªaby w miar� zwi�kszania si� odlegªo-

±
i r. Normaliza
ja dwuwymiarowej funk
ji Greena dla pªaskorównolegªy
h

dwuwymiarowy
h zagadnie« zewn�trzny
h umo»liwia ªatwe rozwi¡zywanie

zagadnie« zewn�trzny
h metod¡ elementów brzegowy
h.
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a) b)

-5 -2.5 0 2.5 5
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2.5
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Y

Z

Rys. 6.60. a) Siatka okr�gu, b) rozkªad poten
jaªu dla zadania zewn�trznego 2D

6.9.2 Problem zewn�trzny dla zada« 3D

Podobnie jak poprzednio, w modelu nale»y przyj¡¢, »e w niesko«
zonej (∞)

odlegªo±
i od obiektu, poten
jaª ϕ jest równy zero. Zatem prawdziwa musi

by¢ zale»no±¢ dla u»ywanego równania Lapla
e'a:

r ր ∞ ∧ ϕց 0. (6.243)

Powy»sza zale»no±¢ jest speªniona dla rozwi¡zania ogólnego równania La-

pla
e'a w przestrzeni trójwymiarowej, 
o zostaie pokazane na poni»szym

przykªadzie. Nale»y zwró
i¢ uwag�, »e funk
ja Greena G i jej po
hodna nor-

malna

∂G
∂n

nie zmieniaj¡ si� dla zadania zewn�trznego, poniewa» obydwie za-

nikaj¡ w niesko«
zono±
i. W przypadku problemu 2D funk
ja Greena musi

by¢ normalizowana tak jak zostaªo pokazane w rozdziale 6.9.1. Podobnie jak

to ma miejs
e w przypadku dwuwymiarowym, równanie 
aªkowo-brzegowe

(6.236) dla zagadnienia zewn�trznego trójwymiarowego redukuje si� do po-

sta
i:

ciϕ +

∫

Γ

ϕ
∂G

∂n
dΓ =

∫

Γ

∂ϕ

∂n
GdΓ +

∫

Ω

fGdΩ,
(6.244)

gdy» 
aªki po brzegu w niesko«
zono±
i Γ∞ zeruj¡ si�.

Bior¡
 pod uwag� zale»no±
i matematy
zne, na przykªadzie sfery z zada-
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nym poten
jaªem, zostanie przedstawione rozwi¡zanie ogólne dla zadania

zewn�trznego zde�niowanego przez równanie Lapla
e'a we wspóªrz�dny
h

sfery
zny
h. Wybrana zostaªa sfera poniewa» dla niej istnieje rozwi¡zanie

anality
zne. Na rysunku 6.61 zostaªa przedstawiona geometria. Na brzegu

Rys. 6.61. Zadanie zewn�trzne dla sfery

Γ(1)
zostaª zadany warunek brzegowy Diri
hleta ϕ = U , natomiast rozpatry-

wanym obszarem jest Ω(1)
.

Równanie Lapla
e'a w ukªadzie wspóªrz�dny
h sfery
zny
h (r, Θ, Ψ ) ma po-

sta¢ [90, str. 46℄ [93℄:

∇2ϕ(r, Θ, Ψ )=
1

r2
∂

∂r

(

r2
∂ϕ

∂r

)

+
1

r2 sinΘ

∂

∂Θ

(

∂ϕ

∂θ
sinΘ

)

+
1

r2 sin2Θ

∂2ϕ

∂Ψ 2
.

(6.245)

Na podstawie warunków zadania mo»na stwierdzi¢, »e poten
jaª ϕ zale»y

tylko od wspóªrz�dnej r. Zatem równanie (6.245) redukuje si� do nast�puj¡
ej

posta
i:

∇2ϕ(r) =
1

r2
∂

∂r

(

r2
∂ϕ

∂r

)

= 0. (6.246)

Natomiast rozwi¡zanie ogólne równania (6.246) ma posta¢:

ϕ(r) = −A1

r
+B, (6.247)

gdzie A i B s¡ staªymi 
aªkowania, które okre±li¢ mo»na na podstawie warun-

ków brzegowy
h. Podsumowuj¡
, rozwi¡zanie ogólne równania Lapla
e'a w
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przestrzeni trójwymiarowej (6.247) speªnia zale»no±
i przedstawione w rów-

naniu (6.243).
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Rozdziaª 7

Modelowanie pola

elektrostaty
znego za pomo
¡

biblioteki BEMLAB

W tym rozdziale zostan¡ zde�niowane i rozwi¡zane zadania modelowania

polowego kondensatorów na przykªadzie kondensatorów grzebieniowy
h u»y-

wany
h w urz¡dzenia
h MEMS (ang. Mi
ro-Ele
tro-Me
hani
al Systems).

Ksztaªt i wymiary urz¡dze« MEMS wymagaj¡ dokªadno±
i modelowania,

dlatego zastosowane zostaªo podej±
ie polowe przy u»y
iu Metody Elemen-

tów Brzegowy
h (MEB). Zadania polowe zostaªy rozwi¡zane przy pomo
y

oprogramowania BEMLAB [99,100℄.

7.1 Biblioteka BEMLAB

Autorem projektu o nazwie BEMLLAB [99℄ jest dr. Paweª Wieleba. W tym

miejs
u jedynie wspomnimy o bibliote
e BEMLAB, która jest znakomitym

narz�dziem dydakty
znym i nie tylko. Projekt BEMLAB jest projektem

otwartym (ang. Open Sour
e). Wa»nym elementem jest li
en
ja, której po-
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stanowienia okre±laj¡ w jaki sposób projekt mo»e by¢ rozwijany i u»ywany.

Sz
zegóªy doty
z¡
e tego projektu, zainteresowany 
zytelnik mo»e odnale±¢

w pra
y doktorskiej [99℄, mi�dzy innymi stworzon¡ wokóª BEMLAB-u infra-

struktur� i polityk� rozwoju, tak¡ aby mo»na go byªo okre±li¢ mianem �do-

brego oprogramowania otwartego (ang. good open sour
e software)�. W dok-

tora
ie przedstawiono równie» portal projektu oraz infrastruktur�, która dla

niego zostaªa stworzona.

Rys. 7.1. Zrzut ekranu sek
ji downloads witryny bemlab.org [99℄

Na rysunku 7.1 przedstawiono przykªadowy zrzut ekranu z sek
ji downloads

witryny bemlab.org stworzonej w systemie MediaWiki.

7.2 Równania pola elektrostaty
znego

Zjawiska �zy
zne za
hodz¡
e w elektrostaty
e opisane s¡, 
o warto raz jesz
ze

przyto
zy¢, przy pomo
y dwó
h równa« Maxwella [55, rozdziaª 1℄ [92, roz-
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dziaª 3℄ [46, rozdziaª 10.1℄ w posta
i ró»ni
zkowej:

rot ~E = ∇× ~E = 0, (7.1)

div ~D = ∇ · ~D = ρ, (7.2)

oraz 
aªkowej:

∮

L

~E · d~l = 0, (7.3)

∮

S

~D · d~s =
∫

V

ρ dv, (7.4)

gdzie:

~E � wektor nat�»enia pola elektry
znego,

~D � wektor induk
ji elek-

try
znej, ρ � g�sto±¢ obj�to±
iowa ªadunku.

Równania (7.1) i (7.3) przedstawiaj¡ prawo Faraday'a dla elektrostatyki, mó-

wi¡
e o tym, »e pole elektrostaty
zne jest bezwirowe. Natomiast równania

(7.2) i (7.4) przedstawiaj¡ prawo Gaussa dla elektry
zno±
i, informuj¡
e o

tym, »e ¹ródªem pola elektry
znego s¡ ªadunki elektry
zne.

Jak wynika z równania (7.1) pole elektrostaty
zne jest bezwirowe, dlatego

istnieje funk
ja skalarna ϕ speªniaj¡
¡ poni»sz¡ zale»no±¢:

gradϕ = −~E. (7.5)

Ponadto w ±rodowisku o staªej przenikalno±
i elektry
znej ε speªniona jest

równie» zale»no±¢:

~D = ε ~E. (7.6)

Korzystaj¡
 z podstawowy
h równa« dla ±rodowisk jednorodny
h (7.1) i (7.2)

oraz (7.5) i (7.6), mo»na otrzyma¢ równanie Poissona:

div gradϕ = −ρ
ε
,

∇2ϕ = −ρ
ε
,

(7.7)

a w przypadku, gdy brak ªadunków w rozpatrywanym obszarze:

ρ = 0, (7.8)
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to równanie (7.7) redukuje si� do równania Lapla
e'a:

∇2ϕ = 0. (7.9)

Rozwi¡zanie równa« Poissona lub Lapla
e'a daje �zy
znie zgodny i dokªadny

(bez uprosz
ze«) rozkªad poten
jaªu ϕ dla zde�niowanego problemu. Ponadto

znaj¡
 warto±
i poten
jaªu, mo»na obli
zy¢ np. nat�»enie pola

~E ze wzoru

(7.5), a znaj¡


~E mo»na obli
zy¢ induk
j� elektry
zn¡

~D ze wzoru (7.6).

7.2.1 Energia pola elektrostaty
znego

Posiadaj¡
 rozkªad poten
jaªu ϕ, a 
o za tym idzie

~E i

~D przedstawione w

poprzednim rozdziale, mo»na dokªadnie obli
zy¢ g�sto±¢ obj�to±
iow¡ ener-

gii we:

we =
1

2
~E · ~D, (7.10)

oraz energi� pola We:

We =

∫

Ω

wedΩ. (7.11)

Powy»sza metoda polowa jest metod¡ dokªadn¡, w prze
iwie«stwie do dru-

giej, przybli»onej, bazuj¡
ej na energii ªadunków b�d¡
y
h ¹ródªami pól wza-

jemnie na siebie oddziaªywuj¡
y
h [77, rozdziaª 4.1.1℄. W metodzie drugiej,

uprosz
zonej wykorzystuje si� energi� oddziaªywania dwó
h elementarny
h

ªadunków W12:

W12 =
1

4πǫ

q1q2
R12

, (7.12)

gdzie R12 odlegªo±¢ mi�dzy dwoma ªadunkami q1 i q2. Natomiast w takim

przypadku energi� elektry
zn¡ ukªadu ªadunków obli
za si� wedªug nast�pu-

j¡
ego wzoru:

W =
1

2

N
∑

i=1

qi

N−1
∑

j=1

qj
4πεRij

, i 6= j. (7.13)

Najwa»niejsze ograni
zenia w metodzie bazuj¡
ej na oddziaªywaniu ªadun-

ków elementarny
h to:
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• mog¡ opisywa¢ energi� w przypadku, gdy odlegªo±
i mi�dzy ªadunkami

s¡ zna
znie wi�ksze ni» rozmiary ªadunków,

• nie pozwalaj¡ na okre±lenie warto±
i energii pola w dowolnym punk
ie

przestrzeni nie zwi¡zanym z konkretnym ukªadem ªadunków,

• utrudnia interpreta
j�, poniewa» energia w zale»no±
i od znaku ªadun-

ków mo»e mie¢ ró»ne znaki, pomimo »e �zy
znie energia powinna by¢

zawsze dodatnia.

Modelowanie pola elektrostaty
znego mo»na przeprowadzi¢ rozwi¡zuj¡
 rów-

nania Poissona i Lapla
e'a przy pomo
y Metody Elementów Brzegowy
h i bi-

blioteki BEMLAB.

7.2.2 Siªa pola elektrostaty
znego

Z punktu widzenia modelowania kondensatorów grzebieniowy
h, wa»na jest

siªa pola elektrostaty
znego w
i¡gania (ang. pull-in) grzebienia ru
homego,

powstaj¡
a mi�dzy elektrodami grzebieniowymi do który
h przyªo»one jest

napi�
ie. Siªa ta musi równowa»y¢ siª� me
hani
zn¡ powstaj¡
¡ przy wy
hy-

leniu od poªo»enia równowagi. Siª� pola elektrostaty
znego mo»na obli
za¢

na wiele sposobów [92℄ m.in.:

• wykorzystuj¡
 prawo Coulomba:

~FR =
q1q2

4πεR2
~1R , (7.14)

• wykorzystuj¡
 oddziaªywanie pola elektry
znego na ªadunki:

~F = q ~E. (7.15)

Jednak powy»sze metody operuj¡ ªadunkami punktowymi, i i
h uogólnienie

na obiekty materialne ma wady wysz
zególnione powy»ej pod
zas wyboru

metody obli
zania energii.
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Z tego powodu lepiej jest u»y¢ gradientu energii [6, rozdziaª 8℄:

~FR = −∂W
∂R

~1R = − gradRW ~1R . (7.16)

7.2.3 Opis kondensatora

Podstawow¡ wielko±
i¡ u»ywan¡ do opisu kondensatora jest pojemno±¢ elek-

try
zna kondensatora C, która zale»y m.in. od ksztaªtu, wymiarów i wªa±
i-

wo±
i materiaªowy
h. Pojemno±¢ okre±la zdolno±¢ kondensatora do groma-

dzenia energii i jest propor
jonalna do ªadunku zgromadzonego na okªadka
h

i odwrotnie propor
jonalna do napi�
ia:

C =
Q

U
. (7.17)

W przypadku kondensatora energi� skumulowan¡ (7.18) w polu elektry
znym

kondensatora mo»na obli
zy¢ wykorzystuj¡
 jego pojemno±¢:

W =
1

2
CU2 =

1

2
QU. (7.18)

Rozkªad ªadunku Q na okªadka
h kondensatora mo»emy obli
zy¢ na podsta-

wie wzoru [68℄ [90, str. 44℄ [93℄ [46, rozdziaª 10.2℄. Rozkªad ªadunku Q na

okªadka
h kondensatora:

Q =

∫

Γ

σdΓ, (7.19)

gdzie σ � g�sto±¢ powierz
hniowa ªadunku:

σ =
∣

∣

∣

~Dn

∣

∣

∣
= Dn. (7.20)

Nast�pnie wykorzystuj¡
 powy»sze zale»no±
i rozkªad ªadunku Q:

Q =

∫

Γ

DndΓ =

∫

Γ

εEndΓ =

∫

Γ

ε
∂ϕ

∂n
dΓ. (7.21)

Po podstawieniu zale»no±
i (7.21) do równania (7.17), pojemno±¢ kondensa-

tora obli
zamy wedªug wzoru:

C =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

U

∫

Γ

ε
∂ϕ

∂n
dΓ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

. (7.22)
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Podsumowuj¡
, w przypadku projektowania, modelowania i optymaliza
ji

urz¡dze« MEMS wa»ne jest obli
zenie pojemno±
i. Do jej obli
zenia mo»na

wykorzysta¢ metod� elementów brzegowy
h wykorzystuj¡
 wzór (7.22) pa-

mi�taj¡
, »e po
hodna normalna poten
jaªu jest w tej metodzie wielko±
i¡

pierwotn¡, w prze
iwie«stwie do metody elementów sko«
zony
h.

7.2.4 Kondensator pªaski

Na rysunku 7.2 przedstawiono kondensator pªaski o dwó
h równolegªy
h

okªadka
h A i B o powierz
hni S, oddalony
h od siebie o odlegªo±¢ d. Do

okªadek kondensatora przyªo»ono napi�
ie U .

Rys. 7.2. Kondensator pªaski

Pojemno±¢ kondensatora pªaskiego, nie uwzgl�dniaj¡
 pojemno±
i rozprosze-

nia, wynikaj¡
y
h z zaburze« pola na zako«
zenia
h okªadek (na rysunku 7.2

u góry i u doªu), mo»na obli
zy¢ na podstawie ksztaªtu kondensatora i jego

wªa±
iwo±
i materiaªowy
h:

C =
εS

d
. (7.23)

Energi� kondensatora pªaskiego mo»na zapisa¢ w posta
i:

We = weV =
1

2
QU =

1

2
CU2 =

εSU2

2d
, (7.24)
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gdzie: S � powierz
hnia okªadki kondensatora, d � odlegªo±¢ mi�dzy okªad-

kami, V � obj�to±¢ taka »e:

V = S d. (7.25)

Znaj¡
 g�sto±¢ obj�to±
iow¡ energii we, oraz uwzgl�dniaj¡
 fakt, »e 
i±nie-

nie me
hani
zne p wywierane na okªadki przez siªy elektrostaty
zne wynosi

p ≡ we, mo»na wyzna
zy¢ siª� me
hani
zn¡ pola elektrostaty
znego:

Fe = pS = weS =
We

V
S =

We

Sd
S =

1

2

CU2

d
=
εSU2

2d2
. (7.26)

Siªa me
hani
zna

~Fe kondensatora pªaskiego, skierowana jest w kierunku nor-

malnej ~n do powierz
hni kondensatora, zgodnie z kierunkiem linii nat�»enia

pola elektry
znego.

7.3 MEMS wprowadzenie

MEMS (ang. Mi
ro-Ele
tro-Me
hani
al Systems) s¡ to miniaturowe urz¡-

dzenia elektrome
hani
zne o rozmiara
h rz�du od 0, 1µm do 0, 1mm. Dla

porównania prze
i�tna ±redni
a wªosa ludzkiego to ∼ 100µm. Urz¡dzenia

MEMS 
harakteryzuj¡ si� tym, »e posiadaj¡ ru
home 
z�±
i me
hani
zne

lub umo»liwiaj¡ przepªyw przez siebie pªynów 
zy gazów. Materiaªy u»yte

do wytwarzania urz¡dze« MEMS zostaªy opisane w [32℄ w rozdziale 2, na-

tomiast pro
esy mikroobróbki zostaªy opisane w rozdziale 3. Nadim Maluf

w [62, str. 33℄ przedstawia nast�puj¡
¡ klasy�ka
j� pro
esów wytwarzania

urz¡dze« MEMS: podstawowe, zaawansowane i nielitogra�
zne.

Pro
esy podstawowe wykorzystuj¡ rekuren
yjnie trzy te
hniki [62, str. 34-54℄:

1. osadzanie (ang. deposition) � m.in. epitaksja (ang. epitaxy), utlenianie

(ang. oxidation), natryskiwanie (ang. sputtering), naparowywanie (ang.

evaporation),

2. nanoszenie wzoru (ang. patterning) � m.in. litogra�a opty
zna (ang.
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opti
al litography), litogra�a dwustronna (ang. double-sided litogra-

phy),

3. trawienie (ang. et
hing) � m.in. mokre izotropowe (ang. wet isotropi
),

mokre anizotropowe (ang. wet anisotropi
), elektro
hemi
zne (ang.

ele
tro
hemi
al et
hing � ECE).

Na rysunku 7.3 przedstawiono s
hemat pro
esu podstawowej mikroobróbki,

gdzie posz
zególne warstwy to: podªo»e (ang. substrate), 
ienka warstwa

(ang. thin �lm), fotorezyst (ang. photoresist).

Rys. 7.3. S
hemat pro
esu podstawowej mikroobróbki

Pro
esy zaawansowane nie s¡ wykorzystywane tak szeroko jak podstawowe

i s¡ ograni
zone do kilku spe
jalizowany
h zada« [62, str. 55-62℄. Pro
esy

nielitogra�
zne s¡ trady
yjnymi sposobami wykonywania mikrostruktur i s¡

przede wszystkim u»ywane w poª¡
zeniu z innymi metodami do stworzenia

ostate
znej posta
i mikrourz¡dzenia [62, str. 63-68℄.

MEMS jest szeroko stosowanym terminem opisywany
h mikrourz¡dze«, ale

u»ywa si� równie» terminówMST (ang. Mi
roSystems Te
hnology) w Europie


zy Mi
roma
hines (ang) w Japonii.



286 Modelowanie pola elektrostaty
znego

Przykªady urz¡dze« MEMS

Przykªadami urz¡dze« MEMS s¡:

• gªowi
e drukarek atramentowy
h (ang. ink-jet printer 
artdridges),

• ak
elerometry (ang. a

elerometers) � u»ywane np. w systema
h wy-

zwalania poduszek powietrzny
h,

• »yroskopy (ang. � gyros
opes),

• mierniki 
i±nienia (ang. pressure sensors) � stosowane w opona
h sa-

mo
hodów, do badania krwi,

• wy±wietla
ze � u»ywane np. w projektora
h,

• 
zujniki gazów (ang. � gas sensors),

• deformowalne lustra (ang. � deformable mirror devi
es),

• 
zujniki przepªywu (ang. � �ow sensors),

• mikrosilniki pojemno±
iowe (ang. � 
apa
itan
e mi
romotors),

• lab-on-
hip (ang.) � urz¡dzenie MEMS integruj¡
e wiele funk
ji labo-

ratoryjny
h na jednym ukªadzie, wielko±
i kilku milimetrów.

Zalety i wady MEMS

Poni»ej zostaªy przedstawione zalety MEMS, w porównaniu do w
ze±niej

u»ywany
h te
hnologii:

• zredukowane koszty produk
ji seryjnej,

• zmniejszony rozmiar i waga,

• zmniejszona energo
hªonno±¢,
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• zwi�kszona pre
yzja,

• szybkie 
zasy odpowiedzi � niska bezwªadno±¢,

• wysoki stopie« integra
ji.

Do wad te
hnologii MEMS nale»¡:

• du»e koszty wyposa»enia fabryki urz¡dze« MEMS � rz�du milionów

dolarów,

• urz¡dzenia MEMS s¡ trudne do naprawienia, a koszty naprawy s¡ wy»-

sze ni» produk
ji.

MOEMS

MOEMS (ang. Mi
ro-Opto-Ele
tro-Me
hani
al Systems) s¡ opty
znymi urz¡-

dzeniami MEMS. Urz¡dzenia MOEMS umo»liwiaj¡ zmian� ±
ie»ki wi¡zki

±wiatªa lub jej modula
j�. W urz¡dzeniu znajduj¡ si� elementy opty
zne za-

ªamuj¡
e, odbijaj¡
e lub poddaj¡
e dyfrak
ji wi¡zk� ±wiatªa. Do urz¡dze«

MOEMS zali
zaj¡ si� przeª¡
zniki opty
zne (ang. opti
al swit
hes) i opty
zne

krosowni
e (ang. opti
al 
ross-
onne
ts), sz
zególnie wa»ne w sie
ia
h telein-

formaty
zny
h do bezstratnego i szybkiego przeª¡
zania sygnaªu. Obe
nie w

wi�kszo±
i stosuje si� przeª¡
zniki opty
zno-elektroni
zne, które s¡ wolniej-

sze i energo
hªonne w porównaniu z przeª¡
znikami opty
znymi. Ponadto do

urz¡dze« MOEMS zali
za si� m.in. 
zujniki, detektory, modulatory, �ltry,

tªumiki, korektory.

Na rysunku 7.4 przedstawiono budow� przykªadowego urz¡dzenia MOEMS.

Urz¡dzenie skªada si� z lusterka (ang. s
anning mirror plate) zawieszonego

na bel
e skr�tnej (ang. torsion bar). Do lusterka przymo
owane s¡ elektrody

kondensatora grzebieniowego (ang. moving 
omb ele
trodes), a 
aªo±¢ jest

ru
homa, stanowi¡
 górn¡ struktur� (ang. upper stru
ture). Cz�±¢ ru
homa
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Rys. 7.4. Podstawowa struktura lustra skanuj¡
ego [57, str.12℄

unosi si� nad elektrodami przymo
owanymi do podªo»a (ang. pyrex glass sub-

strate). Elektrody te dziel¡ si� na nap�dowe (ang. a
tuating 
omb ele
trodes)

i 
zujnikowe (ang. sensing 
omb ele
trodes). Na 
z�±¢ nieru
hom¡ (ang. lower

stru
ture) skªada si� równie» rama (ang. supporting frame), na której opiera

si� 
z�±¢ nieru
homa.

7.4 Kondensatory grzebieniowe

W urz¡dzenia
h MEMS 
z�sto stosuje si� struktury grzebieniowe. Stosowane

s¡ m.in. w struktura
h nap�dowy
h, gdzie okre±lane s¡ aktuatorami grzebie-

niowymi (ang. 
omb a
tuators). Aktuator grzebieniowy zostaª przedstawiony

na rysunku 7.4, gdzie wykorzystywany jest do zmiany poªo»enia lusterka.

Pod
zas projektowania i modelowania urz¡dze« MEMS wyró»nia si� dwa

problemy o ró»nej naturze �zy
znej, które s¡ optymalizowane:

• modelowanie elektrostaty
zne,

• modelowanie me
hani
zne.

Jako nap�d w urz¡dzenia
h MEMS, m.in. w przeª¡
znika
h opty
zny
h do
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wy
hylenia lusterka, wykorzystuje si� kondensatory grzebieniowe (ang. 
omb


apa
itors). Na rysunku 7.5 przedstawiono przykªadowy s
hemat konstruk
ji

mikroukªadu, skªadaj¡
ego si� z lusterka (ang. mirror), belki skr�tnej i 
zte-

re
h ukªadów kondensatorów grzebieniowy
h. Ru
home 
z�±
i tj. lusterko,

belka oraz ru
home okªadki kondensatora zostaªy ozna
zone jasnym kolo-

rem, natomiast nieru
home 
iemniejszym. Na rysunku przedstawiono tylko

3 z�by w posz
zególny
h kondensatora
h grzebieniowy
h, jednak rze
zywiste

ukªady maj¡ i
h wielokrotnie wi�
ej.

Rys. 7.5. Przykªadowy uprosz
zony s
hemat mikrourz¡dzenia lusterka skanuj¡
ego

(ang. s
anning mirror)

Kondensatory grzebieniowe mog¡ by¢ ró»nego typu i mie¢ ró»ne ksztaªty.

W kolejny
h rozdziaªa
h zaprezentowano pionowe nap�dy grzebieniowe

(ang. Verti
al Comb-Drive) o nap�dzie k¡towym (ang. Angular Verti
al

Comb � AVC) i o nap�dzie s
hodkowym (ang. Staggered Verti
al Comb �

SVC) [95℄. Na rysunku 7.6a przedstawiono s
hemat nap�du typu AVC, na-

tomiast na rysunku 7.6b s
hemat nap�du typu SVC. W przypadku braku

napi�
ia na elektroda
h, w kondensatora
h AVC elektrody w posta
i z�bów

pokrywaj¡ si�, natomiast w kondensatora
h SVC nie.

Przemiesz
zenie lusterka zale»y m.in. od warto±
i przyªo»onego do elektrod

napi�
ia. Powstaje siªa w
i¡gania (ang. pull-in for
e) umo»liwiaj¡
a prze-
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a) AVC b) SVC

Rys. 7.6. a) Konstruk
ja pionowy
h kondensatorów grzebieniowy
h o nap�dzie

k¡towym (AVC) b) s
hodkowym (SVC)

miesz
zanie si� mi�dzy sob¡ elektrod. Na rysunku 7.7 przedstawiono model

Rys. 7.7. Z¡b kondensatora AVC � model 2D

2D jednego z�ba kondensatora AVC, skªadaj¡
ego si� z dwó
h elektrod wraz

z zazna
zonymi siªami Fy i stabilizuj¡
¡ Fx powstaj¡
¡ w osi OX.

W uprosz
zeniu, wskazany model mo»na rozpatrywa¢ jako 5 kondensatorów

pªaski
h poª¡
zony
h równolegle, odpowiednio o pojemno±
ia
h: C(1)
, C(2)

,

C(3)
, C(4)

, C(5)
, który
h suma stanowi pojemno±¢ 
aªkowit¡ C(total)

(pojem-

no±¢ zast�p
za zostaªa przedstawiona na rysunku 7.8):

C(total) = C(1) + C(2) + C(3) + C(4) + C(5). (7.27)
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Jednak wów
zas nie s¡ uwzgl�dniane pojemno±
i rozproszenia, powstaj¡
e w

Rys. 7.8. Uprosz
zony s
hemat zast�p
zy pojemno±
i kondensatora AVC

naro»a
h. Posz
zególne warto±
i pojemno±
i kondensatorów pªaski
h zebrano

w równaniu:

C(1) = C(5) =
εS(1)

p
=
εhw

2

p
,

C(2) = C(4) =
εS(2)

g
=
εhlp
g
,

C(3) =
εS(3)

p
=
εhw

p
,

(7.28)

gdzie S(1)
, S(2)

, . . ., S(5)
� powierz
hnie wydzielony
h kondensatorów pªa-

ski
h. Natomiast pojemno±¢ zast�p
za ukªadu ma posta¢:

C(total) = 2
εhlp
g

+ 2
εhw

2

p
+
εhw

p
= εh

(

2
lp
g
+ 2

w

p

)

= 2εh

(

lp
g
+
w

p

)

.

(7.29)

Siª� Fy mo»na obli
zy¢ jako sum� siª powstaj¡
y
h od pi�
iu kondensatorów

w kierunku OY:

Fy = F (1)
y + F (2)

y + F (3)
y + F (4)

y + F (5)
y . (7.30)

Siªy F
(1)
y , F

(3)
y oraz F

(5)
y nazywane s¡ siªami normalnymi (ang. normal for
es).

Natomiast siªy F
(2)
y oraz F

(4)
y okre±lane s¡ siªami sty
znymi (ang. tangential

for
es) [58, rozdziaª 2℄.

Posz
zególne siªy od kondensatorów mo»na obli
za¢ odpowiednio:

F (2)
y =

∂W (2)

∂y
=

∂

∂y

(

εS(2)U2

2g

)

=
∂

∂y

(

εlphU
2

2g

)

=
εhU2

2g
, (7.31)

oraz analogi
znie F
(4)
y :

F (4)
y =

∂W (4)

∂y
=
εhU2

2g
. (7.32)
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Natomiast siªa powstaj¡
a od górnego kondensatora F
(3)
y :

F (3)
y =

∂W (3)

∂y
=

∂

∂y

(

εS(3)U2

2p

)

=
∂

∂y

(

εwhU2

2p

)

=
εwhU2

2p2
, (7.33)

oraz dolny
h F
(1)
y i F

(5)
y :

F (1)
y = F (5)

y =
∂W (1)

∂y
=

∂

∂y

(

εS(1)U2

2p

)

=
∂

∂y

(

εw
2
hU2

2p

)

=
εw
2
hU2

2p2
. (7.34)

Siªy F
(1)
y , F

(3)
y oraz F

(5)
y s¡ 
z�sto pomijane, poniewa»:

w ≪ h, (7.35)

i podaje si� siª� w
i¡gania bez uwzgl�dnienia pojemno±
i rozproszenia [58,

rozdziaª 2℄ jako:

Fy =
εhU2

g
. (7.36)

W aktuatora
h grzebieniowy
h powy»sze siªy s¡ kompensowane przez siªy

me
hani
zne po
hodz¡
e od elementów spr�»ysty
h.

Jednym ze sposobów optymaliza
ji pod
zas modelowania aktuatorów jest

minimaliza
ja funk
jonaªu [94, str. 151℄:

min
x
f(x) = α + k1

1

Ctotal
+ k2

1

Me
, (7.37)

gdzie α � k¡t obrotu pod wpªywem powstaªego pola elektrostaty
znego,

Ctotal � 
aªkowita pojemno±¢ kondensatora grzebieniowego, Me � moment

elektrostaty
zny, siªa powstaj¡
a przy przyªo»eniu napi�
ia do elektrod kon-

densatora grzebieniowego, k1, k2 � wspóª
zynniki regularyza
yjne funk
ji


elu.

Bior¡
 pod uwag� zagadnienia przedstawione powy»ej, w dalszej 
z�±
i zo-

stan¡ rozwi¡zane przykªady obli
zania pojemno±
i w kondensatora
h grze-

bieniowy
h, a ze wzgl�du na i
h budow� modelowane b�d� posz
zególne z�by.

Pojemno±¢ 
aªkowita jest N razy wi�ksza ni» pojemno±¢ pojedyn
zego z�ba,

okre±lanego w nomenklaturze angielskiej jako pale
 (ang. �nger):

C
total

= N · C
�nger

, (7.38)
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przy 
zym N to ilo±¢ z�bów w kondensatorze.

Pod
zas obli
zania pojemno±
i C pokazane zostan¡ sposoby modelowania

polowego przy u»y
iu Metody Elementów Brzegowy
h. MEB jest sz
zególnie

u»yte
zna, poniewa» bezpo±renim wynikiem rozwi¡zania jest rozkªad szuka-

nej po
hodnej normalnej poten
jaªu

∂ϕ
∂n

na brzegu elektrod. Ponadto, w prze-


iwie«stwie do MES, MEB nie wymaga dyskretyza
ji obszaru mi�dzy elek-

trodami Ω, 
o pod
zas obli
zania pojemno±
i jest niepotrzebne. Problemy

rozwi¡zane zostaªy przy u»y
iu biblioteki BEMLAB.

7.5 Aktuator grzebieniowy o nap�dzie

k¡towym � model wewn�trzny 2D

W rozdziale zostanie zaprezentowany model 2D pionowego kondensatora

grzebieniowego o nap�dzie k¡towym AVC. Obli
zona zostanie jego pojem-

no±¢ w poªo»eniu równowagi. Wymiary aktuatora, sªu»¡
ego do nap�du mi-

krolusterka, zostaªy za
zerpni�te z [74, str. 251 rozdziaª 2℄ i zebrano je w

tabeli 7.1. Do nap�du lusterka wykorzystano 4 kondensatory grzebieniowe.

Tabli
a 7.1. Wymiary z�ba kondensatora AVC.

AVC

Opis Ozna
zenie Wymiar [µm℄

Dªugo±¢ z�ba l 150

Szeroko±¢ z�ba w 4

Wysoko±¢ z�ba h 40

Szeroko±¢ sz
zeliny powietrznej g 3

Przesuni�
ie z�bów p 30

Ilo±¢ z�bów w kondensatorze N 12

Napi�
ie zasilania to U = 20V .
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Pierwszym problemem, który zostanie zbadany jest obli
zenie rozkªadu po-

ten
jaªu i obli
zenie pojemno±
i na jednostk� dªugo±
i oraz porównanie z mo-

delem uprosz
zonym z zastosowaniem opisu kondensatora pªaskiego przedsta-

wionego w poprzednim rozdziale. Geometria rozpatrywanego w tym rozdziale

problemu zostaªa przedstawiona na rysunku 7.7 na stronie 290.

7.5.1 Model uprosz
zony

Pojemno±¢ 
aªkowita obli
zona po zamodelowaniu z�ba kondensatora AVC

przedstawionego na rysunku 7.7 na stronie 290 w posta
i pi�
iu kondensato-

rów pªaski
h poª¡
zony
h równolegle (rysunek 7.8) wedªug wzoru (7.29):

C(�nger) = 2ε
h

d
(lp + w) = 2ε

40

3
(120 + 4) = ε · 3306, 6(6). (7.39)

Cz�±¢ pionowa pokrywaj¡
y
h si� elektrod lp z rysunku 7.7 wynosi dla bada-

nego kondensatora AVC:

lp = l − dy = 150− 30 = 120. (7.40)

Natomiast w kondensatorze wyst�puje sz
zelina powietrzna o zaªo»onej prze-

nikalno±
i elektry
znej:

ε = ε0 = 8, 854187817 · 10−12

[

F

m

]

. (7.41)

Rozwi¡zywany problem jest problemem liniowym, dlatego aby zapewni¢

wi�ksz¡ 
zytelno±¢ siatk� geometry
zn¡ przeskalowano o wspóª
zynnik 106.

Natomiast aby uzyska¢ rze
zywist¡ jednostk� pojemno±
i nale»y wynik prze-

skalowa¢ o 10−6
. Po uwzgl�dnieniu przenikalno±
i elektry
znej ε oraz jedno-

stek wymiarów z�ba (1µm = 10−6m) pojemno±¢ jednego z�ba to:

C(�nger) = ε0 · 3306, 6(6) · 10−6 =

= 8, 854187817 · 10−12 · 3306, 6(6) · 10−6 =

= 29277, 847 · 10−6−12 = 29, 277847 · 10−15 ≈ 29, 27 fF1.

(7.42)

1f = femto =
[

10−15
]
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Pojemno±¢ 
aªkowita dla 
aªego kondensatora grzebieniowego jest N razy

wi�ksza od obli
zonej dla zadanego w tym rozdziale modelu (rysunek 7.7,

tabela 7.1):

C(total) = N · C(�nger) = 12 · C(�nger),

C(total) = 12 · 3306, 6(6) · 10−6 · ε = 0, 3513 pF2.
(7.43)

7.5.2 Model polowy MEB

Geometria problemu zostaªa zde�niowana na rysunku 7.7 na stronie 290.

Nast�pnie zde�niowano warunki brzegowe Diri
hleta na brzega
h elektrod

+10V i −10V , natomiast po prawej i lewej stronie modelu, gdzie sz
zelina

ma szeroko±¢ p zde�niowano zerowy warunek brzegowy Neumanna, poniewa»

modelowana struktura jest powtarzalna i skªada si� z N z�bów. Kolejnym

etapem rozwi¡zywania zadania jest wygenerowanie siatki brzegowej dyskre-

tyzuj¡
ej brzeg Γ ograni
zaj¡
y rozpatrywany obszar Ω sz
zeliny powietrznej

dla jednego z�ba kondensatora grzebieniowego.

-7

7

-30 0 30 60 90 120 150

1

2 3

45

6 7

8 9

1011

12

X

YZ

Rys. 7.9. Siatka kondensatora AVC

Dla siatki z rysunku 7.9, dodatkowo przedstawiono wektory normalne ~n ele-

mentów brzegowy
h kondensatora AVC na rysunku 7.10.

Wektory normalne ~n skierowane s¡ na zewn¡trz modelowanej sz
zeliny po-

wietrznej, wi�
 siatka brzegowa jest poprawna. Rysowanie wykonano przy

2p = piko =
[

10−12
]
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Rys. 7.10. Wektory normalne ~n elementów brzegowy
h kondensatora AVC

pomo
y programu pomo
ni
zego do rysowania wektorów dla siatki brzego-

wej plot3d_ve
s dostar
zanego razem z bibliotek¡.

>> plot3d_ve
s(nodes,elementsGeom,elements_1,elementsU,

normalVe
tors)

Obli
zenia przeprowadzono przy pomo
y oprogramowania BEMLAB, po-

przez wykonanie nast�puj¡
ego pole
enia w wierszu pole
e«:

% obem_solve -i mems1_2d_av
.m -m 1234 -o

mems1_2d_av
_solm1234.m

gdzie:

• mems1_2d_av
.m � plik wej±
iowy (ang. input [-i℄) z danymi zadania

wraz z siatk¡,

• mems1_2d_av
_solm1234.m � plik wyj±
iowy (ang. output [-o℄) z roz-

wi¡zaniem tj. rozkªadem poten
jaªów ϕ i jego po
hodny
h normalny
h

∂ϕ
∂n

na 
aªym brzegu Γ,

• -m 1234 � pole
enie nakazuj¡
e rozwi¡zanie zadania, na które skªada

si� tworzenie ma
ierzy MEB, aplika
ja warunków brzegowy
h, rozwi¡-

zanie ukªadu równa« oraz wyzna
zenie rozkªadu poten
jaªu i jego po-


hodnej normalnej dla wszystki
h w�zªów i elementów brzegowy
h.
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Na rysunku 7.11 przedstawiono wykres poten
jaªu wzgl�dem w�zªów brze-

gowy
h interpoluj¡
y
h poten
jaª. Na rysunku 7.12 przedstawiono wykres

po
hodnej poten
jaªu wzgl�dem elementów brzegowy
h.
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Rys. 7.11. Warto±
i poten
jaªu ϕ w kolejny
h elementa
h brzegowy
h kondensa-

tora AVC
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Rys. 7.12. Warto±
i po
hodnej normalnej poten
jaªu

∂ϕ
∂n w kolejny
h elementa
h

brzegowy
h kondensatora AVC

W obli
zenia
h pojemno±
i C wykorzystano wzór (7.22). Najpierw obli
zono

ªadunek Q zgromadzony na jednej okªad
e kondensatora (na drugiej okªad
e

ªadunek ma tak¡ sam¡ warto±¢ o znaku prze
iwnym):

Q = ε

∫

Γ

∂ϕ

∂n
dΓ = 1672, 42 ε . (7.44)

Nast�pnie wyzna
zono pojemno±¢ na jednostk� dªugo±
i CI oraz pojemno±¢
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z�ba:

CI =

∣

∣

∣

∣

Q

U

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

1672, 42ε

20

∣

∣

∣

∣

= 83, 621ε ,

C(�nger) = h · CI = 40 · 83, 621ε = 3344, 84ε .

(7.45)

Rozwi¡zywany problem jest problemem liniowym, dlatego aby zapewni¢

wi�ksz¡ 
zytelno±¢ przeprowadzano obli
zenia bez 
zªonu µ = 10−6
w siat
e

geometry
znej. Natomiast aby uzyska¢ rze
zywist¡ jednostk� pojemno±
i na-

le»y wynik przeskalowa¢ o 10−6
. Po uwzgl�dnieniu przenikalno±
i elektry
znej

ε oraz jednostek wymiarów z�ba (1µm = 10−6m) pojemno±¢ jednego z�ba dla

zadania polowego to:

C(�nger) = ε0 · 3344, 84 · 10−6 =

= 8, 854187817 · 10−12 · 3344, 84 · 10−6 =

= 29615, 841577 · 10−6−12 = 29, 61584 · 10−15,

C(�nger) ≈ 29, 62 fF .

(7.46)

Pojemno±¢ 
aªkowita dla 
aªego kondensatora grzebieniowego jest N razy

wi�ksza od obli
zonej dla zadanego w tym rozdziale modelu (7.7):

C(total) = N · C(�nger) = 12 · C(�nger),

C(total) = 12 · 3344, 84 · 10−6 · ε = 0, 3554 pF .
(7.47)

Na rysunku 7.13 przedstawiono rozkªad poten
jaªu w sz
zelinie powietrznej

mi�dzy okªadkami kondensatora. Poten
jaª zostaª obli
zony przy pomo
y

Metody Elementów Brzegowy
h i biblioteki BEMLAB. Rysunek zostaª stwo-

rzony przy pomo
y programu pomo
ni
zego plot3d do rysowania elementów,

który jest rozprowadzany wraz z oprogramowaniem BEMLAB. Wykonano

pole
enie:

>> plot3d(internalPoints,elementsGeom,elements_1,elementsU,

internalPotential)

Kolory odpowiadaj¡ warto±
iom poten
jaªu od -10V (
iemnoniebieski) do

10V (
iemno
zerwony).
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Rys. 7.13. Rozkªad poten
jaªu wewn¡trz modelowanej sz
zeliny powietrznej

7.6 Aktuator grzebieniowy o nap�dzie

k¡towym � dyskusja warunków

brzegowy
h w modelu 2D

W rozdziale 7.5 przedstawiono model 2D aktuatora grzebieniowego o na-

p�dzie k¡towym AVC. Model tam zaprezentowany nie uwzgl�dnia rozkªadu

pola poza sz
zelin¡ powietrzn¡. Z tego powodu aby umo»liwi¢ poznanie roz-

kªadu pola mo»na zamodelowa¢ kondensator AVC w posta
i dwó
h okªadek

kondensatora przedstawiony
h na rysunku 7.14.

Rys. 7.14. Model 2D kondensatora AVC zawieraj¡
y obszar poza sz
zelin¡ po-

wietrzn¡
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W zwi¡zku z wyst�powaniem ªadunku na brzegu poza sz
zelin¡ (brzeg u góry

i na dole) mo»liwe b�dzie równie» obli
zenie pojemno±
i rozproszenia, 
o nie

byªo mo»liwe w poprzednim modelu (podrozdziaª 7.5).

Jednak model geometry
zny zaprezentowany na rysunku 7.14 nie ma natural-

nie zde�niowanego obszaru wewn�trznego. Dlatego w dalszej 
z�±
i zostan¡

przedstawione sposoby de�niowania obszarów i warunków brzegowy
h, po-

zwalaj¡
e w peªni okre±li¢ zadanie MEB.

7.6.1 Zadanie wewn�trzne przy u»y
iu

asymptoty
zny
h warunków brzegowy
h

Zadanie polega na znalezieniu rozkªadu ªadunku na powierz
hni elektrod kon-

densatora AVC dla geometrii zde�niowanej na rysunku 7.14. W tym podroz-

dziale problem b�dzie rozwi¡zywany jako zadanie wewn�trzne przy u»y
iu

asymptoty
zny
h warunków brzegowy
h (ang. Asymptoti
 Boundary Con-

ditions � ABC) [35, rozdziaª 4℄. Rysunek 7.15 przedstawia sz
zegóªow¡ geo-

metri�, wymiary i warunki brzegowe dla zde�niowanego zadania wewn�trz-

nego. Modelowana jest tylko poªowa przekroju z�bów, poniewa» zagadnienie

jest symetry
zne. Z tego powodu na dole sz
zeliny zadano zerowy warunek

brzegowy Neumanna

∂ϕ
∂n

= 0. Podobnie ze wzgl�du na N-krotn¡ powtarzal-

no±¢ struktury, na lewym i prawym brzegu przestrzeni powietrznej pomi�dzy

elektrodami a sztu
znym brzegiem Γ(1t)
zostaª zadany zerowy warunek Neu-

manna

∂ϕ
∂n

= 0. Na elektroda
h zostaª zadany warunek brzegowy Diri
hleta

−10V na lewej i +10V na prawej.

Problemem jest wyzna
zenie warunku brzegowego na brzegu Γ(1t)
b�d¡
ego

podzbiorem Γ(1)
:

Γ(1t) ⊂ Γ(1). (7.48)

Jedn¡ z mo»liwo±
i jest u»y
ie asymptoty
zny
h warunków brzegowy
h za-

proponowany
h w [35, str. 52-73℄. Dla póªpasa niesko«
zonego w zagadnie-



7.6 Aktuator grzebieniowy o nap�dzie k¡towym 301

Rys. 7.15. Sz
zelina powietrzna mi�dzy elektrodami kondensatora AVC

nia
h pªaskorównolegªy
h maj¡ one posta¢:

(

∂

∂y
+
π

a

)

ϕ = 0, (7.49)

gdzie a � jest szeroko±
i¡ póªpasa. Dla powy»szy
h warunków brzegowy
h

zastosowano nast�puj¡
e ozna
zenia:

∂ϕ

∂y
= −π

a
ϕ+ 0,

∂ϕ

∂y
= mϕ+ n.

(7.50)

Dla zadania zde�niowanego na rysunku 7.15 parametry m i n asymptoty
z-

ny
h warunków brzegowy
h:

a =
w

2
+ g +

w

2
= g + w = 3 + 4 = 7 ,

m = −π
a
= −π

7
= −0, 44879 ,

n = 0 .

(7.51)
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Zadanie przedstawione na rysunku 7.15 dla asymptoty
zny
h warunków brze-

gowy
h zostaªo obli
zone dla dwó
h przypadków (av
g1 oraz av
g2), ró»ni¡-


y
h si� jedynie odlegªo±
i¡ d(t) posadowienia brzegu Γ(1t)
.

Zadanie av
g1

Zadanie av
g1 zostaªo zde�niowane dla brzegu Γ(1t)
posadowionego w nast�-

puj¡
ej odlegªo±
i d(t) od elektrod kondensatora:

d(t) = d
(t)
1 = 3. (7.52)

Na rysunku 7.16 przedstawiono siatk� brzegu sz
zeliny Γ(1)
okalaj¡
¡ obszar

Ω(1)
z zazna
zonymi punktami i numerami punktów naro»ny
h.
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Rys. 7.16. Siatka brzegu sz
zeliny powietrznej kondensatora AVC dla zadania

zde�niowanego na rysunku 7.15 dla d(t) = 3 � zadanie av
g1

Dodatkowo na rysunku 7.17 przedstawiono wektory normalne ~n elementów

brzegowy
h kondensatora AVC, dla siatki z rysunku 7.16. Wektory normalne

~n skierowane s¡ na zewn¡trz modelowanej sz
zeliny powietrznej, wi�
 siatka

brzegowa jest poprawna.

Na rysunku 7.18 przestawiono rozkªad poten
jaªu dla obszaru Ω(1)
tj. we-

wn¡trz sz
zeliny powietrznej mi�dzy okªadkami kondensatora, oraz w kie-

runku brzegu Γ(1t)
dla zadania av
g1.
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Rys. 7.17. Wektory normalne ~n elementów brzegowy
h kondensatora AVC

Rys. 7.18. Rozkªad poten
jaªu w sz
zelinie powietrznej kondensatora AVC dla

siatki z rysunku 7.16 � zadanie av
g1

Zadanie av
g2

Zadanie av
g2 zostaªo zde�niowane dla brzegu Γ(1t)
posadowionego w nast�-

puj¡
ej odlegªo±
i d(t) od elektrod kondensatora:

d(t) = d
(t)
2 = 7. (7.53)

Na rysunku 7.19 przedstawiono siatk� brzegu sz
zeliny Γ(1)
okalaj¡
¡ obszar

Ω(1)
z zazna
zonymi punktami i numerami punktów naro»ny
h.
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Rys. 7.19. Siatka brzegu sz
zeliny powietrznej kondensatora AVC dla zadania

zde�niowanego na rysunku 7.15 dla d(t) = 7 � zadanie av
g2

Na rysunku 7.20 przestawiono rozkªad poten
jaªu dla obszaru Ω(1)
tj. we-

wn¡trz sz
zeliny powietrznej mi�dzy okªadkami kondensatora, oraz w kie-

runku brzegu Γ(1t)
dla zadania av
g2.

Rys. 7.20. Rozkªad poten
jaªu w sz
zelinie powietrznej kondensatora AVC dla

siatki z rysunku 7.19 � zadanie av
g2

7.6.2 Podsumowanie asymptoty
zny
h warunków

brzegowy
h

Jednym z powodów dla który
h zostaªy wydzielone dwa podzadania (av
g1

oraz av
g2), byªo porównanie wyników i sprawdzenie poprawno±
i. Pierw-
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szym elementem jest porównanie rozkªadu warto±
i poten
jaªu na górnym

brzegu Γ(1t)
zadania av
g1 tj. w odlegªo±
i d

(t)
1 od okªadek kondensatora. Roz-

patrywane punkty geometry
zne brzegu Γ(1t)
zadania av
g1 le»¡ wewn¡trz

obszaru Ω(1)
zadania av
g2, dlatego dla ni
h warto±
i poten
jaªów zostaªy

dodatkowo obli
zone i ozna
zone na rysunku 7.21 w posta
i okr�gów.
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Rys. 7.21. Rozkªad poten
jaªu w punkta
h geometry
zny
h wyzna
zony
h przez

brzeg Γ(1t)
zadania av
g1 dla zada« av
g1 i av
g2

Na rysunku 7.21 przedstawiono wzgl�dn¡ pro
entow¡ ró»ni
� warto±
i poten-


jaªu (potential error) mi�dzy zadaniami av
g1 i av
g2. Jako punkty odnie-

sienia przyj�to warto±
i zadania av
g2, poniewa» w nim zde�niowany póªpas

jest dªu»szy. Obli
zenia warto±
i err wykonano wedªug nast�puj¡
ego wzoru:
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Rys. 7.22. Pro
entowy rozkªad ró»ni
y poten
jaªów w punkta
h geometry
zny
h

wyzna
zony
h przez brzeg Γ(1t)
zadania av
g1 dla zada« av
g1 i av
g2

err =

∣

∣

∣

∣

ϕ(av
g1) − ϕ(av
g2)

ϕ(av
g2)

∣

∣

∣

∣

· 100 [%] . (7.54)

Na podstawie rozkªadu poten
jaªu (rysunek 7.21) w taki
h samy
h punkta
h
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geometry
zny
h zadania av
g1 oraz av
g2 obserwujemy, »e i
h warto±
i po-

krywaj¡ si�. Zatem oddalenie sztu
znego brzegu Γ(1t)
od elektrod kondensa-

tora AVC, 
zyli dªugo±¢ póªpasa, nie ma wi�kszego zna
zenia na poprawno±¢

wyników.

7.6.3 Zadanie wewn�trzne rozwi¡zywane metod¡

ballooningu

Kolejn¡ prób¡ rozwi¡zania zadania zobrazowanego na rysunku 7.14 jest u»y-


ie metody numery
znej przy wykorzystaniu okªadu (ang. ballooning). Me-

toda ballooningu [27, rozdziaª 8.4℄, polega na oddaleniu brzegu od �zy
znie

rozpatrywanego problemu. Metoda elementów brzegowy
h zna
znie lepiej na-

daje si� do ballooningu ni» metoda elementów sko«
zony
h, m.in. ze wzgl�du

na fakt, »e obli
zenia dla kolejny
h oddalaj¡
y
h si� okªadów nie wymagaj¡


aªkowitej regenera
ji siatki. W naszym przypadku 
elem jest d¡»enie do

zerowego poten
jaªu w niesko«
zono±
i.

Tak jak w przypadku zada« wewn�trzny
h wykorzystuj¡
y
h asymptoty
zne

warunki brzegowe, rozwi¡zane b�d¡ dwa zadania wykorzystuj¡
e ballooning

ró»ni¡
e si� wielko±
i¡ okªadu: av
balg1 i av
balg2. Zadania rozwi¡zane zo-

stan¡ metod¡ elementów brzegowy
h przy u»y
iu biblioteki MEBLAB.

Zadanie av
balg1

Pierwszym etapem jest stworzenie siatki geometry
znej. Sztu
zny brzeg

okªadu Γ(1t)
zostaª zde�niowany w odlegªo±
i d

(t)
1 , natomiast szeroko±¢ okªadu

ma d
(w)
2 :

d(t) = d
(t)
1 = 7,

d(w) = d
(w)
2 = 11.

(7.55)

Na rysunku 7.23 przedstawiono siatk� brzegu sz
zeliny Γ(1)
okalaj¡
ej obszar

Ω(1)
wraz z zazna
zonymi punktami i numerami punktów naro»ny
h. Geome-

tria i warunki brzegowe w sz
zelinie odpowiadaj¡ s
hematowi z rysunku 7.15.
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Rys. 7.23. Siatka geometry
zna brzegu sz
zeliny i okªadu � zadanie av
balg1

Ze wzgl�du na symetri� rozwi¡zywana jest geometria przedstawiaj¡
a poªow�

z�ba

h
2
.

Rozwi¡zywanie zadania av
balg1 metod¡ ballooningu skªada si� z trze
h po-

dzada«:

1. Podzadanie dla zerowego warunku brzegowego Diri
hleta na okªadzie:

ϕ = 0 .

2. Podzadanie dla zerowego warunku brzegowego Neumanna na okªadzie:

∂ϕ

∂n
= 0 .

3. Podzadanie polegaj¡
e na obli
zeniu poten
jaªu jako ±redniej arytme-

ty
znej z podzadania pierwszego i drugiego:

ϕ =
ϕ1 + ϕ2

2
. (7.56)

Na rysunku 7.24 przedstawiono rozkªad poten
jaªu dla podzadania 1 z zero-

wym warunkiem Diri
hleta (DBC) na okªadzie. Na rysunku 7.25 przedsta-

wiono rozkªad poten
jaªu dla podzadania 2 z zerowym warunkiem Neumanna

(NBC) na okªadzie. Natomiast na rysunku 7.26 przedstawiono rozkªad po-

ten
jaªu dla podzadania 3, b�d¡
ego ±redni¡ arytmety
zn¡ z podzada« 1
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oraz 2. Na rysunka
h 
zarn¡ lini¡ zazna
zono brzeg Γ(1t)
z zadania av
g1

oddalony od elektrod o d(t) = 3, który b�dzie u»yty do porównania wyników

posz
zególny
h metod.

Rys. 7.24. Rozkªad poten
jaªu w sz
zelinie powietrznej kondensatora AVC dla

siatki z rysunku 7.23 dla zadanego DBC na okªadzie � zadanie av
balg1

Rys. 7.25. Rozkªad poten
jaªu w sz
zelinie powietrznej kondensatora AVC dla

siatki z rysunku 7.23 dla zadanego NBC na okªadzie � zadanie av
balg1

Zadanie av
balg2

Pierwszym etapem jest stworzenie siatki geometry
znej. Sztu
zny brzeg

okªadu Γ(1t)
zostaª zde�niowany w odlegªo±
i d

(t)
1 , natomiast szeroko±¢ okªadu
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Rys. 7.26. Rozkªad poten
jaªu w sz
zelinie powietrznej kondensatora AVC dla

siatki z rysunku 7.23 dla u±redniony
h warto±
i poten
jaªu z podzada«

NBC i DBC � zadanie av
balg1

ma d
(w)
2 :

d(t) = d
(t)
1 = 11, 9 ,

d(w) = d
(w)
2 = 19.

(7.57)

Na rysunku 7.27 przedstawiono siatk� brzegu sz
zeliny Γ(1)
okalaj¡
ej obszar

Ω(1)
wraz z zazna
zonymi punktami i numerami punktów naro»ny
h. Geo-
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Rys. 7.27. Siatka geometry
zna � zadanie av
balg2
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metria i warunki brzegowe w sz
zelinie odpowiadaj¡ s
hematowi z rysunku

7.15. Ze wzgl�du na symetri� rozwi¡zywana jest poªowa z�ba

h
2
.

Na rysunku 7.28 przedstawiono rozkªad poten
jaªu dla podzadania 1 z zero-

wym warunkiem Diri
hleta (DBC) na okªadzie. Na rysunku 7.29 przedsta-

wiono rozkªad poten
jaªu dla podzadania 2 z zerowym warunkiem Neumanna

(NBC) na okªadzie. Natomiast na rysunku 7.30 przedstawiono rozkªad poten-


jaªu dla podzadania 3, b�d¡
ego ±redni¡ arytmety
zn¡ z podzada« 1 oraz 2.

Na rysunka
h 
zarn¡ lini¡ zazna
zono brzeg Γ(1t)
z zadania av
g1 oddalony

od elektrod o d(t) = 3.

Rys. 7.28. Rozkªad poten
jaªu w sz
zelinie powietrznej kondensatora AVC dla

siatki z rysunku 7.27 dla zadanego DBC na okªadzie � zadanie av
balg2

7.6.4 Podsumowanie warunków brzegowy
h

W bie»¡
ym rozdziale (7.6) zostaª zde�niowany problem przedstawiony na

rysunku 7.14. Pokazano sposoby ograni
zenia zadania przy u»y
iu ró»ny
h

warunków brzegowy
h. W zadania
h wykorzystano póªpas, a na sztu
znym

brzegu wykorzystano asymptoty
zne warunki brzegowe (ang. Asymptoti
 Bo-
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Rys. 7.29. Rozkªad poten
jaªu w sz
zelinie powietrznej kondensatora AVC dla

siatki z rysunku 7.27 dla zadanego NBC na okªadzie � zadanie av
balg2

Rys. 7.30. Rozkªad poten
jaªu w sz
zelinie powietrznej kondensatora AVC dla

siatki z rysunku 7.23 dla u±redniony
h warto±
i poten
jaªu z podzada«

NBC i DBC � zadanie av
balg1
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undary Conditions � ABC) [35℄. W zadania
h wykorzystano równie» metod�

ballooningu [27℄.

Na rysunku 7.31 przedstawiono wykres rozkªadu poten
jaªu w wybrany
h

punkta
h geometry
zny
h, pokrywaj¡
y
h si� z brzegiem Γ(1t)
dla zadania

av
g1, oddalonym od elektrod o d(t) = 3. Dodatkowo na rysunka
h przedsta-
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Rys. 7.31. Obli
zony poten
jaª w punkta
h geometry
zny
h wyzna
zony
h przez

brzeg Γ(1t)
zadania av
g1, a b�d¡
y
h jedno
ze±nie punktami wewn�trz-

nymi obszaru Ω(1)
dla pozostaªy
h zada« (av
g2, av
balg1 i av
balg2)

wiaj¡
y
h rozkªady poten
jaªu odpowiednio w zadania
h av
balg1 i av
balg2,

brzeg ten zostaª ozna
zony 
zarn¡ lini¡. Na wykresie znajduj¡ si� wyniki dla

zada« obli
zony
h w bie»¡
ym rozdziale (7.6). Wykorzystanie asymptoty
z-

ny
h warunków brzegowy
h zde�niowany
h w zadania
h av
g1 i av
g2 jest

najdokªadniejsze i nie zale»y od odlegªo±
i w jakiej znajduje si� sztu
zny

brzeg. Natomiast u»y
ie metody ballooningu dla tak zde�niowanego zada-

nia jest nieodpowiednie, a jego rozwi¡zanie prowadzi do bª�dów. Mo»liwo±
i¡

powoduj¡
¡ najmniej bª�dów jest wykorzystanie asymptoty
zny
h warunków

brzegowy
h.
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Nale»y zwró
i¢ sz
zególn¡ uwag� na rozwi¡zanie zadania av
balg1 i av
-

balg2, które na wykresie ozna
zone s¡ odpowiednio jako av
balg1-db
nb
2

i av
balg2-db
nb
2. Warto±
i rozwi¡zania wraz ze zwi�kszaj¡
ym si� okªadem

oddalaj¡ si� od rozwi¡za« av
g1 i av
g2, wykorzystuj¡
y
h asymptoty
zne

warunki brzegowe.

7.6.5 Porównanie warto±
i po
hodnej normalnej

poten
jaªu

∂ϕ
∂n

Sz
zególnie wa»nym wynikiem obli
ze« polowy
h kondensatora jest rozkªad

po
hodnej normalnej (ang. normal derivative) na brzegu elektrod konden-

satora. Po
hodna normalna na brzegu Γ(1)
rozpatrywanego obszaru Ω(1)

jest

bezpo±rednim wynikiem rozwi¡zania Metody Elementów Brzegowy
h, 
o jest

wa»n¡ zalet¡ w stosunku do MES, gdy wymagane jest obli
zenie pojemno-

±
i C. Na rysunku 7.32 przedstawiono rozkªad po
hodnej normalnej

∂ϕ
∂n

na

jednej elektrodzie dla zada« av
g2, av
balg1 i av
balg2.
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Rys. 7.32. Rozkªad po
hodnej na brzegu elektrody dodatniej kondensatora dla

zada« av
g2, av
balg1 i av
balg2

Na rysunku 7.33 przedstawiono rozkªad pro
entowej ró»ni
y warto±
i po-
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hodnej normalnej

∂ϕ
∂n

na brzegu Γ(1)
elektrody dodatniej dla zada« av
g1

i av
g2. Jako poprawne przyj�to warto±
i rozwi¡zania zadania av
g2, ponie-

wa» zamodelowano w nim dªu»szy póªpas. Obli
zenia warto±
i err wykonano
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Rys. 7.33. Bª¡d wzgl�dny warto±
i po
hodnej normalnej na elektrodzie dodatniej

dla zada« av
g1 i av
g2

wedªug nast�puj¡
ego wzoru:

err =

∣

∣

∣

∣

∣

∂ϕ(av
g1)

∂n
− ∂ϕ(av
g2)

∂n

∂ϕ(av
g2)

∂n

∣

∣

∣

∣

∣

· 100 [%] . (7.58)

Warto±
i po
hodnej normalnej dla zada« av
g1 i av
g2, wykorzystuj¡
y
h

asymptoty
zne warunki brzegowe na brzegu Γ(1t)
modelowanego póªpasa, ró»-

ni¡ si� na zewn�trznym brzegu elektrody i rosn¡ w miar� oddalania si� od

sz
zeliny mi�dzy elektrodami. Jednak ró»ni
a warto±
i jest poni»ej 1% i jest

najwi�ksza dla skrajnego elementu przyjmuj¡
 warto±¢ 0, 9%. Podobnie ró»-

ni
a warto±
i poten
jaªu wynosi poni»ej 1% dla ty
h zada« (av
g1 i av
g2)

dla wybrany
h punktów wewn�trzny
h przedstawiony
h na rysunku 7.22.

Na rysunku 7.34 przedstawiono rozkªad bª�du wzgl�dnego dla zada« av
balg1

i av
balg2, przyjmuj¡
 jako poprawne rozwi¡zanie zadania av
g2. Obli
zenia

warto±
i err(av
balg1) oraz err(av
balg2) wykonano wedªug nast�puj¡
ego wzoru:

err(av
balgX) =

∣

∣

∣

∣

∣

∂ϕ(av
balgX)

∂n
− ∂ϕ(av
g2)

∂n

∂ϕ(av
g2)

∂n

∣

∣

∣

∣

∣

· 100 [%] . (7.59)

W przypadku obli
ze« wykonany
h przy u»y
iu metod z okªadem (ang. bal-

looning), bª�dy wzgl�dem rozwi¡zania zadania av
g2 s¡ du»e i zwi�kszaj¡
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Rys. 7.34. Rozkªad bª�du wzgl�dnego po
hodnej normalnej na brzegu elektrody

dodatniej zada« av
balg1 i av
balg2

si� wraz ze zwi�kszaniem okªadu. Bª¡d jest mniejszy dla zadania av
balg1

i wynosi dla skrajnego elementu, najbardziej oddalonego od sz
zeliny mi�-

dzy elektrodami 4%. Natomiast bª¡d dla powi�kszonego okªadu (zadania av
-

balg2) jest zna
znie wi�kszy i wynosi dla skrajnego elementu a» 26%.

Podsumowuj¡
 metoda ballooningu zde�niowana w tym rozdziale (7.6) jest

niedokªadna, natomiast poprawne wyniki mo»na uzyska¢ przy u»y
iu asymp-

toty
zny
h warunków brzegowy
h.

7.6.6 Pojemno±¢ dla modelu uprosz
zonego

Jednym ze sposobów wyzna
zenia pojemno±
i dla modelu z rysunku 7.14 jest

wykorzystanie wzoru (7.23)na pojemno±¢ kondensatora pªaskiego:

C = ε
S

g
= ε

h
2
(l − p)

g
= ε

20(150− 30)

3
= 800 ε . (7.60)

Wykorzystane warto±
i parametrów zostaªy pobrane z tabeli 7.1 na stro-

nie 293. Pojemno±¢ dla jednej pary z�bów kondensatora, 
zyli dwó
h sz
zelin

powietrzny
h o peªnej dªugo±
i h, wynosi:

C(finger) = 2 · 2 · C = 4 · 800 · ε = 3200 ε . (7.61)

Jednostk¡ wymiarów przedstawiony
h w tabeli 7.1 jest mikrometr

µm = 10−6m, dlatego pojemno±¢ jednego z�ba kondensatora w rze
zywisty
h
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jednostka
h, po uwzgl�dnieniu przenikalno±
i elektry
znej ε ma posta¢:

C(finger) = 3200 · 10−6 · ε = 3200 · 10−6 · 8, 854187817 · 10−12

= 28, 333 · 10−15 = 28, 333 fF .
(7.62)

7.6.7 Pojemno±¢ na podstawie wyników zadania

polowego

Kolejnym sposobem obli
zenia pojemno±
i kondensatora dla modelu z ry-

sunku 7.14 jest wykorzystanie wyników zadania polowego zde�niowanego na

rysunku 7.15. Model polowy przedstawia poªow� lustrzanego odbi
ia elek-

trod kondensatora (wymiar �OY� wynosi

h
2
). Wykorzystane zostan¡ warto±
i

po
hodnej normalnej

∂ϕ
∂n

na brzegu elektrod kondensatora, które s¡ bezpo-

±rednim wynikiem zadania rozwi¡zywanego przy u»y
iu MEB i biblioteki

BEMLAB.

W obli
zenia
h pojemno±
i wykorzystano wzór (7.22). Najpierw obli
zono ªa-

dunek Q( 1
2
+)

zgromadzony na jednej okªad
e kondensatora modelu z rysunku

7.15 (na drugiej okªad
e ªadunek ma tak¡ sam¡ warto±¢ z dokªadno±
i¡ 
o

do znaku):

Q( 1
2
+) = ε

∫

Γ

∂ϕ

∂n
dΓ = 144, 863 ε . (7.63)

Caªkowity ªadunek na jednej okªad
e kondensatora Q(+)
(tutaj wybrano do-

datni¡), ze wzgl�du na lustrzane odbi
ie modelu, jest dwa razy wi�kszy:

Q = Q(+) = 2Q( 1
2
+) = 2 · 144, 863 ε . (7.64)

Dalej ªadunek 
aªkowity na okªad
e b�dzie ozna
zany jako Q. Nast�pnie wy-

zna
zono pojemno±¢ na jednostk� dªugo±
i CI dla jednej sz
zeliny powietrznej

o wysoko±
i h:

CI =

∣

∣

∣

∣

Q

U

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

2 · 144, 863ε
20

∣

∣

∣

∣

= 14, 4863 ε , (7.65)

oraz pojemno±¢ z�ba kondensatora, skªadaj¡
ego si� z dwó
h sz
zelin po-

wietrzny
h:

C(finger) = 2 · CI · (l − p) = 2 · (150− 30) · 14, 4863 · ε = 3476, 712 ε . (7.66)
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Jednostk¡ wymiarów przedstawiony
h w tabeli 7.1 na stronie 293 jest mi-

krometr µm, dlatego pojemno±¢ jednego z�ba kondensatora w rze
zywisty
h

jednostka
h ma posta¢:

C(finger) = 3476, 712ε · 10−6 = 3476, 712 · 8, 854187817 · 10−12−6 =

= 30783, 461 · 10−18 = 30, 7835 · 10−15 = 30, 7835 fF .
(7.67)

Pojemno±¢ obli
zona na podstawie modelu polowego (C(�eld)
) jest wi�ksza

od pojemno±
i obli
zonej przy pomo
y zadania uprosz
zonego kondensatora

pªaskiego (C(simple)
) o 9% wedªug zale»no±
i:

C(�eld) = 1.09C(simple). (7.68)

Dlatego nale»y zwró
i¢ sz
zególn¡ uwag� na pojemno±
i rozproszenia, które

nie wyst�puj¡ w modela
h uprosz
zony
h.

Pojemno±¢ 
aªkowita dla 
aªego kondensatora grzebieniowego jest 4N razy

wi�ksza od pojemno±
i poªowy jednej sz
zeliny powietrznej przedstawionej

na rysunku 7.15 oraz N razy wi�ksza od obli
zonej C(finger)
dla zadanego w

tym rozdziale modelu:

C(total) = NC(�nger) = NC(�eld) = 12C(�eld) =

= 12 · 3476, 712 · 10−6 · ε = 0, 369 pF.
(7.69)

7.7 Aktuator grzebieniowy o nap�dzie

k¡towym � problem zewn�trzny 2D

W poprzedni
h podrozdziaªa
h przedstawiono zagadnienia wewn�trzne mo-

delowane w przestrzeni dwuwymiarowej. W tym podrozdziale zostaª przed-

stawiony przykªadowy model dwuwymiarowy zagadnienia zewn�trznego

MEB. W zadaniu zamodelowano dwie elektrody. Na podstawie wyników za-

dania MEB obli
zono pojemno±¢. Dla porównania przedstawiono równie»

model uprosz
zony.
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Rys. 7.35. Model geometry
zny dwó
h elektrod kondensatora

Na rysunku 7.35 przedstawiono dwuwymiarowy (2D) model geometry
zny

elektrod kondensatora. Symbolami ozna
zono wymiary, który
h warto±
i zo-

staªy zebrane w tabeli 7.1 na stronie 293. Do elektrod zostaªo przyªo»one

napi�
ie o warto±
i U = 20V, przy 
zym do dolnej elektrody +10V , a do

górnej −10V .

7.7.1 Model uprosz
zony

Dla geometrii przedstawionej na rysunku 7.35 mo»na obli
zy¢ pojemno±¢ C

dla uprosz
zonego modelu skªadaj¡
ego si� z kondensatora pªaskiego i wy-

korzysta¢ zale»no±
i opisane równaniem 7.23. Odlegªo±¢ mi�dzy okªadkami

kondensatora to g, natomiast powierz
hnia S jest prostok¡tem o boka
h h

i lp (w kierunku prostopadªym do pªasz
zyzny rysunku). Pojemno±¢ dla mo-

delu uprosz
zonego C(simple)
wynosi:

C(simple) =
εS

g
=
lp · h
g

ε =
120 · 40

3
ε = 1600 ε . (7.70)

7.7.2 Model polowy MEB

Dwuwymiarowy ukªad elektrod kondensatora przedstawiony na rysunku 7.35

mo»na rozwi¡za¢ metod¡ polow¡ przy u»y
iu MEB. Dla rozpatrywanego

ukªadu zde�niowano zadanie zewn�trzne, tzn. takie w którym modelowany

obszar nie jest zamkni�ty brzegiem, a wi�
 jest niesko«
zony.
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Rys. 7.36. Dwuwymiarowa siatka geometry
zna dwó
h elektrod kondensatora

Pierwszym etapem jest dyskretyza
ja geometrii. Na rysunku 7.36 przedsta-

wiono siatk� brzegow¡ dyskretyzuj¡
¡ brzeg Γ modelowanego obszaru Ω,

który obejmuje sz
zelin� powietrzn¡ i niesko«
zony obszar wokóª elektrod.

Siatka skªada si� z 348 elementów brzegowy
h i zostaªa wygenerowana przy

pomo
y programu Gmsh.

Aby zwery�kowa¢ poprawno±¢ wygenerowanej siatki, obli
zono wektory nor-

malne ~n dla elementów brzegowy
h. Obli
zenia wektorów ~n wykonano przy

pomo
y oprogramowania BEMLAB przy u»y
iu nast�puj¡
ego pole
enia:

% obem_solve -i mems4.m -m 7 -o mems4_normal.m

gdzie siatka geometry
zna znajduje si� w pliku zde�niowanym parametrem

-i, natomiast obli
zone warto±
i w pliku wyj±
iowym (ang. output) zde�nio-

wanym parametrem -o. Rozkªad wektorów normalny
h dla elementów siatki

przedstawiono na rysunku 7.37.

Wektory normalne skierowane s¡ do wewn¡trz elektrod, poniewa» rozpatry-

wany problem jest zewn�trzny. Rysowanie wykonano przy pomo
y programu

pomo
ni
zego do rysowania wektorów dla siatki brzegowej plot3d_ve
s do-

star
zanego razem z bibliotek¡, przy pomo
y nast�puj¡
ego pole
enia:
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Rys. 7.37. Wektory normalne ~n elementów brzegowy
h dla dwuwymiarowej siatki

geometry
znej elektrod kondensatora przedstawionej na rysunku 7.36

>> plot3d_ve
s(nodes,elementsGeom,elements_1,elementsU,

normalVe
tors)

Dla tak zde�niowanej siatki, na 
aªym brzegu Γ zadano warunek Diri
hleta,

przy 
zym na jednej elektrodzie zadano poten
jaª +10V a na drugiej −10V.

Ze wzgl�du na fakt, »e rozwi¡zywany problem jest zagadnieniem zewn�trz-

nym równania Lapla
e'a, nale»y u»y¢ zmody�kowanej funk
ji Greena pod-


zas obli
zania poten
jaªu warstwy pojedyn
zej (6.238). Mody�ka
ja polega

na normaliza
ji odlegªo±
i R mi�dzy punktem obserwa
ji, a 
aªkowanym ele-

mentem, wprowadzaj¡
 maksymalny rozmiar struktury l
max

, dla którego na-

st�puje zerowanie warto±
i poten
jaªu (podrozdziaª 6.9.1). W zadaniu u»yto

warto±
i:

l
max

= 1000 , (7.71)

wi�
 rozwi¡zanie fundamentalne przyjmuje posta¢:

G(R) =
1

2π
ln
l
max

R
=

1

2π
ln

1000

R
. (7.72)

Po
hodna normalna funk
ji Greena

∂G
∂n

nie podlega zmianie. W pliku wej-

±
iowym zde�niowano równie» typ rozwi¡zywanego problemu tj. równanie

Lapla
e'a. Obli
zenia przeprowadzono przy u»y
iu oprogramowania BEM-

LAB, poprzez wykonanie nast�puj¡
ego pole
enia:
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% obem_solve -i mems4.m -m 1234 -o mems4_solm1234.m

gdzie plik wej±
iowy zde�niowany parametrem -i zawiera siatk� geome-

try
zn¡, warunki brzegowe i materiaªowe, natomiast wyniki obli
ze« zostaªy

zapisane do pliku zde�niowanego parametrem -o.
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Rys. 7.38. Rozkªad poten
jaªu ϕ na powierz
hni elektrod kondensatora

Na rysunku 7.38 przedstawiono rozkªad poten
jaªu ϕ na elektroda
h konden-

satora. Do elektrod przyªo»ono poten
jaªy +10V i −10V, dlatego na 
aªej

powierz
hni posz
zególny
h elektrod poten
jaª jest taki sam i jedno
ze±nie

stanowi warunek brzegowy Diri
hleta. Pierwsze 174 w�zªy nale»¡ do pierw-

szej elektrody z przyªo»onym poten
jaªem dodatnim, natomiast pozostaªe

174 w�zªy do drugiej elektrody.

W wyniku rozwi¡zania metod¡ elementów brzegowy
h otrzymuje si� równie»

rozkªad po
hodnej normalnej poten
jaªu

∂ϕ
∂n

na 
aªym brzegu Γ rozpatrywa-

nego obszaru. Na rysunku 7.39 przedstawiono rozkªad po
hodnej normalnej

poten
jaªu na powierz
hnia
h elektrod.

Warto±
i po
hodnej normalnej

∂ϕ
∂n

u»yte zostaªy w obli
zenia
h pojemno±
i C

przy pomo
y wzoru (7.22). Najpierw, korzystaj¡
 z oprogramowania BEM-

LAB, wykonano poni»sze 
aªkowanie i obli
zono ªadunek Q zgromadzony

na jednej elektrodzie kondensatora (na drugiej elektrodzie ªadunek ma tak¡

sam¡ warto±¢ o znaku prze
iwnym):

Q = ε

∫

Γ

∂ϕ

∂n
dΓ = 314.24 ε . (7.73)
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Rys. 7.39. Rozkªad po
hodnej poten
jaªu

∂ϕ
∂n na powierz
hni elektrod kondensatora

Nast�pnie wyzna
zono pojemno±¢ na jednostk� dªugo±
i CI ukªadu elektrod

u»ywaj¡
 wzoru (7.17):

CI =

∣

∣

∣

∣

Q

U

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

314.24ε

20

∣

∣

∣

∣

= 15.71 ε , (7.74)

i pojemno±¢ elektrod z uwzgl�dnieniem wymiaru lp:

C(�eld) = lp · CI = 120 · 15.71ε = 1885.2 ε . (7.75)

Pojemno±¢ obli
zona na podstawie modelu polowego (C(�eld)
) jest wi�ksza

od pojemno±
i obli
zonej przy pomo
y zadania uprosz
zonego kondensatora

pªaskiego (C(simple)
) o 18% wedªug zale»no±
i:

C(�eld) = 1.18C(simple). (7.76)

Zna
z¡
a ró»ni
a warto±
i pojemno±
i modelowanego kondensatora powo-

duje, »e nale»y zwró
i¢ sz
zególn¡ uwag� na pojemno±
i rozproszenia, które

w modela
h uprosz
zony
h s¡ pomijane.

Dodatkowo, na rysunku 7.40 przedstawiono rozkªad poten
jaªu w nieograni-


zonym obszarze Ω(1)
, do którego nale»y równie» sz
zelina powietrzna mi�dzy

elektrodami kondensatora. Poten
jaª zostaª obli
zony z pomo
¡ Metody Ele-
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Rys. 7.40. Rozkªad poten
jaªu w nieograni
zonym obszarze zadania dwuwymiaro-

wego

mentów Brzegowy
h i biblioteki BEMLAB. Rysunek zostaª wygenerowany

programem pomo
ni
zym plot3d przezna
zonym do rysowania elementów,

który jest rozprowadzany wraz z oprogramowaniem BEMLAB. W tym 
elu

wykonano pole
enie:

>> plot3d(internalPoints,elementsGeom,elements_1,elementsU,

internalPotential)

Kolory odpowiadaj¡ warto±
iom poten
jaªu od -10V (
iemnoniebieski) do

10V (
iemno
zerwony).
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7.8 Aktuator grzebieniowy o nap�dzie

k¡towym � problem zewn�trzny 3D

Wpoprzedni
h podrozdziaªa
h przedstawiono problemy zde�niowane w prze-

strzeni dwuwymiarowej. W tym podrozdziale zostaª przedstawiony przykªa-

dowy model trójwymiarowy. Dwie elektrody kondensatora grzebieniowego

zostaªy zamodelowane w posta
i zagadnienia zewn�trznego MEB. Na pod-

stawie wyników zadania MEB obli
zono pojemno±¢. Dla porównania przed-

stawiono równie» model uprosz
zony.

Rys. 7.41. Model geometry
zny dwó
h elektrod kondensatora

Na rysunku 7.41 przedstawiono trójwymiarowy (3D) model geometry
zny

elektrod kondensatora. Symbolami ozna
zono wymiary, który
h warto±
i zo-

staªy zebrane w tabeli 7.1 na stronie 293. Do elektrod zostaªo przyªo»one

napi�
ie o warto±
i U = 20V, przy 
zym do dolnej elektrody +10V , a do

górnej −10V .

7.8.1 Model uprosz
zony

Dla geometrii przedstawionej na rysunku 7.41 mo»na obli
zy¢ pojemno±¢ C

dla uprosz
zonego modelu skªadaj¡
ego si� z kondensatora pªaskiego i wy-

korzysta¢ zale»no±
i opisane równaniem 7.23. Odlegªo±¢ mi�dzy okªadkami

kondensatora to g, natomiast powierz
hnia S jest prostok¡tem o boka
h lp

i h. Pojemno±¢ dla modelu uprosz
zonego C(simple)
wynosi:

C(simple) =
εS

g
=
lp · h
g

ε =
120 · 40

3
ε = 1600 ε . (7.77)
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7.8.2 Model polowy MEB

Trójwymiarowy ukªad elektrod kondensatora przedstawiony na rysunku 7.41

mo»na rozwi¡za¢ metod¡ polow¡ przy u»y
iu MEB. Dla rozpatrywanego

ukªadu zde�niowano zadanie zewn�trzne, tzn. takie w którym modelowany

obszar nie jest zamkni�ty brzegiem, a wi�
 roz
i¡ga si� do niesko«
zono±
i.
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Rys. 7.42. Trójwymiarowa siatka geometry
zna dwó
h elektrod kondensatora

Pierwszym etapem jest dyskretyza
ja geometrii. Na rysunku 7.42 przedsta-

wiono siatk� brzegow¡ dyskretyzuj¡
¡ brzeg Γ modelowanego obszaru Ω,

który obejmuje sz
zelin� powietrzn¡ i niesko«
zony obszar wokóª elektrod.

Siatka zostaªa wygenerowana przy pomo
y programu Gmsh.
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Rys. 7.43. Wektory normalne ~n elementów brzegowy
h dla elektrod kondensatora

� pªasz
zyzna XOZ

Aby zwery�kowa¢ poprawno±¢ wygenerowanej siatki, obli
zono wektory nor-
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Rys. 7.44. Wektory normalne ~n elementów brzegowy
h dla elektrod kondensatora

� pªasz
zyzna XOY

malne ~n dla elementów brzegowy
h. Obli
zenia wektorów ~n wykonano opro-

gramowaniem BEMLAB przy u»y
iu nast�puj¡
ego pole
enia:

% obem_solve -i mems3.m -m 7 -o mems3_normal.m

gdzie siatka geometry
zna znajduje si� w pliku zde�niowanym parametrem

-i, natomiast obli
zone warto±
i w pliku wyj±
iowym zde�niowanym parame-

trem -o. Rozkªad wektorów normalny
h dla elementów siatki przedstawiono

w dwó
h rzuta
h, na rysunka
h 7.43 i 7.44. Wektory normalne skierowane

s¡ do wewn¡trz elektrod, poniewa» rozpatrywany problem jest zewn�trzny.

Rysowanie wykonano przy pomo
y programu pomo
ni
zego do rysowania

wektorów dla siatki brzegowej plot3d_ve
s dostar
zanego razem z biblio-

tek¡, wykorzystuj¡
 pole
enie:

>> plot3d_ve
s(nodes,elementsGeom,elements_1,elementsU,

normalVe
tors)

Dla tak zde�niowanej siatki, na 
aªym brzegu Γ zadano warunek Diri
hleta,

przy 
zym na jednej elektrodzie, podobnie jak poprzednio, zadano poten
jaª

+10V a na drugiej −10V. W pliku wej±
iowym zde�niowano równie» typ roz-

wi¡zywanego problemu tj. równanie Lapla
e'a. Obli
zenia przeprowadzono
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przy u»y
iu oprogramowania BEMLAB, poprzez wykonanie nast�puj¡
ego

pole
enia:

% obem_solve -i mems3.m -m 1234 -o mems3_solm1234.m

gdzie plik wej±
iowy zde�niowany parametrem -i zawiera siatk� geome-

try
zn¡, warunki brzegowe i materiaªowe, natomiast wyniki obli
ze« zostaªy

zapisane do pliku zde�niowanego parametrem -o.

Rys. 7.45. Rozkªad poten
jaªu ϕ na powierz
hni elektrod kondensatora

Na rysunku 7.45 przedstawiono rozkªad poten
jaªu ϕ na elektroda
h konden-

satora. Do elektrod przyªo»ono poten
jaªy +10V i −10V, dlatego na 
aªej

powierz
hni posz
zególny
h elektrod poten
jaª jest taki sam i jedno
ze±nie

stanowi warunek brzegowy Diri
hleta.

W wyniku rozwi¡zania metod¡ elementów brzegowy
h otrzymuje si� tak»e
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Rys. 7.46. Rozkªad po
hodnej poten
jaªu

∂ϕ
∂n na powierz
hni elektrod kondensatora

rozkªad po
hodnej normalnej poten
jaªu

∂ϕ
∂n

na 
aªym brzegu Γ rozpatrywa-

nego obszaru. Na rysunku 7.46 przedstawiono rozkªad po
hodnej normalnej

poten
jaªu na powierz
hnia
h elektrod.

Warto±
i po
hodnej normalnej

∂ϕ
∂n

u»yte zostaªy w obli
zenia
h pojemno±
i

C przy pomo
y wzoru (7.22). Najpierw oprogramowaniem BEMLAB, wy-

konano poni»sze 
aªkowanie i obli
zono ªadunek Q zgromadzony na jednej

elektrodzie kondensatora (na drugiej elektrodzie ªadunek ma tak¡ sam¡ war-

to±¢ o znaku prze
iwnym):

Q = ε

∫

Γ

∂ϕ

∂n
dΓ = 39288.3 ε . (7.78)

Nast�pnie wyzna
zono pojemno±¢ ukªadu elektrod u»ywaj¡
 wzoru (7.17):

C(�eld) =

∣

∣

∣

∣

Q

U

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

39288.3ε

20

∣

∣

∣

∣

= 1964.41 ε . (7.79)
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Pojemno±¢ obli
zona na podstawie modelu polowego (C(�eld)
) jest wi�ksza

od pojemno±
i obli
zonej przy pomo
y zadania uprosz
zonego kondensatora

pªaskiego (C(simple)
) o 22% wedªug zale»no±
i:

C(�eld) = 1.22C(simple). (7.80)

Zna
z¡
a ró»ni
a warto±
i pojemno±
i modelowanego kondensatora powo-

duje, »e nale»y zwró
i¢ sz
zególn¡ uwag� na pojemno±
i rozproszenia, które

ze wzgl�du na efekty kra«
owe, w zadania
h 3D odgrywaj¡ jesz
ze wi�ksz¡

rol� ani»eli w zadania
h 2D.

7.9 Podsumowanie

Metoda elementów brzegowy
h oraz oprogramowanie BEMLAB s¡ dobrym

wyborem do modelowania elektrostaty
znego mikrostruktur grzebieniowy
h.

Bezpo±rednim wynikiem rozwi¡zania jest rozkªad po
hodnej normalnej po-

ten
jaªu

∂ϕ
∂n

na 
aªym brzegu (w MES otrzymujemy jedynie rozkªad poten-


jaªu).

Warto±
i po
hodnej normalnej poten
jaªu s¡ bezpo±rednio u»ywane do ob-

li
zania pojemno±
i kondensatorów grzebieniowy
h C, które zgodnie z za-

le»no±
i¡ (7.37) s¡ u»ywane do optymaliza
ji mikrostruktur. Zastosowanie

modeli polowy
h umo»liwia uwzgl�dnienie pojemno±
i rozproszenia, które w

przypadku modeli uprosz
zony
h nie s¡ uwzgl�dniane, a w zale»no±
i od ro-

dzaju modelowanego kondensatora grzebieniowego, stanowi¡ zna
zn¡ 
z�±¢

pojemno±
i 
aªkowitej ukªadu.

Ogromn¡ zalet¡ MEB jest bezpo±rednia mo»liwo±¢ rozwi¡zywania zadania

zewn�trznego bez konie
zno±
i uwzgl�dniania obszaru niesko«
zonego lub jak

to si� 
zasami okre±la, obszaru o brzegu otwartym.

MEB wymaga jedynie dyskretyza
ji brzegu redukuj¡
 problem o jeden wy-

miar i uªatwiaj¡
 stworzenie siatki modelu, sz
zególnie w zagadnienia
h trój-

wymiarowy
h. Istotnym warunkiem uzyskania rozwi¡zania jest poprawne
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znego

skierowanie wektora normalnego ~n elementów brzegowy
h Γj na zewn¡trz

modelowanego niesko«
zonego obszaru Ω.

Z tego powodu, wybór Metody Elementów Brzegowy
h do modelowania mi-

krostruktur, w poª¡
zeniu z u»y
iem oprogramowania BEMLAB zapewnia-

j¡
ym ªatwe i szybkie wykonianie pra
 projektowy
h i optymaliza
yjny
h

nale»y uzna¢ za 
elowe.
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Rozdziaª 8

Zagadnienia poten
jalne w

przestrzeni trójwymiarowej

Podobnie jak Metoda Elementów Sko«
zony
h (MES), tak i Metoda Elemen-

tów Brzegowy
h (MEB) stanowi narz�dzie do rozwi¡zywania ró»norodny
h,


zasem bardzo zªo»ony
h problemów in»ynierski
h. W ostatni
h dekada
h

XX wieku zakres zastosowa« obu metod w sposób zasadni
zy zostaª powi�k-

szony.

Rozdziaª niniejszy traktowa¢ b�dzie o zastosowania
h MEB w Elektry
znej

Tomogra�i Impedan
yjnej i Dyfuzyjnej Tomogra�i Opty
znej, które to za-

stosowania, zgodnie z moj¡ wiedz¡, s¡ w pewnym stopniu nowo±
i¡ [86℄. W

ni
zym to jednak nie usz
zupli ogólnego 
harakteru rozwa»a«.

MEB 
i¡gle jesz
ze wymaga znajomo±
i rozwi¡zania fundamentalnego, które

jest znane tylko dla najprostszy
h przypadków. Dlatego te» w Dyfuzyjnej

Tomogra�i Opty
znej zastosowanie tej metody jest ograni
zone jedynie do

aproksyma
ji zagadnienia transportu ±wiatªa równaniem dyfuzji.

Jest jednak nadzieja, »e ograni
zenie to b�dzie zniesione w przyszªo±
i, jako

»e alternatywne sformuªowanie MEB, bazuj¡
e na transforma
ie Fouriera,

zostaªo zaproponowane w pra
y [30℄. To nowe sformuªowanie wymaga je-



332 Zagadnienia poten
jalne w przestrzeni trójwymiarowej

dynie transformaty Fouriera rozwi¡zania fundamentalnego, która mo»e by¢

wyzna
zona, w prze
iwie«stwie do samego rozwi¡zania fundamentalnego, dla

wszystki
h liniowy
h i jednorodny
h operatorów ró»ni
zkowy
h poprzez pro-

st¡ odwrotno±¢ ma
ierzy ró»ni
zkowego operatora poddanego transforma
ji.

Zatem dziedzina zastosowa« MEB mo»e by¢ w przyszªo±
i zna
znie rozsze-

rzona.

Obe
nie zastosowania w Tomogra�i Impedan
yjnej lub Opty
znej skupiaj¡

si� gªównie na zagadnienia
h trójwymiarowy
h. S¡ one zna
znie trudniejsze

od zagadnie« formuªowany
h dla przestrzeni 2D, gªównie z powodu geome-

trii, która wymaga bardzo dokªadnej i sz
zegóªowej dyskretyza
ji z bardzo

du»¡ li
zb¡ niewiadomy
h. Pami�tajmy, »e w ka»dym w�¹le sie
i mamy par�

niewiadomy
h Φ oraz

∂Φ
∂n
. Takie problemy nazywamy zagadnieniami o du»y
h

rozmiara
h (z ang. 'Large S
ale Problems').

Algorytm MEB 
e
huje dyskretyza
ja jedynie brzegu obszaru. Wªasno±¢ ta

redukuje w wi�kszo±
i przypadków li
zb� niewiadomy
h w stosunku do metod

obszarowy
h, taki
h jak Metoda Ró»ni
 Sko«
zony
h (MRS) 
zy MES. Jed-

nak»e mniejsza li
zba niewiadomy
h niekonie
znie musi skutkowa¢ wi�ksz¡

efektywno±
i¡ tej metody, poniewa» MEB w przypadku ogólnym prowadzi

do peªny
h i niesymetry
zny
h ma
ierzy wspóª
zynników ukªadu równa« al-

gebrai
zny
h, pod
zas gdy ma
ierze wspóª
zynników metod obszarowy
h z

reguªy s¡ pasmowe i rzadkie, a bardzo 
z�sto równie» symetry
zne.

Z powodu tej wady MEB jak do tej pory jest uwa»ana za mniej efektywn¡

ni» metody obszarowe w zagadnienia
h du»ej skali. Ale sytua
ja si� zmienia

dzi�ki przeªomowi, jaki dokonaª si� po wprowadzeniu tzw. 'szybki
h' MEB,

oparty
h o te
hniki wielobiegunów [26℄, 
zy poprzez u»y
ie przeksztaª
e«

falkowy
h [7℄.

Te 'szybkie' MEB mog¡ obli
za¢ poten
jaª Φ oraz

∂Φ
∂n

w w�zªa
h sie
i z li
zb¡

opera
ji rz�du O(N) ÷ O(N(logN)m) (m ≥ 0), gdzie N jest li
zb¡ niewia-

domy
h.

Jest to bardzo istotna poprawa w stosunku do klasy
znej MEB, dla której
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li
zba opera
ji wynosi O(N2). Rozwój 'szybki
h' MEB w przyszªo±
i spot�-

guje jej konkuren
yjno±¢ w stosunku do metod obszarowy
h dla zagadnie« o

du»ej skali.

8.1 Model dyskretny

W rozdziale tym przedstawione zostan¡ podstawowe wyprowadzenia doty-


z¡
e formy dyskretnej równa« brzegowo-
aªkowy
h w odniesieniu do trze
h

typów elementów brzegowy
h. B�d¡ to trójk¡t pªaski, trójk¡t izoparame-

try
zny sze±
iow�zªowy z interpola
j¡ wielomianem stopnia drugiego (kwa-

dratowy) oraz element 
zworok¡tny izoparametry
zny o±miow�zªowy tak»e z

interpola
j¡ kwadratow¡. Te dwa ostatnie elementy zapewniaj¡ lepsze (bar-

dziej dokªadne) odwzorowanie geometrii rozpatrywanego obszaru, 
o w za-

gadnienia
h biomedy
zny
h mo»e by¢ bardzo istotn¡ zalet¡.

Sz
zególn¡ uwag� zwró
imy na 
aªkowanie 
aªek osobliwy
h, jako »e problem

ten, 
ho¢ znany jest z literatury [5,14℄, to jednak jest rozproszony, a literatura

bywa trudno dost�pna. Czytelnika zainteresowanego pogª�bieniem wiedzy na

temat zagadnie« 3D odsyªam do pozy
ji literaturowy
h [13℄ lub [15℄.

Aby rozwi¡za¢ numery
znie zagadnienie w przestrzeni 3D, powierz
hnia brze-

gowa Γ podzielona musi by¢ naM elementów, ka»dy zawieraj¡
y jeden (trój-

k¡t pªaski) trzy (trójk¡t liniowy) lub sze±¢ (trójk¡t izoparametry
zny kwa-

dratowy) w�zªów. Caªkowit¡ li
zb� w�zªów ozna
zmy liter¡ N .

8.2 Caªki osobliwe i prawie osobliwe

W analizie zagadnie« 3D MEB istotnym aspektem jest li
zenie 
aªek, ponie-

wa» maj¡ one wpªyw na dokªadno±¢, a tak»e ze wzgl�du na 
zaso
hªonno±¢

pro
esu 
aªkowania.
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Caªki, które maj¡ wpªyw na okre±lenie wewn�trzny
h warto±
i poten
jaªu Φ

i jego po
hodnej normalnej

∂Φ
∂n
, zawieraj¡ funk
je pod
aªkowe (j¡dra) prawie

osobliwe rz�du 1/Rα (α = 1, 2, 3, 4, ...), gdzie R jest odlegªo±
i¡ pomi�dzy

punktem ¹ródªa a punktem 
aªkowania w elemen
ie brzegowym [42℄.

Dla elementów pªaski
h (np. elementy trójk¡tne lub 
zworok¡tne) mo»liwe

jest 
aªkowanie anality
zne [70℄. Jednak»e w prakty
zny
h zastosowania
h

(np. w bioin»ynierii medy
znej) 
oraz wi�ksz¡ rol� odgrywaj¡ elementy o

brzega
h opisany
h krzywymi stopnia wy»szego ni» pierwszy, na przykªad

elementy izoparametry
zne [89℄. W taki
h przypadka
h pozostaje jedynie


aªkowanie numery
zne.

Kiedy odlegªo±¢ pomi�dzy punktem ¹ródªa a elementem, po którym przepro-

wadzane jest 
aªkowanie, jest dostate
znie du»a w porównaniu do wymiaru

elementu, wtedy standardowa kwadratura Gaussa-Legendre'a jest efektywna

i daje zadowalaj¡
o dokªadne wyniki.

Jednak»e, kiedy punkt ¹ródªowy znajduje si� w elemen
ie, po którym odbywa

si� 
aªkowanie, funk
ja Greena staje si� osobliwa, a zastosowanie standardo-

wej kwadratury Gaussa-Legendre'a zawodzi. Takie 
aªki nazywa¢ b�dziemy


aªkami osobliwymi. Caªki osobliwe pojawiaj¡ si� mi�dzy innymi wtedy, kiedy

li
zymy elementy gªównej przek¡tnej ma
ierzy wspóª
zynników.

Kiedy punkt ¹ródªowy nie jest poªo»ony w elemen
ie, le
z bardzo blisko niego,

wtedy mimo »e j¡dro jest regularne w sensie matematy
znym, to warto±¢

funk
ji zmienia si� gwaªtownie w oto
zeniu punktu ¹ródªowego. W taki
h

przypadka
h kwadratura Gaussa-Legendre'a zawodzi, gdy» wymagaªaby dla

uzyskania dokªadnego wyniku bardzo du»ej li
zby punktów 
aªkowania, 
o z

prakty
znego punktu widzenia jest nie do przyj�
ia.

Takie 
aªki nazywamy 
aªkami prawie osobliwymi (z ang. nearly singular in-

tegrals). W prakty
e 
aªki prawie osobliwe pojawiaj¡ si� kiedy li
zymy 
ien-

kie warstwy (na przykªad tomograf pojemno±
iowy), wtedy odlegªo±¢ pomi�-

dzy ró»nymi elementami mo»e by¢ bardzo maªa w porównaniu do rozmiaru

elementu. Taka sytua
ja jest powsze
hnie spotykana przy modelowaniu ko-
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±
i 
zaszki 
zy warstwy pªynu rdzeniowo-mózgowego (z ang. Cerebro Spinal

Fluid (CSF)) dla Impedan
yjnej b¡d¹ Opty
znej Tomogra�i.

Caªki prawie osobliwe pojawiaj¡ si� równie», kiedy wyzna
zamy poten
jaª Φ

lub jego po
hodn¡ normaln¡ blisko brzegu Γ obszaru Ω (patrz na przykªad

rys. 6.19). Li
zne pra
e badaw
ze byªy ju» publikowane na ten temat, na

przykªad [5,29,31,42,47,52,72℄. Metody 
aªkowania 
aªek osobliwy
h i prawie

osobliwy
h przedstawiono w tabli
y 8.1.

Tabli
a 8.1. Metody 
aªkowania osobliwy
h i prawie osobliwy
h 
aªek w 3D

lp. Caªki osobliwe lp. Caªki prawie osobliwe

I Anality
zne (tylko dla elementów pªaski
h)

II Numery
zne

1 Kwadratura Gaussa 1 Podziaª elementów

2 Rozwini�
ie w szereg Taylora i 2 Transforma
ja zmienny
h

wydzielenie osobliwo±
i 2a Podwójna wykªadni
za

3 Transforma
ja zmienny
h 2b Sze±
ienna

4 Transforma
ja ukªadu wspóªrz�dny
h 3 Transforma
ja

4a Trójk¡t na kwadrat ukªadu wspóªrz�dny
h

4b Wspóªrz�dne biegunowe 3a Wspóªrz�dne biegunowe

i mody�ka
je

Wymie«my krótko metody u»ywane do obli
ze« j¡dra typu 1/R kwadratur¡

Gaussa. Metoda wydzielenia osobliwo±
i i rozwini�
ie w szereg Taylora [5℄

rozwija osobliwe j¡dro w lokalnym parametry
znym ukªadzie wspóªrz�dny
h.

Gªówny wyraz zawieraj¡
y osobliwo±¢ zostaje wydzielony i s
aªkowany ana-

lity
znie, natomiast pozostaªe wyrazy s¡ 
aªkowane standardow¡ kwadratur¡

Gaussa.

Nast�pnie mamy metody transforma
ji ukªadu wspóªrz�dny
h. Pierwsza me-

toda polega na transforma
ji obszaru trójk¡tnego na obszar kwadratowy,

tak »e w�zeª, w którym wyst�puje osobliwo±¢, przeksztaª
ony zostaje na bok

kwadratu, tak »e osobliwo±¢ zostaje osªabiona. Metoda ta zostaªa u»yta w na-

st�pny
h rozdziaªa
h (patrz na przykªad rozdziaª 8.6.2). Drugi rodzaj polega
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na wprowadzeniu wspóªrz�dny
h biegunowy
h (r,Θ) w punk
ie ¹ródªa [23℄.

Takie przeksztaª
enie wprowadza Jakobian, który znosi osobliwo±¢ typu 1/R.

Caªki prawie osobliwe okazuj¡ si� by¢ trudniejsze i bardziej kosztowne do

obli
zenia ni» 
aªki osobliwe. One staj¡ si� 
oraz wa»niejsze w prakty
zny
h

zastosowania
h, jako »e zdolno±¢ i efektywno±¢ li
zenia 
aªek prawie osobli-

wy
h de
yduje o zdolno±
i rozwi¡zywania zagadnie« zawieraj¡
y
h 
ienkie

warstwy (na przykªad 
zaszka 
zy warstwa pªynu CSF jak to ju» byªo mó-

wione w
ze±niej). Czytelników zainteresowany
h tymi problemami odsyªam

do [42℄, gdzie zostaªy przedstawione nowe, dokªadne i efektywne s
hematy

obli
ze« 
aªek prawie osobliwy
h.

8.3 Równania bazowe

Rozwa»my równanie Poissona w przestrzeni trójwymiarowej:

∇2Φ(r) = −b, (8.1)

gdzie: Φ ozna
za dowoln¡ funk
j� poten
jaln¡, jak na przykªad temperatur�

lub poten
jaª elektry
zny.

Na powierz
hni Γ ograni
zaj¡
ej obszar obj�to±
iowy Ω naªo»ono warunki

brzegowe typu Robina:

∂Φ(r)

∂n
= mRΦ(r) + nR, (8.2)

gdzie: mR i nR s¡ znanymi wspóª
zynnikami warunków brzegowy
h typu

Robina.

Rozwi¡zanie fundamentalne dla przestrzeni 3D jest nast�puj¡
e:

G(|r− r′|) = 1

4πR
, (8.3)

gdzie: R = |r− r′| jest odlegªo±
i¡ pomi�dzy r i r′, dan¡ wyra»eniem:

R = |r− r′| =
√

(x− x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2. (8.4)
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Podobnie jak to byªo w zagadnienia
h 2D, mo»na u»y¢ drugiej to»samo±
i

Greena, aby wyprowadzi¢ równanie 
aªkowe odnosz¡
e si� do powierz
hni

brzegowej:

Φ(r) +

∫

Γ

∂G(|r− r′|)
∂n

Φ(r′)dΓ(r′) =

∫

Γ

G(|r− r′|)∂Φ(r
′)

∂n
dΓ(r′) +

+

∫

Ω

bG(|r− r′|)dΩ(r′). (8.5)

Aby u
zyni¢ to równanie w isto
ie tylko odnosz¡
ym si� do brzegu, prze-

nosimy punkt ¹ródªowy r z wn�trza obszaru na jego brzeg, 
o daje nam

równanie o nast�puj¡
ej posta
i:

c(r)Φ(r) +

∫

Γ

∂G(|r− r′|)
∂n

Φ(r′)dΓ(r′) =

∫

Γ

G(|r− r′|)∂Φ(r
′)

∂n
dΓ(r′) +

+

∫

Ω

bG(|r− r′|)dΩ(r′). (8.6)

Funk
ja c(r) mo»e by¢ wyzna
zona poprzez oto
zenie ¹ródªowego punktu

brzegowego r maª¡ sfer¡ o promieniu ε i rozpatrzenie ka»dego wyra»enia

wzoru (8.6) w grani
y gdy promie« ε→ 0 (zob. podrozdziaª 6.3.7). Jednak»e,

jak wykazano w poprzedni
h rozdziaªa
h doty
z¡
y
h zagadnie« 2D, funk
ja

c(r) nie musi by¢ wyli
zana bezpo±rednio, a jej warto±¢ mo»e by¢ uzyskana

drog¡ po±redni¡, dzi�ki prostym �zykalnym rozwa»aniom [13℄.

Aby obli
zy¢ warto±¢ pierwszej 
aªki równania (8.6), funk
ja Greena jest

ró»ni
zkowana w kierunku normalnym w punk
ie r′ nast�puj¡
o:

∂G(|r− r′|)
∂n

=
∂G

∂R

(

∂R

∂n

)

=
∂G

∂R

[

∂R

∂x′

(

∂x′

∂n

)

+
∂R

∂y′

(

∂y′

∂n

)

+
∂R

∂z′

(

∂z′

∂n

)]

, (8.7)

gdzie: po
hodne wspóªrz�dny
h x′, y′ oraz z′ wzgl�dem jednostkowego wek-

tora normalnego w kierunku zewn�trznym do brzegu n w punk
ie r′ s¡ skªa-

dowymi tego» wektora:

nx′ =
∂x′

∂n
, ny′ =

∂y′

∂n
, nz′ =

∂z′

∂n
, (8.8)

i

∂R

∂x′
=
x′ − x

R
,

∂R

∂y′
=
y′ − y

R
,

∂R

∂z′
=
z′ − z

R
. (8.9)
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Ostate
znie po
hodna normalna funk
ji Greena przyjmie posta¢:

∂G(|r− r′|)
∂n

=
−1

4πR3
[(x′ − x)nx′ + (y′ − y)ny′ + (z′ − z)nz′ ] . (8.10)

Aby rozwi¡za¢ zagadnienie 3D nale»y post�powa¢ w podobny sposób, jak to

miaªo miejs
e w zagadnienia
h 2D, opisany
h w poprzedni
h rozdziaªa
h, z

t¡ ró»ni
¡, »e brzeg jest teraz dzielony na brzegowe elementy powierz
hniowe

w ksztaª
ie trójk¡ta lub 
zworok¡ta.

8.4 Funk
je interpola
yjne zerowego rz�du

Rozwa»my pªaski element trójk¡tny i zde�niujmy nowy lokalny ukªad wspóª-

rz�dny
h ξ1 i ξ2 o po
z¡tku w w�¹le zerowym jak to pokazano na rys. 8.1.

a)

ξ

ξ 2

1

0

x

y

0

1

2

z
ξ3
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0

Rys. 8.1. a) Pªaski element trójk¡tny w globalnym ukªadzie wspóªrz�dny
h, b) w

lokalnym ukªadzie wspóªrz�dny
h

Wspóªrz�dne globalne mog¡ by¢ wyzna
zone jako funk
je wspóªrz�dny
h lo-
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kalny
h w zwykªej posta
i znanej z poprzedni
h rozdziaªów:

x(ξ1, ξ2)=

2
∑

k=0

Nk(ξ1, ξ2)xk= N0(ξ1, ξ2)x0+N1(ξ1, ξ2)x1+N2(ξ1, ξ2)x2,

y(ξ1, ξ2)=

2
∑

k=0

Nk(ξ1, ξ2)yk=N0(ξ1, ξ2)y0+N1(ξ1, ξ2)y1+N2(ξ1, ξ2)y2, (8.11)

z(ξ1, ξ2)=

2
∑

k=0

Nk(ξ1, ξ2)zk=N0(ξ1, ξ2)z0+N1(ξ1, ξ2)z1+N2(ξ1, ξ2)z2,

gdzie bazowe funk
je interpola
ji wyra»one s¡ nast�puj¡
ymi wzorami:

N0(ξ1, ξ2) = 1− ξ1 − ξ2, N1(ξ1, ξ2) = ξ1, N2(ξ1, ξ2) = ξ2. (8.12)

Pierwsze po
hodne bazowy
h funk
ji interpola
yjny
h wzgl�dem wspóªrz�d-

ny
h ξ1 oraz ξ2 wynosz¡:

∂N0(ξ1, ξ2)

∂ξ1
= −1,

∂N1(ξ1, ξ2)

∂ξ1
= 1,

∂N2(ξ1, ξ2)

∂ξ1
= 0, (8.13)

∂N0(ξ1, ξ2)

∂ξ2
= −1,

∂N1(ξ1, ξ2)

∂ξ2
= 0,

∂N2(ξ1, ξ2)

∂ξ2
= 1.

Poszukiwane warto±
i poten
jaªu Φ lub jego po
hodnej normalnej q = ∂Φ
∂n
,

podobnie jak to byªo w zagadnienia
h 2D, przyjmujemy jako staªe w ka»dym

z elementów trójk¡tny
h i za
zepione w ±rodku geometry
znym elementu

(patrz rys. 8.1).

8.4.1 Jakobian

Aby rozwa»a¢ elementy brzegowe, które s¡ dwuwymiarowymi �gurami

umiesz
zonymi w przestrzeni 3D, najpierw musimy zde�niowa¢ sposób, w

jaki mo»emy przej±¢ z globalnego kartezja«skiego ukªadu wspóªrz�dny
h xyz

do ukªadu wspóªrz�dny
h lokalny
h ξ1, ξ2, ξ3, gdzie ξ3 jest kierunkiem nor-

malnym do powierz
hni trójk¡ta (patrz rys. 8.1). Zatem transforma
ja dla



340 Zagadnienia poten
jalne w przestrzeni trójwymiarowej

dowolnej funk
ji u dana jest nast�puj¡
ymi zale»no±
iami:







∂u
∂ξ1
∂u
∂ξ2
∂u
∂ξ3






=







∂x
∂ξ1

∂y
∂ξ1

∂z
∂ξ1

∂x
∂ξ2

∂y
∂ξ2

∂z
∂ξ2

∂x
∂ξ3

∂y
∂ξ3

∂z
∂ξ3













∂u
∂x
∂u
∂y
∂u
∂z






, (8.14)

gdzie: ma
ierz kwadratowa jest ma
ierz¡ Jakobiego.

Teraz mo»emy niesko«
zenie maªy element powierz
hni w kartezja«skim

ukªadzie wspóªrz�dny
h wyrazi¢ za pomo
¡ wspóªrz�dny
h krzywoliniowy
h

ξ1, ξ2 lokalnego ukªadu wspóªrz�dny
h. Moduª ilo
zynu wektorowego dwu

wektorów jest równy polu równolegªoboku z ni
h zbudowanego. Zatem ró»-

ni
zka powierz
hni (niesko«
zenie maªy element powierz
hni dΓ) [14,46℄ b�-

dzie dana:

dΓ =

∣

∣

∣

∣

∂r

∂ξ1
× ∂r

∂ξ2

∣

∣

∣

∣

dξ1dξ2 = |n| dξ1dξ2 =
√

nx
2 + ny

2 + nz
2 dξ1dξ2, (8.15)

gdzie:

nx =
∂y

∂ξ1

∂z

∂ξ2
− ∂y

∂ξ2

∂z

∂ξ1
, ny =

∂x

∂ξ1

∂z

∂ξ2
− ∂x

∂ξ2

∂z

∂ξ1
, nz =

∂x

∂ξ1

∂y

∂ξ2
− ∂x

∂ξ2

∂y

∂ξ1
.

Transforma
ja ta wprowadza jakobian

1 J propor
jonalny do warto±
i po-

wierz
hni rozwa»anego elementu [13℄. Ze wzoru (8.15) wynika, »e moduª n

wektora normalnego n jest jakobianem przeksztaª
enia.

Przykªad 13

Rozpatrzmy dowolny tójk¡t i jego transforma
j� do lokalnego ukªadu wspóª-

rz�dny
h.

Wyzna
zmy wektor normalny do powierz
hni trójk¡ta z rys. 8.2 w wierz-


hoªku 0 jako ilo
zyn wektorowy nast�puj¡
y
h wektorów:

−→
01 ×−→

02 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~1x ~1y ~1z

−1 1 0

−1 0 1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 1~1x + 1~1y + 1~1z. (8.16)

1

Jakobian ozna
za w tym kontek±
ie wyzna
znik ma
ierzy Jakobiego.
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2

ξ
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1
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0
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(1,0)
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ξ 1

x

y

z

(0,0,1)

(0,1,0)

(1,0,0)

J

2

20

1

2

(0,0,0)

Rys. 8.2. Dowolny element trójk¡tny w globalnym ukªadzie wspóªrz�dny
h trans-

formowany do lokalnego ukªadu

Moduª wektora normalnego (a wi�
 i jakobian przeksztaª
enia) do po-

wierz
hni trójk¡ta wynosi

√
3. Pole trójk¡ta przed przeksztaª
eniem wynosi:

1
2

√
2
√
2
√
3
2
.

Wida¢ wi�
, »e pole trójk¡ta w lokalnym ukªadzie wspóªrz�dny
h, które wy-

nosi

1
2
, nale»y pomno»y¢ przez jakobian przeksztaª
enia (w tym przypadku√

3), aby uzyska¢ pole trójk¡ta przeksztaª
anego.

8.4.2 Wyzna
zanie 
aªek nieosobliwy
h

w obszarze trójk¡ta

Po zastosowaniu dyskretyza
ji równanie 
aªkowe (8.6) przyjmie posta¢:

c(r)Φ(r) +

M−1
∑

j=0

∫

Γj

∂G(|r− r′|)
∂n

Φ(r′)dΓj(r
′) =

=

M−1
∑

j=0

∫

Γj

G(|r− r′|)∂Φ(r
′)

∂n
dΓj(r

′) +

∫

Ω

bG(|r− r′|)dΩ(r′), (8.17)

gdzie: M jest li
zb¡ elementów brzegowy
h, Γj jest j-tym elementem np.

trójk¡tnym.
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Równanie to mo»e by¢ zapisane we wspóªrz�dny
h lokalny
h ξ1, ξ2:

c(r)Φi(r) +
M−1
∑

j=0

Φj(r
′)

ξ1=1
∫

ξ1=0

ξ2=1−ξ1
∫

ξ2=0

∂G(|r− r′|)
∂n

Jj(ξ1, ξ2)dξ1dξ2 =

=

M−1
∑

j=0

∂Φj(r
′)

∂n

ξ1=1
∫

ξ1=0

ξ2=1−ξ1
∫

ξ2=0

G(|r− r′|)Jj(ξ1, ξ2)dξ1dξ2 + (8.18)

+

∫

Ω

bG(|r− r′|)dΩ(r′).

Reguªy 
aªkowania numery
znego dyskutowane w tym rozdziale sprawdzaj¡

si�, gdy odlegªo±¢ punktu ¹ródªa od elementu aktualnie 
aªkowanego jest sto-

sunkowo du»a. Caªki podwójne po powierz
hni trójk¡ta mog¡ by¢ 
aªkowane

poprzez zastosowanie równania podobnego do równania (6.90) dla 
aªek li-

niowy
h.

∫ 1

0

∫ 1−ξ1

0

f(ξ1, ξ2)dξ1dξ2 =

g−1
∑

i=0

wif(ξ1i, ξ2i), (8.19)

gdzie: g jest 
aªkowit¡ li
zb¡ punktów 
aªkowania Gaussa.

Wspóªrz�dne punktów 
aªkowania i wagi dane s¡ w tabli
y 8.2 (patrz [23,

108℄).

8.4.3 Wyzna
zanie 
aªek osobliwy
h

Caªki osobliwe dla pªaskiego trójk¡ta staªego mog¡ by¢ obli
zone anality
z-

nie. Symbole u»yte we wzorze wynikowym pokazano na rys. 8.3.
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Tabli
a 8.2. Punkty Gaussa i wagi dla trójk¡ta

n i ξ1 ξ2 wi

4 1 1./3. 1./3. -9./32.

2 0.6 0.2 25./96.

3 0.2 0.6 25./96.

4 0.2 0.2 25./96.

7 1 0.3333333333333333 0.3333333333333333 0.1125000000000000

2 0.0597158717897698 0.4701420641051151 0.0661970763942531

3 0.4701420641051151 0.0597158717897698 0.0661970763942531

4 0.4701420641051151 0.4701420641051151 0.0661970763942531

5 0.7974269853530873 0.1012865073234563 0.0629695902724136

6 0.1012865073234563 0.7974269853530873 0.0629695902724136

7 0.1012865073234563 0.1012865073234563 0.0629695902724136

12 1 0.06308901449150223 0.87382197101699554 0.025422453185103408

2 0.87382197101699554 0.06308901449150223 0.025422453185103408

3 0.06308901449150223 0.06308901449150223 0.025422453185103408

4 0.24928674517091042 0.50142650965817920 0.058393137863189683

5 0.50142650965817920 0.24928674517091042 0.058393137863189683

6 0.24928674517091042 0.24928674517091042 0.058393137863189683

7 0.31035245103378440 0.63650249912139870 0.041425537809186787

8 0.63650249912139870 0.31035245103378440 0.041425537809186787

9 0.05314504984481695 0.63650249912139870 0.041425537809186787

10 0.63650249912139870 0.05314504984481695 0.041425537809186787

11 0.05314504984481695 0.31035245103378440 0.041425537809186787

12 0.31035245103378440 0.05314504984481695 0.041425537809186787

∫

△

1

r
dS =

2△
3

[

1

r12
ln

∣

∣

∣

∣

tg [(Θ0 + α1)/2]

tg(α1/2)

∣

∣

∣

∣

+

(8.20)

+
1

r20
ln

∣

∣

∣

∣

tg [(Θ1 + α2)/2]

tg(α2/2)

∣

∣

∣

∣

+
1

r01
ln

∣

∣

∣

∣

tg [(Θ2 + α0)/2]

tg(α0/2)

∣

∣

∣

∣

]

,

i

∫

△

∂

∂n

(

1

r

)

dS = 0, (8.21)
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Rys. 8.3. Ozna
zenia przyj�te dla elementu trójk¡tnego staªego

gdzie: △ jest polem elementu brzegowego trójk¡tnego w przestrzeni 3D.

Caªkowanie numery
zne 
aªek osobliwy
h dla trójk¡ta pªaskiego zostanie

omówione w rozdz. 9.3.1 przy okazji omawiania zagadnienia transportu ±wia-

tªa.

8.5 Funk
je interpoluj¡
e stopnia pierwszego

Rozwa»my bazowe funk
je interpoluj¡
e stopnia pierwszego dla pªaskiego

elementu trójk¡tnego. Geometria elementu jest identy
zna jak w przypadku

poprzednim, zatem te same bazowe funk
je interpola
yjne (patrz równanie

(8.12) i rys.8.4) mog¡ by¢ u»yte do reprezenta
ji zmienny
h stanu jak i i
h

po
hodny
h normalny
h:

Φ(ξ1, ξ2)=

2
∑

k=0

Nk(ξ1, ξ2)Φk=N0(ξ1, ξ2)Φ0+N1(ξ1, ξ2)Φ1+N2(ξ1, ξ2)Φ2,

∂Φ(ξ1, ξ2)

∂n
=

2
∑

k=0

Nk(ξ1, ξ2)
∂Φk

∂n
=N0(ξ1, ξ2)

∂Φ0

∂n
+N1(ξ1, ξ2)

∂Φ1

∂n
+N2(ξ1, ξ2)

∂Φ2

∂n
.

W przypadku trójk¡tnego elementu brzegowego z liniow¡ interpola
j¡ (wie-

lomian stopnia pierwszego) 
aªkowanie numery
zne mo»e by¢ wykonane w
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Rys. 8.4. Wspóªrz�dne globalne i lokalne dla trójw�zªowego elementu trójk¡tnego

identy
zny sposób, jak to byªo dla trójk¡ta staªego. Jakobian transforma-


ji i skªadowe jednostkowego wektora normalnego skierowanego na zewn¡trz

obszaru s¡ li
zone zgodnie z równaniem (8.15).

Powierz
hnia brzegowa Γ dzielona jest na elementy trójk¡tne Γj stopnia

pierwszego. Caªkowanie numery
zne w obszarze ka»dego z elementów brze-

gowy
h Γj przeprowadza si� w ukªadzie wspóªrz�dny
h lokalny
h ξ1 i ξ2 w

sposób nast�puj¡
y:

c(r)Φi(r) +

M−1
∑

j=0

∫ 1

0

∫ 1−ξ1

0

∂G(|r− r′|)
∂n

2
∑

k=0

Φ
(j)
k (r′)Nk(ξ1, ξ2)J(ξ1, ξ2) dξ1dξ2 =

(8.22)

=

M−1
∑

j=0

∫ 1

0

∫ 1−ξ1

0

G(|r− r′|)
2
∑

k=0

∂Φ
(j)
k (r′)

∂n
Nk(ξ1, ξ2)J(ξ1, ξ2) dξ1dξ2 +

+

∫

Ω

bG(|r− r′|)dΩ(r′),

gdzie: M jest 
aªkowit¡ li
zb¡ elementów brzegowy
h.

Warto±
i w�zªowe s¡ wielko±
iami staªymi, zatem równanie (8.22) mo»emy
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napisa¢ w nast�puj¡
ej posta
i:

c(r)Φi(r) +
M−1
∑

j=0

2
∑

k=0

Φ
(j)
k (r′)

∫ 1

0

∫ 1−ξ1

0

∂G(|r− r′|)
∂n

Nk(ξ1, ξ2)J(ξ1, ξ2) dξ1dξ2 =

(8.23)

=
M−1
∑

j=0

2
∑

k=0

∂Φ
(j)
k (r′)

∂n

∫ 1

0

∫ 1−ξ1

0

G(|r− r′|)Nk(ξ1, ξ2)J(ξ1, ξ2) dξ1dξ2 +

+

∫

Ω

bG(|r− r′|)dΩ(r′).

Pozostaje kwestia li
zenia 
aªek osobliwy
h, a te numery
znie 
aªkuje si�

zgodnie ze s
hematem przedstawionym na rys.8.5. Rozpatrzmy kolejne w�zªy

trójk¡ta liniowego.
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Rys. 8.5. Transforma
je trójk¡tnego elementu brzegowego stopnia pierwszego
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W�zeª 0

Transforma
ja z globalnego do lokalnego ukªadu wspóªrz�dny
h po podsta-

wieniu równania (8.12) jest nast�puj¡
a:

x = N0(ξ1, ξ2)x0 +N1(ξ1, ξ2)x1 +N2(ξ1, ξ2)x2 =

= (1− ξ1 − ξ2)x0 + ξ1x1 + ξ2x2 = x0 + ξ1(x1 − x0) + ξ2(x2 − x0),

y = N0(ξ1, ξ2)y0 +N1(ξ1, ξ2)y1 +N2(ξ1, ξ2)y2 = (8.24)

= (1− ξ1 − ξ2)y0 + ξ1y1 + ξ2y2 = y0 + ξ1(y1 − y0) + ξ2(y2 − y0),

z = N0(ξ1, ξ2)z0 +N1(ξ1, ξ2)z1 +N2(ξ1, ξ2)z2 =

= (1− ξ1 − ξ2)z0 + ξ1z1 + ξ2z2 = z0 + ξ1(z1 − z0) + ξ2(z2 − z0).

Jakobian J0(ξ1, ξ2) przeksztaª
enia jest w tym przypadku dany nast�puj¡
¡

zale»no±
i¡:

J0 = |n| = |r01 × r02| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~1x ~1y ~1z

x1 − x0 y1 − y0 z1 − z0

x2 − x0 y2 − y0 z2 − z0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
√

nx
2 + ny

2 + nz
2.

gdzie:

nx = (y1 − y0)(z2 − z0) − (z1 − z0)(y2 − y0),

ny = (z1 − z0)(x2 − x0)− (x1 − x0)(z2 − z0), (8.25)

nz = (x1 − x0)(y2 − y0)− (y1 − y0)(x2 − x0).

W�zeª 1

Dla osobliwo±
i wyst�puj¡
ej w w�¹le 1:

x = N0(ξ1, ξ2)x1 +N1(ξ1, ξ2)x2 +N2(ξ1, ξ2)x0 =

= (1− ξ1 − ξ2)x1 + ξ1x2 + ξ2x0 = x1 + ξ1(x2 − x1) + ξ2(x0 − x1),

y = N0(ξ1, ξ2)y1 +N1(ξ1, ξ2)y2 +N2(ξ1, ξ2)y0 = (8.26)

= (1− ξ1 − ξ2)y1 + ξ1y2 + ξ2y0 = y1 + ξ1(y2 − y1) + ξ2(y0 − y1),

z = N0(ξ1, ξ2)z1 +N1(ξ1, ξ2)z2 +N2(ξ1, ξ2)z0 =

= (1− ξ1 − ξ2)z1 + ξ1z2 + ξ2z0 = z1 + ξ1(z2 − z1) + ξ2(z0 − z1).
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A jakobian J1(ξ1, ξ2) dany jest zale»no±
i¡:

J1 = |n| = |r12 × r10| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~1x ~1y ~1z

x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1

x0 − x1 y0 − y1 z0 − z1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
√

nx
2 + ny

2 + nz
2.

gdzie:

nx = (y2 − y1)(z0 − z1) − (z2 − z1)(y0 − y1),

ny = (z2 − z1)(x0 − x1)− (x2 − x1)(z0 − z1), (8.27)

nz = (x2 − x1)(y0 − y1)− (y2 − y1)(x0 − x1).

W�zeª 2

Dla osobliwo±
i wyst�puj¡
ej w w�¹le 2:

x = N0(ξ1, ξ2)x2 +N1(ξ1, ξ2)x0 +N2(ξ1, ξ2)x1 =

= (1− ξ1 − ξ2)x2 + ξ1x0 + ξ2x1 = x2 + ξ1(x0 − x2) + ξ2(x1 − x2),

y = N0(ξ1, ξ2)y2 +N1(ξ1, ξ2)y0 +N2(ξ1, ξ2)y1 = (8.28)

= (1− ξ1 − ξ2)y2 + ξ1y0 + ξ2y1 = y2 + ξ1(y0 − y2) + ξ2(y1 − y2),

z = N0(ξ1, ξ2)z2 +N1(ξ1, ξ2)z0 +N2(ξ1, ξ2)z1 =

= (1− ξ1 − ξ2)z2 + ξ1z0 + ξ2z1 = z2 + ξ1(z0 − z2) + ξ2(z1 − z2).

A jakobian J2(ξ1, ξ2) dany jest zale»no±
i¡:

J2 = |n| = |r20 × r21| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

~1x ~1y ~1z

x0 − x2 y0 − y2 z0 − z2

x1 − x2 y1 − y2 z1 − z2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
√

nx
2 + ny

2 + nz
2.

gdzie:

nx = (y0 − y2)(z1 − z2) − (z0 − z2)(y1 − y2),

ny = (z0 − z2)(x1 − x2)− (x0 − x2)(z1 − z2), (8.29)

nz = (x0 − x2)(y1 − y2)− (y0 − y2)(x1 − x2).

Trójk¡t jest pªaski, wi�
 skªadowe wektora normalnego musz¡ by¢ jednakowe

(ªatwo to udowodni¢), a zatem:

J0 = J1 = J2 = J. (8.30)
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Wynika st¡d wniosek, »e zarówno wektor normalny n i jakobian przeksztaª-


enia J mog¡ by¢ li
zone tylko raz dla dowolnie wybranego w�zªa. Trans-

forma
ja z unormowanego trójk¡ta w lokalnym ukªadzie wspóªrz�dny
h do

unormowanego kwadratu jest nast�puj¡
a:

ξ1 =
1 + η1

2
− (1 + η1)(1 + η2)

4
, ξ2 =

(1 + η1)(1 + η2)

4
. (8.31)

Jakobian Jr(η1, η2), tego kolejnego ju» przeksztaª
enia wyniesie:

JrT0 = JrT1 = JrT2 = Jr =

∣

∣

∣

∣

∣

∂ξ1
∂η1

∂ξ1
∂η2

∂ξ2
∂η1

∂ξ2
∂η2

∣

∣

∣

∣

∣

=
1 + η1

8
. (8.32)

8.6 Funk
je interpoluj¡
e stopnia drugiego

Podobnie jak w wielu inny
h metoda
h numery
zny
h, tak samo w MEB

dokªadno±¢ rozwi¡zania wzrasta wraz ze wzrostem li
zby elementów, na który

podzielono brzeg Γ obszaru Ω, kosztem wzrostu wymaga« odno±nie pami�
i

komputera, jak i 
zasu obli
ze«.

W tym rozdziale, wzoruj¡
 si� na pra
y [31℄, poka»emy, jak dokªadno±¢ MEB

mo»e by¢ zwi�kszona dzi�ki zastosowaniu elementów brzegowy
h z bazowymi

funk
jami interpola
ji stopnia drugiego dla poten
jaªu Φ i jego po
hodnej

normalnej

∂Φ
∂n
.

8.6.1 Trójk¡tny sze±
iow�zªowy element brzegowy

Skon
entrujmy nasz¡ uwag� na sze±
iow�zªowym elemen
ie trójk¡tnym izo-

parametry
znym przedstawionym na rys. 8.6.

Bazowe funk
je interpoluj¡
e wyra»one s¡ nast�puj¡
ymi zale»no±
iami:

N0(ξ1, ξ2) = −ξ3(1− 2ξ3), N1(ξ1, ξ2) = 4ξ1ξ3,

N2(ξ1, ξ2) = −ξ1(1− 2ξ1), N3(ξ1, ξ2) = 4ξ1ξ2, (8.33)

N4(ξ1, ξ2) = −ξ2(1− 2ξ2), N5(ξ1, ξ2) = 4ξ2ξ3,
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Rys. 8.6. Sze±
iow�zªowy element izoparametry
zny trójk¡tny w globalnym ukªa-

dzie wspóªrz�dny
h z zazna
zonym ukªadem lokalnym ξ1, ξ2

gdzie: ξ3 = 1−ξ1−ξ2. Gdyby ξ3 zast¡pi¢ ξ0 wtedy odpowiednie wzory miaªyby

bardziej regularn¡ posta¢, ale ze wzgl�du na to, »e w wi�kszo±
i monogra�i

po±wi�
ony
h MEB u»ywana jest zmienna ξ3, wi�
 pozostaniemy przy tej

symboli
e.

Pierwsze po
hodne funk
ji interpoluj¡
y
h ze wzgl�du na ξ1 i ξ2 dane s¡:

∂N0(ξ1, ξ2)

∂ξ1
=1−4ξ3,

∂N1(ξ1, ξ2)

∂ξ1
=4(ξ3−ξ1),

∂N2(ξ1, ξ2)

∂ξ1
=−1+4ξ1,

∂N3(ξ1, ξ2)

∂ξ1
=4ξ2,

∂N4(ξ1, ξ2)

∂ξ1
=0,

∂N5(ξ1, ξ2)

∂ξ1
=−4ξ2,

∂N0(ξ1, ξ2)

∂ξ2
=1− 4ξ3,

∂N1(ξ1, ξ2)

∂ξ2
=−4ξ1,

∂N2(ξ1, ξ2)

∂ξ2
=0,

∂N3(ξ1, ξ2)

∂ξ2
=4ξ1,

∂N4(ξ1, ξ2)

∂ξ2
=−1+4ξ2,

∂N5(ξ1, ξ2)

∂ξ2
=4(ξ3−ξ2).

W prze
iwie«stwie do elementu trójk¡tnego trójw�zªowego kwadratowa za-

le»no±¢ ξ1, ξ2 w funk
ja
h N0 .... N5 pozwala na tworzenie zakrzywiony
h

powierz
hni, które mog¡ by¢ zna
znie lepiej dopasowane do rze
zywisty
h

obiektów b�d¡
y
h przedmiotem analizy.



8.6 Funk
je interpoluj¡
e stopnia drugiego 351

8.6.2 Numery
zne wyzna
zanie 
aªek osobliwy
h

Standardowe reguªy 
aªkowania daj¡ zadowalaj¡
e rezultaty za wyj¡tkiem

przypadków, kiedy punkt ¹ródªowy znajduje si� blisko lub koliduje z jednym

z w�zªów elementu brzegowego. Wtedy mamy do 
zynienia z 
aªkami prawie

osobliwymi lub osobliwymi. W taki
h przypadka
h jest niezb�dne spe
jalne

podej±
ie do 
aªkowania.

Podobnie jak to byªo w zagadnienia
h 2D, i tu 
aªkowanie anality
zne jest

zbyt skomplikowane, aby je stosowa¢ w przypadku elementów izoparame-

try
zny
h kwadratowy
h, dlatego w sz
zegóªa
h przedstawiona zostanie me-

toda regularyza
ji.

Na rys.8.7 przedstawiono pro
edur� regularyza
ji, gdy punkt osobliwy (wy-

ró»niony dodatkowym okr�giem) znajduje si� w w�¹le 0, 1 lub 2.

W pierwszym kroku pro
edury regularyza
ji element brzegowy z przestrzeni

3D jest transformowany do przestrzeni 2D wspóªrz�dny
h lokalny
h za po-

mo
¡ nast�puj¡
y
h wyra»e«:

x =

5
∑

i=0

Ni(ξ1, ξ2)xi, y =

5
∑

i=0

Ni(ξ1, ξ2)yi, z =

5
∑

i=0

Ni(ξ1, ξ2)zi. (8.34)

Je±li osobliwo±¢ jest w jednym z w�zªów wierz
hoªkowy
h elementu, wtedy

element w lokalnym ukªadzie wspóªrz�dny
h ξ1, ξ2 jest transformowany do

unormowanego kwadratu (patrz rys. 8.7a lub rys. 8.7
), natomiast kiedy oso-

bliwo±¢ jest w jednym z w�zªów le»¡
y
h na boku (pomi�dzy wierz
hoªkami

trójk¡ta), wtedy element trójk¡tny dzielony jest na dwa trójk¡ty i nast�pnie

takie trójk¡ty s¡ transformowane w unormowane kwadraty (patrz rys. 8.7b).

Transforma
ja ze wspóªrz�dny
h lokalny
h ξ1, ξ2 na wspóªrz�dne η1, η2 jest

dana:

ξ1 =

2
∑

i=0

Mi(η1, η2)ξ1i, ξ2 =

2
∑

i=0

Mi(η1, η2)ξ2i, (8.35)

gdzie: ξ1i i ξ2i s¡ wspóªrz�dnymi lokalnymi i-tego w�zªa w trójk¡
ie, η1 i η2
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s¡ wspóªrz�dnymi lokalnymi subelementów a bazowe funk
je interpola
ji dla

ni
h s¡ nast�puj¡
e:

M0(η1, η2) =
(1 + η1)(1− η2)

4
,

M1(η1, η2) =
(1 + η1)(1 + η2)

4
, (8.36)

M2(η1, η2) =
1− η1

2
.

Aby s
aªkowa¢ numery
znie dowoln¡ funk
j� w polu standardowego kwa-

a)

2
ξ

2

ξ
1

0

4

η
1

η
2

0

1

2

2

1

η
1

η
2

0

0 1 2

3

4

5

0
1

2

3

4
5

b)

��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������

��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������

2

ξ
1

0

η
1

η
1

ξ

η
2

0

1

22

2
η

1

η
2

1

1

1

4

T
1

T
2

0

1 2

4

5

0
1

2

3

4
5

T1

2
3η

0

0


)

2
ξ

ξ
1

0

1

η
2

2

0

21

η

2
η

1

1

η

4

2

0

0
1

2

3

4
5

0 1 2

3

4

5

Rys. 8.7. Punkt osobliwy zazna
zony dodatkowym okr�giem znajduje si�: a) w

w�¹le 0, b) w w�¹le 1 i 
) w w�¹le 2

dratu, mo»e w tym przypadku by¢ zastosowana kwadratura Gaussa [14℄.

Metoda regularyza
ji przeksztaª
a obszar trójk¡tny w obszar kwadratowy,

w ten sposób wprowadzaj¡
 kolejny jakobian przeksztaª
enia, który kasuje

osobliwo±¢ funk
ji pod
aªkowej.
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W�zeª 0

Uwzgl�dniaj¡
 zale»no±
i (8.35) oraz (8.36) transforma
ja wyniesie:

ξ1 =
(1 + η1)(1− η2)

4
, ξ2 =

(1 + η1)(1 + η2)

4
. (8.37)

Regularyzuj¡
y jakobian Jr(η1, η2), zwi¡zany ze zmian¡ zmienny
h lokalny
h,

jest dany:

Jr =

∣

∣

∣

∣

∣

∂ξ1
∂η1

∂ξ1
∂η2

∂ξ2
∂η1

∂ξ2
∂η2

∣

∣

∣

∣

∣

=
1 + η1

8
. (8.38)

W�zeª 1

Dla trójk¡ta T1:

ξ1 =
1− η1

4
, ξ2 =

(1 + η1)(1− η2)

4
, JrT1 =

1 + η1
16

. (8.39)

Dla trójk¡ta T2:

ξ1 =
2− (1 + η1)η2

4
, ξ2 =

(1 + η1)(1 + η2)

4
, JrT2 =

1 + η1
16

. (8.40)

W�zeª 2

ξ1 =
1− η1

2
, ξ2 =

(1 + η1)(1− η2)

4
. (8.41)

Regularyzuj¡
y jakobian Jr(η1, η2) jest dany:

Jr =
1 + η1

8
. (8.42)

Pro
edura transforma
ji dla osobliwo±
i ulokowanej w w�zªa
h 3, 4 lub 5

(patrz rys.8.8) jest nast�puj¡
a:

W�zeª 3

Dla trójk¡ta T1:

ξ1 =
2 + (1 + η1)η2

4
, ξ2 =

1− η1
4

, JrT1 =
1 + η1
16

. (8.43)



354 Zagadnienia poten
jalne w przestrzeni trójwymiarowej

a)

��������
��������
��������
��������
��������

��������
��������
��������
��������
��������

����
����
����
����
����
����
����
����
����

����
����
����
����
����
����
����
����
����

ξ

ξ
1

0

1

η
2

2

2
η

1

η

2

0

3

1 0

2

2

1

0

ηη
2 1

1
η

T

T2

1

T
1

2

0 1 2

3

4

5

0
1

2

3

4
5

b)

2
ξ

ξ
1

0

1

η
2

2

1

η

η

2
η

1

2

10

4

2

0

0 1 2

3

4

5

0
1

2

3

4
5


)

��������
��������
��������
��������

��������
��������
��������
��������

��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������

��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������
��������

ξ

ξ
1

0

1

η
2

2

η

1

η

2

0

T
1

2

5

η

η
1

1

2

2

η
2

01

12

0

T
2

T1

0 1 2

3

4

5

0
1

2

3

4
5

Rys. 8.8. Osobliwy punkt zazna
zony dodatkowym okr�giem: a) w w�¹le 3, b) w

w�¹le 4 oraz 
) w w�¹le 5

Dla trójk¡ta T2:

ξ1 =
1− η1

4
, ξ2 =

2− (1 + η1)η2
4

, JrT2 =
1 + η1
16

. (8.44)

W�zeª 4

ξ1 =
(1 + η1)(1 + η2)

4
, ξ2 =

1− η1
2

. (8.45)

Regularyzuj¡
y jakobian Jr(η1, η2) podobnie jak dla w�zªa 0 i w�zªa 2 jest

dany:

Jr = (1 + η1)/8. (8.46)

W�zeª 5

Dla trójk¡ta T1:

ξ1 =
(1 + η1)(1 + η2)

4
, ξ2 =

1− η1
4

, JrT1 =
1 + η1
16

. (8.47)
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Rys. 8.9. a) Punkty 
aªkowania kwadratury Gaussa w obszarze kwadratu transfor-

mowanego z powrotem do obszaru trójk¡tnego we wspóªrz�dny
h (ξ1, ξ2),

b) kon
entra
ja punktów 
aªkowania w oto
zeniu w�zªa 1 w którym wy-

st�puje osobliwo±¢

Dla trójk¡ta T2:

ξ1 =
(1 + η1)(1− η2)

4
, ξ2 =

2 + (1 + η1)η2
4

, JrT2 =
1 + η1
16

. (8.48)

Na rys. 8.9 wida¢, jak pro
edura podziaªu i transforma
ji kon
entruje punkty


aªkowania Gaussa wokóª w�zªa z osobliwo±
i¡.

8.6.3 Czworok¡tny element brzegowy

Rozwa»my o±miow�zªowy izoparametry
zny element 
zworok¡tny przedsta-

wiony na rys. 8.10.

Bazowe funk
je interpola
ji dane s¡ nast�puj¡
ymi zale»no±
iami:

N0(ξ1, ξ2)=−(1−ξ1)(1−ξ2)(1+ξ1+ξ2)/4, N1(ξ1, ξ2)=(1−ξ21)(1−ξ2)/2,
N2(ξ1, ξ2)=−(1+ξ1)(1−ξ2)(1−ξ1+ξ2)/4, N3(ξ1, ξ2)=(1+ξ1)(1−ξ22)/2,
N4(ξ1, ξ2)=−(1+ξ1)(1+ξ2)(1−ξ1−ξ2)/4, N5(ξ1, ξ2)=(1−ξ21)(1+ξ2)/2,
N6(ξ1, ξ2)=−(1−ξ1)(1+ξ2)(1+ξ1−ξ2)/4, N7(ξ1, ξ2)=(1−ξ1)(1−ξ22)/2.



356 Zagadnienia poten
jalne w przestrzeni trójwymiarowej

x

y

z

0

r

n

ξ
1

0
1

ξ
2

2

3
4

7

6
5

Rys. 8.10. Ukªad wspóªrz�dny
h lokalny
h dla 
zworok¡tnego elementu brzegowego

A i
h pierwsze po
hodne wzgl�dem ξ1 i ξ2 s¡ dane zale»no±
iami:

∂N0(ξ1, ξ2)

∂ξ1
= (1− ξ2)(2ξ1 + ξ2)/4,

∂N1(ξ1, ξ2)

∂ξ1
= −ξ1(1− ξ2),

∂N2(ξ1, ξ2)

∂ξ1
= (1− ξ2)(2ξ1 − ξ2)/4,

∂N3(ξ1, ξ2)

∂ξ1
= (1− ξ22)/2,

(8.49)

∂N4(ξ1, ξ2)

∂ξ1
= (1 + ξ2)(2ξ1 + ξ2)/4,

∂N5(ξ1, ξ2)

∂ξ1
= −ξ1(1 + ξ2),

∂N6(ξ1, ξ2)

∂ξ1
= (1 + ξ2)(2ξ1 − ξ2)/4,

∂N7(ξ1, ξ2)

∂ξ1
= −(1− ξ22)/2,

∂N0(ξ1, ξ2)

∂ξ2
= (1− ξ1)(2ξ2 + ξ1)/4,

∂N1(ξ1, ξ2)

∂ξ2
= −(1− ξ21)/2,

∂N2(ξ1, ξ2)

∂ξ2
= (1 + ξ1)(2ξ2 − ξ1)/4,

∂N3(ξ1, ξ2)

∂ξ2
= −ξ2(1 + ξ1),

(8.50)

∂N4(ξ1, ξ2)

∂ξ2
= (1 + ξ1)(2ξ2 + ξ1)/4,

∂N5(ξ1, ξ2)

∂ξ2
= (1− ξ21)/2,

∂N6(ξ1, ξ2)

∂ξ2
= (1− ξ1)(2ξ2 − ξ1)/4,

∂N7(ξ1, ξ2)

∂ξ2
= −ξ2(1− ξ1).

8.6.4 Wyzna
zanie 
aªek nieosobliwy
h w obszarze
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zworok¡ta

Trójwymiarowa analiza MEB wymaga 
aªkowania funk
ji pod
aªkowy
h w

obszarze powierz
hniowy
h elementów brzegowy
h. Dla elementu 
zworok¡t-

nego mo»emy 
aªkowanie we wspóªrz�dny
h lokalny
h przedstawi¢ nast�pu-

j¡
o:

I =

∫ +1

−1

∫ +1

−1

f(ξ1, ξ2)dξ1dξ2 =
n
∑

i=1

(

n
∑

j=1

f(ξ1j, ξ2i)wj

)

wi. (8.51)

Warto±
i punktów 
aªkowania Gaussa i wspóª
zynniki wagi s¡ zamiesz
zone

w tabli
y 8.3.

Tabli
a 8.3. Punkty 
aªkowania Gaussa i wagi z nimi stowarzyszone

n i ξ1 ξ2 wi

3 1 -0.77459666924148337704 -0.77459666924148337704 0.55555555555555555556

2 0.0 0.0 0.88888888888888888889

3 +0.77459666924148337704 +0.77459666924148337704 0.55555555555555555556

4 1 -0.86113631159495257522 -0.86113631159495257522 0.34785484513745385737

2 -0.33998104358485626480 -0.33998104358485626480 0.65214515486254614263

3 +0.33998104358485626480 +0.33998104358485626480 0.65214515486254614263

4 +0.86113631159495257522 +0.86113631159495257522 0.34785484513745385737

6 1 -0.93246951420315202781 -0.93246951420315202781 0.17132449237917034504

2 -0.66120938646626451366 -0.66120938646626451366 0.36076157304813860757

3 -0.23861918608319690863 -0.23861918608319690863 0.46791393457269104739

4 +0.23861918608319690863 +0.23861918608319690863 0.46791393457269104739

5 +0.66120938646626451366 +0.66120938646626451366 0.36076157304813860757

6 +0.93246951420315202781 +0.93246951420315202781 0.17132449237917034504

8.6.5 Wyzna
zanie 
aªek osobliwy
h w obszarze


zworok¡ta

Standardowe reguªy 
aªkowania numery
znego (patrz tabli
a 8.3) daj¡ do-

kªadne rezultaty za wyj¡tkiem przypadków 
aªkowania 
aªek prawie osobli-

wy
h i osobliwy
h. Caªki osobliwe, tak jak to byªo w poprzedni
h przypad-

ka
h, wymagaj¡ spe
jalny
h reguª 
aªkowania.
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Podobnie jak poprzednio, najbardziej efektywna metoda 
aªkowania zostanie

przedstawiona w sz
zegóªa
h [103℄. Dla elementu kwadratowego anality
zna

metoda 
aªkowania nie jest stosowana.

Na rys.8.11 przedstawiono pro
edur� transforma
ji, zazna
zaj¡
 punkt oso-

bliwy dodatkowym okr�giem, gdy punkt osobliwy znajduje si� w w�zªa
h 0,

1 lub 2. Na po
z¡tku przestrze« kartezja«ska 3D jest transformowana do lo-

kalnego ukªadu wspóªrz�dny
h z pomo
¡ bazowy
h funk
ji interpola
yjny
h.

x =
7
∑

i=0

Ni(ξ1, ξ2)xi, y =
7
∑

i=0

Ni(ξ1, ξ2)yi, z =
7
∑

i=0

Ni(ξ1, ξ2)zi. (8.52)

Nast�pnie standardowy element kwadratowy w ukªadzie wspóªrz�dny
h lokal-

ny
h ξ1, ξ2 jest dzielony na dwa lub trzy subelementy trójk¡tne, w zale»no±
i

od umiejs
owienia punktu osobliwego, tak jak to pokazano na rys. 8.11. Osta-
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te
znie, te subtrójk¡ty s¡ transformowane do kwadratu, zatem standardowa

kwadratura Gaussa z ªatwo±
i¡ mo»e by¢ stosowana.

Metoda regularyza
yjna polegaj¡
a na transforma
ji elementu trójk¡tnego do

obszaru kwadratowego, wprowadzaj¡
 w ten sposób kolejny jakobian, który

kasuje osobliwo±¢ funk
ji pod
aªkowej.

W�zeª 0

Dla trójk¡ta T1:

ξ1 = η1, ξ2 =
−1 + η1 + (1 + η1)η2

2
. (8.53)

Dla trójk¡ta T2:

ξ1 =
−1 + η1 − (1 + η1)η2

2
, ξ2 = η1. (8.54)

Regularyzuj¡
y jakobian JrT1 = JrT2 = Jr(η1, η2) zwi¡zany z zamian¡ zmien-

ny
h jest dany:

Jr =

∣

∣

∣

∣

∣

∂ξ1
∂η1

∂ξ1
∂η2

∂ξ2
∂η1

∂ξ2
∂η2

∣

∣

∣

∣

∣

=
1 + η1

2
. (8.55)

W�zeª 1

Dla trójk¡ta T1:

ξ1 = −1 + η1
2

, ξ2 =
−1 + η1 − (1 + η1)η2

2
, JrT1 =

1 + η1
4

. (8.56)

Dla trójk¡ta T2:

ξ1 =
1 + η1

2
, ξ2 =

−1 + η1 + (1 + η1)η2
2

, JrT2 =
1 + η1

4
. (8.57)

Dla trójk¡ta T3:

ξ1 = −(1 + η1)η2
2

, ξ2 = η1, JrT3 =
1 + η1

2
. (8.58)

W�zeª 2
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Dla trójk¡ta T1:

ξ1 =
1− η1 − (1 + η1)η2

2
, ξ2 = η1. (8.59)

Dla trójk¡ta T2:

ξ1 = −η1, ξ2 =
−1 + η1 − (1 + η1)η2

2
. (8.60)

Tak, jak to byªo w przypadku w�zªa 0, jakobian regularyzuj¡
y Jr(η1, η2) dla

trójk¡ta T1 i dla trójk¡ta T2 jest taki sam i dany jest wyra»eniem:

Jr =
1 + η1

2
. (8.61)

Pro
edura transformuj¡
a w przypadku, kiedy punkt osobliwy jest umiesz-


zony w w�zªa
h 3, 4 lub 5, jest przedstawiona na rys. 8.12.
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Dla trójk¡ta T1:

ξ1 =
1− η1 + (1 + η1)η2

2
, ξ2 = −1 + η1

2
, JrT1 =

1 + η1
4

. (8.62)

Dla trójk¡ta T2:

ξ1 =
1− η1 − (1 + η1)η2

2
, ξ2 = +

1 + η1
2

, JrT2 =
1 + η1

4
. (8.63)

Dla trójk¡ta T3:

ξ1 = −η1, ξ2 = −(1 + η1)η2
2

, JrT3 =
1 + η1

2
. (8.64)

W�zeª 4

Dla trójk¡ta T1:

ξ1 =
1− η1 + (1 + η1)η2

2
, ξ2 = −η1, Jr =

1 + η1
2

. (8.65)

Dla trójk¡ta T2:

ξ1 = −η1, ξ2 =
1− η1 − (1 + η1)η2

2
, Jr =

1 + η1
2

. (8.66)

W�zeª 5

Dla trójk¡ta T1:

ξ1 = −1 + η1
2

, ξ2 =
1− η1 − (1 + η1)η2

2
, JrT1 =

1 + η1
4

. (8.67)

Dla trójk¡ta T2:

ξ1 =
1 + η1

2
, ξ2 =

1− η1 + (1 + η1)η2
2

, JrT2 =
1 + η1

4
. (8.68)

Dla trójk¡ta T3:

ξ1 =
(1 + η1)η2

2
, ξ2 = −η1, JrT3 =

1 + η1
2

. (8.69)

Pro
edura transformuj¡
a w przypadku, kiedy punkt osobliwy jest umiesz-


zony w w�zªa
h 6 lub 7 jest przedstawiona na rys. 8.13.
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Rys. 8.13. Osobliwy punkt jest w w�¹le 6 i w w�¹le 7

W�zeª 6

Dla trójk¡ta T1:

ξ1 =
−1 + η1 + (1 + η1)η2

2
, ξ2 = −η1. (8.70)

Dla trójk¡ta T2:

ξ1 = η1, ξ2 =
1− η1 + (1 + η1)η2

2
. (8.71)

Regularyzuj¡
y jakobian Jr(η1, η2), zwi¡zany z zamian¡ zmienny
h jest dany

wyra»eniem:

Jr =
1 + η1

2
. (8.72)

W�zeª 7
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Dla trójk¡ta T1:

ξ1 =
−1 + η1 + (1 + η1)η2

2
, ξ2 = −1 + η1

2
, JrT1 =

1 + η1
4

. (8.73)

Dla trójk¡ta T2:

ξ1 =
−1 + η1 − (1 + η1)η2

2
, ξ2 = +

1 + η1
2

, JrT2 =
1 + η1

4
. (8.74)

Dla trójk¡ta T3:

ξ1 = η1, ξ2 =
(1 + η1)η2

2
, JrT3 =

1 + η1
2

. (8.75)

Na rys. 8.14 i na rys. 8.15 zilustrowano, jak pro
edura podziaªu i transforma-


ji kon
entruje punkty 
aªkowania Gaussa dookoªa w�zªa z osobliwo±
i¡ dla

pierwszy
h dwó
h przypadków. Pozostaªe przypadki wygl¡daj¡ analogi
znie.

8.7 Warunki brzegowe

Dyskretyza
ja równania 
aªkowo-brzegowego (8.6) prowadzi do ukªadu alge-

brai
zny
h równa« liniowy
h o posta
i:

AΦ = B
∂Φ

∂n
+ q, (8.76)

gdzie: A, B s¡ ma
ierzami wspóª
zynników (patrz podrozdziaª 6.3.2), a q

wektorem wyrazów wolny
h zawieraj¡
ym ¹ródªa.

Nie umniejszaj¡
 ogólno±
i rozwa»a«, rozpatrzmy przypadek, gdy warunki

brzegowe s¡ zde�niowane na 
aªym brzegu. Wtedy li
zba niewiadomy
h jest

redukowana z 2N do N , gdzie N jest li
zb¡ w�zªów, ewentualnie elementów,

gdy rozpatrujemy staªe elementy brzegowe. Mo»emy rozró»ni¢ nast�puj¡
e

przypadki:

1. Warunki brzegowe Diri
hleta,
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Rys. 8.14. Punkty 
aªkowania Gaussa skon
entrowane wokóª w�zªa 0, w którym

wyst�puje osobliwo±¢
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2 

Rys. 8.15. Punkty 
aªkowania Gaussa skon
entrowane wokóª w�zªa 1, w którym

wyst�puje osobliwo±¢

2. Warunki brzegowe Neumanna,

3. Warunki brzegowe Robina,

4. Mieszane warunki brzegowe (na 
z�±
i brzegu warunki Diri
hleta a na

pozostaªej 
z�±
i warunki Neumanna).

Wszystkie wymienione przypadki b�d¡ opisane poni»ej.
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8.7.1 Warunki brzegowe Diri
hleta

W przypadku warunków brzegowy
h Diri
hleta 
aªy wektor dyskretny
h war-

to±
i w�zªowy
h Φ = ΦD jest zadany, a wektor dyskretny
h warto±
i po
hod-

nej normalnej w w�zªa
h

∂Φ
∂n

jest poszukiwany. Wtedy równanie ma
ierzowe

(8.76), mo»e by¢ przedstawione w nast�puj¡
ej posta
i:

B
∂Φ

∂n
= AΦD − q = CD. (8.77)

8.7.2 Warunki brzegowe Neumanna

W tym przypadku 
aªy wektor

∂Φ
∂n

=
(

∂Φ
∂n

)

N
jest znany, a wektor Φ jest po-

szukiwany:

AΦ = B

(

∂Φ

∂n

)

N

+ q = CN . (8.78)

8.7.3 Warunki brzegowe Robina

Warunki brzegowe Robina (patrz równanie (8.2)) wyra»aj¡ liniow¡ zale»no±¢

miedzy wektorem Φ a wektorem

∂Φ
∂n
. Posta¢ dyskretna równania (8.2) mo»e

by¢ zapisana jako:

∂Φ

∂n
= mRΦ+ nR. (8.79)

gdzie: wektor nR mo»e by¢ zde�niowany nast�puj¡
o: nR = {nR1 , nR2 , . . . }T .

Zatem pro
edura jest nast�puj¡
a: wyra»amy wektor

∂Φ
∂n

jako funk
j� Φ i

podstawiamy do równania (8.76):

(A−mRB)Φ = BnR + q = CR. (8.80)
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8.7.4 Mieszane warunki brzegowe

Kiedy na pewnej 
z�±
i brzegu zadane s¡ warunki brzegowe Diri
hleta, a

na pozostaªej 
z�±
i warunki brzegowe Robina, wtedy pro
es przeksztaª
a-

nia równa« jest bardziej skomplikowany. Zaªó»my, »e pierwszy
h m1 wierszy

wektora Φ s¡ znanymi warunkami brzegowymi Diri
hleta, a pozostaªem−m1

s¡ zwi¡zane z warunkami brzegowymi typu Robina.

[

A11 A12

A21 A22

][

ΦD

Φ

]

=

[

B11 B12

B21 B22

][

∂Φ
∂n

mRΦ+nR

]

+

[

q1

q2

]

. (8.81)

Po przeksztaª
enia
h ostate
znie ukªad równa« przyjmie nast�puj¡
¡ posta¢:





−B11 (A12 −mRB12)

−B21 (A22 −mRB22)





[

∂Φ
∂n

Φ

]

=

[

q1 − A11ΦD + B12nR

q2 − A21ΦD + B22nR

]

. (8.82)

8.8 Niejednorodno±
i materiaªowe

Zasadni
zo MEB jest zaprojektowana do rozwi¡zywania posta
i 
aªkowej

równa« ró»ni
zkowy
h 
z¡stkowy
h w obszara
h jednorodny
h (kwestia ist-

nienia rozwi¡zania fundamentalnego). Jednak»e w prakty
e bardzo 
z�sto

musimy rozwi¡zywa¢ zagadnienia w obszara
h niejednorodny
h, na przykªad

niejednorodny
h w podobszara
h (warstwa
h). Istniej¡ ró»ne sformuªowania

tego typu zagadnie«, jednak o ile zale»y nam na dokªadno±
i w okoli
y in-

terfejsu (
zyli brzegu rozgrani
zaj¡
ego dwa jednorodne, ale jednak ró»ne

±rodowiska), pozostaje nam nast�puj¡
a metoda.

Metoda ta polega na niezale»nym rozpatrywaniu ka»dego z podobszarów,

jako o±rodków jednorodny
h, a nast�pnie uzgadniamy (jak niektórzy Auto-

rzy mówi¡ � zszywamy) rozwi¡zanie na grani
y podobszarów (w »argonie �

interfejsie) (patrz równanie (8.83)), lub na interfejsa
h, je±li mamy do 
zy-

nienia z wi�ksz¡ li
zb¡ podobszarów ni» dwa. Sposób ten jest stosowany z

powodzeniem zarówno dla ±rodowisk 2D, jak i 3D. Wprowad¹my indeksy

górne (i) ozna
zaj¡
e i-ty podobszar.
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Zatem funk
ja poten
jalna, jak i jej skªadowa normalna gradientu wzdªu»

grani
y podobszarów musi speªnia¢ nast�puj¡
e warunki:

Φ
(i−1)
Γi

= Φ
(i)
Γi
,

(8.83)

D(i−1)∂Φ
(i−1)

∂n

∣

∣

∣

∣

Γi

= − D(i)∂Φ
(i)

∂n

∣

∣

∣

∣

Γi

,

gdzie: indeks górny (i− 1) oraz (i) ozna
za numer podobszaru lub warstwy.

W zagadnienia
h prakty
zny
h dyfuzyjnej tomogra�i opty
znej bardzo 
z�sto

mamy do 
zynienia z niejednorodno±
iami rozªo»onymi warstwowo. Dobrym

przykªadem mo»e by¢ gªówka niemowl�
ia. Mo»na w tym obszarze analizy

wyró»ni¢ jednorodne materiaªowo warstwy ulokowane jedna wewn¡trz dru-

giej. Cz�sto obiekty takie w pierwszym przybli»eniu aproksymuje si� sfe-

rami kon
entry
znymi zanurzonymi jedna w drugiej, jak to przedstawiono

na rys.8.16. Ukªad równa« opisuj¡
y
h struktur� skªadaj¡
¡ si� z n podob-

szarów ma posta¢:

c(r)Φ(1)(r) +

∫

Γ

∂G(1)(|r− r′|, ω)
∂n

Φ(1)(r′)dΓ(r′) =

=

∫

Γ

G(1)(|r− r′|, ω)∂Φ
(1)(r′)

∂n
dΓ(r′)−

ns
∑

s=1

QsG
(1)(|rs − r|, ω),

.

.

.

.

.

.

.

.

. (8.84)

c(r)Φ(n−1)(r) +

∫

Γ

∂G(n−1)(|r− r′|, ω)
∂n

Φ(n−1)(r′)dΓ(r′) =

=

∫

Γ

G(n−1)(|r− r′|, ω)∂Φ
(n−1)(r′)

∂n
dΓ(r′),

c(r)Φ(n)(r) +

∫

Γ

∂G(n)(|r− r′|, ω)
∂n

Φ(n)(r′)dΓ(r′) =

=

∫

Γ

G(n)(|r− r′|, ω)∂Φ
(n)(r′)

∂n
dΓ(r′).
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Je±li nasze rozwa»ania ograni
zymy do struktur niejednorodny
h warstwowo,

zawarty
h jedna wewn¡trz drugiej (patrz rys.8.16), to lini� brzegow¡ ka»dego

z podobszarów mo»na podzieli¢ na zewn�trzn¡ Γi i wewn�trzn¡ Γi+1.

Γ

Γ

Γ
Γ

Ω

Ω
Ω

1
2

3

1
2

n−1

n−1
nΩn

Γ

Rys. 8.16. Obszar niejednorodny jako zbiór okr�gów (lub sfer) kon
entry
zny
h

Podobnie mo»na post¡pi¢ z wektorem poten
jaªu i-tego podobszaru, Φ
(i)
Γi

oraz
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Φ
(i)
Γi+1

. Wtedy wyra»enia 
aªkowe zostan¡ podzielone w nast�puj¡
y sposób:

(

cΓ1Φ
(1)
Γ1

+ cΓ2Φ
(1)
Γ2

)

+

∫

Γ1

∂G
(1)
Γ1

∂n
Φ

(1)
Γ1
dΓ +

∫

Γ2

∂G
(1)
Γ2

∂n
Φ

(1)
Γ2
dΓ =

=

∫

Γ1

G
(1)
Γ1

∂Φ
(1)
Γ1

∂n
dΓ +

∫

Γ2

G
(1)
Γ2

∂Φ
(1)
Γ2

∂n
dΓ−

ns
∑

s=1

QsG
(1)
Γ1

−
ns
∑

s=1

QsG
(1)
Γ2
,

.

.

.

.

.

.

.

.

. (8.85)

(

cΓn−1Φ
(n−1)
Γn−1

+ cΓnΦ
(n)
Γn

)

+

∫

Γn−1

∂G
(n−1)
Γn−1

∂n
Φ

(n−1)
Γn−1

dΓ +

∫

Γn

∂G
(n−1)
Γn

∂n
Φ

(n−1)
Γn

dΓ =

=

∫

Γn−1

G
(n−1)
Γn−1

∂Φ
(n−1)
Γn−1

∂n
dΓ +

∫

Γn

G
(n−1)
Γn

∂Φ
(n−1)
Γn

∂n
dΓ,

cΓnΦ
(n)
Γn

+

∫

Γn

∂G
(n)
Γn

∂n
Φ

(n)
Γn
dΓ =

∫

Γn

G
(n)
Γn

∂Φ
(n)
Γn

∂n
dΓ.

gdzie: Φ
(j)
Γi

= Φ(j)(r ∈ Γi).

Je»eli przyjmiemy »e A
(1)
11 = cΓ1 +

∫

Γ1

∂G
(1)
Γ1

∂n
dΓ oraz A

(1)
12 = cΓ2 +

∫

Γ2

∂G
(1)
Γ2

∂n
dΓ i

w sposób analogi
zny ozna
zymy pozostaªe wspóª
zynniki, to ukªad równa«
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(8.85) mo»na przedstawi¢ w posta
i ma
ierzowej:























A
(1)
11 A

(1)
12 . . . . . . 0 0

A
(1)
21 A

(1)
22 . . . . . . 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . A
(n−1)
11 A

(n−1)
12 0

0 0 . . . A
(n−1)
21 A

(n−1)
22 0

0 0 . . . 0 0 A
(n)
11













































Φ
(1)
Γ1

Φ
(1)
Γ2

.

.

.

Φ
(n−1)
Γn−1

Φ
(n−1)
Γn

Φ
(n)
Γn























=

(8.86)

=























B
(1)
11 B

(1)
12 . . . . . . 0 0

B
(1)
21 B

(1)
22 . . . . . . 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . B
(n−1)
11 B

(n−1)
12 0

0 0 . . . B
(n−1)
21 B

(n−1)
22 0

0 0 . . . 0 0 B
(n)
11













































Jn
(1)
Γ1

Jn
(1)
Γ2

.

.

.

Jn
(n−1)
Γn−1

Jn
(n−1)
Γn

Jn
(n)
Γn























+























q1
(1)

q2
(1)

.

.

.

0

0

0























,

gdzie: Jn
(i)
Γi=Γ1∪Γ2

ozna
za

∂Φ(i)

∂n

∣

∣

∣

Γi=Γ1∪Γ2

= mRΦ
(i)
Γi=Γ1∪Γ2

. Zwykle w DTO wek-

tor nR w warunka
h brzegowy
h Robina przyjmuje warto±¢ zerow¡.

Linie poziome i pionowe oddzielaj¡ wspóª
zynniki nale»¡
e do tego samego

obszaru. Nale»y zwró
i¢ uwag� na ostatni podobszar, który posiada brzeg

skªadaj¡
y si� z jednego okr�gu w przypadku przestrzeni 2D lub jednej po-

wªoki sfery
znej dla przestrzeni 3D, w prze
iwie«stwie do inny
h podobsza-

rów.

Podstawiaj¡
 warunki brzegowe Robina (9.12) do równania (8.86) reduku-

jemy li
zb� niewiadomy
h o warto±
i Jn
(1)
Γ1
, dlatego bo tylko na brzegu Γ1

(1)
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warunki te s¡ naªo»one.























A
(1)
11 A

(1)
12 . . . 0 0 0

A
(1)
21 A

(1)
22 . . . 0 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . A
(n−1)
11 A

(n−1)
12 0

0 0 . . . A
(n−1)
21 A

(n−1)
22 0

0 0 . . . 0 0 A
(n)
11













































Φ
(1)
Γ1

Φ
(1)
Γ2

.

.

.

Φ
(n−1)
Γn−1

Φ
(n−1)
Γn

Φ
(n)
Γn























=

(8.87)

=























B
′(1)
11 B

(1)
12 . . . . . . 0 0

B
′(1)
21 B

(1)
22 . . . . . . 0 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

0 0 . . . B
(n−1)
11 B

(n−1)
12 0

0 0 . . . B
(n−1)
21 B

(n−1)
22 0

0 0 . . . 0 0 B
(n)
11













































Φ
(1)
Γ1

Jn
(1)
Γ2

.

.

.

Jn
(n−1)
Γn−1

Jn
(n−1)
Γn

Jn
(n)
Γn























+























q1
(1)

q2
(1)

.

.

.

0

0

0























,

gdzie: B
′(1)
11 i B

′(1)
21 s¡ ma
ierzami zmody�kowanymi przez warunki brzegowe

Robina.

Obie strony równania (8.87) zawieraj¡ niewiadome. Aby mo»na byªo rozwi¡-

za¢ taki ukªad równa« algebrai
zny
h, musimy go przeksztaª
i¢, wielko±
i

znane przenosimy na praw¡ stron� a wielko±
i poszukiwane lokujemy po le-

wej stronie. Ponadto korzystamy z warunków na grani
y ±rodowisk (8.83)

dla i = 1, 2, . . . , n − 1. Rezygnujemy z indeksów górny
h, jako »e, poten-


jaª Φ jest 
i¡gªy na grani
y ±rodowisk, a Jn
(2)
Γ2

= −Jn
(1)
Γ2

itd... Dla ustalenia

uwagi zaªó»my, »e n=4. W ten sposób, nie umniejszaj¡
 ogólno±
i rozwa»a«

ªatwiej b�dzie zrozumie¢ pro
es przeksztaª
ania ma
ierzy wspóª
zynników.

Ostate
znie dostaniemy ukªad równa« o posta
i:



























A
(1)
11 − B

′(1)
11 A

(1)
12 −B

(1)
12 0 0 0 0

A
(1)
21 − B

′(1)
21 A

(1)
22 −B

(1)
22 0 0 0 0

0 A
(2)
11 +B

(2)
11 A

(2)
12 −B

(2)
12 0 0

0 A
(2)
21 +B

(2)
21 A

(2)
22 −B

(2)
22 0 0

0 0 0 A
(3)
11 +B

(3)
11 A

(3)
12 −B

(3)
12

0 0 0 A
(3)
21 +B

(3)
21 A

(3)
22 −B

(3)
22

0 0 0 0 0 A(4) B(4)





















































ΦΓ1

ΦΓ2

Jn
(1)
Γ2

ΦΓ3

Jn
(2)
Γ3

ΦΓ4

Jn
(3)
Γ4



























=



























q1
(1)

q2
(1)

0

0

0

0

0



























.
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Uogólniaj¡
 rozwa»ania na n podobszarów otrzymamy �naln¡ posta¢ ukªadu

równa«:


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






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


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


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21 − B
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0 A
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0 A
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=
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
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.

8.9 Wybrane przykªady numery
zne

Wszystkie przykªady s¡ dobrane w taki sposób, aby 
zytelnik mógª na pod-

stawie tej lektury napisa¢ wªasny program i mógª ±
i±le kontrolowa¢ wyniki

po±rednie. Ponadto niektóre z przykªadów dobrane s¡ tak, aby udowodni¢, »e

MEB mo»e dostar
zy¢ wiarygodny
h i dokªadny
h wyników w zagadnienia
h

tomogra�i impedan
yjnej 
zy dyfuzyjnej opty
znej.

Dla Elektry
znej Tomogra�i Impedan
yjnej (ETI) w jej przemysªowy
h za-

stosowania
h musimy rozwa»a¢ obszary z ostrymi brzegami i naro»ami. Je-

den z taki
h przykªadów jest przedstawiony na rys. 8.17 i jest zwi¡zany z

monitorowaniem wilgotno±
i w ±
iana
h 
eglany
h. Zainteresowany 
zytelnik

sz
zegóªy mo»e znale¹¢ w pra
y [16℄. W przypadku Dyfuzyjnej Tomogra�i
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Opty
znej (DOT) w wi�kszo±
i przypadków mamy do 
zynienia z aplika
jami

medy
znymi, gdzie rozwa»ane obszary maj¡ ra
zej gªadkie powierz
hnie, bez

ostry
h brzegów i naro»y.

a)

1
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e8
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e12
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e16

e17

e18

e19

e20

e21

e22

e23

e24

b)

Rys. 8.17. a) Przykªad zastosowa« prakty
zny
h ETI b) kraw�dzie i wierz
hoªki

sze±
ianu z nie
i¡gªo±
iami po
hodnej normalnej

∂Φ
∂n

Oto dla
zego rozwa»amy blisko siebie poªo»one powierz
hnie (
ienkie war-

stwy aproksymuj¡
e obe
no±¢ pªynu rdzeniowo-mózgowego w modelu nu-

mery
znym gªówki niemowl�
ia), studiuj¡
 dokªadno±
i uzyskiwany
h rezul-

tatów. Tam, gdzie to byªo mo»liwe, wyniki porównywano z rozwi¡zaniami

anality
znymi [8℄ lub z innymi metodami numery
znymi, jak na przykªad

MES [9, 10℄. Gªówn¡ uwag� skupili±my na zagadnienia
h 3D, ale równie» s¡

przedstawione bardziej interesuj¡
e przypadki 2D.

8.9.1 Sze±
ian

Rozwa»my równanie Lapla
e'a w obszarze jednostkowego sze±
ianu. Bo
zne

powierz
hnie sze±
ianu podzielono na 768 elementów brzegowy
h trójk¡tny
h

kwadratowy
h o 1538 wierz
hoªka
h (patrz rys. 8.18a)).

Aby uzyska¢ rozwi¡zanie anality
zne, przyj�to nast�puj¡
e warunki brze-

gowe: na powierz
hni górnej zadano poten
jaª 10V, na powierz
hni dolnej 0V,
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Rys. 8.18. a) Dyskretyza
ja sze±
ianu, b) bª¡d wzgl�dny dla

∂Φ
∂n we wszystki
h w�-

zªa
h powierz
hni brzegowej, 
) anality
zne i numery
zne rozwi¡zanie

(odpowiednio linia 
i¡gªa i markery), d) bª¡d wzgl�dny dla Φ wewn¡trz

obszaru

a na powierz
hnia
h bo
zny
h

∂Φ
∂n

= 0. Jest to zatem pewien rodzaj fragmentu

kondensatora pªaskiego.

Rozwi¡zanie dla po
hodnej normalnej na powierz
hni brzegowej, zwykle

nie
o bardziej wra»liwej na bª�dy numery
zne, uzyskano z bª�dem wzgl�d-

nym nie przekra
zaj¡
ym 1.5% (patrz rys. 8.18b). Poten
jaª zmieniaj¡
y si�

liniowo w tym przypadku poli
zony jest bardzo dokªadnie, za wyj¡tkiem

punktów le»¡
y
h w pobli»u brzegu w odlegªo±
i mniejszej od dªugo±
i boku

elementu brzegowego (patrz rys. 8.18
). Wyeliminowanie tego bª�du, jak ju»

byªo wspominane w
ze±niej, wymaga spe
jalny
h pro
edur 
aªkowania 
aªek

prawie osobliwy
h.
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Warto zauwa»y¢, »e obiekty o podobny
h ksztaªta
h bardzo 
z�sto b�d¡ mu-

siaªy by¢ rozwa»ane w przypadku tomogra�i przemysªowej. Sze±
ian z pozoru

wydaje si� by¢ obiektem trywialnym, ale brzegi 
zy te» ostre naro»a, niestety,

powoduj¡ kªopoty natury numery
znej z powodu braku 
i¡gªo±
i po
hodnej

normalnej funk
ji poten
jalnej do brzegu rozwa»anego obszaru (patrz rys.

8.17b)).

8.9.2 Dwie kon
entry
zne sfery zawarte jedna w

drugiej

Dwie kon
entry
zne sfery mog¡ by¢ uznane jako uprosz
zony numery
zny

model warstwy pªynu rdzeniowo-mózgowego gªówki niemowl�
ia. Dlatego

nie
o uwagi po±wi�
imy takiej wªa±nie kon�gura
ji powierz
hni brzegowy
h,

pami�taj¡
, »e warstwy 
ienkie sprawiaj¡ nie
o kªopotu MEB. Sprawdzimy

wpªyw wymiarów sz
zeliny mi�dzy powierz
hniami na bª¡d wzgl�dny roz-

wi¡zania, po
zynaj¡
 od obiektu sfery
znego o promieniu równym 25 mm, to

zna
zy rozmiarów typowy
h dla rozmiarów gªówki niemowl�
ia. Ten ekspe-

ryment numery
zny rozpo
zniemy od równania Lapla
e'a dla ró»ny
h g�sto-

±
i dyskretyza
ji i ró»ny
h odlegªo±
i miedzy sferami. Obserwowa¢ b�dziemy

bª¡d na powierz
hni sfer, oraz bª¡d rozwi¡zania wewn¡trz obszaru. Nast�pnie

przejdziemy do równania dyfuzji.

Aby ªatwo uzyska¢ rozwi¡zanie anality
zne na powierz
hnie brzegowe na-

ªo»ymy warunki brzegowe Diri
hleta: na powierz
hni zewn�trznej 10V a na

powierz
ni wewn�trznej 0V.

Rozwa»my zatem nast�puj¡
e obszary:

Promie« wewn�trzny równy 10 mm, zewn�trzny równy 25 mm

Rozwa»any obszar zostaª podzielony na 384 izoparametry
zne 6-
io w�zªowe

elementy trójk¡tne o 772 w�zªa
h w 
aªym obszarze.
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Rys. 8.19. a) Widok ogólny rozwa»anego obszaru, b) dyskretyza
ja powªoki ze-

wn�trznej, 
) rozkªad bª�du wzgl�dnego dla

dΦ
dn na powªo
e zewn�trznej,

d) rozkªad bª�du wzgl�dnego dla

dΦ
dn na powªo
e wewn�trznej, e) roz-

wi¡zanie dla funk
ji poten
jalnej Φ wewn¡trz obszaru: anality
zne (linia


i¡gªa) i numery
zne (linia z markerami), f) rozkªad bª�du wzgl�dnego

dla poten
jaªu wewn¡trz obszaru
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Rozkªad bª�du wzgl�dnego dla warto±
i po
hodnej normalnej funk
ji poten-


jalnej na powierz
hnia
h brzegowy
h przedstawiono na rys. 8.19 
) oraz d).

Jak wynika z rys. 8.19, kiedy zbli»amy si� do powierz
hni brzegowej, roz-

wi¡zanie staje si� mniej dokªadne. Jest to immanentna 
e
ha MEB zwi¡-

zana z dokªadno±
i¡ 
aªkowania 
aªek prawie osobliwy
h. Aby tego zjawiska

unikn¡¢, konie
zne jest wprowadzenie spe
jalnej pro
edury 
aªkowania, któr¡

zainteresowany 
zytelnik mo»e odnale¹¢ w pra
y [84℄.

Kiedy argument funk
ji Greena staje si� mniejszy ni» najwi�kszy bok ele-

mentu brzegowego, wtedy musi zosta¢ wprowadzona spe
jalna pro
edura


aªkowania, gdy» 
aªki staj¡ sie prawie osobliwe. Takie post�powanie nie
o

poprawia dokªadno±¢ rozwi¡zania jednak nie rozwi¡zuje problemu w zupeª-

no±
i. Zgodnie z [31℄ dopiero podziaª elementu brzegowego na sub-elementy w

sposób radykalny mo»e poprawi¢ rezultaty w tym przypadku. Nast�pnie ten

sam obszar zostaª podzielony dwukrotnie g�±
iej na 1536 izoparametry
z-

ny
h 6-
io w�zªowy
h trójk¡tny
h elementów brzegowy
h o li
zbie w�zªów

równej 3074. Jak wida¢ na rys. 8.20a) i b), dyskretyza
ja w tym przypadku

jest 
zterokrotnie bardziej g�sta. Uzyskane wyniki tym razem s¡ zna
znie

bardziej dokªadne (patrz rys. 8.20).

Promie« wewn�trzny równy 20 mm, zewn�trzny równy 25 mm

Zwi�kszaj¡
 stopniowo promie« wewn�trzny, b�dziemy zmniejsza¢ odst�p

mi�dzy powierz
hniami, badaj¡
 wpªyw odlegªo±
i na dokªadno±¢ wyników.

Rozwa»my teraz obszar dla którego wewn�trzny promie« wynosi 20 mm, a

zewn�trzny 25 mm, jak to przedstawiono na rys. 8.21 a) i b). Ka»d¡ z po-

wªok obszaru zdyskretyzownao 1536 izoparametry
znymi 6-
io w�zªowymi

elementami trójk¡tnymi 
o w sumie daªo 3074 w�zªów w 
aªym obszarze.

Rozwi¡zanie wewn¡trz obszaru przedstawiono na rys. 8.21 e), a na rys. 8.21

f) rozkªad bª�du wzgl�dnego. Rozkªad bª�du wzgl�dnego dla warto±
i Φ oraz

∂Φ
∂n

wyst�puj¡
y
h na brzegu s¡ przedstawione na rys. 8.21
) oraz d). Obie

te warto±
i wyzna
zone zostaªy z du»¡ pre
yzj¡ tak, »e maksymalny bª¡d

wzgl�dny nie przekra
za 0.8%.
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Rys. 8.20. a) Analizowany obszar, b) dyskretyza
ja powierz
hni zewn�trznej,


) rozkªad bª�du wzgl�dnego dla funk
ji

dΦ
dn na powierz
hni zewn�trznej,

d) rozkªad bª�du wzgl�dnego dla funk
ji

dΦ
dn dla powierz
hni wewn�trz-

nej, e) rozwi¡zanie anality
zne (linia 
i¡gªa) i numery
zne (linia z mar-

kerami), f) rozkªad bª�du wzgl�dnego dla funk
ji Φ wewn¡trz obszaru
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Rys. 8.21. a) Widok ogólny rozpatrywanego obszaru, b) dyskretyza
ja powªoki

zewn�trznej, 
) rozkªad bª�du wzgl�dnego dla

dΦ
dx na powierz
hni ze-

wn�trznej, d) rozkªad bª�du wzgl�dnego dla

dΦ
dx na powierz
hni we-

wn�trznej, e) rozwi¡zanie anality
zne (linia 
i¡gªa) i numery
zne (linia

z markerami) dla poten
jaªu Φ, f) rozkªad bª�du wzgl�dnego dla funk
ji

poten
jalnej Φ wewn¡trz obszaru
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Element zerowego rz�du; Promie« wewn�trzny równy 24 mm,

promie« zewn�trzny równy 25 mm

Ten przykªad jest sz
zególnie interesuj¡
y, jako »e jeste±my zainteresowani

dokªadno±
i¡ rozwi¡zania w przypadku 
ienki
h warstw, a ten przypadek tak

wªa±nie mo»na sklasy�kowa¢. Niniejsze eksperymenty numery
zne udowod-

ni¡ nam, »e bez spe
jalnego podej±
ia trudno jest uzyska¢ dokªadne wyniki

obli
ze«.
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Rys. 8.22. Dyskretyza
ja po 2500 elementów: a) rozkªad bª�du wzgl�dnego dla

dΦ
dx na powierz
hni zewn�trznej, b) na powierz
hni wewn�trznej, 
) roz-

wi¡zanie anality
zne (linia 
i¡gªa) i rozwi¡zanie numery
zne (linia z

markerami), d) rozkªad bª�du wzgl�dnego dla Φ wewn¡trz obszaru

W rozwa»anym obszarze sz
zelina pomi�dzy zewn�trzn¡ a powierz
hni¡ we-

wn�trzn¡ wynosi zaledwie 1 mm. Obie powierz
hnie zostaªy zdyskretyzowane

po 2500 elementów ka»da. Zastosowano w tym przypadku trójw�zªowe ele-
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menty trójk¡tne o staªej warto±
i zarówno Φ, jak i

∂Φ
∂n
, i ulokowano je w

jego ±rodku geometry
znym. W sumie na obu powªoka
h otrzymali±my 5000

niewiadomy
h. Wyniki obli
ze« przedstawiono na rys. 8.22.

Aby dostrze
 wpªyw dyskretyza
ji na dokªadno±¢ wyników w przypadku pªa-

skiego trójk¡ta staªego, obszar zdyskretyzowano po 3456 elementów na po-

wªo
e zewn�trznej i tak¡ sam¡ ilo±
i¡ elementów zdyskretyzowano powªok�

wewn�trzn¡. W sumie otrzymano 6912 w�zªów w 
aªym obszarze. Wyniki

obli
ze« przedstawiono na rys. 8.23.
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Rys. 8.23. Dyskretyza
ja po 3456 elementów: a) rozkªad bª�du wzgl�dnego dla

dΦ
dx na powierz
hni zewn�trznej, b) na powierz
hni wewn�trznej, 
) roz-

wi¡zanie anality
zne (linia 
i¡gªa) i rozwi¡zanie numery
zne (linia z

markerami), d) rozkªad bª�du wzgl�dnego dla Φ wewn¡trz obszaru

Porównuj¡
 rezultaty obli
ze«, warto podkre±li¢, »e zag�sz
zenie dyskretyza-


ji o 34% skutkuje niezna
znie tylko dokªadniejszymi wynikami, tak jak to
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pokazano na rys. 8.22 oraz na rys. 8.23.

Odr�bnym problemem jest wyzna
zanie wielko±
i wewn�trzny
h. Standar-

dowa te
hnika bez stosowania wyra�nowany
h podej±¢, które s¡ poza zakre-

sem niniejszej ksi¡»ki, nie daje zadowalaj¡
y
h rezultatów, jak to pokazano

na rys. 8.22 oraz rys. 8.23. Sz
zególnie du»e bª�dy s¡ wido
zne w pobli»u

powierz
hni brzegowy
h obszaru. Sytua
ja staje si� nawet bardziej drama-

ty
zna, kiedy powierz
hnie s¡ rze
zywi±
ie blisko siebie poªo»one (gdy na

przykªad odst�p mi�dzy nimi wynosi 1 mm).

Element drugiego rz�du; Promie« wewn�trzny równy 24 mm,

promie« zewn�trzny równy 25 mm

Aby dostrze
 ró»ni
e pomi�dzy dyskretyza
j¡ elementem brzegowym zero-

wego stopnia a elementem izoparametry
znym kwadratowym, ten sam, 
o

poprzednio obszar zdyskretyzowano 1536 elementami trójk¡tnymi sze±
iow�-

zªowymi. W sumie daªo to 3074 w�zªy (patrz rys. 8.24), 
zyli zna
znie mniej

ni» w przypadku dyskretyza
ji pªaskim elementem trójw�zªowym trójk¡t-

nym.

Rozkªad bª�du wzgl�dnego dla warto±
i brzegowy
h jest przedstawiony na

rys. 8.25. Analizuj¡
 wyniki dla pªaskiego elementu trójk¡tnego i wyniki dla

sze±
iow�zªowego trójk¡ta widzimy, »e w tym ostatnim przypadku pojawiaj¡

si� zaskakuj¡
o du»e bª�dy dla niektóry
h w�zªów (patrz rys. 8.25). Na tej

podstawie mo»emy stwierdzi¢, »e rozwi¡zanie dla pªaskiego elementu trójk¡t-

nego jest bardziej stabilne. Rozwi¡zanie wewn¡trz obszaru i bª¡d wzgl�dny

tego rozwi¡zania przedstawiono na rys. 8.26.

Porównuj¡
 rys.8.23 i rys.8.26, mo»emy zauwa»y¢, »e rozkªad poten
jaªu z

rys.8.26, jakkolwiek niewystar
zaj¡
o dokªadny, to jednak jest zna
znie do-

kªadniejszy ni» ten uzyskany w wyniku dyskretyza
ji pªaskim trójk¡tem sta-

ªym. Daje to nadziej� na uzyskanie zadowalaj¡
y
h rezultatów dla odpowied-

nio g�stej dyskretyza
ji.
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Rys. 8.24. a) Widok ogólny rozwa»anego obszaru, b) dyskretyza
ja 6-
io w�zªowym

izoparametry
znym elementem trójk¡tnym
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Rys. 8.25. Rozkªad bª�du wzgl�dnego dla

dΦ
dx : a) powierz
hni sfery
znej zewn�trz-

nej, b) na powierz
hni wewn�trznej
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Rys. 8.26. a) Rozwi¡zanie anality
zne (linia 
i¡gªa) i numery
zne (linia z marke-

rami), b) rozkªad bª�du wzgl�dnego dla Φ wewn¡trz obszaru
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Promie« wewn�trzny równy 24 mm, promie« zewn�trzny równy

25 mm w przypadku dyskretyza
ji 
zworok¡tnym elementem

brzegowym

Interesuj¡
¡ wydaje si� zale»no±¢ dokªadno±
i wyników dla 
ienki
h warstw

od rodzaju elementów brzegowy
h u»yty
h do dyskretyza
ji. Teraz ten

sam obszar zdyskretyzowano (ka»d¡ jego powªok�) 384 izoparametry
znymi

o±miow�zªowymi elementami 
zworobo
znymi.

W konsekwen
ji daje to w 
aªym obszarze 2308 w�zªów, 
zyli zna
znie mniej

w�zªów ni» w przypadka
h poprzedni
h. Dyskretyza
j� obszaru przedsta-

wiono na rys. 8.27.

Rozkªad bª�du wzgl�dnego dla wielko±
i powierz
hniowy
h przedstawiono na

rys. 8.28. Rozwi¡zanie wewn¡trz obszaru oraz rozkªad bª�du wzgl�dnego dla

wielko±
i wewn�trzny
h obszaru przedstawiono na rys. 8.29.

Wyniki 
i¡gle jesz
ze s¡ niesatysfak
jonuj¡
e, gdy» w wi�kszej 
z�±
i obszaru

wewn�trznego bª¡d wzgl�dny waha si� w grani
a
h ±10%. W nast�pnym

kroku obszar podzielono na 3072 elementy o±miow�zªowe 
zworok¡tne, jak

przedstawiono na rys. 8.30, uzyskuj¡
 w konsekwen
ji a» 9220 w�zªów.

Rozkªad bª�du wzgl�dnego dla warto±
i powierz
hniowy
h jest przedstawiony

na rys. 8.31 oraz rys. 8.32. Dzi�ki tak g�stej dyskretyza
ji, bª¡d wzgl�dny

zmalaª poni»ej ±0.3%. Uzyskano zadowalaj¡
e wyniki na powierz
hnia
h

brzegowy
h, jednak kosztem bardzo g�stej dyskretyza
ji.

Ten eksperyment numery
zny dowodzi, »e rozwi¡zanie jest zbie»ne, ale z

punktu widzenia obli
ze« numery
zny
h nie wydaje si� ra
jonalnym. We-

wn¡trz obszaru rozwi¡zanie w dalszym 
i¡gu wymaga spe
jalny
h pro
edur,

o który
h wspomniano ju» w
ze±niej.
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Rys. 8.27. a) Widok ogólny rozwa»anego obszaru, b) dyskretyza
ja 8-mio w�zªo-

wym izoparametry
znym elementem 
zworok¡tnym
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Rys. 8.28. Rozkªad bª�du wzgl�dnego dla

dΦ
dx : a) powierz
hni sfery
znej zewn�trz-

nej, b) na powierz
hni wewn�trznej
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Rys. 8.29. a) Rozwi¡zanie anality
zne (linia 
i¡gªa) i numery
zne (linia z marke-

rami), b) rozkªad bª�du wzgl�dnego dla Φ wewn¡trz obszaru
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Rys. 8.30. a) Widok ogólny rozwa»anego obszaru, b) dyskretyza
ja 8-mio w�zªo-

wym izoparametry
znym elementem 
zworok¡tnym
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Rys. 8.31. Rozkªad bª�du wzgl�dnego dla

dΦ
dx : a) powierz
hni sfery
znej zewn�trz-

nej, b) na powierz
hni wewn�trznej
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Rys. 8.32. a) Rozwi¡zanie anality
zne (linia 
i¡gªa) i numery
zne (linia z marke-

rami), b) rozkªad bª�du wzgl�dnego dla Φ wewn¡trz obszaru
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8.9.3 Efekt zbli»enia

W zastosowania
h biomedy
zny
h modele numery
zne gªówki niemowl�
ia

za
zynaj¡ odgrywa¢ 
oraz wi�ksz¡ rol�. Rozwa»my równanie dyfuzji w dzie-

dzinie 
z�stotliwo±
i i zastanówmy si�, jaki wpªyw na dokªadno±¢ obli
ze«

mo»e mie¢ ksztaªt geometry
zny rozwa»anego obszaru.

W poprzedni
h paragrafa
h struktury 
ienkowarstwowe byªy przedmiotem

naszy
h rozwa»a« dla równania Lapla
e'a. Teraz rozwa»my nie
o bardziej

skomplikowany przypadek równania dyfuzji w dziedzinie 
z�stotliwo±
i, jako

»e wszystkie poszukiwane wielko±
i b�d¡ li
zbami zespolonymi.

Niektóre z 
aªek dla obszarów 
ienkowarstwowy
h staj¡ si� prawie osobli-

wymi. Musimy wiedzie¢, jak wielki bª¡d jest wprowadzany do obli
ze« w

ty
h przypadka
h. W tym 
elu rozwa»ymy obszary z 1 mm, 2 mm oraz 3

mm odst�pem mi�dzy powierz
hniami ograni
zaj¡
ymi obszar jednorodny,

dla którego znamy rozwi¡zanie anality
zne [8,11℄. Dyskretyza
ja we wszyst-

ki
h trze
h przypadka
h pozostanie ta sama. Porównanie wyników obli
ze«

przedstawiono na rys. 8.33 oraz rys. 8.34.
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Rys. 8.33. Rozwi¡zanie dla struktur 
ienkowarstwowy
h wzdªu» obwodu koªa w

stopnia
h: od lewej sz
zelina 1 mm, po ±rodku 2 mm i po prawej stronie

3 mm

Konkluduj¡
 przeprowadzony eksperyment numery
zny, mo»na stwierdzi¢,

»e amplituda jest zna
znie bardziej wra»liwa na odlegªo±¢ powierz
hni brze-

gowy
h ni» k¡t przesuni�
ia fazowego. Im mniejsza sz
zelina, tym wi�kszy
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bª¡d wzgl�dny.
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Rys. 8.34. Rozkªad amplitudy wzdªu» obwodu koªa w stopnia
h dla sz
zeliny 1 mm

W rozwi¡zania
h wida¢ os
yla
je wokóª rozwi¡zania dokªadnego. Bª¡d osi¡ga

wtedy warto±¢ nawet 40% dla sz
zeliny 1 mm aby zmale¢ do okoªo 4% dla

sz
zeliny 3 mm (patrz rys. 8.33).

8.9.4 Wyniki obli
ze« dla niejednorodny
h

podobszarów w przestrzeni 2D

MEB jest generalnie metod¡ przezna
zon¡ do obli
ze« w ±rodowiska
h jedno-

rodny
h w prze
iwie«stwie do MES, która z natury rze
zy przewidziana jest

do analizy obszarów niejednorodny
h. Niew¡tpliwie jest to du»e ograni
zenie

dla tej metody. Ale do±¢ ªatwo mo»na to ograni
zenie zªagodzi¢, wprowa-

dzaj¡
 pewne mody�ka
je, które pozwol¡ nam na rozwi¡zywanie obszarów z

niejednorodno±
i¡ wyst�puj¡
¡ w podobszara
h. Podstawy analizy obszarów

warstwowo niejednorodny
h byªy przedstawione w podrozdziale 8.8.

Dla wi�kszo±
i przypadków spotykany
h w prakty
e podej±
ie warstwowo

niejednorodne mo»e by¢ wystar
zaj¡
e. W rozdziale tym zajmiemy sie tym

problemem, formuªuj¡
 równania bazowe dla ±rodowisk warstwowo niejed-

norodny
h, a nast�pnie, krok po kroku rozwi¡zuj¡
 przykªady, najpierw dla

przestrzeni 2D, a nast�pnie dla przestrzeni 3D na przykªadzie modelu nume-
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ry
znego gªówki niemowl�
ia.

Przykªad 14

Rozpatrzmy obszar kwadratowy tak, jak to miaªo miejs
e w rozdziale 10, z t¡

jednak ró»ni
¡, »e we wn�trzu zostanie umiesz
zony podobszar kwadratowy,

który mo»e mie¢ inny wspóª
zynnik materiaªowy.

Chwilowo wspóª
zynnik materiaªowy podobszaru wewn�trznego jest taki

sam, tworz¡
 obszar jednorodny po to, aby ªatwo mo»na byªo ustali¢ rozwi¡-

zanie dokªadne, a wi�
 i bª¡d obli
ze« w tym obszarze. Obszar przedstawiono

na rys. 8.35.
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Rys. 8.35. Obszar kwadratowy z niejednorodno±
i¡ materiaªow¡: numera
ja ele-

mentów w podobszara
h

Nale»y zwró
i¢ uwag� na kierunek numera
ji elementów na brzegu wewn�trz-

nym (interfejsie). Jest on prze
iwny do kierunku numera
ji na brzegu ze-

wn�trznym dlatego, aby kierunek po
hodnej normalnej byª za
howany na
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zewn¡trz obszaru. Jest to wa»ne, gdy» kierunek normalny zewn�trzny ob-

li
zamy w tej implementa
ji numery
znej na podstawie poªo»enia w�zªów

geometry
zny
h elementu.

Na tym samym interfejsie numera
ja elementów dla podobszaru drugiego

jest zgodna z numera
j¡ elementów dla podobszaru pierwszego na brzegu

zewn�trznym, równie» dlatego, aby kierunek po
hodnej normalnej byª na

zewn¡trz obszaru.

Obszar zostaª podzielony na minimaln¡ li
zb� elementów brzegowy
h, tak

aby 
zytelnik mógª w ªatwy sposób skontrolowa¢ poprawno±¢ swoi
h wªa-

sny
h obli
ze«. Zatem ka»dy bok zawiera tylko jeden element brzegowy.

Pozornie wydawa¢ by si� mogªo »e mamy 8 ∗ 2 = 16 niewiadomy
h w pod-

obszarze pierwszym oraz 4 ∗ 2 = 8 niewiadomy
h w podobszarze drugim.

Warunki (8.83) na interfejsie redukuj¡ li
zb� niewiadomy
h do 8 ∗ 2 = 16, a

ta z kolei jest zmniejszona poprzez warunki brzegowe, tak »e na brzegu dla


ztere
h elementów mamy jedynie 
ztery niewiadome.

Zatem, ostate
znie dla tego przykªadu mamy 12 niewiadomy
h:

∂Φ
(1)
1

∂n
, bo na

tym elemen
ie zaªo»ono warunek Diri
hleta Φ
(1)
1 = 10V, druga niewiadoma

to poten
jaª Φ
(1)
2 na elemen
ie drugim (gdy» zadany jest zerowy warunek

Neumanna), trze
ia niewiadoma to

∂Φ
(1)
3

∂n
bo mamy warunek Diri
hleta Φ

(1)
3 =

−10V.

Czwarta i ostatnia niewiadoma zewn�trznego brzegu obszaru to Φ
(1)
4 , gdy» na

tym elemen
ie zaªo»ono jednorodny warunek Neumanna. Na interfejsie zªo-

»onym z 
ztere
h elementów mamy po dwie niewiadome w w�¹le ±rodkowym

elementu, 
o w sumie daje nam 12 niewiadomy
h.

Ukªad równa« 
aªkowy
h opisuj¡
y
h struktur� skªadaj¡
¡ si� z 2 podobsza-

rów (patrz rys. 8.35), ma posta¢:
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c(1)(r)Φ(1)(r) +

∫

Γzewn+Γwewn

∂G(1)(|r− r′|, ω)
∂n

Φ(1)(r′)dΓ(r′) =

=

∫

Γzewn+Γwewn

G(1)(|r− r′|, ω)∂Φ
(1)(r′)

∂n
dΓ(r′),

(8.88)

c(2)(r)Φ(2)(r) +

∫

Γwewn

∂G(2)(|r− r′|, ω)
∂n

Φ(2)(r′)dΓ(r′) =

=

∫

Γwewn

G(2)(|r− r′|, ω)∂Φ
(2)(r′)

∂n
dΓ(r′).

Je±li dla podobszaru pierwszego w 
elu uprosz
zenia zapisu ozna
zymy

Γzewn = Γ1
(1)
, a Γwewn = Γ2

(1)
a dla podobszaru drugiego le»¡
ego we-

wn¡trz analizowanego obszaru Γwewn = Γ(2)
, wtedy ukªad równa« (8.88)

mo»na przedstawi¢ w posta
i ma
ierzowej:
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



A
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


. (8.89)

Dla uprosz
zenia zapisu po
hodny
h normalny
h w w�¹le i-tym wykorzy-

stajmy ozna
zenia J
(1)
ni

∣

∣

∣

Γ1

= D(1) ∂Φ
(1)
i

∂n

∣

∣

∣

∣

Γ1

.

Podstawiaj¡
 warunki brzegowe na interfejsie Φ
(1)
Γ2

= Φ
(2)
Γ2

oraz D(1) ∂Φ(1)

∂n

∣

∣

∣

Γ2

=

− D(2) ∂Φ(2)

∂n

∣

∣

∣

Γ2

do równania (8.89), redukujemy w ten sposób li
zb� niewia-

domy
h, otrzymuj¡
:
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. (8.90)

Zaªó»my, »e na brzegu zewn�trznym Γ1
(1)

naªo»one s¡ mieszane warunki brze-

gowe. Zatem wektory Φ
(1)
Γ1

i Jn
(1)
Γ1

mo»na podzieli¢ na dwa subwektory wielko-

±
i znany
h (warunki brzegowe) Φ
(1)
Γ1D

� warunki Diri
hleta, Jn
(1)
Γ1N

� warunki
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Neumanna i wielko±
i poszukiwany
h, a mianowi
ie na: , oraz Jn
(1)
Γ1D

i Φ
(1)
Γ1N
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(8.91)

Obie strony równania ma
ierzowego zawieraj¡ wielko±
i znane i wielko±
i

niewiadome. Aby mo»na byªo rozwi¡za¢ taki ukªad równa« algebrai
zny
h,

musimy go przeksztaª
i¢, wielko±
i poszukiwane przenosimy na lew¡ stron�,

uzupeªniaj¡
 woln¡ kolumn�, a wielko±
i znane na stron� praw¡, tworz¡
 w

ten sposób wektor prawy
h stron ukªadu równa« algebrai
zny
h. Ostate
znie

dostaniemy ukªad równa« o posta
i:
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(8.92)

Aby uªatwi¢ konstruowanie wªasnego programu elementów brzegowy
h do

rozwi¡zywania zagadnie« brzegowy
h, poni»ej zamiesz
zono warto±
i li
z-

bowe odpowiedni
h ma
ierzy wspóª
zynników w tabli
a
h ilustruj¡
y
h ko-

lejne etapy przeksztaª
ania ma
ierzy wspóª
zynników do ostate
znego ukªadu

równa«.

Wyniki obli
ze« dla dwó
h rodzajów dyskretyza
ji przedstawiono na rys. 8.36

i na rys. 8.37.

Pomo
¡ mog¡ by¢ listingi programów napisany
h w MATLAB-ie stanowi¡
e

kompletny program do rozwi¡zania zadania z przykªadu 14.
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Tabli
a 8.4. Ma
ierz A przed przeksztaª
eniem (por. wzór (8.89))

0.5000 -0.1762-0.1476-0.17620.0738 0.1024 0.0738 -0.2500 0 0 0 0

-0.17620.5000 -0.1762-0.14760.1024 0.0738 -0.2500 0.0738 0 0 0 0

-0.1476-0.1762 0.5000 -0.17620.0738 -0.2500 0.0738 0.1024 0 0 0 0

-0.1762-0.1476-0.17620.5000 -0.25000.0738 0.1024 0.0738 0 0 0 0

-0.2302-0.1872-0.2302-0.35240.5000 0.1762 0.1476 0.1762 0 0 0 0

-0.1872-0.2302-0.3524-0.23020.1762 0.5000 0.1762 0.1476 0 0 0 0

-0.2302-0.3524-0.2302-0.18720.1476 0.1762 0.5000 0.1762 0 0 0 0

-0.3524-0.2302-0.1872-0.23020.1762 0.1476 0.1762 0.5000 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0.5000 -0.1762-0.1476-0.1762

0 0 0 0 0 0 0 0 -0.17620.5000 -0.1762-0.1476

0 0 0 0 0 0 0 0 -0.1476-0.17620.5000 -0.1762

0 0 0 0 0 0 0 0 -0.1762-0.1476-0.1762 0.5000

Tabli
a 8.5. Ma
ierz B przed przeksztaª
eniem (por. wzór (8.89))

0.2695 0.0533 -0.0062 0.0533 0.04780.02150.04780.0998 0 0 0 0

0.0533 0.2695 0.0533 -0.00620.02150.04780.09980.0478 0 0 0 0

-0.00620.0533 0.2695 0.0533 0.04780.09980.04780.0215 0 0 0 0

0.0533 -0.00620.0533 0.2695 0.09980.04780.02150.0478 0 0 0 0

0.0796 0.0353 0.0796 0.1636 0.18990.08180.05210.0818 0 0 0 0

0.0353 0.0796 0.1636 0.0796 0.08180.18990.08180.0521 0 0 0 0

0.0796 0.1636 0.0796 0.0353 0.05210.08180.18990.0818 0 0 0 0

0.1636 0.0796 0.0353 0.0796 0.08180.05210.08180.1899 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0.18990.08180.05210.0818

0 0 0 0 0 0 0 0 0.08180.18990.08180.0521

0 0 0 0 0 0 0 0 0.05210.08180.18990.0818

0 0 0 0 0 0 0 0 0.08180.05210.08180.1899
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Tabli
a 8.6. Ma
ierz A po przeksztaª
enia
h (por. wzór (8.92))

-0.2695-0.1762 0.0062 -0.17620.0738 0.1024 0.0738 -0.2500 -0.0998-0.0478-0.0215-0.0478

-0.05330.5000 -0.0533-0.14760.1024 0.0738 -0.2500 0.0738 -0.0478-0.0998-0.0478-0.0215

0.0062 -0.1762-0.2695-0.17620.0738 -0.2500 0.0738 0.1024 -0.0215-0.0478-0.0998-0.0478

-0.0533-0.1476-0.05330.5000 -0.25000.0738 0.1024 0.0738 -0.0478-0.0215-0.0478-0.0998

-0.0796-0.1872-0.0796-0.35240.5000 0.1762 0.1476 0.1762 -0.0818-0.0521-0.0818-0.1899

-0.0353-0.2302-0.1636-0.23020.1762 0.5000 0.1762 0.1476 -0.0521-0.0818-0.1899-0.0818

-0.0796-0.3524-0.0796-0.18720.1476 0.1762 0.5000 0.1762 -0.0818-0.1899-0.0818-0.0521

-0.1636-0.2302-0.0353-0.23020.1762 0.1476 0.1762 0.5000 -0.1899-0.0818-0.0521-0.0818

0 0 0 0 -0.1762-0.1476-0.1762 0.5000 0.1899 0.0818 0.0521 0.0818

0 0 0 0 -0.1476-0.1762 0.5000 -0.1762 0.0818 0.1899 0.0818 0.0521

0 0 0 0 -0.17620.5000 -0.1762-0.1476 0.0521 0.0818 0.1899 0.0818

0 0 0 0 0.5000 -0.1762-0.1476-0.1762 0.0818 0.0521 0.0818 0.1899

Tabli
a 8.7. Transponowany wektor rozwi¡za«

J
(1)
1Γ1

Φ
(1)
2Γ1

J
(1)
3Γ1

Φ
(1)
4Γ1

Φ
(1)
5Γ2

Φ
(1)
6Γ2

Φ
(1)
7Γ2

Φ
(1)
8Γ2

J
(1)
5Γ2

J
(1)
6Γ2

J
(1)
7Γ2

J
(1)
8Γ2

23.76010.0000-23.76010.00000.0000-4.70110.00004.7011 -22.0878-0.000022.0878-0.0000

Tabli
a 8.8. Transponowany wektor prawy
h stron rhs po przeksztaª
enia
h

-6.47580.00006.47580.00000.0000-1.65240.00001.6524 0.00000.00000.00000.0000

Tabli
a 8.9. Bª¡d wzgl�dny δ transponowanego wektora rozwi¡za« w [%]

δ
(

J
(1)
1Γ1

)

δ
(

Φ
(1)
2Γ1

)

δ
(

J
(1)
3Γ1

)

δ
(

Φ
(1)
4Γ1

)

δ
(

Φ
(1)
5Γ2

)

δ
(

Φ
(1)
6Γ2

)

δ
(

Φ
(1)
7Γ2

)

δ
(

Φ
(1)
8Γ2

)

δ
(

J
(1)
5Γ2

)

δ
(

J
(1)
6Γ2

)

δ
(

J
(1)
7Γ2

)

δ
(

J
(1)
8Γ2

)

18.80 0.00 18.80 0.00 0.00 -5.98 0.00 -5.98 10.44 0.00 10.44 0.00
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Rys. 8.36. Rozwi¡zanie, dyskretyza
ja jak na rys. 8.35: a) dla podobszaru pierw-

szego � zewn�trznego, b) dla podobszaru drugiego � wewn�trznego,


) rozwi¡zanie dla 
aªego obszaru z dyskretyza
j¡ jak na rys. 8.35,

d) rozkªad bª�du dla funk
ji poten
jalnej Φ w obszarze podzielonym

na dwa podobszary
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Rys. 8.37. Dyskretyza
ja g�sta � rozwi¡zanie: a) dla podobszaru pierwszego �

zewn�trznego, b) dla podobszaru drugiego � wewn�trznego, 
) dyskre-

tyza
ja g�sta � rozwi¡zanie dla 
aªego obszaru, d) rozkªad bª�du dla

funk
ji poten
jalnej Φ w obszarze podzielonym na dwa podobszary
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Listing 8.1. Zagadnienie Diri
hleta

1 % //================================================================

2 % ∗Zagadnienie Diri
hleta dla obszaru zlozonego z dwo
h podobszarow∗

3 % //================================================================

4

5 % //================================================================

6 global n_elements n_nodes n_elements_x n_elements_y x_extr_1 y_extr_1 x_extr_2 y_extr_2 ;

7 global dimension n_region de l ta no_int_points ;

8 global nb
i_u nb
i_n ;

9

10 global n_n n_e dimA;

11 global inter_nod_1 inter_nod_2 ;

12 global i s t o r i_1 i s t o r i_2 ;

13 global dimB_row ;

14 global mat_1 mat_2 ;

15

16 n_elements_x=1;

17

18 n_elements_y=n_elements_x ;

19

20 n_elements=2∗4∗n_elements_x ;

21 n_nodes = 2∗n_elements ;

22

23 n_e=[n_elements , n_elements / 2 ℄ ;

24 n_n=[n_nodes , n_nodes / 2 ℄ ;

25

26 dimension = 3 ;

27

28 % //wspol
zynniki materialowe :

29 mat_1=1. ;

30 mat_2=1. ;

31

32 % //wymiary t a b l i 
y A oraz t a b l i 
 y B dla obszaru zlozonego z dwo
h

33 % podobszarow

34 n_region =2;

35 dimA = n_e(1)+n_e ( 2 ) ;

36 dimB_row = dimA;

37

38 i_kern=3;

39

40 de l ta =0.125/2;

41 no_int_points=(1.− de l ta )/ de l ta ;

42

43 % //wspolrzedne x oraz y wezlow narozny
h obszaru

44 x_extr_1 = [ 1 . 0 , 0 . 0 , 0 . 0 , 1 . 0 ℄ ;

45 y_extr_1 = [ 1 . 0 , 1 . 0 , 0 . 0 , 0 . 0 ℄ ;

46

47 x_extr_2 = [ 0 . 7 5 , 0 . 2 5 , 0 . 2 5 , 0 . 7 5 ℄ ;

48 y_extr_2 = [ 0 . 7 5 , 0 . 7 5 , 0 . 2 5 , 0 . 2 5 ℄ ;

49

50 x_extr_1 = x_extr_1 ∗ 1 . ;

51 y_extr_1 = y_extr_1 ∗ 1 . ;

52

53 x_extr_2 = x_extr_2 ∗ 1 . ;

54 y_extr_2 = y_extr_2 ∗ 1 . ;

55

56 % //==================================================================

57 %

58 % //dane dla in t er fe j su

59 nb
i_n=2∗n_elements_x+2∗n_elements_y ;

60 nb
i_u=nb
i_n∗2;

61

62 % //numery wezlow na in t e r f e j s i e dla 1−szego i 2−giego podobszaru

63 i s to r i_1 = [ n_elements/2+1:n_elements ℄ ;

64 i s to r i_2 = [ n_elements /2 : −1 :1 ℄ ;

65

66

67 dim = n_nodes ;

68
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69 % // l i
 zba warunkow Diri
hleta i Neumanna

70 nb
u=2∗n_elements_x ;

71 nb
n=2∗n_elements_y ;

72 %

73 % //Ma
ierz A oraz B dla 
alego obszaru

74 for irow=1:dimA

75 for i 
 o l =1:dimA

76 A( irow , i 
 o l )=0 . ;

77 B( irow , i 
 o l )=0 . ;

78 end

79 end

80

81 % //=================================================================

82 for i_region =1:n_region

83 for i x=1:n_e( i_region )

84 for i y =1:n_e( i_region )

85 a ( ix , i y ) =0. ;

86 b( ix , i y )=0 . ;

87 end

88 end

89 %

90 [ x , y ℄ = xyData( i_region ) ;

91

92 disp ( ' % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % ' ) ;

93 i_region

94

95 [ node ℄=nodData ( i_region ) ;

96

97 [ zz ℄ = domain_plot( i_region , x , y , node ) ;

98

99 %

100 % //∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗

101 for nodep=1:n_e( i_region )

102

103 % //define the 
oordinates of the load point "nodep"

104 nod=node (nodep , 2 ) ;

105 xp = x( nod ) ;

106 yp = y( nod ) ;

107

108 % //

109 % //++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++

110 for i e lemq=1:n_e( i_region )

111

112 % //−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

113 i 
 =1;

114

115 nodeq=node ( ielemq , 2 ) ;

116

117 xq = x ( nodeq ) ;

118 yq = y ( nodeq ) ;

119 nodeq=ie lemq ;

120

121 % //nieosobl iwe 
alkowania ;

122

123 [ a_aux ℄ = nons in ( i
 , ielemq , i_region , x , y , xp , yp , node ) ;

124

125 a ( nodep , nodeq ) = a (nodep , nodeq ) + a_aux( i 
 ) ;

126 b( nodep , nodeq ) = b(nodep , nodeq ) + a_aux( i 
 +1);

127

128 % //osobliwe 
alkowanie ;

129 i f nodep==nodeq

130 [ diag ℄=kerndiag ( nodep , x , y , xp , yp , node ) ;

131 b( nodep , nodep)=diag ;

132 end

133 end

134

135 % % //−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

136 % % //++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++++

137 % %

138 % % //glowna przekatna
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139 a ( nodep , nodep )=0 . ;

140 for nodeq=1:n_e( i_region )

141 i f ( nodep~=nodeq )

142 a ( nodep , nodep)=a (nodep , nodep)−a (nodep , nodeq ) ;

143 end

144 end

145

146 end % //konie
 p e t l i nodep ;

147

148 % //formowanie ma
ierzy dla 
alego obszaru ;

149 for irow=1:n_e( i_region )

150 i i =(i_region −1)∗n_e(1)+ irow ;

151 for i 
 o l =1:n_e( i_region )

152 j j =(i_region −1)∗n_e(1)+ i 
 o l ;

153 A( i i , j j )=a ( irow , i 
 o l ) ;

154 B( i i , j j )=b( irow , i 
 o l ) ;

155 end

156 end

157 disp ( ' m a 
 i e r z p r z e d p r z e k s z t ' ) ;

158 A

159 B

160 end % //konie
 p e t l i i_region ;

161 disp ( ' k o n i e 
 ' ) ;

162

163 [A, B℄= in t e r f a 
 e ( A, B, node ) ;

164

165 % //wektor prawy
h stron rhs

166 for i x =1:dimA

167 rhs ( ix )=0 . ;

168 end

169 %

170

171 i_region =1;

172 [ i s t o ru , presu , i s t o rn , df idn ℄= boun_data ( i_region ) ;

173

174 % //warunki brzegowe

175

176 for nodep=1:n_e( i_region )

177 [A, B, rhs ℄= boun_
ond( i_region , nodep , A, B, rhs , nb
u , i s to ru , presu ) ;

178 end

179

180 % //rozwiazanie

181 %

182 x_sol=A\ rhs '

183 %

184 % //=================================================================

Listing 8.2. Genera
ja sie
i elementów brzegowy
h

1 %//==================================================================

2 fun
tion [ x , y ℄ = xyData( i_region )

3

4 global n_elements n_nodes n_elements_x n_elements_y x_extr_1 y_extr_1 x_extr_2 y_extr_2 ;

5 global dimension n_region ;

6 global n_n n_e ;

7

8 disp ( ' x a n d y 
 o o r d i n a t e s of t h e n o d e s ' ) ;

9

10 n_nodes_x=n_elements_x∗2;

11 n_nodes_y=n_elements_y∗2;

12

13 i f i_region==1

14 delta_x=(x_extr_1(1)−x_extr_1 (2 ) )/ n_elements_x/2 ;

15 delta_y=(y_extr_1(2)−y_extr_1 (3 ) )/ n_elements_y/2 ;

16

17 for i =1:n_nodes_x

18 x ( i )=x_extr_1(1)−delta_x∗( i −1);

19 y ( i )=y_extr_1 ( 1 ) ;
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20 end

21 for i =1:n_nodes_y

22 x ( i+n_nodes_x)=x_extr_1 ( 2 ) ;

23 y ( i+n_nodes_x)=y_extr_1(2)−delta_y∗( i −1);

24 end

25 for i =1:n_nodes_x

26 x ( i+n_nodes_x+n_nodes_y)=x_extr_1 (3)+delta_x∗( i −1);

27 y ( i+n_nodes_x+n_nodes_y)=y_extr_1 ( 3 ) ;

28 end

29 for i =1:n_nodes_y

30 x ( i+n_nodes_x+n_nodes_y+n_nodes_x)=x_extr_1 ( 4 ) ;

31 y ( i+n_nodes_x+n_nodes_y+n_nodes_x)=y_extr_1 (4)+delta_y∗( i −1);

32 end

33 %brzeg wewnetrzny obszaru pierwszego

34

35 delta_x=(x_extr_2(1)−x_extr_2 (2 ) )/ n_elements_x/2 ;

36 delta_y=(y_extr_2(2)−y_extr_2 (3 ) )/ n_elements_y/2 ;

37

38 for i =1:n_nodes_x

39 x ( i+n_n(2))=x_extr_2(1)−delta_x∗( i −1);

40 y ( i+n_n(2))=y_extr_2 ( 1 ) ;

41 end

42 for i =1:n_nodes_y

43 x ( i+n_nodes_x+n_n(2))=x_extr_2 ( 2 ) ;

44 y ( i+n_nodes_x+n_n(2))=y_extr_2(2)−delta_y∗( i −1);

45 end

46 for i =1:n_nodes_x

47 x ( i+n_nodes_x+n_nodes_y+n_n(2))=x_extr_2 (3)+ delta_x∗( i −1);

48 y ( i+n_nodes_x+n_nodes_y+n_n(2))=y_extr_2 ( 3 ) ;

49 end

50 for i =1:n_nodes_y

51 x ( i+n_nodes_x+n_nodes_y+n_nodes_x+n_n(2))=x_extr_2 ( 4 ) ;

52 y ( i+n_nodes_x+n_nodes_y+n_nodes_x+n_n(2))=y_extr_2 (4)+delta_y∗( i −1);

53 end

54 % x

55 % y

56 end % end of region 1

57

58 % brzeg wewnetrzny

59 i f i_region==2

60

61 delta_x=(x_extr_2(1)−x_extr_2 (2 ) )/ n_elements_x/2 ;

62 delta_y=(y_extr_2(2)−y_extr_2 (3 ) )/ n_elements_y/2 ;

63 %

64 for i =1:n_nodes_x

65 x ( i )=x_extr_2(1)−delta_x∗( i −1);

66 y ( i )=y_extr_2 ( 1 ) ;

67 end

68 for i =1:n_nodes_y

69 x ( i+n_nodes_x)=x_extr_2 ( 2 ) ;

70 y ( i+n_nodes_x)=y_extr_2(2)−delta_y∗( i −1);

71 end

72 for i =1:n_nodes_x

73 x ( i+n_nodes_x+n_nodes_y)=x_extr_2 (3)+delta_x∗( i −1);

74 y ( i+n_nodes_x+n_nodes_y)=y_extr_2 ( 3 ) ;

75 end

76 for i =1:n_nodes_y

77 x ( i+n_nodes_x+n_nodes_y+n_nodes_x)=x_extr_2 ( 4 ) ;

78 y ( i+n_nodes_x+n_nodes_y+n_nodes_x)=y_extr_2 (4)+delta_y∗( i −1);

79 end

80 end

81 %//==================================================================

82 %//==================================================================

83 fun
tion [ node ℄=nodData ( i_region )

84

85 global n_elements n_nodes n_elements_x n_elements_y x_extr_1 y_extr_1 x_extr_2 y_extr_2 ;

86 global dimension n_region ;

87 global nb
i_u nb
i_n ;

88 global x y ;

89 global n_n n_e dimA;
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90 global inter_nod_1 inter_nod_2 ;

91 global i s t o r i_1 i s t o r i_2 ;

92 global dimB_row ;

93 global mat_1 mat_2 ;

94

95 i f i_region==1

96 for i x =1:n_e( i_region )/2

97 node ( ix , 1 ) = 2∗ ix−1;

98 node ( ix , 2 ) = node ( ix , 1 ) + 1 ;

99 node ( ix , 3 ) = node ( ix , 1 ) + 2 ;

100

101 i f node ( ix , 3 ) == n_n( n_region )+1

102 node ( ix , 3 ) = node ( 1 , 1 ) ;

103 end

104 end

105

106 %brzeg wewnetrzny obszaru pierwszego

107 i i =0;

108 for i x=n_e( i_region )/2+1:1 : n_e( i_region )

109 i i=i i +1;

110 node ( ix , 1 ) = 2∗n_e( i_region )+1 − 2∗( i i −1);

111 node ( ix , 2 ) = node ( ix , 1 ) − 1 ;

112 node ( ix , 3 ) = node ( ix , 2 ) − 1 ;

113 end

114 node (n_e( i_region )/2+1 ,1) = node (n_e( i_region ) , 3 ) ;

115 end

116

117 i f i_region==2

118 for i x =1:n_e( i_region )

119 node ( ix , 1 ) = 2∗ ix−1;

120 node ( ix , 2 ) = node ( ix , 1 ) + 1 ;

121 node ( ix , 3 ) = node ( ix , 1 ) + 2 ;

122

123 i f node ( ix , 3 ) == n_n( n_region )+1

124 node ( ix , 3 ) = node ( 1 , 1 ) ;

125 end

126 end

127 end

128 %//==================================================================

Listing 8.3. Wizualiza
ja brzegu i interfejsu badanego obszaru

1 %//==================================================================

2 fun
tion [ zz ℄ = domain_plot( i_region , x , y , node )

3

4 global n_elements n_nodes n_elements_x n_elements_y x_extr_1 y_extr_1 x_extr_2 y_extr_2 ;

5 global dimension n_region ;

6 global n_n n_e ;

7

8 disp ( ' = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = = ' ) ;

9 zz=i_region ;

10 figure (1 )

11

12 for i =1: n_e( i_region )

13

14 i1=node ( i , 1 ) ; i 2=node ( i , 2 ) ; i 3=node ( i , 3 ) ;

15

16 ex=[x ( i1 ) x ( i 3 ) ℄ ;

17 ey=[y ( i1 ) y ( i 3 ) ℄ ;

18

19 i f i_region==1 plot ( ex , ey , ' ko - ' , ' M a r k e r S i z e ' ,10/ zz , ' M a r k e r F a 
 e C o l o r ' , ' y ' ) ;

20 end

21 i f i_region==2 plot ( ex , ey , ' bs - ' , ' M a r k e r S i z e ' ,10/ zz , ' M a r k e r F a 
 e C o l o r ' , ' r ' ) ;

22 end

23 hold on ;

24

25 i f i_region==1 plot ( x ( i 2 ) , y ( i 2 ) , ' ko ' , ' M a r k e r S i z e ' ,10/ zz ) ;

26 end
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27 i f i_region==2 plot ( x ( i 2 ) , y ( i 2 ) , ' bs ' , ' M a r k e r S i z e ' ,10/ zz ) ;

28 end

29 end

30

31 xm=max( x ) / 3 0 . ;

32 ym=max( y ) / 3 0 . ;

33

34 for i =1:n_n( i_region )

35 s t r=int2str ( i ) ;

36 i f i_region==1 text (x ( i )+xm, y ( i )+ym∗(−1)^( i_region +1) , s t r ) ;

37 end

38 i f i_region==2 text (x ( i )−2∗xm, y ( i )+ym∗(−1)^( i_region +1) , str , ' B a 
 k g r o u n d C o l o r ' , . . .

39 [ . 7 .9 . 7 ℄ , ' F o n t S i z e ' , 8 ) ;

40 end

41 end

42

43 i f zz==1

44 XMIN=min(x )−0.1;

45 XMAX=max(x )+0 .1 ;

46 YMIN=min(y )−0.1;

47 YMAX=max(y )+0 .1 ;

48

49 axis ( [XMIN XMAX YMIN YMAX℄ )

50 end

51 axis square ;

52 axis o f f ;

53 %//==================================================================

Listing 8.4. warunki brzegowe i warunki na interfejsie

1 %//==================================================================

2 fun
tion [A,B℄= in t e r f a 
 e ( A, B, node )

3

4 global n_elements n_nodes n_elements_x n_elements_y x_extr_1 y_extr_1 x_extr_2 y_extr_2 ;

5 global dimension n_region ;

6 global nb
i_u nb
i_n ;

7

8 global n_n n_e dimA;

9 global inter_nod_1 inter_nod_2 ;

10 global i s t o r i_1 i s t o r i_2 ;

11 global dimB_row ;

12 global mat_1 mat_2 ;

13

14 % // inter fa
e nodes are in l o 
a l numbering system

15 % inter_dfidn_1=[ 1 , 2 , 3 ℄ ;

16 % inter_dfidn_2=[ 3 , 2 , 1 ℄ ;

17

18 %inter fa
e potent ia l s

19 for i n t f =1:nb
i_n

20

21 i_
ol_1=i s to r i_1 ( i n t f ) ;

22 i_
ol_2=i s to r i_2 ( i n t f )+n_e ( 1 ) ;

23

24 for i x =1:dimA

25 A( ix , i_
ol_1)=A( ix , i_
ol_1)+A( ix , i_
ol_2 ) ;

26 A( ix , i_
ol_2 )=0 . ;

27 % inter fa
e dfidn transfering to the l e f t hand side

28 A( ix , i_
ol_2)=B( ix , i_
ol_2 )∗ (mat_1/mat_2)−B( ix , i_
ol_1 ) ;

29 B( ix , i_
ol_1 )=0 . ;

30 B( ix , i_
ol_2 )=0 . ;

31 end

32 end

33 %//==================================================================

34 %//==================================================================

35 fun
tion [ i s t o ru , presu , i s t o rn , df idn ℄= boun_data ( i_region )

36

37 global n_elements n_nodes n_elements_x n_elements_y x_extr_1 y_extr_1 x_extr_2 y_extr_2 ;

38 global dimension n_region ;
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39 global nb
i_u nb
i_n ;

40

41 global dimA;

42 global inter_nod_1 inter_nod_2 ;

43 global i s t o r i_1 i s t o r i_2 ;

44 global dimB_row ;

45 global mat_1 mat_2 ;

46

47 %//warunki Diri
hleta ;

48 for i =1:n_elements_x

49 i s t o r u ( i )= i ;

50 i s t o r u ( i+n_elements_x)= i+n_elements_x+n_elements_y ;

51 end

52

53 for i =1:n_elements_x

54 presu ( i )=10 . ;

55 presu ( i+n_elements_x)=−10.;

56 end

57

58 %//warunki Neumanna;

59 for i =1:n_elements_y

60 i s t o r n ( i )= i+n_elements_x ;

61 i s t o r n ( i+n_elements_x)= i+2∗n_elements_x+n_elements_y ;

62 end

63

64 for i =1:n_elements_y

65 df idn ( i )=0 . ;

66 df idn ( i+n_elements_y)=0 . ;

67 end

68 %//==================================================================

69 %//==================================================================

70 fun
tion [A, B, rhs ℄= boun_
ond( i_region , nodep , A, B, rhs , nb
u , i s to ru , presu )

71

72 global n_elements n_nodes n_elements_x n_elements_y x_extr_1 y_extr_1 x_extr_2 y_extr_2 ;

73 global dimension n_region ;

74 global nb
i_u nb
i_n ;

75

76 global n_n n_e dimA;

77

78 nodep=(i_region −1)∗n_e(1)+nodep ;

79

80 %// prawa strona

81 for i b 
=1:nb
u

82 ie lem = is t o r u ( ib
 ) ;

83 nodel = ie lem+(i_region −1)∗n_e ( 1 ) ;

84

85 rhs ( nodep ) = rhs ( nodep)−A(nodep , nodel )∗ presu ( ib
 ) ;

86

87 % // now make the re levant b − 
ooe f i
 ient

88 A( nodep , nodel ) = − B(nodep , nodel ) ;

89 end

90 %//==================================================================
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Przykªad 15

Rozwa»my przykªad 2D warstwowo niejednorodny koªowy o wspóª
zynnika
h

materiaªowy
h jak przedstawiono na rys. 8.38. Przykªad ten ma pokaza¢, »e

BEM jest w stanie poradzi¢ sobie z niejednorodno±
iami w bardziej skompli-

kowany
h ksztaªta
h ni» to byªo przedstawione do tej pory.

Z drugiej strony pokazuje, jak wtr¡
enia wewn�trzne wpªywaj¡ na wielko±
i

mierzone na dost�pnym brzegu 
aªego obszaru. Z takimi sytua
jami mamy

do 
zynienia w tomogra�i dyfuzyjnej. Jak wida¢, stosunkowo du»y obiekt

usytuowany we wn�trzu obszaru powoduje jedynie niewielkie zaburzenie am-

plitudy i fazy na brzegu obszaru (patrz rys. 8.39). O
zywi±
ie zaburzenie to

b�dzie zale»aªo od poªo»enia ¹ródªa ±wiatªa wzgl�dem obiektu wewn�trznego.

Je±li k¡t mi�dzy obiektem a ¹ródªem ±wiatªa b�dzie zero, wów
zas zaburzenie

b�dzie najwi�ksze. Wraz ze wzrostem k¡ta b�dzie malaªo.

Wyniki MEB byªy porównane z wynikami MES dostar
zonymi przez Martina

S
hweigera z University College London, podstawy MES w DTO mo»na zna-

le¹¢ w pra
y [82℄. Jak wida¢ na rys. 8.39, wyniki MEB zgadzaj¡ sie bardzo

dobrze z wynikami MES.
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Rys. 8.38. Obszar niejednorodny poddany analizie
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Obli
zenia byªy przeprowadzone dla ró»nego zestawu wspóª
zynników µa i µs,

ale rezultaty obli
ze« nie byªy zbyt wra»liwe na zmian� parametrów materia-

ªowy
h. Wyniki obli
ze« zna
znie bardziej byªy wra»liwe na zmian� geometrii

obszaru ni» na zmian� jego parametrów materiaªowy
h.
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Rys. 8.39. Rozkªad amplitudy i k¡ta przesuni�
ia fazowego � linia przerywana dla

obszaru jednorodnego; linia 
i¡gªa dla obszaru niejednorodnego

Na podstawie tego przykªadu mo»na stwierdzi¢, »e lokaliza
ja obiektu we-

wn�trznego i okre±lenie jego rozmiarów w tomogra�i bardzo korzystnie jest

poszukiwa¢ z pomo
¡ MEB, gdy» nie ma sie
i elementów powierz
hniowy
h

w 2D lub obj�to±
iowy
h w 3D, które w trak
ie przemiesz
zania obiektu we-

wn�trznego mog¡ ulega¢ zna
znym odksztaª
eniom, zmuszaj¡
 do regenera
ji

sie
i. Taki zabieg jest kosztowny obli
zeniowo i dodatkowo wprowadza bª¡d

dyskretyza
ji, który mo»e by¢ przy
zyn¡ mniejszej pre
yzji identy�ka
ji ni»

miaªoby to miejs
e w przypadku MEB.
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Rozdziaª 9

Zagadnienie transportu ±wiatªa

aproksymowane równaniem

dyfuzji

W ostatni
h lata
h Dyfuzyjna Tomogra�a Opty
zna (DTO) jawi si� jako nie-

zwykle atrak
yjne pole do bada« naukowy
h dzi�ki post�pom w wielopunkto-

wej te
hni
e pomiarowej, a tak»e post�pa
h w dziedzinie teorii rozwi¡zywania

zada« odwrotny
h. Mo»na tu wymieni¢ pra
e [8,11,20,41,43,66,86,89,91,104℄.

Nieustaj¡
ym zainteresowaniem 
iesz¡ si� efektywne i dokªadne metody wy-

zna
zania poszukiwany
h wielko±
i, jako »e stanowi¡ one trzon tzw. zada«

prosty
h (z ang. Forward Problem). Istniej¡
e metody mo»na podzieli¢ na

deterministy
zne, bazuj¡
e na rozwi¡zaniu równa« ró»ni
zkowy
h 
z¡stko-

wy
h, lub metody sto
hasty
zne symuluj¡
e zderzenia pojedyn
zego fotonu

a mianowi
ie zjawisko rozpraszania i po
hªaniania.

Metody deterministy
zne mog¡ by¢ anality
zne, wykorzystuj¡
e funk
je

Gree- na [9℄, lub numery
zne takie jak Metoda Ró»ni
 Sko«
zony
h (MRS)

lub MES [12, 65, 71, 82, 83℄. Pomimo tak li
zny
h pra
 z tego zakresu model

ogólny zagadnienia prostego w przestrzeni 3D jest jesz
ze 
i¡gle problemem

nie w peªni rozwi¡zanym.
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W rozdziale tym skon
entrujemy si� na pewny
h spe
y�
zny
h 
e
ha
h MEB,

które mog¡ by¢ przydatne w DTO.

W ostatni
h lata
h MEB byªa stosowana w spektroskopii do okre±lenia funk-


ji korela
yjnej dla ró»ny
h warunków brzegowy
h i ¹ródeª ±wiatªa w obszarze

zªo»onym ze sto»ka i pªasz
zyzny [97℄, ale stosunkowo maªo uwagi autorzy

po±wi�
ili zastosowaniu tej metody w DTO.

9.1 Równania bazowe

Rozwa»my obszar Ω o brzegu Γ. Zagadnienie transportu ±wiatªa, opisane rów-

naniem Boltzmana [8℄, w ±rodowisku silnie rozpraszaj¡
ym jest powsze
hnie

aproksymowane równaniem dyfuzji [9℄:

(∇ ·D∇− µa + iω/c)Φ(r, ω) = q0(r, ω) ∀ r ∈ Ω \ Γ, (9.1)

gdzie Φ ozna
za g�sto±¢ fotonów, D = 1
3(µa+µ′

s)
wspóª
zynnik dyfuzji, µa jest

wspóª
zynnikiem absorb
ji, µ′
s zredukowanym wspóª
zynnikiem rozprosze-

nia, c(r) = c0/ν(r) pr�dko±
i¡ ±wiatªa, ν(r) jest wspóª
zynnikiem zaªamania

±wiatªa, c0 jest pr�dko±
i¡ ±wiatªa w pró»ni, q0 jest ¹ródªem ±wiatªa modulo-

wanego z 
z�stotliwo±
i¡ ω.

W DTO zwykle przyjmuje si� warunki brzegowe typu Robina [83℄ o posta
i:

Φ(r, ω) + 2αD
∂Φ(r, ω)

∂n
= 0 ∀ r ∈ Γ, (9.2)

gdzie wspóª
zynnik α zale»y od wspóª
zynnika zaªamania ±wiatªa.

W ±rodowiska
h, dla który
h wspóª
zynnik rozpraszania i po
hªaniania jest

staªy, równanie (9.1) redukuje si� do równania Helmholtza z zespolon¡ li
zb¡

falow¡ k =
√

µa

D
− i ω

cD
:

∇2Φ(r, ω)− k2Φ(r, ω) = −q0(r, ω)
D

∀ r ∈ Ω \ Γ, (9.3)

i tymi samymi warunkami brzegowymi wyra»onymi równaniem (9.2).
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9.1.1 Przestrze« dwuwymiarowa

Dla równania dyfuzji w przestrzeni 2D rozwi¡zanie fundamentalne (t.j. funk-


ja Greena) wynosi [9℄:

G(|r− r′|, ω) = 1

2π
K0(k|r− r′|), (9.4)

gdzie K0 jest zmody�kowan¡ funk
j¡ Bessela drugiego rodzaju zerowego

rz�du, a R = |r − r′| reprezentuje odlegªo±¢ pomi�dzy punktem ¹ródªa a

punktem obserwa
ji.

Po
hodna funk
ji Greena w kierunku n, normalnym do brzegu Γ i skierowa-

nym na zewn¡trz obszaru Ω, mo»e by¢ zapisana [9, 78℄:

n · ∇G =
−k
2π

K1(k|r− r′|)
(

x− x′

|r− r′|nx′ +
y − y′

|r− r′|ny′

)

. (9.5)

9.1.2 Przestrze« trójwymiarowa

Dla równania dyfuzji w przestrzeni 3D rozwi¡zanie fundamentalne wynosi [9℄:

G(|r− r′|, ω) = 1

4π|r− r′|e
−k|r−r

′|. (9.6)

Po
hodna normalna (analogi
znie jak to byªo w przestrzeni 2D) mo»e by¢

wyra»ona w sposób nast�puj¡
y:

n · ∇G = n · ρ
( −1

4π|r− r′|2 − k

4π|r− r′|

)

e−k|r−r
′|, (9.7)

gdzie wektor ρ = r−r
′

|r−r′| .

9.1.3 Metoda Elementów Brzegowy
h

Metoda Elementów Brzegowy
h (MEB) korzysta z posta
i 
aªkowo-brzegowej

równa« ró»ni
zkowy
h 
z¡stkowy
h, do której do
hodzimy po zastosowaniu



410 Zagadnienie transportu ±wiatªa aproksymowane równaniem dyfuzji

drugiej to»samo±
i Greena [13℄:

c(r)Φ(r) +

∫

Γ

∂G(|r− r′|, ω)
∂n

Φ(r′)dΓ(r′) =

=

∫

Γ

G(|r− r′|, ω)∂Φ(r
′)

∂n
dΓ(r′)−

∫

Ω

q0G(|rs − r′|, ω)dΩ. (9.8)

Punkt obserwa
ji r′ z zaªo»enia (posta¢ brzegowa równa« 
aªkowy
h) le»y

na brzegu Γ, zatem w trak
ie 
aªkowania pojawi si� osobliwo±¢ w funk
ji

pod
aªkowej.

Osobliwo±
i unika si� w ten sposób, »e 
aªka jest li
zona po brzegu Γ − Γε

(Γε podstaw¡ póªsfery z rys. 6.17). Powªoka γε rozpi�ta nad brzegiem Γε,

reprezentuje sztu
zn¡ póªsfer� o niesko«
zenie maªym promieniu i ±rodku w

punk
ie obserwa
ji. Zatem 
aªka osobliwa jest uwzgl�dniona przez spe
jalny

wspóª
zynnik c(r), który mo»e by¢ wyzna
zony dzi�ki przej±
iu do grani
y

wyra»e« równania (9.8) gdy ε→ 0 [14℄.

Jednak»e, jak pokazano w [13,14℄, wspóª
zynnik c(r) nie musi by¢ poli
zony

bezpo±rednio z równania (9.8), mo»e by¢ otrzymany drog¡ po±redni¡ jak to

przedstawiono w rozdziale 6.3.7. W sz
zególno±
i c(r) = 1/2 kiedy punkt

obserwa
ji le»y na gªadkim brzegu (gªadkiej powierz
hni lub gªadkiej linii

brzegowej), a z tego typu powierz
hniami mamy naj
z�±
iej do 
zynienia w

DTO.

W DTO 
z�sto mamy do 
zynienia ze skon
entrowanymi ¹ródªami ±wiatªa,

(punktowe, liniowe) a te zna
znie ªatwiej mo»na zamodelowa¢ w MEB ni» w

MES. S¡ to przypadki sz
zególne, omówione ju» w rozdziale 6.6.5, patrz na

przykªad wzór (6.197).



9.2 Model dyskretny 411

9.2 Model dyskretny

Dyskretna forma równa« 
aªkowy
h byªa ju» przedstawiona w rozdziale doty-


z¡
ym równania Lapla
e'a. Równanie dyfuzji w dziedzinie 
z�stotliwo±
i jest

równaniem trudniejszym, wymagaj¡
ym zwi�kszonej dokªadno±
i sz
zególnie

w zakresie 
aªkowania 
aªek osobliwy
h. Dlatego ni»ej zostan¡ przedstawione

zmody�kowane, nowe, dokªadniejsze reguªy 
aªkowania 
aªek osobliwy
h.

W prze
iwie«stwie do MES, w której po
hodne funk
ji poten
jalnej wyzna-


zane s¡ w postpro
esingu, w MEB obie wielko±
i zarówno funk
ja poten-


jalna Φ jak i jej po
hodna normalna

∂Φ
∂n

s¡ reprezentowane w wi�kszo±
i

przypadków w ten sam sposób (we¹my na przykªad pod uwag� element trój-

k¡tny sze±
iow�zªowy):

Φ(r) =

5
∑

k=0

ΦkNk(r),
∂Φ(r)

∂n
=

5
∑

k=0

(

∂Φk

∂n

)

Nk(r). (9.9)

Zauwa»my, »e ta reprezenta
ja wymusza 
o najmniej 
i¡gªo±¢ (C0)
1

dla

∂Φ(r)
∂n

,

gdy brzeg jest brzegiem gªadkim, 
o zostaªo zaªo»one na po
z¡tku tego roz-

dziaªu.

Obe
nie równanie (9.8) dla staªego pªaskiego elementu trójk¡tnego (patrz

rys.8.1a) jest reprezentowane przez form� dyskretn¡ o posta
i:

ciΦi +

M−1
∑

j=0

Φj

∫

Γj

∂G(|ri − r|, ω)
∂n

dΓj =

=

M−1
∑

j=0

(

∂Φ

∂n

)

j

∫

Γj

G(|ri − r|, ω)dΓj −
ns−1
∑

s=0

QsG(|ri − rs|, ω), (9.10)

gdzie sumowanie odbywa si� po wszystki
h elementa
h powªoki brzegowej.

Powy»sze równanie w ma
ierzowej formie [13, 23℄ przyjmuje posta¢:

AΦ = B
∂Φ

∂n
+ q, (9.11)

1C0 ozna
za 
i¡gªo±¢ funk
ji, mo»liwe jest poª¡
zenie funk
ji pod ostrym k¡tem.
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gdzie A i B s¡ N × N ma
ierzami peªnymi niesymetry
znymi, Φ, ∂Φ
∂n

oraz q

s¡ wektorami warto±
i dyskretny
h o rozmiarze N , gdzie N ozna
za li
zb�

w�zªów w obszarze.

Uwzgl�dnienie warunków brzegowy
h Robina (9.2) w posta
i dyskretnej

(8.79), otrzymamy ukªad równa« (9.12), w którym mR = 1
2αD

i nR = 0:

(A−mRB)Φ = BnR + q. (9.12)

Aby wyzna
zy¢ elementy obu ty
h ma
ierzy, wygodnie jest dokona¢ zamiany

zmienny
h i przej±¢ do lokalnego ukªadu wspóªrz�dny
h, analogi
znie do tego

jak to byªo w przypadku przestrzeni 2D. Sz
zegóªy b�d¡ podane w dalszy
h

podrozdziaªa
h.

9.2.1 Jakobian

Aby studiowa¢ elementy brzegowe, które s¡ dwuwymiarowymi strukturami

umiesz
zonymi w przestrzeni trójwymiarowej, musimy przede wszystkim zde-

�niowa¢ sposób, w który mo»emy przetransponowa¢ z globalnego ukªadu

kartezja«skiego xyz do ukªadu lokalnego ξ1, ξ2, ξ3 zde�nowanego w danym

elemen
ie, gdzie ξ1, ξ2 s¡ wspóªrz�dnymi krzywoliniowymi, a ξ3 jest kierun-

kiem normalnym do powierz
hni elementu. Transforma
ja dla danej funk
ji

poten
jalnej u jest zwi¡zana z równaniem (8.14) z rozdziaªu 8.4.1.

Transforma
ja ta pozwala nam na okre±lenie ró»ni
zek powierz
hni w karte-

zja«skim systemie wspóªrz�dny
h w funk
ji krzywoliniowy
h wspóªrz�dny
h

lokalny
h. Element powierz
hni dany b�dzie równaniem (8.15).

9.2.2 Formowanie ma
ierzy

Formowanie ma
ierzy jest przeprowadzane poprzez li
zenie 
aªek w lokalnym

ukªadzie wspóªrz�dny
h w ka»dym z elementów brzegowy
h, a nast�pnie do-

dawanie ty
h wyra»e« do ma
ierzowego ukªadu równa« dla ka»dego w�zªa,
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który nale»y z reguªy do wi�
ej ni» jednego elementu brzegowego. Algorytm

ten mo»na zapisa¢ w pseudokodzie w sposób nast�puj¡
y:

Algorithm 1 Formowanie ma
ierzy ukªadu równa« MEB

for all nodes i = 1 . . .N do

for all elements e = 1 . . .M do

for all nodes j = 1 . . . E do

n = global(j)

if (n = i) then

ai,n = 1/2

else ai,n+ = a
(e)
i,j

bi,n+ = b
(e)
i,j

end for

end for

end for

where

a
(e)
i,j =

∫

Γe

∂G(|ri(ξ1, ξ2)− rj(ξ1, ξ2)|, ω)
∂n

N
(e)
j (ξ1, ξ2)J

(e)(ξ1, ξ2)dξ1dξ2

b
(e)
i,j =

∫

Γe

G(|ri(ξ1, ξ2)− rj(ξ1, ξ2)|, ω)N (e)
j (ξ1, ξ2)J

(e)(ξ1, ξ2) dξ1dξ2

W zale»no±
i od rozpatrywanego elementu E b�dzie równe 1 dla trójk¡ta pªa-

skiego staªego, 6 dla izoparametry
znego elementu trójk¡tnego kwadratowego

lub 8 dla elementu izoparametry
znego 
zworok¡tnego. W powy»szy
h wzo-

ra
h ξ1, ξ2 ozna
zaj¡ wspóªrz�dne lokalne a J (e)(ξ1, ξ2) dξ1dξ2 = dΓe ozna
za

pole e-tego elementu brzegowego.

Pozostaªe wspóª
zynniki ma
ierzy s¡ wyzna
zane z pomo
¡ numery
znego


aªkowania (np. kwadratury Gaussa). Kiedy punkt r jest poªo»ony niezbyt

blisko w stosunku do jednego z w�zªów elementu, wtedy 
aªkowanie nume-

ry
zne zapewnia dokªadne wyniki 
aªkowania. Natomiast kiedy punkt ¹ró-

dªa jest blisko lub pokrywa si� z jednym z w�zªów elementu brzegowego,

wtedy funk
ja pod
aªkowa staje si� odpowiednio prawie osobliwa lub oso-
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bliwa. Wtedy musimy stosowa¢ spe
jalne reguªy 
aªkowania, które byªy ju»

omawiane w poprzedni
h rozdziaªa
h, a teraz zostan¡ przedstawione w nie
o

zmienionej posta
i umo»liwiaj¡
ej uzyskanie wi�kszej dokªadno±
i.

9.3 Numery
zne wyzna
zanie 
aªek

osobliwy
h w 3D

Zasadni
zo istniej¡ dwa naj
z�±
iej stosowane podej±
ia do numery
znego


aªkowania 
aªek osobliwy
h: 
aªkowanie przez regularyza
j� oraz 
aªkowanie

przez wydzielenie i rozwini�
ie w szereg Taylora. Ta ostatnia metoda 
aªko-

wania 
aªek osobliwy
h jest opisana w monogra�i Halla [40℄, a dla optyki

przez Ripolla w [78℄.

Metoda regularyza
ji jest opisana w monogra�i [14℄, i jak si� wydaje, jest

bardzo dogodn¡ metod¡ stosowan¡ przy aproksyma
ji izoparametry
znymi

elementami wy»szego rz�du. Porównanie obu ty
h metod wykra
za jednak»e

poza ramy niniejszego podr�
znika.

W nast�pny
h rozdziaªa
h pro
edura regularyza
ji b�dzie przedstawiona w

sz
zegóªa
h. Punkty osobliwe b�d¡ zazna
zone dodatkowym okr�giem.

9.3.1 Algorytm transforma
ji dla trójk¡ta staªego

Dla elementu trójk¡tnego staªego, bazowe funk
je interpola
yjne dla funk
ji

stanu s¡ staªymi warto±
iami w elemen
ie i wynosz¡ 1, a wielko±
i poszuki-

wane, takie jak funk
ja poten
jalna i jej po
hodna normalna, s¡ usytuowane

w 
entralnym punk
ie elementu ri, w którym to punk
ie mo»e si� pojawi¢

osobliwo±¢, jak to pokazano na rys. 9.1.

Dla równania Lapla
e'a mo»liwym jest wyzna
zenie anality
zne 
aªek oso-

bliwy
h, 
o byªo ju» omawiane w rozdziale 8.4.3. Jednak»e w przypadka
h
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Rys. 9.1. Podziaª trójw�zªowego elementu trójk¡tnego staªego na subtrójk¡ty o

wspólnym wierz
hoªku w jego ±rodku geometry
znym � punk
ie C

bardziej skomplikowany
h ni» równanie Lapla
e'a konie
zna jest umiej�tno±¢


aªkowania numery
znego.

Aby obli
zy¢ 
aªk� w takim elemen
ie, nale»y dany element podzieli¢ na trzy

subelementy. Te trzy subelementy nast�pnie s¡ transformowane do lokalnego

ukªadu wspóªrz�dny
h w taki sposób, aby punkt osobliwy zawsze wypadaª w

po
z¡tku ukªadu wspóªrz�dny
h. Jakobian tej transforma
ji jest opisany w

sz
zegóªa
h w rozdziale 8.4.1. W kroku ko«
owym subtrójk¡ty s¡ transfor-

mowane w znormalizowane kwadraty.
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Posz
zególne kroki post�powania przedstawione s¡ na rys. 9.1 i opisane s¡

poni»ej.

Element trójk¡tny z globalnego kartezja«skiego ukªadu wspóªrz�dny
h x, y, z

jest transformowany do ukªadu lokalnego ξ1, ξ2 za pomo
¡ wyra»e«:

Dla trójk¡ta T0

x = N0(ξ1, ξ2)xC +N1(ξ1, ξ2)x0 +N2(ξ1, ξ2)x1 =

= (1− ξ1 − ξ2)xC + ξ1x0 + ξ2x1 = xC + ξ1(x0 − xC) + ξ2(x1 − xC),

y = N0(ξ1, ξ2)yC +N1(ξ1, ξ2)y0 +N2(ξ1, ξ2)y1 = (9.13)

= (1− ξ1 − ξ2)yC + ξ1y0 + ξ2y1 = yC + ξ1(y0 − yC) + ξ2(y1 − yC),

z = N0(ξ1, ξ2)zC +N1(ξ1, ξ2)z0 +N2(ξ1, ξ2)z1 =

= (1− ξ1 − ξ2)zC + ξ1z0 + ξ2z1 = zC + ξ1(z0 − zC) + ξ2(z1 − zC).

Dla trójk¡ta T1

x = N0(ξ1, ξ2)xC +N1(ξ1, ξ2)x1 +N2(ξ1, ξ2)x2 =

= (1− ξ1 − ξ2)xC + ξ1x1 + ξ2x2 = xC + ξ1(x1 − xC) + ξ2(x2 − xC),

y = N0(ξ1, ξ2)yC +N1(ξ1, ξ2)y1 +N2(ξ1, ξ2)y2 = (9.14)

= (1− ξ1 − ξ2)yC + ξ1y1 + ξ2y2 = yC + ξ1(y1 − yC) + ξ2(y2 − yC),

z = N0(ξ1, ξ2)zC +N1(ξ1, ξ2)z1 +N2(ξ1, ξ2)z2 =

= (1− ξ1 − ξ2)zC + ξ1z1 + ξ2z2 = zC + ξ1(z1 − zC) + ξ2(z2 − zC).

Dla trójk¡ta T2

x = N0(ξ1, ξ2)xC +N1(ξ1, ξ2)x2 +N2(ξ1, ξ2)x0 =

= (1− ξ1 − ξ2)xC + ξ1x2 + ξ2x0 = xC + ξ1(x2 − xC) + ξ2(x0 − xC),

y = N0(ξ1, ξ2)yC +N1(ξ1, ξ2)y2 +N2(ξ1, ξ2)y0 = (9.15)

= (1− ξ1 − ξ2)yC + ξ1y2 + ξ2y0 = yC + ξ1(y2 − yC) + ξ2(y0 − yC),

z = N0(ξ1, ξ2)zC +N1(ξ1, ξ2)z2 +N2(ξ1, ξ2)z0 =

= (1− ξ1 − ξ2)zC + ξ1z2 + ξ2z0 = zC + ξ1(z2 − zC) + ξ2(z0 − zC),

gdzie Nk(ξ1, ξ2) s¡ bazowymi funk
jami interpola
ji w odniesieniu do geome-

trii elementu:

N0(ξ1, ξ2) = 1− ξ1 − ξ2, N1(ξ1, ξ2) = ξ1, N2(ξ1, ξ2) = ξ2. (9.16)
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Standardowy trójk¡t mo»na przeksztaª
i¢ do standardowego kwadratu z po-

mo
¡ nast�puj¡
ej transforma
ji:

ξ1 =
1 + η1

2
− (1 + η1)(1 + η2)

4
, ξ2 =

(1 + η1)(1 + η2)

4
. (9.17)

Jakobian Jr(η1, η2), zwi¡zany z zamian¡ zmienny
h, wynosi:

JrT0 = JrT1 = JrT2 = Jr =

∣

∣

∣

∣

∣

∂ξ1
∂η1

∂ξ1
∂η2

∂ξ2
∂η1

∂ξ2
∂η2

∣

∣

∣

∣

∣

=
1 + η1

8
. (9.18)

Metoda regularyza
ji wprowadza transforma
je trójk¡ta na kwadrat w taki

sposób, »e wspóªrz�dna η1 jest zawsze równa−1 w punk
ie osobliwym.Wtedy

regularyzuj¡
y Jakobian staje si� Jr(Ti)(η1, η2) = 0. W ten sposób tam, gdzie

wyst�puje osobliwo±¢, funk
ja pod
aªkowa osi¡ga warto±¢ sko«
zon¡.

9.3.2 Izoparametry
zny element trójk¡tny

sze±
iow�zªowy

Dla izoparametry
znego trójk¡ta z interpola
j¡ wielomianem stopnia dru-

giego (kwadratow¡) pro
edura 
aªkowania 
aªek osobliwy
h dla równania

Lapla
e'a byªa ju» opisana w rozdziale 8.6.2. W przypadku równania dy-

fuzji sytua
ja jest nie
o bardziej skomplikowana, poniewa» aby osi¡gn¡¢ ten

sam poziom dokªadno±
i obli
ze« wymagana jest zna
znie lepsza pro
edura


aªkowania.

Oto dla
zego opra
owano now¡ pro
edur� 
aªkowania 
aªek osobliwy
h dla

równania dyfuzji. Pro
edura ta jest podobna do tej poprzedniej i dlatego

tylko dla pierwszy
h dwó
h w�zªów zostanie przedstawiona w sz
zegóªa
h.

Dla pozostaªy
h w�zªów nale»y post�powa¢ analogi
znie.

Aby osi¡gn¡¢ wystar
zaj¡
¡ dokªadno±¢ obli
ze«, ka»dy element brzegowy,

w którym wyst�puje osobliwo±¢, jest dzielony nie tak, jak poprzednio na

dwa subelementy (wyj¡tek stanowi¡ w�zªy wierz
hoªkowe elementu, patrz

rys. 8.7), ale na 
ztery subelementy T0, T1, T2 i T3 (patrz rys. 9.2). W przy-

padku osobliwo±
i w w�¹le 0 przylegaj¡
y do niego subtrójk¡t to trójk¡t T0 z
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Rys. 9.2. a) Podziaª izoparametry
znego elementu trójk¡tnego sze±
iow�zªowego,

gdy punkt osobliwy jest umiesz
zony w w�¹le 0, b) punkt osobliwy znaj-

duje si� w w�¹le 1

rys. 9.2 a), w przypadku osobliwo±
i dla w�zªa 1 b�d¡ to subtrójk¡ty T0, T1

oraz T2 z rys. 9.2 b). Subtrójk¡ty s¡ transformowane do kwadratów (ukªad

wspóªrz�dny
h η1, η2). Subtrójk¡ty, które nie zawieraj¡ punktu osobliwego,

s¡ 
aªkowane numery
znie standardowa metod¡ 
aªkowania numery
znego,

na przykªad siedmiopunktow¡ kwadratur¡ Gaussa dla trójk¡ta (patrz Ta-

bli
a 8.2) [23, 107, 108℄.

Zgodnie z pozy
j¡ punktu osobliwego ta powtórna transforma
ja wprowadza

Jakobian Jr lub JrT0 , JrT1 , JrT2 (patrz odpowiednio rys. 9.2 a) lub b)).
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Natomiast rys. 9.3 ilustruje, jak pro
edura podziaªu i transforma
ji kon
en-

truje punkty kwadratury Gaussa wokóª w�zªa, w którym pojawia si� osobli-

wo±¢. Wyra»enia matematy
zne podane s¡ poni»ej.

1 

5 

0 

T 
0 ⇒

0 1 2 

3 

4 

5 

T T 

T 

0 1 

2 

Rys. 9.3. Kon
entra
ja punktów Gaussa dookoªa punktu osobliwego znajduj¡
ego

sie w w�¹le 1

Izoparametry
zny element z globalnego kartezja«skiego ukªadu wspóªrz�d-

ny
h x, y, z jest transformowany do ukªadu lokalnego ξ1, ξ2 w nast�puj¡
y

sposób:

x =

5
∑

k=0

Nk(ξ1, ξ2)xk, y =

5
∑

k=0

Nk(ξ1, ξ2)yk, z =

5
∑

k=0

Nk(ξ1, ξ2)zk, (9.19)

gdzie Nk(ξ1, ξ2) s¡ bazowymi funk
jami interpola
ji:

N0(ξ1, ξ2) = −ξ3(1− 2ξ3), N1(ξ1, ξ2) = 4ξ1ξ3,

N2(ξ1, ξ2) = −ξ1(1− 2ξ1), N3(ξ1, ξ2) = 4ξ1ξ2, (9.20)

N4(ξ1, ξ2) = −ξ2(1− 2ξ2), N5(ξ1, ξ2) = 4ξ2ξ3,

gdzie: ξ3 = 1− ξ1 − ξ2.

Najpierw rozwa»my osobliwo±¢ w w�¹le 0, a nast�pnie w w�¹le 1:

W�zeª 0 (rys. 9.2 a))

Transforma
ja z subtrójk¡ta T0 do standardowego kwadratu jest nast�puj¡
a:

ξ1 =
(1 + η1)(1− η2)

8
, ξ2 =

(1 + η1)(1 + η2)

8
. (9.21)
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Jakobian Jr(η1, η2) zwi¡zany z powy»sz¡ zamian¡ zmienny
h jest nast�pu-

j¡
y:

Jr =

∣

∣

∣

∣

∣

∂ξ1
∂η1

∂ξ1
∂η2

∂ξ2
∂η1

∂ξ2
∂η2

∣

∣

∣

∣

∣

=
1 + η1
32

. (9.22)

W�zeª 1 (rys. 9.2 b))

Dla subtrójk¡ta T0:

ξ1 =
1− η1

4
, ξ2 =

(1 + η1)(1− η2)

8
, JrT1 =

(1+η1)

32
. (9.23)

Dla subtrójk¡ta T1:

ξ1=
(1+η1)(3−η2)

8
+
1−η1
4

, ξ2=
(1+η1)(1+η2)

8
, JrT2 =

(1+η1)

32
. (9.24)

Dla subtrójk¡ta T2:

ξ1=
(1+η1)(1−η2)

8
+
1−η1
4

, ξ2 =
1 + η1

4
, JrT3 =

(1+η1)

32
. (9.25)

Podobna pro
edura mo»e by¢ u»yta w stosunku do nast�pny
h w�zªów �

2, 3, 4 oraz 5, stosuj¡
 transforma
j� z lokalnego ukªadu wspóªrz�dny
h da-

nego elementu ξ1, ξ2 do ukªadu wspóªrz�dny
h subtrójk¡ta η1, η2 zde�niowan¡

jako:

ξ1 =
2
∑

i=0

Mi(η1, η2)ξ1i, ξ2 =
2
∑

i=0

Mi(η1, η2)ξ2i, (9.26)

gdzie ξ1i, ξ2i s¡ wspóªrz�dnymi lokalnymi i-tego w�zªa trójk¡ta, i jest lokal-

nym numerem w�zªa subtrójk¡ta (patrz li
zby wewn¡trz subtrójk¡ta � pisane

kursyw¡ na rys. 9.2) a, Mi s¡ nowymi funk
jami bazowymi (zob. (8.36)).

9.4 Wyniki dla przestrzeni 3D

Aby przetestowa¢ wpªyw dyskretyza
ji na dokªadno±¢ MEB, jako przykªadu

testuj¡
ego u»yjemy obszaru sfery
znego jednorodnego materiaªowo przed-
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stawionego na rys. 9.4. Do dyskretyza
ji powierz
hni brzegowej u»yto trze
h

rodzajów elementów:

1. pªaskiego trójk¡ta staªego,

2. izoparametry
znego elementu trójk¡tnego sze±
iow�zªowego,

3. oraz izoparametry
znego elementu 
zworok¡tnego o±miow�zªowego.

Na powierz
hni brzegowej zobrazowano logarytm rozwi¡zania (moduª g�sto-

±
i fotonów). Ale aby mó
 o
eni¢ dokªadno±¢ rozwi¡zania równania (9.1) z

warunkami brzegowymi typu Robina (9.2), wykre±lono amplitud� i k¡t prze-

suni�
ia fazowego g�sto±
i fotonów Φ na równole»niku prze
hodz¡
ym przez

punktowe ¹ródªo ±wiatªa. Na ty
h samy
h wykresa
h naniesiono rozwi¡zania

anality
zne za
zerpni�te z [9℄.

Obli
zenia przeprowadzono na przykªadzie kuli o promieniu 25 mm, o±wie-

tlonej ¹ródªem punktowym umiesz
zonym wewn¡trz obszaru w odlegªo±
i

rd = 1/µ′
s mm od powierz
hni brzegowej, a wspóª
zynnik zaªamania przy-

j�to jako równy 1.0, dzi�ki 
zemu mo»na byªo przyj¡¢ pr�dko±¢ ±wiatªa jako

równ¡ c = 0.3 mm ps

−1
. Dla pozostaªy
h wielko±
i przyj�to nast�puj¡
e

warto±
i: wspóª
zynnik tªumienia µa = 0.025mm

−1
, i zredukowany wspóª-


zynnik rozpraszania µ′
s = 2.0mm

−1
. Warto±
i te s¡ reprezentatywne dla

tkanki mózgowej niemowl�
ia [9℄. �ródªo ±wiatªa byªo ¹ródªem harmoni
z-

nym o 
z�stotliwo±
i 200 MHz. Do rozwi¡zania peªnego i niesymetry
znego

ukªadu równa« algebrai
zny
h zastosowano funk
j� GMRES [81℄.

Istotnym wska¹nikiem przy konstruowaniu sie
i elementów brzegowy
h jest

fakt, »e najwi�ksza dªugo±¢ boku elementu nie powinna by¢ wi�ksza ni» od-

legªo±¢ tªumienia (ang. di�usion length) (patrz równanie (6.190)):

Ld =

√

D

µa
=

1

k

∣

∣

∣

∣

ω=0

. (9.27)

Odlegªo±¢ tªumienia jest dystansem, na którym g�sto±¢ fotonów Φ maleje

e-krotnie, 
o wynika bezpo±rednio ze wzoru (9.6), gdy ω = 0. Poniewa»
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warto±¢ ta jest bardzo maªa, sz
zególnie dla ±wiatªa pod
zerwonego (ang.

near-infrared (NIR)) w zakresie dªugo±
i fali od 650 do 1200 nm, równanie

dyfuzji jest stosunkowo trudno rozwi¡za¢ metodami numery
znymi.

Powierz
hni� kuli podzielono na 3072 pªaskie trójk¡tne elementy brzegowe, 
o

dawaªo 1538 w�zªów, ale li
zba niewiadomy
h byªa równa li
zbie elementów


zyli 3072 (patrz rys. 9.4a)). Natomiast siatka elementów izoparametry
z-

ny
h byªa zbudowana w opar
iu o siatk� elementów pªaski
h, a to dawaªo

768 elementów trójk¡tny
h sze±
iow�zªowy
h o tej samej li
zbie w�zªów de-

�niuj¡
y
h geometri� i li
zb� niewiadomy
h w tym przypadku 1538 (patrz

rys. 9.4b)).

Tak wi�
, ka»dy element izoparametry
zny trójk¡tny sze±
iow�zªowy odpo-

wiadaª 
zterem elementom trójk¡tnym pªaskim. Jednak w sensie geometry
z-

nym dyskretyza
ja elementami izoparametry
znymi sze±
iow�zªowymi jest

bli»sza rze
zywistym ksztaªtom kuli ni» dyskretyza
ja elementami pªaskimi.

Warto podkre±li¢ fakt, »e dla pªaski
h trójk¡tów li
zba niewiadomy
h jest

równa li
zbie elementów (a nie w�zªów jak mogªoby si� wydawa¢), natomiast

dla elementów izoparametry
zny
h sze±
iow�zªowy
h, li
zbie w�zªów (a wi�


li
zba niewiadomy
h jest blisko dwukrotnie mniejsza).

Podobne rezultaty osi¡gni�to, stosuj¡
 dyskretyza
j� elementem izoparame-

try
znym 
zworok¡tnym o±miow�zªowym. Powierz
hnia brzegowa podzielona

zostaªa na 1536 elementów o 4610 w�zªa
h (rys. 9.4
)).

Rozkªad amplitudy i k¡ta przesuni�
ia fazowego Φ w funk
ji k¡ta bieguno-

wego Θ koªa wielkiego kuli prze
hodz¡
ego przez punktowe ¹ródªo ±wiatªa dla

trze
h przypadków dyskretyza
ji przedstawiono na rys. 9.5. Zgodno±¢ z roz-

wi¡zaniem anality
znym we wszystki
h przypadka
h jest bardzo dobra. Mo»e

jedynie dla elementu izoparametry
znego trójk¡tnego sze±
iow�zªowego, k¡t

przesuni�
ia fazowego w okoli
a
h 180o wykazuje tenden
je do os
yla
ji, 
o

jest o tyle usprawiedliwione, »e dªugo±¢ boku elementu jest porównywalna z

odlegªo±
i¡ tªumienia. Dla elementu pªaskiego dªugo±¢ boku jest dwukrotnie

mniejsza, wi�
 problemy te nie s¡ wido
zne. Dodatkowo przedstawiono am-

plitud� Φ w skali logarytmi
znej na powierz
hni kuli na rys.9.5a), 
) oraz e).
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Rys. 9.4. a) Powierz
hnia kuli zdyskretyzowana elementami trójk¡tnymi pªaskimi,

b) kwadratowym elementem trójk¡tnym, 
) elementem 
zworok¡tnym

o±miow�zªowym

Aby sprawdzi¢ poprawno±¢ rozwi¡za« numery
zny
h, porównano je z roz-

wi¡zaniami anality
znymi [9℄. Musimy zdawa¢ sobie z tego spraw�, »e i roz-

wi¡zanie anality
zne te» jest ob
i¡»one pewnym bª�dem, gdy» tabli
owane

s¡ funk
je Greena, a to nie jest sprawa prosta.

Porównanie 
zasów wykona« obu przypadków na platformie Pentium IV-1.0

GHz jest przedstawione w Tabli
y 9.1.

Tabli
a 9.1. Czasy wykona« dla ró»ny
h rodzajów elementów

rodzaj elementu 
zas [s℄ li
zba niewiadomy
h

trójk¡t staªy 22.7 3072

trójk¡t sze±
iow�zªowy 4.8 1538


zworok¡t o±miow�zªowy 60.0 4610

Dyskusja ta dowodzi, »e bez w¡tpienia element izoparametry
zny trójk¡tny

sze±
iow�zªowy pod ka»dym wzgl�dem przewy»sza element trójk¡tny staªy.

Stwierdzenie to jest o tyle istotne, »e niektórzy autorzy wyra»aj¡ opinie,

i» jedynie elementy staªe posiadaj¡ prakty
zne zna
zenie z powodu braku

trudno±
i z 
aªkami osobliwymi, a jedno
ze±nie zapewniaj¡ 
aªkowi
ie zado-

walaj¡
e rezultaty, 
o zreszt¡ mogli±my i na tym te±
ie zaobserwowa¢.
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Rys. 9.5. Porównanie z rozwi¡zaniem anality
znym (linia 
i¡gªa) wyników obli
ze«

dla g�sto±
i fotonów przy dyskretyza
ji: a) pªaskim elementem trójk¡t-

nym � amplituda, b) k¡t przesuni�
ia fazowego, 
) izoparametry
znym

elementem trójk¡tnym sze±
iow�zªowym, d) k¡t przesuni�
ia fazowego,

e) elementem 
zworok¡tnym (lina z markerami diamond), f) k¡t przesu-

nie
ia fazowego � jako funk
je k¡ta Θ

Powy»sze rozwa»ania dowiodªy peªnej u»yte
zno±
i elementów z interpola
j¡

wielko±
i poszukiwany
h za pomo
¡ wielomianów wy»szy
h stopni. A trud-

no±
i z 
aªkami osobliwymi, jak wida¢, s¡ do pokonania.
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9.4.1 Kontrola poprawno±
i uzyskany
h wyników i

miara dokªadno±
i

Aby dokªadnie osza
owa¢ poprawno±¢ metody, potrzebna jest pewna miara

dokªadno±
i. W pra
a
h [31,63℄ zde�niowano kilka ró»ny
h miar dokªadno±
i

funk
ji poten
jalnej li
zonej numery
znie. Wszystkie one porównuj¡ rozwi¡-

zanie numery
zne do rozwi¡zania dokªadnego, za jakie uznaje si� rozwi¡-

zanie uzyskane metodami anality
znymi. Najpowsze
hniej stosowan¡ miar¡

dokªadno±
i jest miara wzgl�dnej ró»ni
y (ang. relative di�eren
e measure

(RDM)), która jest zde�niowana w nast�puj¡
y sposób:

RDM =

√

∫

Γ
(Φ− Φexact)2dΓ
∫

Γ
Φ2

exactdΓ
, (9.28)

gdzie Γ jest brzegiem obszaru Ω.

Jednak»e miara taka daje jedynie osza
owanie bª�du globalnego, pod
zas

gdy w wi�kszo±
i przypadków zainteresowani jeste±my rozkªadem bª�dów lo-

kalny
h. Rozkªad bª�du wzgl�dnego dla amplitudy i fazy jest przedstawiony

na rys.9.6.
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Rys. 9.6. Rozkªad bª�du wzgl�dnego dla trójk¡ta staªego (linia przerywana), izo-

parametry
znego trójk¡ta sze±
iow�zªowego (linia 
i¡gªa) i dla dyskre-

tyza
ji elementem 
zworok¡tnym (linia 
i¡gªa gruba): a) dla logarytmu

amplitudy, b) dla k¡ta przesuni�
ia fazowego

W przypadku dyskretyza
ji staªym elementem trójk¡tnym widzimy du»e

os
yla
je rozwi¡zania w oto
zeniu punktowego ¹ródªa ±wiatªa (patrz
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rys. 9.6b), pomimo tego, »e dyskretyza
ja jest 
aªkiem g�sta. Natomiast ele-

menty izoparametry
zne daj¡ w tym przypadku bardziej dokªadne rezultaty.

Dla izoparametry
znego elementu 
zworok¡tnego uzyskano zna
znie dokªad-

niejsze rezultaty gªównie dzi�ki temu, »e dyskretyza
ja byªa okoªo dwukrotnie

g�stsza ni» ta dla sie
i trójk¡tnej. Zostaªo to okupione 
zasem potrzebnym

do uzyskania rozwi¡zania (patrz Tabli
a 9.1).

Z porównania rozkªadów bª�du wynika, »e rozkªad bª�du wzdªu» koªa wiel-

kiego kuli prze
hodz¡
ego przez ¹ródªo ±wiatªa jest najbardziej korzystny dla

elementu 
zworok¡tnego. W gªównej mierze dzi�ki najwi�kszej li
zbie nie-

wiadomy
h w porównaniu do inny
h dyskretyza
ji, a wi�
 najbardziej g�stej

dyskretyza
ji.

9.5 Wielowarstwowy model gªówki

niemowl�
ia

Celem naszym byªo skonstruowanie funk
jonalnego i efektywnego, dedykowa-

nego konkretnemu pa
jentowi, modelu matematy
znego gªówki niemowl�
ia.

O ile z modelami dorosªego 
zªowieka nie ma wi�kszy
h kªopotów, o tyle w

przypadku niemowl¡t jest to sprawa niezwykle trudna. Model numery
zny,

który jest przedstawiony w tym rozdziale, zostaª stworzony w zespole Prof.

D. Holdera i byª ju» u»yty w pra
a
h [91, 105℄.

Model posiada 
ztery warstwy, a mianowi
ie powierz
hnia zewn�trzna �

skóra, nast�pna warstwa to 
zaszka, warstwa pªynu rdzeniowo � mózgowego i

ostatnia warstwa to mózg. Warstwy te zostaªy wydzielone na podstawie zdj�¢

tomogra�i NMR. Jest to bardzo »mudna pra
a wymagaj¡
a spe
y�
zny
h

umiej�tno±
i. Utworzenie dobrej jako±
i sie
i powierz
hniowej dedykowanej

danemu pa
jentowi jest zna
znie, ale to zna
znie ªatwiejsze ni» utworzenie w

ty
h samy
h warstwa
h dobrej jako±
i sie
i obj�to±
iowej wymaganej przez

MES. To de
yduje o przewadze MEB nad MES w tego typu zastosowania
h.
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Parametry opty
zne przyj�te dla tego modelu s¡ przedstawione w Tabli
y 9.2:

Tabli
a 9.2. Parametry opty
zne i dyskretyza
yjne

µa [mm

−1
℄ µ

′

s [mm

−1
℄ w�zªy elementy

powªoka zewn�trzna 0.0149 0.8 2849 1402

powªoka ±rodkowa 0.01 1 3294 1646

powªoka wewn�trzna 0.0178 1.25 2098 1048
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Rys. 9.7. Rozwi¡zanie na sie
i strukturalnej z jednym ¹ródªem ±wiatªa dla modelu

uprosz
zonego

W rozdziale tym przedstawiono numery
zny model gªówki niemowl�
ia w
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przestrzeni 3D dostosowany do MEB. Jest to zagadnienie 'proste', etap

wst�p- ny do sformuªowania i rozwi¡zania zagadnienia 'odwrotnego'.

Model i sam¡ MEB wprowadzano stopniowo, najpierw rozwi¡zuj¡
 zadania

testowe (sfera), dla której znamy rozwi¡zania anality
zne. Posªugiwali±my si�

sie
iami strukturalnymi, nast�pnie sfera zostaªa odksztaª
ona w taki sposób

aby jak najlepiej odwzorowa¢ gªówk� niemowl�
ia. Stosuj¡
 w dalszym 
i¡gu

dyskretyza
j� strukturaln¡ i sprawdzony algorytm, rozwi¡zano zagadnienie

'proste' DTO (patrz rys. 9.7). W ostatnim etapie przeszli±my ju» na dys-

kretyza
j� niestrukturaln¡ rze
zywistej gªówki niemowl�
ia, opra
owanej na

podstawie zdj�¢ Tomogra�i NMR (rys. 9.8).

Wyniki rozwi¡za« numery
zny
h byªy porównywane z rozwi¡zaniami anali-

ty
znymi za
zerpni�tymi z [9℄, wykazuj¡
 bardzo dobr¡ zgodno±¢. Przeba-

dano wpªyw dyskretyza
ji (g�sto±¢ i rodzaj u»yty
h elementów), udowadnia-

j¡
 zalety elementów izoparametry
zny
h z interpola
j¡ stopnia drugiego.

Jako gªówne zalety MEB w zastosowania
h do DTO mo»na wymieni¢:

• ªatwo±¢ i pre
yzja modelowania ¹ródeª punktowy
h,

• zna
znie wi�ksza ªatwo±¢ w generowaniu dobrej jako±
i dedykowany
h

sie
i powierz
hniowy
h w przestrzeni 3D w porównaniu do sie
i obj�-

to±
iowy
h,

• MEB gwarantuje wysok¡ dokªadno±¢ obli
ze« o staªym rozkªadzie

bª�du wewn¡trz obszaru zarówno dla funk
ji poten
jalnej Φ jak i dla

jej gradientu.
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Rys. 9.8. Czterowarstwowy model gªówki niemowl�
ia o±wietlonej jednym punkto-

wym ¹ródªem ±wiatªa: a) rozkªad logarytmu amplitudy, b) rozkªad fazy
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Rozdziaª 10

Dost�pne oprogramowanie MEB

W 
i¡gu ostatni
h kilku dekad mo»na zaobserwowa¢ szybki rozwój Metody

Elementów Brzegowy
h (MEB) [5, 30, 39, 60, 75, 80, 86, 91, 101, 102℄. MEB

znajduje zastosowanie m.in. w taki
h dziedzina
h jak: elektrote
hnika, me-


hanika, lotni
two, optyka, akustyka, medy
yna [5, 30, 39, 60, 91℄. Wraz ze

zwi�kszaniem si� mo
y obli
zeniowej komputerów metody numery
zne ele-

mentów brzegowy
h, 
zy sko«
zony
h z powodzeniem znajduj¡ zastosowanie

w rozwi¡zywaniu 
oraz trudniejszy
h problemów [1, 61, 69, 100℄, za
howuj¡


przy tym ak
eptowalny poziom bª�du.

Spo±ród wymieniony
h metod numery
zny
h, szerzej stosowana jest Metoda

Elementów Sko«
zony
h (MES). Istnieje wiele pakietów oprogramowania za-

równo komer
yjnego, bezpªatnego jak i otwartego implementuj¡
ego MES [1℄.

MES z powodzeniem jest stosowane w dydakty
e, nau
e i przemy±le do mode-

lowania problemów �zy
zny
h [1,61,69℄. MEB jest mniej popularna z powodu

mniejszej ilo±
i dost�pnego profesjonalnego kodu komputerowego w porówna-

niu do MES. Przy
zyny tego stanu rze
zy s¡ ró»norodne i byªy ju» omawiane,


ho¢by w rozdziale 6.2, traktuj¡
ym o wada
h i zaleta
h obu metod.

Wprawdzie w rozdziale 6.3 oraz w rozdziale 8.9.4 przedstawiono listingi pro-

gramów pozwalaj¡
y
h na samodzielne rozwi¡zywanie zagadnie« jednorod-

ny
h i niejednorodny
h w przestrzeni 2D z pomo
¡ MEB, ale dla bardziej
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ambitny
h 
zytelników, to mo»e by¢ zbyt maªo. Dla wspomniany
h progra-

mów jako platform� programisty
zn¡ wybrano ±rodowisko MATLAB, naj-

bardziej powsze
hne i naj
h�tniej u»ytkowane przez przyszªy
h in»ynierów,

do który
h ten podr�
znik jest adresowany. Listingi programów 3D zostaªy

pomini�te bo ksi¡»ka niniejsza jest podr�
znikiem akademi
kim, wi�
 uznano,

»e zagª�bianie si� w zawiªo±
i programisty
zne zagadnie« 3D, wykra
za poza

jej ramy. Tym bardziej, »e �lozo�a programowania pozostaje taka sama, wy-

star
zy jedynie zmieni¢ posta¢ funk
ji Greena no i funk
je przygotowywuj¡
e

sie¢ powierz
niowy
h elementów brzegowy
h, a to jest zagadnieniem samym

w sobie i na dodatek w
ale nieªatwym.

Dla ty
h 
zytelników, którzy b�d¡ mieli potrzeb� rozwi¡zywania zagadnie«

nie
o bardziej ambitny
h ni» zadania akademi
kie, podano przegl¡d profesjo-

nalnego oprogramowania komer
yjnego i oprogramowania darmowego, które

pozwala na rozwi¡zywanie zada« o zna
znie wi�kszym stopniu trudno±
i.

Czytelnik musi mie¢ jednak ±wiadomo±¢, »e jest to stan aktualny z roku

2017. Sytua
ja jest niezmiernie dynami
zna i 
z�±¢ z przedstawionego opro-

gramowania mo»e zosta¢ wy
ofana, a w jej miej
e pojawi¢ si� mog¡ nowe

rozwi¡zania.

Z reguªy za zwi�kszonymi mo»liwo±
iami obli
zeniowymi idzie konie
zn±¢ za-

inwestowania i to w
ale niemaªego wysiªku, w nauk� obsªugi danego oprogra-

mowania, któr¡ nierzadko nale»y li
zy¢ na dªugie miesi¡
e.

Metoda Elementów Brzegowy
h, pomimo swoi
h zalet, 
o w przypadku wielu

problemów przekªada si� na jej wy»szo±¢ w porównaniu z MES, nie do
ze-

kaªa si� tak szerokiej implementa
ji. W tabeli 10.1 znajduje si� zestawienie

dost�pnego oprogramowania MEB o otwartym kodzie ¹ródªowym.

Nale»y tutaj nadmieni¢, »e nie istnieje uniwersalna biblioteka MEB, mo»e

za wyj¡tkiem BEMLAB i BEM++, o otwartym kodzie ¹ródªowym speª-

niaj¡
a wymagania postawione przez biblioteki systemowe w ±rodowiska
h

systemów opera
yjny
h (jak na przykªad Unix/Linux), 
zy standardy wyty-


zone przez ±rodowisko otwartego oprogramowania GNU. Implementa
je o
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zamkni�tym kodzie ¹ródªowym, z natury rze
zy nie pozwalaj¡ na dogª�bn¡

analiz� i
h struktury. Natomiast wskazane otwarte implementa
je nie po-

siadaj¡ jednolitego interfejsu programisty
znego aplika
ji (ang. Appli
ation

Programming Interfa
e � API), pozwalaj¡
ego rozwi¡zywa¢ ró»ne problemy

opisywane przez ró»ne równania.

Wi�kszo±¢ implementa
ji MEB z tabeli 10.1 zostaªo zaprogramowany
h w j�-

zyku Fortran, który obe
nie poza nieli
znymi wyj¡tkami, nie jest wykorzysty-

wany przy pisaniu oprogramowania u»ytkowego i systemowego. W naturalny

sposób powoduje to ogromne ograni
zenie popula
ji, która ma mo»liwo±
i

rozwijania oprogramowania, 
zy wprowadzania poprawek. Obe
nie pro
es

dydakty
zny nie uwzgl�dnia nauki j�zyka Fortran, poniewa» w ogólno±
i jest

on nieprzydatny na obe
nym rynku pra
y.

W lata
h siedemdziesi¡ty
h i osiemdziesi¡ty
h ubiegªego wieku Fortran byª

szeroko stosowany w obli
zenia
h numery
zny
h na superkomputera
h. Wów-


zas wypra
owany kod jest równie» wykorzystywany obe
nie. W lata
h dzie-

wi�¢dziesi¡ty
h powstaª nowy standard j�zyka Fortran95 oraz w roku 2003

nowe jego rozszerzenia, umo»liwiaj¡
e 
z�±
iowo podej±
ie obiektowe, zostaªy

ustandaryzowane. Jednak dynamika rozwoju tego j�zyka maleje i zna
znie

mniej osób obe
nie swobodnie si� nim posªuguje. Jest to jedna z przy
zyn,

dla który
h 
z�±¢ wymieniony
h implementa
ji z tabeli 10.1 nie jest rozwija-

ny
h, a pozostaªe nie maj¡ rozbudowanej wokóª ni
h spoªe
zno±
i, jak 
ho¢by

BEMLAB, znakomita biblioteka do 
elów dydakty
zny
h.

Je±li 
hodzi o MEB, nie jest ªatwo odnale¹¢ komputerowy program, gotowy

do u»y
ia i zastosowania w »¡danej przez u»ytkownika dziedzinie. Sytua
ja

staje si� jesz
ze bardziej kryty
zna, je±li staramy si� odnale¹¢ darmowy o

kodzie otwartym program, który 
h
emy zastosowa¢ do swojego konkretnego

zadania.

Wielu, jako jedn¡ z przy
zyn, podaje trudno±
i w dokªadnym 
aªkowaniu nu-

mery
znym 
aªek osobliwy
h, który
h trudno±¢ wzrasta po wielokro¢, w sfor-

muªowania
h Galerkina 
zy Fouriera (Galerkin MEB, Fourier MEB). Tego

typu trudno±
i nie wyst�puj¡ w przypadku implementa
ji MES. O
zywi±
ie
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nie s¡ to problemy, z którymi nie mo»na sobie poradzi¢ [86,101,102℄. Mi�dzy

innymi w tym 
elu zostaªa napisana niniejsza ksi¡»ka.

Stworzenie uniwersalnej biblioteki MEB o obiektowej budowie, otwartym ko-

dzie ¹ródªowym i wykonanej w te
hnologii bibliotek systemowy
h znany
h ze

±rodowisk Unix/Linux, a niedost�pnej dzisiaj na rynku jest zasadne. Temu


elowi miaª sªu»y¢ BEMLAB [99℄.

Potrzeba obli
ze« z zastosowaniem MEB jest niekwestionowana w wielu dzie-

dzina
h nauki 
zy te» in»ynierii, ale jak na razie jedynie w niezna
znym

stopniu zostaªa zaspokojona przez komer
yjne implementa
je (patrz Tabela

10.1 [80℄). Aplika
je niekomer
yjne wysz
zególnione s¡ w Tabeli 10.2.

Tabli
a 10.1. Komer
yjne implementa
je MEB [101℄

Biblioteka �rodowisko Dziedzina

(program) (j�zyk) zastosowa«

BEASY WINDOWS/UNIX Me
hanika

Integrated tylko Pola poten
jalne, fale,

Engineering Software WINDOWS analiza termi
zna

GPBEST WINDOWS/UNIX Akustyka, pola termi
zne

Con
ept Analysis WINDOWS Me
hanika

O
zywistym jest, »e obie tabele nie zawieraj¡ kompletny
h dany
h. Lista jest

»ywa, 
z�±¢ programów znika a w i
h miejs
e pojawiaj¡ si� nowe, bardziej

nowo
zesne, wykorzystuj¡
e najnowsze osi¡gni�
ia informatyki. �rodowiska

naukowe i przemysªowe zainteresowane s¡ w dobrze zaprojektowanej plat-

formie do obli
ze« Metod¡ Elementów Brzegowy
h � platform¡ przyjazn¡

u»ytkownikowi, uniwersaln¡ ale jedno
ze±nie platform¡ o budowie moduªo-

wej, która pozwalaªaby w sposób ªatwy i szybki rozwi¡za¢ problem staj¡
y

przed u»ytkownikiem.
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Tabli
a 10.2. Otwarte oprogramowanie MEB [99℄

Biblioteka J�zyk Warunki Dziedzina

dystrybu
ji zastosowa«

ABEM FORTRAN komer
yjne Akustyka, równania

otwarte Lapla
e'a

Helmholtza

LibBem C++ 
z�±
iowo Równania Lapla
e'a

komer
yjne

li
en
ja Równania Lapla
e'a,

BEMLIB FORTRAN GPL Helmholtza,

przepªywy Stokesa

BIEPACK FORTRAN darmowe otwarte Równania Lapla
e'a

BEA FORTRAN rozprowadzane Akustyka

z ksi¡»k¡

HyENA C++ li
en
ja Równania Lapla
e'a

GNU Helmholtza, Lmego 2D i 3D

BETL C++ darmowe Równania Lapla
e'a

dla eduka
ji Maxwella w 3D

BEM++ C++ otwarte Równania Lapla
e'a

PYTHON Maxwella w 3D
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