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1. Wprowadzenie 

Konstrukcje cienkościenne należą do grupy ustrojów nośnych, posiadających 

szerokie zastosowanie przede wszystkim w obszarze współczesnej techniki, jak 

m.in.: konstrukcjach lotniczych, rozwiązaniach budowlanych oraz motoryzacyj-

nych. Struktury cienkościenne należą do ustrojów charakteryzujących się wyso-

kimi właściwościami wytrzymałościowymi, stanowiących o wysokim poziomie 

nośności, przy jednoczesnym zachowaniu stosunkowo niskiego ciężaru własnego. 

W przypadku konstrukcji cienkościennych szczególnego znaczenia nabiera ana-

liza poszczególnych stanów pracy struktury. Rozróżnia się trzy podstawowe stany 

pracy konstrukcji cienkościennych: dokrytyczny, krytyczny i pokrytyczny. Stan 

pierwszy to taki, w którym obciążenie powoduje tylko ściskanie ścianek konstruk-

cji, a ugięcia wynikające ze zginania są zerowe – stan błonowy. Stan krytyczny 

charakteryzuje się wystąpieniem zjawiska utraty stateczności, poprzez osiągnięcie 

punktu bifurkacji (przejścia z liniowego zachowania się struktury na zakres nieli-

niowy). W stanie pokrytycznym możliwa jest dalsza praca konstrukcji w przy-

padku, gdy nowa pokrytyczna ścieżka równowagi jest stateczna, tzn. gdy przyro-

stowi ugięć towarzyszy równoczesny przyrost obciążenia. Rzadziej spotykane są 

przypadki, gdzie mowa o niestatecznym zachowaniu konstrukcji, co odpowiada 

zmniejszającemu się poziomowi obciążenia, przy wzroście przemieszczenia. 

Analizie stateczności konstrukcji ustrojów cienkościennych zostało poświęco-

nych wiele prac naukowych, w których obszernie przedstawiono tematykę oma-

wianego zagadnienia [74, 86].  

Stały rozwój metod projektowania i wytwarzania nowoczesnych cienkościen-

nych konstrukcji nośnych wyznacza całkowicie nowe trendy w odniesieniu do 

możliwości pozyskiwania materiałów, charakteryzujących się wysoką wytrzyma-

łością przy niskim ciężarze własnym. Pożądane jest ukierunkowanie procesu wy-

twarzania, na uzyskanie materiałów o strukturach niejednorodnych, składających 

się, z co najmniej dwóch różnych materiałów, zwanych dalej kompozytami.  

Dążenie do ciągłej poprawy właściwości mechanicznych materiałów, prowadzi 

do zaawansowanych badań nad polepszeniem właściwości kompozytów, po-

wszechnie stosowanych w projektowaniu struktur cienkościennych. Grupę naj-

powszechniej stosowanych materiałów kompozytowych stanowią obecnie kom-

pozyty o osnowie polimerowej wzmacnianej włóknem węglowym (CFRP), szkla-

nym (GFRP), lub aramidowym (Kevlar). Przykład współczesnego wykorzystania 

kompozytów polimerowych w nowoczesnych konstrukcjach mogą stanowić m.in. 

konstrukcje samolotów Boeing czy Airbus (przemysł lotniczy), składające się  

w przeważającej części z kompozytowych materiałów włóknistych [5, 21, 22], jak 

również konstrukcje bolidów Formuły 1 (przemysł motoryzacyjny). 

W niniejszej pracy przedstawiono opis zagadnienia stateczności i stanów gra-

nicznych cienkościennych kompozytowych profili o złożonych kształtach prze-

kroju poprzecznego (profile otwarte) poddanych osiowemu ściskaniu. Badania 

prowadzono w zakresie badań doświadczalnych na fizycznych modelach profili 
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wykonanych z kompozytu węglowo-epoksydowego techniką autoklawową, oraz 

badaniach numerycznych z wykorzystaniem metody elementów skończonych. 

Badania doświadczalnie prowadzono na uniwersalnej maszynie wytrzymałościo-

wej, rejestrując parametry pracy konstrukcji w pełnym zakresie obciążenia, do 

zniszczenia. Do oceny inicjacji procesu zniszczenia materiału kompozytowego 

wykorzystano Metodę Emisji Akustycznej (MEA). Równolegle realizowano pro-

ces symulacji numerycznych z wykorzystaniem kryteriów zniszczenia dedykowa-

nych dla materiałów kompozytowych. Zastosowanym narzędziem numerycznym 

był komercyjny pakiet obliczeniowy – program ABAQUS®. Prowadzone badania 

doświadczalne oraz analizy numeryczne umożliwiły dokonanie opisu zagadnienia 

stateczności oraz zniszczenia konstrukcji kompozytowej. Otrzymane wyniki 

wskazują pewną metodykę badania tego typu struktur, z wykorzystaniem współ-

czesnych narzędzi badawczych. W szczególności prowadzenie równolegle badań 

numerycznych i eksperymentalnych umożliwiło walidację opracowanych modeli 

numerycznych, pozwalając na dokonanie analizy pracy konstrukcji w pełnym za-

kresie obciążenia, włącznie z fazą zniszczenia. Podjęte w pracy zagadnienia ba-

dawcze wpisują się w prezentowane w literaturze badania dotyczące identyfikacji 

mechanizmów zniszczenia materiałów kompozytowych, dla których nie została 

dotychczas opracowana jednoznaczna metodyka badawcza. 
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2. Przegląd literatury 
Początek wykorzystywania w przemyśle kompozytowych materiałów włókni-

stych przypada w drugiej połowie dwudziestego wieku. Pierwotnie włókniste ma-

teriały kompozytowe były znane pod angielską nazwą FRC (Fiber Reinforced 

Composites) i stanowiły fundament możliwości wytwarzania materiałów anizo-

tropowych. W odróżnieniu od materiału kompozytowego pochodzącego ze źródeł 

naturalnych, jakim jest np. drewno, przewaga wytwarzanych techniką autokla-

wową kompozytów pozwala na uzyskanie materiału o bardzo wysokich właści-

wościach mechanicznych. 

Pierwsze pozycje literaturowe dotyczące wytwarzania i badań nad materiałami 

kompozytowymi sięgają ostatnich lat pierwszej połowy dwudziestego wieku, gdy 

w roku 1938 Owens-Corning wynalazł włókno szklane, które początkowo stoso-

wano w energetyce [58]. Jednakże fundamentalne początki rozwoju nowocze-

snych materiałów kompozytowych przypadają na lata 50. i 60. XX wieku, gdzie 

zostały wyprodukowane włókna borowe, węglowe oraz aramidowe. Pierwotny 

opis mechaniki materiałów kompozytowych związany był z opracowaniem rów-

nań konstytutywnych, określających zależności wstępne między naprężeniami  

i odkształceniami. Początki teorii kompozytów związane były z wyprowadzeniem 

opisu mechaniki struktur kompozytowych oraz zjawiskiem zniszczenia lamina-

tów. Wszelkie opracowane podstawy teoretyczne, stanowiły fundament szeregu 

prowadzonych badań eksperymentalnych. Stały rozwój techniki pozwolił na dal-

sze analizy, prowadzone nad nowoczesnymi kompozytowymi materiałami włók-

nistymi, prowadząc do powstania dziedziny nauki zajmującej się zagadnieniami 

mechaniki i zniszczenia materiałów kompozytowych. Opis mechaniki laminatów 

można dzisiaj znaleźć w wielu znaczących pozycjach literaturowych, poczynając 

od starszych prac Reddy’ego [112, 113], Hashin’a [53], Hyla [64], aż po pozycje 

bieżące, m.in. Germana [47], Jonesa [67], Muca [103], Wilczyńskiego [157] oraz 

Dębskiego [33]. 

Powszechne zainteresowanie włóknistymi materiałami kompozytowymi wy-

nika w głównej mierze ze specyfiki kształtowania ich właściwości mechanicz-

nych. Pomimo korzystnych cech, jak np. wysoka wytrzymałość przy niskiej masie 

własnej, występuje dodatkowa możliwość wpływania na polepszenie chociażby 

ich właściwości sztywnościowych. Możliwość kreowania właściwości sztywno-

ściowych lub energochłonnych struktur kompozytowych, wykazuje przewagę nad 

tradycyjnymi materiałami inżynierskimi o właściwościach izotropowych. Kom-

pozyty mogą składać się z kilku do kilkudziesięciu cienkich warstw, przy jedno-

czesnym zachowaniu niskiej grubości struktury. Zmiana konfiguracji warstw la-

minatu ma bezpośredni wpływ na zwiększenie lub zmniejszenie właściwości 

użytkowych – co stanowi o możliwości wpływu na spełniane funkcje, w zależno-

ści od zapotrzebowania. Początkowe badania, prowadzone na materiałach kom-

pozytowych i podstawy teoretyczne, którymi się kierowano, dały możliwość dal-
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szego rozwoju naukowego, który doprowadził do wykorzystania potencjału nu-

merycznych technik symulacyjnych w modelowaniu nowoczesnych struktur kom-

pozytowych. 

2.1. Mechanika i zniszczenie laminatów 

Materiały kompozytowe stanowią szczególną grupę materiałów o strukturze 

niejednorodnej, składających się z przynajmniej dwóch komponentów, charakte-

ryzujących się zróżnicowanymi właściwościami. Powszechnie wiadomo, że nie-

które składowe komponenty kompozytu mają bezpośredni wpływ na spajanie 

struktury w całość – osnowa, a inne stosuje się w celu podniesienia właściwości 

wytrzymałościowych – włókna. Wpływ na zachowanie materiału kompozyto-

wego, pod działaniem obciążenia, na obydwa jego składniki oraz pełnioną rolę  

i wszelkie funkcje tych składników w ramach struktury laminatu, przedstawiła 

Hyla [64]. Kompozyt, jako całość (osnowa oraz ukierunkowane włókna) cechuje 

się uśrednionymi właściwościami wytrzymałościowymi z materiału matrycy 

(osnowy) oraz zbrojenia (włókien), co wykazał w swojej pracy Wilczyński [157]. 

Opisem wzajemnych interakcji, które zachodzą pomiędzy osnową i włóknami, 

badań na poziomie mikrostruktury oraz wszelkich zjawisk zachodzących między 

osnową i włóknami, zajmowali się m.in. Jones [67], Vasiliev [152] oraz Vinson 

[154]. Początkowymi próbami oszacowania uśrednionych właściwości mecha-

nicznych kompozytu zajmowali się przede wszystkim Voight, który określił sta-

łość odkształcenia w warstwach laminatu oraz Reuss, który przedstawił stałość 

naprężenia, co wnikliwie zawarł w swojej pracy Wilczyński [157]. Próbę wyzna-

czenia podstawowych właściwości mechanicznych początkowo podjęli Hashin  

i Rosen [55] oraz Christensen [26]. 

Analiza struktur o właściwościach anizotropowych, którą zajmowali się m.in. 

Huber [62] oraz Reddy [112], przyczyniła się do rozwoju teorii, powszechnie zna-

nej, jako klasyczna teoria laminatu. Rozwój teorii bazującej na tematyce włókni-

stych materiałów kompozytowych, sięga pierwotnie ustanowionej klasycznej teo-

rii laminatu CLT (Classical Lamination Theory) [109]. Opis modelu CLT zakłada, 

iż laminat w ogólnym ujęciu jest złożony z dwóch połączonych ze sobą warstw, 

przy czym każda z nich posiada właściwości anizotropowe lub też izotropowe. 

Zależności sił wewnętrznych od odkształceń określonych w warstwie środkowej, 

pozwalają na określenie uśrednionych parametrów materiałowych, jakimi charak-

teryzuje się laminat symetryczny. Zagadnienia mechaniki laminatów według CLT 

rozpatruje się z uwzględnieniem liniowej teorii Kirchhoffa, bądź też nieliniowej 

teorii Karmana, co zostało szczegółowo przedstawione w pracach Kołakow-

skiego, Królaka i Kowal-Michalskiej [74, 86]. Z uwagi na to, iż teoria bazująca 

na CLT nie uwzględniała zjawiska ścinania międzywarstwowego, konieczny był 

jej rozwój, czym zajęli w swojej pracy się przede wszystkim Whitney i Pagano 

[159]. Teoria określająca zjawisko ścinania pierwszego rzędu, w przypadku lami-

natów znana, jako FSDT (First Order Shear Deformation), była rozwijana, czego 
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konsekwencją było pojawienie się teorii ścinania wyższych rzędów HSDT – 

Reddy [112]. Postęp w rozwoju teorii laminatów skutkował wprowadzeniem dal-

szych zagadnień, jakimi bez wątpienia stały się zagadnienia związane z próbą 

opisu zniszczenia materiału kompozytowego. 

Identyfikacja parametrów powodujących inicjację procesu zniszczenia struk-

tury laminatu stanowi problem opisywany przez współczesnych badaczy, ze 

względu na złożony charakter zniszczenia materiału kompozytowego, zależny od 

wielu czynników, co utrudnia jednoznaczną interpretację całego procesu. Do pod-

stawowych form zniszczenia materiałów kompozytowych prezentowanych  

w literaturze można przede wszystkim zaliczyć: rozerwanie lub wyboczenie włó-

kien, pęknięcie osnowy, delaminację międzywarstwową lub zerwanie połączenia 

na granicy włókno-osnowa. W przypadku struktur kompozytowych poddanych 

działaniu złożonych stanów obciążenia (struktury lotnicze lub motoryzacyjne)  

w fazie zniszczenia może występować jednocześnie kilka form uszkodzenia ma-

teriału, co utrudnia określenie jednoznacznych mechanizmów prowadzących do 

identyfikacji przyczyn uszkodzenia struktury.  

Podstawową teorią zniszczenia laminatów prezentowaną w literaturze jest teo-

ria FPF (First Ply Failure), według której kompozyt ulega zniszczeniu  

w przypadku uszkodzenia pierwszej jego warstwy, co zostało przedstawione 

przez Reddy’ego i Pandey’a [113]. Jednakże w wielu przypadkach wykazano, że 

zniszczenie pierwszej warstwy nie wyczerpuje nośności struktury kompozytowej, 

która jest nadal zdolna do dalszego przenoszenia obciążenia, co zostało wykazane 

m.in. w pracach Dębskiego i innych [33-36, 39-41]. Prezentowane w literaturze 

różne modele uszkodzenia materiału kompozytowego, bazują najczęściej na teorii 

kontynualnej mechaniki uszkodzeń CDM (Continuum Damage Mechanics), za-

proponowanej początkowo przez Kachanov’a [68], a następnie rozwijanej przez 

Lemaitre’a i Chaboche’a [95]. Teoria CDM zapoczątkowała powiązanie właści-

wości mechanicznych z opisem mechanizmu zniszczenia laminatu. 

Opis zjawiska zniszczenia kompozytu prowadzony jest zazwyczaj na podsta-

wie parametrów granicznych materiału, określonych w badaniach doświadczal-

nych. Szereg standardowych prób: ściskania, rozciągania, zginania itp. pozwala 

na wyznaczenie nie tylko danych materiałowych, ale także parametrów niezbęd-

nych do dalszego opisu stanu uszkodzenia struktury, co wykazał Davis [30], Gre-

enhalgh [50] oraz Hinton i inni [60]. Ocena stopnia zniszczenia materiału odbywa 

się zarówno na podstawie spełnienia zastosowanych kryteriów, badań makrosko-

powych oraz badań z wykorzystaniem emisji akustycznej, pomiarów odkształceń 

czy testach wytrzymałościowych, co przedstawił Adams [3] oraz Zureick i Nettles 

[165].  

Powszechnie dostępna jest znaczna ilość kryteriów opisujących inicjację  

i propagację zniszczenia oraz metod bardziej zaawansowanych, pozwalających na 

bardziej realne odwzorowanie rzeczywistych uszkodzeń zachodzących  

w materiałach kompozytowych. Kryteria opisujące zniszczenie dzielą się na kilka 
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głównych grup. Pierwsza z nich dotyczy zniszczenia zachodzącego na skutek ści-

skania i rozciągania włókien i osnowy, z czego kluczowe kryteria to: maksymal-

nych naprężeń i odkształceń zaproponowane przez Jenkins’a [66], Hashin’a  

[53, 54, 56], czy Puck’a [110, 111]. Druga grupa to kryteria pozwalające na opis 

zniszczenia w odniesieniu do ścinania międzywarstwowego: maksymalnych na-

prężeń i odkształceń stycznych, Hashin’a [53, 54, 56], Chang Lessard’a [24]. 

Trzecią grupę stanowią kryteria umożliwiające opis mechanizmu zniszczenia 

pierwszej warstwy kompozytu – tzw. kryteria inicjacyjne: kryterium Hill’a stano-

wiące uogólnienie kryterium wytężenia Hubera-Misesa-Hencky’ego na materiały 

ortotropowe [59], Tsai-Hill’a [149], Tsai-Wu [150], Hoffman’a [61], Sandhu 

[131] czy Christensen’a [27]. Wykorzystanie tych kryteriów do oceny stanów gra-

nicznych ściskanych i zginanych profili kompozytowych, zweryfikowane bada-

niami doświadczalnymi przedstawiono m.in. w pracach [35, 39, 40, 89, 139]. Ko-

lejna grupa opisuje inicjację zjawiska delaminacji w odniesieniu do kryteriów: 

Hashin’a [53, 54, 56], Lee [94], czy Tong’a [146]. Ostatnia grupa pozwalająca na 

opis stanu rozwoju delaminacji to kryteria m.in.: Hahn’a [52], Donaldson’a [42] 

oraz White’a [158]. 

Powszechne spojrzenie na znane modele zniszczenia, bazujące na zniszczeniu 

pierwszej warstwy kompozytu, pozwala na stwierdzenie o braku doprowadzenia 

do kompletnego uszkodzenia struktury kompozytu, co wykazali w swojej pracy 

m.in Reddy i Pandey [113]. Praktyczne wykorzystanie modeli opisujących inicja-

cyjne kryteria zniszczenia znalazło szerokie zastosowanie w komercyjnych pro-

gramach obliczeniowych wykorzystujących metodę elementów skończonych,  

w których najszersze wykorzystanie znalazły m.in. kryterium Tsai-Wu, Hashin’a 

oraz maksymalnych naprężeń. Największe znaczenie praktyczne w odniesieniu 

do kryteriów bazujących na zniszczeniu pierwszej warstwy laminatu, przy jedno-

czesnym zachowaniu braku zjawiska delaminacji, ma tensorowe kryterium Tsai-

Wu [150]. 

Progresywne uszkodzenie laminatu, związane z redukcją sztywności uszko-

dzonego kompozytu, stanowi obecnie zaawansowaną technikę opisującą ewolucję 

zniszczenia, którą zajmowali się początkowo Bazant i Oh [12] oraz później Ger-

man i Mikulski [48]. Rozwój kontynualnej mechaniki uszkodzeń CDM zapocząt-

kowanej przez Kachanov’a [68], stał się podstawą opracowania kryterium znisz-

czenia, pozwalającego na badanie progresywnego stanu uszkodzenia kompozytu. 

W myśl tej teorii proces ewolucji zniszczenia polega na redukcji sztywności 

uszkodzonej warstwy laminatu na skutek energii dyssypacji, po wcześniejszej ini-

cjacji zniszczenia. Opisem progresywnego mechanizmu zniszczenia, gdzie ewo-

lucja parametrów uszkodzenia jest sterowana przez ekwiwalentne przemieszcze-

nie, co umożliwia określenie stanu obniżenia sztywności materiału i pełnego 

zniszczenia, zajmowano się m.in. w pracach [12, 25, 48, 91, 92, 97, 107, 155, 161, 

164]. Progresywna analiza zniszczenia stanowi obecnie jeden z bardziej zaawan-

sowanych opisów uszkodzenia materiału kompozytowego, wykorzystywany sze-
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roko we współczesnych metodach numerycznych. Dalsze kierunki badań doty-

czące opisu mechanizmów zniszczenia materiałów, w tym kompozytowych sta-

nowią metody bazujące na modelach kohezyjnych (ang. CZM – Cohesive Zone 

Method), metodzie VCCT (ang. Virtual Crack Closure Technique) czy rozszerzo-

nej metodzie elementów skończonych XFEM (Extended Finite Element Method), 

umożliwiających również modelowanie delaminacji międzywarstwowych. 

2.2. Stateczność i stany graniczne cienkościennych profili    

  nośnych 

Analiza zagadnienia stateczności konstrukcji cienkościennych stanowi nie-

zwykle istotny problem badawczy, którego początki sięgają XVIII wieku. Ustroje 

cienkościenne charakteryzuje w głównej mierze to, iż zachowują wysokie właści-

wości wytrzymałościowe, przy stosunkowo niskiej masie własnej. Utrata statecz-

ności cienkościennych elementów konstrukcyjnych i jej następstwa zrodziły ko-

nieczność analizowania zachowania tych konstrukcji, już na etapie ich projekto-

wania. Pierwsze prace, które poświęcono teorii stateczności sprężystej, dotyczące 

opisu teoretycznego oraz badań doświadczalnych, pojawiły się stosunkowo nie-

dawno, czego opis stanu wiedzy do lat siedemdziesiątych XX wieku, przedstawił 

m.in. Hutchinson i Koiter [63]. Analiza zjawiska wyboczenia oparta o nieliniową 

teorię stateczności Koiter’a [69, 70], stanowi fundament opisu ogólnego charak-

teru utraty stateczności, co zostało omówione w publikacji van der Heijden’a 

[151] oraz Królaka [86].  

Dalszym rozwojem teorii stateczności zajmowali się Byskov i Hutchinson 

[18], dokonując opisu teorii opartej na rozwinięciu pokrytycznej ścieżki równo-

wagi. W ramach prowadzonych rozważań przedstawiono istotę określenia punktu 

bifurkacji oraz wykazano, iż stateczność układu zachowawczego zależy od znaku 

drugiej pochodnej energii potencjalnej układu. Badaniem stateczności ściskanych 

płyt, zajmowali się m.in. Thompson i Hunt [145], natomiast analizę wyboczenia 

słupów pryzmatycznych podjęli w swoich pracach Goltermann i Mollman  

[49, 101] oraz Byskov [16, 17]. 

Praktyczne podejście do zagadnienia stateczności wymagało jego uproszczo-

nej postaci, opartej na interakcyjnych zależnościach, celem określenia zmiany 

sztywności ustroju, czym zajmowali się Wang i inni [156]. W ramach rozwoju 

metod analityczno-numerycznych, na podstawie których możliwe było począt-

kowe określenie stateczności układów zachowawczych, zaczęto rozwijać w tym 

zakresie metody obliczeń numerycznych, jak m.in. metodę elementów skończo-

nych, którą początkowo zajmowali się Barsoum i Gallagher [8]. Rozwój technik 

obliczeniowych oraz komputerów spowodował rozwój analiz numerycznych  

w zakresie wyboczenia profili płytowych, w przypadku globalnej postaci giętnej 

i giętno-skrętnej - Batoz i inni [10] oraz Lee i inni [93], a także zachowania ustro-

jów o złożonych kształtach przekroju poprzecznego, z uwzględnieniem lokalnej 
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postaci wyboczenia, czego podjął się Pignataro i inni [106]. Tematykę wnikli-

wych badań wyboczenia, uwzględniających pojawienie się wyższych postaci wy-

boczenia lokalnego podjęli m.in. Koiter [70] oraz polscy badacze, m.in. Królak 

[85] i Kołakowski [71]. Wykazano, iż globalna giętna postać wyboczenia zwią-

zana jest z wystąpieniem parzystej liczby postaci lokalnych oraz globalna postać 

giętno-skrętna, wiąże się z wystąpieniem par postaci lokalnych. Opis teorii wybo-

czenia cienkościennych konstrukcji zawarto w znaczącej ilości prac tych autorów 

[71–74, 76, 77, 103, 143]. 

Równolegle do badań nad analitycznym podejściem, w ramach modelu mate-

matycznego zagadnienia stateczności ściskanych cienkościennych konstrukcji, 

podjęto próby walidacji opracowanego modelu badaniami eksperymentalnymi, 

zarówno dla konstrukcji izotropowych, jak i kompozytowych, co przedstawiono 

w pracy Singer’a i innych [135, 136]. Analizy prowadzone na konstrukcjach rze-

czywistych nie pozwalają na jednoznaczną możliwość określenia wartości obcią-

żeń krytycznych, przez niemożność zaobserwowania zjawiska bifurkacji drogą 

makroskopową. Wyraźnego rozróżnienia stanów pracy konstrukcji rzeczywistych 

można dokonać poprzez zastosowanie znanych metod aproksymacyjnych, pozwa-

lających na przybliżone wyznaczenie obciążeń krytycznych. Wraz z rozwojem 

badań opartych na prowadzonych testach doświadczalnych, nastąpił rozwój me-

tod umożliwiających wyznaczenie przybliżonych wartości obciążeń krytycznych, 

których przykłady w swoich pracach przedstawili Venkataramaiah i Roorda 

[153], Kołakowski i Kowal-Michalska [75] oraz Zaraś, Królak i Kotełko [162]. 

W literaturze przedmiotu opisano kilka podstawowych metod aproksymacyjnych, 

służących do oszacowania wartości obciążeń krytycznych w przypadku struktur 

rzeczywistych. Należą do nich m.in.: metoda Southwell’a [117], metoda stycznej 

pionowej [162], metoda przecięcia prostych [28], metoda punktu przegięcia [162], 

metoda Tereszowskiego [138], metody P-wc
2 oraz P-wc

3 [162] oraz metoda Koi-

ter’a [69, 70, 151]. Praktyczne zastosowanie kilku wybranych metod aproksyma-

cyjnych oraz weryfikacja wyników uzyskanych podjętymi do badań metodami, 

zostały przedstawione w pracy Paszkiewicz i Kubiaka [105]. 

Badaniami zagadnienia stateczności profili cienkościennych w warunkach ob-

ciążeń eksploatacyjnie dopuszczalnych, zajmowano się szeroko w publikacjach 

[37, 40, 41, 45, 79, 80, 88, 102, 119, 121, 123, 126, 127, 140, 142, 160], w ramach 

których autorzy przedstawili opis pracy cienkościennych struktur o skomplikowa-

nych, otwartych i zamkniętych przekrojach poprzecznych. Główny aspekt reali-

zowany w wymienionych pozycjach literaturowych stanowiła analiza nieliniowej 

stateczności cienkościennych profili w ujęciu numerycznym i doświadczalnym. 

Wnikliwą analizą stanu krytycznego, pokrytycznego oraz zjawiskiem zniszczenia 

profili kompozytowych zajmowano się również w pracach [6, 34, 37, 40, 41, 44, 

45, 81, 82, 98, 119, 122, 139], w których autorzy podjęli w głównej mierze tema-

tykę zachowania cienkościennych struktur w stanie zakrytycznym, przy uwzględ-

nieniu występującego zjawiska zniszczenia materiału kompozytowego. W wy-
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mienionych publikacjach prowadzono szczegółowe badania stanu głęboko pokry-

tycznego oraz analizę wyników zniszczenia, w oparciu o kryterium zniszczenia 

pierwszej warstwy laminatu (bazując głównie na teorii inicjacji zniszczenia Tsai-

Wu). Opisywaną problematykę, w przypadku cienkościennych profili kompozy-

towych o poprzecznych przekrojach otwartych, podjęli m.in. Banat i Mania [6], 

badając struktury o zetowym przekroju poprzecznym, Dębski i inni [41], a także 

Teter i inni [139] – w odniesieniu do profili o omegowym przekroju poprzecznym 

oraz Dębski [34] i Dębski i inni [37, 40], analizując stateczność słupów o ceowym 

przekroju poprzecznym. W przedstawionych pracach badawczych, wszelkie ana-

lizy realizowano zarówno drogą badań eksperymentalnych, jak i MES. 

2.3. Numeryczne symulacje stanów granicznych 

Analiza stanów głęboko pokrytycznych i granicznych zwykle jest związana  

z silnie nieliniową pracą konstrukcji. Jedną z metod pozwalających na ocenę pracy 

konstrukcji cienkościennych w ramach nieliniowego zakresu pracy, jest metoda 

elementów skończonych (MES), która stanowi nowoczesne narzędzie umożliwia-

jące określenie zjawiska zniszczenia struktury kompozytów wzmocnionych włók-

nami FRC, co wykazali m.in. Kreja [83], czy Barbero [7]. W ramach modelowania 

struktur kompozytowych na drodze obliczeń numerycznych, stosowana jest po-

wszechnie klasyczna teoria laminatu CLT, co przedstawione zostało w pracach 

m.in. Jones’a [67] i Reddy’ego [112]. W przypadku analiz numerycznych wyko-

rzystywane są także teorie ścinania pierwszego rzędu FSDT – Kreja i inni [84], 

czy Haas i Lee [51] oraz wyższych rzędów HSDT – Tsai i inni [147]. W pracy 

Basar i inni [9] przedstawiono numeryczne zastosowanie modelu DLT. 

Zagadnieniom dotyczącym opisu stanów granicznych z wykorzystaniem ini-

cjacyjnych kryteriów zniszczenia poświęcone są przede wszystkim prace  

[19, 35, 39, 90, 92–94, 115, 122, 132, 134, 139]. Autorzy wymienionych publika-

cji dokonali walidacji modeli numerycznych, na podstawie rezultatów badań do-

świadczalnych oraz przedstawili pokrytyczne charakterystyki pracy cienkościen-

nych struktur kompozytowych, dokonując jednocześnie identyfikacji obszarów 

zniszczenia. Numeryczną możliwością oszacowania stanu krytycznego oraz dal-

szą pracą struktur w zakresie głęboko pokrytycznym, w ramach którego pojawiają 

się pierwsze oznaki zniszczenia materiału, zajmowano się w znaczącej ilości pu-

blikacji naukowych [14, 29, 35, 36, 39–41, 45, 78–80, 90, 98, 126, 140, 141, 156, 

160]. W prezentowanych pracach najczęściej wykorzystywanymi inicjacyjnymi 

kryteriami zniszczenia były kryterium Hashin’a [54, 56, 118] oraz kryterium Tsai-

Wu [149, 150].  

Opis stanów granicznych konstrukcji cienkościennych wiąże się przede 

wszystkim z możliwością opisu procesu ewolucji zniszczenia materiału. Symula-

cje numeryczne procesu ewolucji zniszczenia materiału kompozytowego prowa-

dzone są najczęściej z wykorzystaniem progresywnej analizy zniszczenia, 
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uwzględniającej postępującą degradację macierzy sztywności, co zostało wnikli-

wie przedstawione w pracy Germana [48]. Szeroki opis dotyczący określania sta-

nów granicznych w przypadku zastosowania progresywnej analizy zniszczenia, 

przedstawiono w publikacjach [11, 25, 48, 91, 92, 97, 102, 107, 115, 137, 155, 

161, 164]. Szeroki przegląd prac dotyczących badań stateczności i stanów zakry-

tycznych z uwzględnieniem procesów zniszczenia laminatu przedstawili w swej 

pracy Orifici i inni [104]. 

Rozwój obliczeń z wykorzystaniem metody elementów skończonych, 

uwzględniających teorię CMD, przyczynił się do dalszych możliwości oszacowa-

nia degradacji stopnia sztywności badanego elementu. Prowadzono również prace 

zmierzające do uwzględnienia zagadnień związanych z możliwością wystąpienia 

delaminacji międzywarstwowych w strukturze kompozytu. Wynikiem tych badań 

było opracowanie numerycznych modeli zniszczenia, uwzględniających przede 

wszystkim wytrzymałość połączenia adhezyjnego na granicy warstw laminatu. 

Jedną z podstawowych technik obliczeniowych, uwzględniających powyższe zja-

wiska była metoda określana, jako CZM (Cohesive Zone Method). Jako pierwszy, 

pojęcie strefy kohezyjnej wprowadził Dugdale [43], w której zaproponowany mo-

del zniszczenia wykorzystywał prawo Traction – Separaction. Alternatywną me-

todą w tym zakresie była metoda VCCT (Virtual Crack Closure Technique), którą 

zaproponowali Rybicki i Kanninen [130]. Zastosowanie opisywanej metody 

przedstawiono szczególnie w pracach Krueger’a [87] i Leski’ego [96]. Najbar-

dziej zaawansowaną metodę opisu zjawiska zniszczenia materiału, stanowi me-

toda XFEM (eXtended Finite Element Method), umożliwiająca opis inicjacji  

i propagacji procesu pękania struktury materiału, w sposób niezależny od siatki 

elementów skończonych, co przedstawili Moës i Belytschko [100]. Szeroki opis 

wykorzystania powyższych metod w analizie procesu zniszczenia zarówno mate-

riałów o właściwościach izotropowych, jak również ortotropowych można zna-

leźć m.in. w pracach badawczych [2, 4, 13, 20, 31–33, 38, 87, 96, 100, 116, 120, 

125, 128, 133].  

Przedstawiony w niniejszym rozdziale przegląd literatury, wykazuje obszer-

ność zagadnień związanych z tematyką badawczą prezentowanej pracy. Porusza-

nie powyższej problematyki przez wielu współczesnych badaczy potwierdza  

aktualność tych zagadnień. Lektura prezentowanych prac wykazuje jednakże brak 

uniwersalnych metod badania i oceny procesu zniszczenia cienkościennych struk-

tur wykonanych z materiałów kompozytowych. Zatem podjęcie w ramach niniej-

szej pracy badań zmierzających do pogłębienia opisu stanów granicznych cienko-

ściennych profili wykonanych z materiałów kompozytowych, z wykorzystaniem 

metod numerycznych i doświadczalnych, wydaje się uzasadnione. 
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3. Cel i zakres pracy 
Celem niniejszej pracy jest analiza stanów granicznych oraz opis zjawiska 

zniszczenia ściskanych cienkościennych słupów kompozytowych o złożonych 

kształtach przekroju poprzecznego, wykonanych z kompozytu węglowo-epoksy-

dowego. Opracowane zostaną techniki modelowania procesu zniszczenia kompo-

zytu, z wykorzystaniem kryteriów zniszczenia zaimplementowanych w programie 

wykorzystującym metodę elementów skończonych. Prowadzone badania dotyczą 

opisu zagadnienia nieliniowej stateczności cienkościennych profili kompozyto-

wych, poddanych osiowemu ściskaniu z wykorzystaniem metod numerycznych  

i badań doświadczalnych. Badania doświadczalne, prowadzone na fizycznych 

modelach konstrukcji, umożliwią przeprowadzenie weryfikacji otrzymywanych 

wyników obliczeń numerycznych oraz walidację opracowanych modeli nume-

rycznych badanych struktur kompozytowych. 

Postawiono tezę, że możliwy jest opis mechanizmów zniszczenia cienkościen-

nych struktur kompozytowych z wykorzystaniem modeli numerycznych zweryfi-

kowanych doświadczalnie. 

Uzasadniając sformułowaną tezę należy stwierdzić, iż wszelkie istniejące teo-

retyczne rozwiązania, zwłaszcza te odnoszące się do opisu stanów głęboko zakry-

tycznych oraz granicznych, są prezentowane w literaturze stosunkowo skromnie. 

Zarówno opracowanie adekwatnych technik modelowania zjawiska zniszczenia, 

jak również wymóg doświadczalnej walidacji opracowanych modeli numerycz-

nych, stanowi o konieczności przeprowadzenia dogłębnych analiz w ramach po-

stawionego celu i tezy pracy. 

Zakres pracy obejmuje doświadczalno-numeryczną analizę nieliniowej sta-

teczności i nośności ściskanych cienkościennych słupów kompozytowych.  

W ramach prowadzonych badań realizowane będą badania doświadczalne pracy 

ściskanych konstrukcji kompozytowych w pełnym zakresie obciążenia – do znisz-

czenia. Na tej podstawie wyznaczone zostaną wartości obciążenia krytycznego  

i granicznego konstrukcji, jak również zidentyfikowane obszary uszkodzenia ma-

teriału kompozytowego. Dodatkowo z wykorzystaniem tensometrii oporowej wy-

znaczone zostaną pokrytyczne ścieżki równowagi, umożliwiające opis pracy kon-

strukcji w trakcie procesu obciążania. Do oceny momentu inicjacji zniszczenia 

kompozytu wykorzystana zostanie metoda emisji akustycznej. Otrzymane wyniki 

badań doświadczalnych umożliwią przeprowadzenie walidacji opracowanych 

modeli numerycznych.  

Badania numeryczne z wykorzystaniem metody elementów skończonych rea-

lizowane będą z wykorzystaniem komercyjnego pakietu obliczeniowego – 

ABAQUS® [1]. Zakres obliczeń numerycznych będzie obejmował liniowa analizę 

zagadnienia własnego – stan krytyczny, jak również rozwiązanie zagadnienia nie-

liniowej stateczności, z wykorzystaniem przyrostowo-iteracyjnej metody Ne-

wtona-Raphsona [129, 163]. Do oceny zniszczenia materiału kompozytowego 

wykorzystane zostaną kryteria zniszczenia kompozytu zaimplementowane  
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w programie ABAQUS® (kryterium Tsai-Wu, kryterium Hashin’a oraz kryterium 

progresywne). Zastosowane procedury obliczeniowe umożliwią dokonanie opisu 

zjawiska zniszczenia kompozytu, natomiast otrzymane wyniki zostaną zweryfi-

kowane z wynikami badań doświadczalnych. Takie podejście zdaniem Autora 

umożliwi opracowanie adekwatnych technik modelowania procesu zniszczenia 

materiału kompozytowego. 
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4. Zniszczenie laminatów 

4.1. Kryteria zniszczenia laminatów 

Zniszczenie laminatu stanowi pojęcie ściśle związane z przekroczeniem wy-

trzymałości warstw kompozytu w ramach zadanych obciążeń. W przypadku roz-

patrywanych kompozytów włóknistych, opis stanu wytężenia oraz zniszczenia 

cienkościennych konstrukcji kompozytowych, stanowi bardzo złożone zagadnie-

nie, w głównej mierze z powodu zróżnicowanych właściwości mechanicznych 

poszczególnych komponentów laminatu. Badania literaturowe przedstawiają naj-

częstsze formy trwałego uszkodzenia materiałów kompozytowych, jako pęknięcie 

włókien, uszkodzenie osnowy, lub delaminacja [19, 35, 40, 90, 139, 155]. Zazwy-

czaj trwałe uszkodzenie cienkościennych struktur kompozytowych wiąże się  

z kombinacją przynajmniej dwóch lub więcej przypadków zniszczenia, co nie-

zwykle utrudnia bezpośredni i klarowny opis zachodzącego zjawiska. Dodatko-

wym utrudnieniem jest różnorodność występujących w literaturze kryteriów 

zniszczenia, co wymaga zazwyczaj prowadzenia weryfikacji eksperymentalnej 

otrzymywanych wyników obliczeń. Wszystkie te czynniki w istotnym stopniu 

komplikują prowadzenie badań i analiz umożliwiających opis mechanizmów 

zniszczenia, w stosunku do tradycyjnych materiałów o właściwościach izotropo-

wych (np. metali). Określenie poziomu obciążenia inicjującego proces progre-

sywnego uszkodzenia laminatu, którym zajmowali się wnikliwie German i Mi-

kulski [48], odbywa się na podstawie różnych mechanizmów zniszczenia we-

wnątrzwarstwowego. Precyzyjna definicja uszkodzenia materiału, w odniesieniu 

do gęstości objętościowej mikropęknięć lub efektywnego ubytku pola przekroju, 

jaką zaproponował Kachanov [68] w ramach kontynualnej mechaniki uszkodzeń 

CDM, przyczyniła się do rozwoju inicjacyjnych i progresywnych kryteriów znisz-

czenia. Już w latach pięćdziesiątych XX wieku, określono skalarny parametr 

uszkodzenia, przyjmujący wartości z przedziału <0–1>, gdzie osiągnięcie warto-

ści 1 oznacza pojawienie się oznak uszkodzenia struktury, na skutek inicjacji 

zniszczenia. 

4.1.1. Kryterium maksymalnych naprężeń 

Pierwszym sformułowanym kryterium wytrzymałościowym, umożliwiającym 

badanie zniszczenia materiałów kompozytowych, było kryterium maksymalnych 

naprężeń zaproponowane przez Jenkins’a [66] oraz przedstawione w pracach  

[47, 65]. Stanowi ono jedno z najprostszych kryteriów dedykowanych dla mate-

riałów ortotropowych, rozpatrywane wyłącznie w płaskim stanie naprężenia.  

W każdej ze składowych warstw kompozytu na kierunkach głównych, zgodnych  

z kierunkiem ułożenia włókien 1 i kierunkiem prostopadłym 2 kompozytu, naprę-

żenia mają być mniejsze od odpowiednich wartości granicznych. Zależności po-

zwalające na opis warunku, w ramach którego kompozyt nie ulegnie uszkodzeniu 

przedstawiają poniżej zestawione nierówności: 
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−𝑋𝑐 < 𝜎1 < 𝑋𝑡 , −𝑌𝑐 < 𝜎2 < 𝑌𝑡  , −𝑆 < 𝜏12 < 𝑆            (4.1) 

 

gdzie: 𝜎1 𝑖 𝜎2 – naprężenia w głównych kierunkach ortotropii, 𝜏12 – naprężenia 

ścinające w płaszczyźnie warstwy. 

Możliwy jest analogiczny opis powyższego kryterium, zarówno w przestrzeni 

naprężeń (4.1), jak i odkształceń (4.2). 

4.1.2. Kryterium maksymalnych odkształceń 

Kolejne kryterium, w pełni analogiczne do kryterium maksymalnych naprę-

żeń, stanowi kryterium maksymalnych odkształceń [47, 65, 66]. Kryterium to cha-

rakteryzuje się zbliżonym opisem matematycznym: 

 

−𝑋𝜀𝑐 < 𝜀1 < 𝑋𝜀𝑡 , −𝑌𝜀𝑐 < 𝜀2 < 𝑌𝜀𝑡  , −𝑆𝜀 < 𝛾12 < 𝑆𝜀              (4.2) 

 

gdzie: 𝑋𝜀𝑐 , 𝑌𝜀𝑐 oraz 𝑋𝜀𝑡, 𝑌𝜀𝑡 – odkształcenia dopuszczalne na głównych kierun-

kach ortotropii materiału kompozytowego na ściskanie i rozciąganie,  

𝑆𝜀 – graniczny kąt określający odkształcenie postaciowe w płaszczyźnie warstwy, 

𝜀1 i 𝜀2 – odkształcenia w głównych kierunkach ortotropii, 𝛾12 = 2𝜀12 – parametr 

opisujący kąt odkształcenia postaciowego. 

4.1.3. Kryterium Hill’a 

Jednym z podstawowych kryteriów dedykowanych do badań kompozytowych 

struktur o ortotropowej charakterystyce materiału jest kryterium Hill’a [59, 74]. 

W odniesieniu do opisywanego kryterium, możliwe jest przedstawienie naprężeń 

zredukowanych σr w płaskim stanie naprężenia w postaci: 

 

𝜎𝑟
2 = 𝑎𝑎1𝜎1

2 + 𝑎𝑎2𝜎2
2 − 𝑎12𝜎1𝜎2 + 3𝑎𝑎3𝜏12

2                              (4.3) 

 

gdzie: aa1, aa2 i aa3 – parametry anizotropii, których wyznaczenie odbywa się 

na podstawie kilku niezależnych prób wytrzymałościowych, pozwalających na 

wyznaczenie granic plastyczności w głównych kierunkach otrotropii materiału. 

W przypadku, gdyby powyższe składowe określone jako parametry anizotro-

pii, były równe jedności, zależność (4.3) opisująca powyższe kryterium, sprowa-

dziłaby się do kryterium Hubera-Misesa-Hencky’ego dla materiałów izotropo-

wych. 

4.1.4. Kryterium Tsai-Hill’a 

Następstwem kryterium Hill’a był rozwój hipotezy uwzgledniającej zróżnico-

wanie poziomu wytrzymałości warstwy kompozytu w głównych kierunkach orto-
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tropii materiału, rozwinięte przez Tsai [148]. Postać warunku opisującego oma-

wiane kryterium, ze względu na znaczą złożoność opisu, uwzględniała wartości 

graniczne laminatu na kierunkach głównych: 

 

𝜎1
2

𝑋2
+

𝜎2
2

𝑌2
−

𝜎1𝜎2

𝑋2
+

𝜏12
2

𝑆2
= 1                                       (4.4) 

 

gdzie: współczynniki X, Y oraz S stanowią graniczne parametry wytrzymałości 

laminatu odpowiednio w głównych kierunkach: 1 – w kierunku włókien,  

2 – prostopadle do kierunku włókien oraz S – w płaszczyźnie warstwy. 

4.1.5. Kryterium Azzi-Tsai-Hill’a 

Ostatnie rozwinięcie równania opisującego kryterium Tsai-Hilla (4.4), jak wy-

kazał w dalszym etapie Azzi oraz Tsai [47], pozwoliło na uwzględnienie różnych 

wartości wytrzymałości, zarówno na rozciąganie i ściskanie w głównych kierun-

kach laminatu. Kryterium to ma główne założenie, iż o wytrzymałości kompozytu 

decyduje wyłącznie osiągnięcie granicznego stanu liniowo-sprężystego. Postać 

zależności opisującej kryterium Azzi-Tsai-Hill’a można przedstawić następująco: 

 

𝜎1
2

𝑋2
+

𝜎2
2

𝑌2
−

𝜎1𝜎2

𝑋2
+

𝜏12
2

𝑆2
= 1                                        (4.5) 

 

przy czym należy uwzględnić odpowiednie rozwinięcia parametrów granicz-

nych:  

 

𝑋 = {
𝑋𝑡

𝑋𝑐
 𝑑𝑙𝑎 

𝜎1 > 0
𝜎1 < 0

}   oraz   𝑌 = {
𝑌𝑡

𝑌𝑐
 𝑑𝑙𝑎 

𝜎2 > 0
𝜎2 < 0

}                     (4.6) 

 

gdzie: Xt, Xc i Yt, Yc – oznaczają parametry graniczne, odpowiednio dla rozcią-

gania i ściskania w kierunku wzdłużnym oraz prostopadłym do włókien. 

4.1.6. Kryterium Hoffman’a 

Dalszy rozwój kryteriów zniszczenia laminatów, był ściśle związany  

z potrzebą możliwości uwzględnienia różnic między naprężeniami ściskającymi 

oraz rozciągającymi, działającymi w tych samych kierunkach. Rozwojem tej te-

matyki zajął się Hoffman [61], który znacząco rozwinął postać równania (4.4) 

opisującego kryterium Tsai-Hill’a do postaci określanej, jako kryterium 

Hoffman’a. Istotą kryterium było ścisłe uwzględnienie ujemnych wartości para-

metrów granicznych, pochodzących od ściskania, zatem Xc oraz Yc posiadały  

z góry przypisany znak ujemny, natomiast parametry od rozciągania pozostawały 

bez zmian. Zależność opisująca kryterium dla płaskiego stanu naprężenia przyj-

muje postać: 
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−
𝜎1

2

𝑋𝑐𝑋𝑡
+

𝜎1𝜎2

𝑋𝑐𝑋𝑡
−

𝜎2
2

𝑌𝑐𝑌𝑡
+

𝑋𝑐 + 𝑋𝑡

𝑋𝑐𝑋𝑡
𝜎1 +

𝑌𝑐 + 𝑌𝑡

𝑌𝑐𝑌𝑡
𝜎2 +

𝜏12
2

𝑆2
= 1             (4.7) 

4.1.7. Kryterium Tsai-Wu 

Tensorowym rozwiązaniem zagadnienia zniszczenia zajmowali się m.in. Tsai 

oraz Wu [47, 150]. Nowe podejście ustanowione przez badaczy, zawiera  

w ramach omawianego kryterium wszelkie interakcje, które zachodzą między 

składowymi tensora naprężeń w głównych kierunkach σ1 i σ2. U podstaw omawia-

nego kryterium leżało dążenie do najlepszego dopasowania teoretycznych krzy-

wych zniszczenia do wyników eksperymentalnych. Wprowadzone zmiany  

w kryterium zniszczenia, związane były z określeniem nowych charakterystyk 

wytrzymałościowych. Charakterystyki zawierały współzależności między naprę-

żeniami, w odniesieniu do wieloosiowych stanów naprężeń, w postaci tensorów 

wytrzymałości. W nawiązaniu do płaskiego stanu naprężeń, w kompozycie  

o ortotropowej charakterystyce materiałowej, równanie opisujące powyższe kry-

terium przybiera postać: 

 

𝐹1𝜎1 + 𝐹2𝜎2 + 𝐹6𝜏12 + 𝐹11𝜎11
2 + 𝐹22𝜎22

2 + 𝐹66𝜏12
2 + 2𝐹12𝜎1𝜎2 = 1   (4.8) 

 

gdzie: F1, F2, F6 oraz F11, F22, F66 – stanowią składowe tensorów wytrzymało-

ści, możliwe do wyznaczenia w próbie wytrzymałościowej jednoosiowego ściska-

nia, rozciągania i ścinania; F12 – składowa tensora wytrzymałości związana z in-

terakcją naprężeń normalnych σ1 i σ2, możliwa do wyznaczenia w teście dwuosio-

wym. 

Zależności pozwalające na wyznaczenie poszczególnych składowych, zwią-

zane są z przeprowadzeniem prostych prób wytrzymałościowych, w odniesieniu 

do pierwotnej postaci równania (4.8). W ramach prób jednoosiowego rozciągania 

oraz ściskania na kierunku osi 1 – wzdłuż włókien, zależności przedstawiane są 

następująco: 

 

{
𝐹1𝑋𝑡 + 𝐹11𝑋𝑡

2 = 1

𝐹1(−𝑋𝑐) + 𝐹11(−𝑋𝑐)
2 = 1

,                                  (4.9) 

 

przy czym wynik rozwiązania układu równań (4.9) umożliwił wyznaczenie 

dwóch składowych tensorów wytrzymałości w postaci: 

 

𝐹1 =
1

𝑋𝑡
−

1

𝑋𝑐
, 𝐹11 =

1

𝑋𝑡𝑋𝑐
.                             (4.10) 

 

W odniesieniu do prób jednoosiowego ściskania i rozciągania w kierunku osi 

2 – poprzecznie do włókien, zależności pozwalające na wyznaczenie kolejnych 
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składowych tensorów wytrzymałości, wyrażone są w pełni analogiczne do rów-

nań na kierunku osi 1. Jedyna różnica polega na adekwatnej zamianie indeksów, 

przypisanych parametrom oraz oznaczeniu wartości granicznych. Wyznaczone  

w ten sposób współczynniki przedstawiono następująco: 

 

𝐹2 =
1

𝑌𝑡
−

1

𝑌𝑐
, 𝐹22 =

1

𝑌𝑡𝑌𝑐
.                              (4.11) 

 

Uwzględniając fakt, iż wytrzymałość na ścinanie w płaszczyźnie warstwy la-

minatu, nie zależy od zwrotu naprężeń pochodzących od ścinania, zniszczenie 

materiału kompozytowego nastąpi z chwilą osiągnięcia przez te naprężenia gra-

nicznej wartości, oznaczonej jako S.  

W związku z powyższym możliwe jest określenie niezbędnych zależności na 

podstawie równania (4.8) w postaci układu równań: 

 

{
𝐹6𝑆 + 𝐹66𝑆

2 = 1

𝐹6(−𝑆) + 𝐹66(−𝑆)2 = 1
,                                 (4.12) 

 

przy czym wynik rozwiązania układu równań (4.12) wykazał, że jego spełnienie 

następuje wyłącznie w chwili, gdy określone składowe tensorów wytrzymałości 

wynoszą: 

𝐹6 = 0, 𝐹66 =
1

𝑆2
.                                     (4.13) 

 

Wyznaczenie ostatniej niezbędnej składowej F12, możliwe jest wyłącznie  

w ramach przeprowadzenia skomplikowanego testu dwuosiowego, gdzie  

σ1 = σ2 = σ, dla którego równanie (4.8) przyjmuje postać: 

 

(𝐹1 + 𝐹2)𝜎 + (𝐹11 + 𝐹22 + 2𝐹12)𝜎
2 = 1.                   (4.14) 

 

W ramach przekształcenia zależności (4.14), wyznaczono współczynnik F12  

w postaci: 

 

𝐹12 =
1

2
[
1

𝜎2
−

(𝐹1 + 𝐹2)

𝜎
− (𝐹11 + 𝐹22)].                   (4.15) 

 

Istnieje wiele propozycji wyznaczenia współczynnika F12, przy czym każda  

z nich pozwala na uzyskanie rezultatu ze stosunkowo dużą zbieżnością względem 

pozostałych przypadków. Zgodnie z propozycją Tsai i Wu [47, 103, 150], zależ-

ność pozwalającą na bezpośrednie wyznaczenie przybliżonej wartości omawia-

nego współczynnika została przedstawiona następująco: 
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𝐹12 = √
1

𝑋𝑡𝑋𝐶𝑌𝑡𝑌𝑐
 .                                          (4.16) 

 

Całkiem inną propozycję wyznaczenia opisywanego współczynnika, można 

zaobserwować w przypadku kryterium Hoffman’a [61, 103]: 

 

𝐹12 =
1

𝑋𝑡𝑋𝑐
 .                                              (4.17) 

4.1.8. Kryterium Hashin’a 

Kolejnym z omawianych inicjacyjnych kryteriów zniszczenia jest kryterium 

Hashin’a [54, 56]. Model teoretyczny kryterium zniszczenia zaproponowany 

przez Hashin’a, oparty jest ściśle na doświadczeniach przedstawionych w ramach 

zaproponowanego kryterium Tsai-Wu, ze względu na wykazanie izotropowego 

podejścia w ramach naprężeń pochodzących od rozciągania. Kryterium Hashin’a 

odnosi się wyłącznie do rozciągania i ściskania włókien oraz osnowy. Kryterium 

to ściśle dotyczy poziomu maksymalnych składowych naprężeń, po osiągnięciu 

których następuje zniszczenie. Omawiane kryterium jest stosowane wyłącznie  

w przypadkach dotyczących materiałów kompozytowych wzmacnianych włók-

nami, co przedstawił German i Mikulski [48].  

W modelu zniszczenia, główne podejście sprowadza się do tego, iż w każdym 

punkcie/elemencie/obszarze tworzącym strukturę, zniszczenie nastąpi wyłącznie 

wtedy, gdy wszystkie równania opisujące proces zniszczenia zostaną spełnione. 

Bazując na kryterium Hashin’a, występuje dalsza możliwość opisu procesu ewo-

lucji zniszczenia w oparciu o progresywną analizę zniszczenia, uwzględniające 

propagujące obniżenie sztywności, aż do całkowitego zniszczenia. Kryterium to 

znalazło szczególnie szerokie zastosowanie w numerycznych systemach oblicze-

niowych. Ogólna zależność, na której bazuje kryterium sprowadza się do związku 

określającego tensor naprężeń efektywnych w materiale kompozytowym, zgodnie 

z równaniem [48]: 

 

𝜎∗ = 𝑀 ∙ 𝜎;     𝜎∗ = 
1

1 − 𝑑
𝜎0,                                (4.18) 

 

gdzie: 𝜎∗ – stanowi naprężenie efektywne (przy obciążeniu, przenoszonym 

przez nieuszkodzoną część powierzchni przekroju), 𝜎 i 𝜎0 – naprężenia nomi-

nalne, d – parametr uszkodzenia, M – operator uszkodzenia w postaci jawnej. 

Równanie (4.18) określające zależność między naprężeniem efektywnym  

a nominalnym przedstawione w jawnej postaci, w ramach którego możliwy jest 

dalszy opis procesu inicjacji uszkodzenia, przedstawiono poniżej (4.19) [46, 48]: 
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{

𝜎11
∗

𝜎22
∗

𝜏12
∗

} =

[
 
 
 
 
 
 

1

1 − 𝑑𝑓
0 0

0
1

1 − 𝑑𝑚
0

0 0
1

1 − 𝑑𝑠]
 
 
 
 
 
 

{

𝜎11

𝜎22

𝜏12

} .                (4.19) 

 

Równania inicjacji zniszczenia na rozciąganie włókien Fft (4.20), ściskanie 

włókien Ffc (4.21), rozciąganie osnowy Fmt (4.22) oraz ściskanie osnowy Fmc 

(4.23), opisujące omówione powyżej kryterium przyjmują następującą postać: 

 

𝐹𝐹𝑡 = (
𝜎11

∗

𝑋𝑡
)
2

+ 𝛼 (
𝜏12

∗

𝑆𝑙
)

2

= 1, 𝜎11
∗ ≥ 0,                    (4.20) 

 

𝐹𝐹𝑐 = (
𝜎11

∗

𝑋𝑐
)
2

= 1, 𝜎11
∗ < 0,                           (4.21) 

 

𝐹𝑀𝑡 = (
𝜎22

∗

𝑌𝑡
)

2

+ (
𝜏12

∗

𝑆𝑙
)

2

= 1, 𝜎22
∗ ≥ 0,                    (4.22) 

 

𝐹𝑀𝑐 = (
𝜎22

∗

2𝑆𝑡
)

2

+ [(
𝑌𝑐

2𝑆𝑡
)
2

− 1]
𝜎22

∗

𝑌𝑐
+ (

𝜏12
∗

𝑆𝑙
)

2

= 1, 𝜎22
∗ < 0,        (4.23) 

 

gdzie: 𝜎11
∗ , 𝜎22

∗ , 𝜏12
∗  – stanowią elementy tensora efektywnych naprężeń, nato-

miast Sl i St – oznaczają odpowiednio wartości naprężeń maksymalnych ścinają-

cych w płaszczyźnie warstwy i ścinających w kierunku poprzecznym; pozostałe 

parametry zostały opisane w ramach poprzednich kryteriów, zaś współczynnik  

α – stanowi udział naprężeń ścinających. 

W równaniu opisującym ściskanie osnowy (4.23), występujący parametr St, 

określający wytrzymałość na ścinanie w płaszczyźnie poprzecznej do płaszczyzny 

warstwy, możliwy jest do wyznaczenia w ramach dodatkowego eksperymentu. 

Badanie doświadczalne jest w tym przypadku bardzo trudne do przeprowadzenia, 

jak zauważył Thom [144]. Zaproponowano zatem przyjęcie wartości omawianego 

współczynnika analogicznie, jak dla parametru granicznego przy rozciąganiu po-

przecznym do kierunku włókien Yt, zgodnie z analizami prowadzonymi przez 

Puck’a [57, 110, 111]. 
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4.1.9. Kryterium Puck’a 

Kryterium sformułowane przez Puck’a [111], rozróżnia postępujące zniszcze-

nie zachodzące we włóknach i osnowie kompozytu. Dodatkowo dowiedziono, iż 

jedyny stan naprężeń, jaki ma wpływ na uszkodzenie włókien pochodzi od naprę-

żenia w kierunku zgodnym z ułożeniem włókien. Ogólne ujęcie omawianego kry-

terium zakłada, że stanowi ono połączenie kryteriów maksymalnego naprężenia  

i odkształcenia, które przedstawiono w rozdziałach 4.1.1 oraz 4.1.2. Ogólna po-

stać kryterium jest zgodna z równaniem (4.24): 

 
1

2
(
𝜎1

𝑋
+

𝜀1

𝜀𝐿
) = 1,                                       (4.24) 

 

gdzie: 𝑋 – stanowi wartość graniczą związaną ze ściskaniem włókien 𝑋𝑐 lub 

rozciąganiem 𝑋𝑡, natomiast 𝜀𝐿 – odkształcenie niszczące. 

W odniesieniu do zniszczenia osnowy przyjęto, iż niszczy się na skutek od-

działywań pochodzących od naprężeń ścinających, a także poprzecznych do włó-

kien. Puck sformułował odpowiednio krzywe graniczne, zależne od jednego  

z trzech przypadków uszkodzenia laminatu. Pierwszy przypadek zakłada znisz-

czenie osnowy na skutek naprężeń ścinających i rozciągających (4.25): 

 

√(
𝜏12

𝑆
)
2

+ (1 − 𝑝12
+

𝑌𝑡

𝑆
)
2

(
𝜎2

𝑌𝑡
)
2

+   𝑝12
+

𝜎2

𝑆
= 1,       𝜎2 > 0,         (4.25) 

 

gdzie: 𝑝12
+  – stanowi wartość bezwzględną współczynnika nachylenia stycznej 

do krzywej granicznej (po stronie naprężeń rozciągających), w jej punkcie prze-

cięcia z osią naprężeń stycznych, którą stanowi parametr 𝜏12 (w przypadku braku 

możliwości wyznaczenia współczynnika eksperymentalnie należy przyjąć war-

tość 𝑝12
+ = 0,3). 

Drugi przypadek dotyczy działania naprężeń ścinających i ściskających  

o stosunkowo niewielkich wartościach (4.26): 

 

1

𝑆
(√𝜏12

2 + (𝑝12
− 𝜎2)

2 + 𝑝12
− 𝜎2) = 1, (𝜎2 < 0, 0 < |

𝜎2

𝜏12
| ≤

𝑅23

𝑆√1 + 2𝑝23
−

) , (4.26) 

 

gdzie: 𝑝12
−  – stanowi wartość bezwzględną współczynnika nachylenia stycznej 

do krzywej granicznej (po stronie naprężeń ściskających), w jej punkcie przecię-

cia z osią naprężeń stycznych, którą stanowi parametr 𝜏12 (w przypadku braku 

możliwości wyznaczenia współczynnika eksperymentalnie należy przyjąć war-

tość 𝑝12
− = 0,2), 𝑅23 – stanowi odporność materiału na zjawisko poślizgu  
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w ramach poprzecznego ścinania, 𝑝23
−  – współczynnik nie posiadający interpreta-

cji geometrycznej, związany ściśle z parametrami 𝑆, 𝑝12
−  oraz 𝑝12

+ . 

Zarówno parametr 𝑅23 oraz 𝑝23
−  można wyznaczyć odpowiednio z przedsta-

wionych zależności (4.27 i 4.28): 

 

𝑅23 =
𝑆

2𝑝12
− (√1 + 2𝑝12

−
𝑌𝑐

𝑆
− 1),                           (4.27) 

 

𝑝23
− = 𝑝12

−
𝑅23

𝑆
.                                             (4.28) 

 

Ostatni trzeci przypadek zakłada udział naprężeń ścinających oraz ściskają-

cych o stosunkowo wysokich wartościach (4.29): 

 

[(
𝜏12

2(1 + 𝑝23
− )𝑆

)

2

+ (
𝜎2

𝑌𝑐
)
2

]
𝑌𝑐

−𝜎2
= 1, (𝜎2 < 0,   |

𝜎2

𝜏12
| ≥

𝑅23

𝑆√1 + 2𝑝23
−

).  (4.29) 

 

Kryterium Pucka w przestrzeni naprężeń (𝜎2, 𝜏12) można przedstawić za po-

mocą obwiedni granicznej – przypadki zniszczenia laminatu (rys. 4.1). 

 

 

Rys. 4.1. Graficzna prezentacja obwiedni granicznej kryterium Pucka [111] 
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4.1.10. Kryterium MDE 

Kryterium MDE (Modified Distortion Energy) zostało opracowane przez Cha-

misa [23]. Stanowi ono modyfikację kryterium energetycznego Tsai-Hill’a, pole-

gającą na sposobie uwzględniania interakcji pomiędzy naprężeniami na kierun-

kach głównych. W przypadku kryterium MDE interakcja odniesiona została do 

iloczynu wytrzymałości w kierunku wzdłużnym i poprzecznym do włókien. Dla 

płaskiego stanu naprężeń kryterium przybiera postać zgodną z równaniem (4.30): 

 

𝜎1
2

𝑋2
+

𝜎2
2

𝑌2
− 𝐾12

𝜎1𝜎2

𝑋𝑌
+

𝜏12
2

𝑆2
= 1,                            (4.30) 

 

gdzie współczynnik 𝐾12 reprezentujący funkcję charakterystyk sztywnościo-

wych materiału jest zgodny z równaniem (4.31): 

 

𝐾12 =
(1 + 4𝑣12 − 𝑣13)𝐸2 + (1 − 𝑣23)𝐸1

√𝐸1𝐸2(2 + 𝑣12 + 𝑣13)(2 + 𝑣21 + 𝑣23)
.                (4.31) 

  

Współczynnik 𝐾12 zależy zarówno od odpowiednio większego współczynnika 

Poissona 𝑣12 i mniejszego 𝑣21, jak i od współczynników związanych z kierun-

kami prostopadłymi do płaszczyzny warstwy 𝑣13 oraz 𝑣23. 

4.1.11. Progresywna analiza zniszczenia 

Pierwszy etap w ramach analizy progresywnego modelu zniszczenia, stanowi 

inicjacja uszkodzenia. Proces inicjacji oparty na teorii Hashin’a [54] uwzględnia 

cztery składowe mechanizmy zniszczenia: zerwanie włókien rozciąganych, wy-

boczenie włókien ściskanych, pęknięcie matrycy przy rozciąganiu oraz przy ści-

skaniu.  

Po inicjacji zniszczenia, następuje redukcja sztywności uszkodzonej warstwy 

laminatu, zgodnie z modelem zaproponowanym przez Matzenmiller’a i innych 

[99]. Redukcja sztywności jest początkowo ściśle związana z wyznaczeniem od-

powiedniej postaci zdegradowanej macierzy podatności S, przedstawionej  

w formie równania (4.32) [46, 48]: 

 

𝑆 =

[
 
 
 
 
 
 

1

(1 − 𝑑𝑓)𝐸1

−
𝑣21

𝐸2
0

−
𝑣12

𝐸1

1

(1 − 𝑑𝑚)𝐸2
0

0 0
1

(1 − 𝑑𝑠)𝐺12]
 
 
 
 
 
 

.                  (4.32) 
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Na podstawie określonej uprzednio macierzy podatności, konieczne było wy-

prowadzenie jawnej postaci macierzy sztywności, oznaczonej jako Q, zgodnie  

z zależnością (4.33): 

 

𝑄 =
1

𝐷
[

(1 − 𝑑𝑓)𝐸1 (1 − 𝑑𝑓)(1 − 𝑑𝑚)𝑣21𝐸1 0

(1 − 𝑑𝑓)(1 − 𝑑𝑚)𝑣12𝐸2 (1 − 𝑑𝑚)𝐸2 0

0 0 𝐷(1 − 𝑑𝑠)𝐺12

] , (4.33) 

 

gdzie: parametr D wyrażony jest zależnością: 1 − (1 − 𝑑𝑓)(1 − 𝑑𝑚)𝑣12𝑣21. 

Parametry uszkodzenia odpowiadające za zniszczenie włókien i matrycy, 

oznaczone odpowiednio, jako df i dm mogą posiadać różne znaki, w zależności od 

ściskania (dfc, dmc) lub rozciągania (dft, dmt).  

Niezależność parametru zniszczenia, związanego ze współczynnikiem odpo-

wiadającym za ścinanie międzywarstwowe, oznaczone jako ds umożliwia wyra-

żenie go poprzez pozostałe parametry. Parametry zniszczenia laminatu, wyrażono 

następującymi relacjami (4.34): 

 

𝑑𝑓 = {
𝑑𝑓𝑡

𝑑𝑓𝑐
   𝑑𝑙𝑎   

𝜎11
∗ ≥ 0

𝜎11
∗ < 0

𝑑𝑚 = {
𝑑𝑚𝑡

𝑑𝑚𝑐
   𝑑𝑙𝑎   

𝜎22
∗ ≥ 0

𝜎22
∗ < 0

𝑑𝑠 = 1 − (1 − 𝑑𝑓𝑡)(1 − 𝑑𝑓𝑐)(1 − 𝑑𝑚𝑡)(1 − 𝑑𝑚𝑐).

                 (4.34) 

 

Dalszy opis ewolucji zniszczenia, w odniesieniu do bieżącego kryterium znisz-

czenia, jest oparty na energii zniszczenia, która jest dyssypowana w procesie 

uszkadzania laminatu, co początkowo w postaci związku konstytutywnego naprę-

żenie – odkształcenie, w przypadku materiału z liniowym osłabieniem, zostało 

wykazane m.in. przez Camanho i Davila [20]: 

 

 

Rys. 4.2. Zależność naprężenie – odkształcenie materiału z liniowym osłabieniem [48] 
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gdzie: 𝜎0 stanowi parametr granicznego naprężenia, 𝜀0 parametr odkształcenia 

granicznego, natomiast 𝜀𝑓 stanowi parametr odkształcenia niszczącego. 

Na podstawie zależności wynikających bezpośrednio z rys. 4.2 można zauwa-

żyć, iż wraz ze wzrostem odkształcenia następuje równolegle wzrost naprężenia 

(liniowo sprężyście), do momentu osiągnięcia wartości granicznej 𝜎0. Następnie 

wartość naprężenia maleje (liniowo), aż do osiągnięcia wartości zerowej, odpo-

wiadającej odkształceniu niszczącemu 𝜀𝑓. 

Energia dyssypacji jest proporcjonalna do objętości uszkodzonego elementu 

skończonego, co w ujęciu MES wiąże się tym, że energia dyssypowana  

w zagęszczonej strefie uszkodzenia, zmniejszałaby się ze wzrostem zagęszczenia 

siatki, skutkiem czego byłoby zmniejszanie objętości elementu do wartości zero-

wej. Dalszym rozwojem zagadnienia progresywnego zniszczenia, poprzez wyka-

zanie związku energii dyssypacji przypadającej na jednostkę objętości  

z energią zniszczenia materiału, zajmowali się Bazant i Oh [12]. Powyższe roz-

ważania doprowadziły do wyprowadzenia zależności na gęstość dyssypowanej 

energii w procesie zniszczenia (4.35): 

 

𝑔 = ∫ 𝜎𝑑𝜀 =
1

2
𝜎0𝜀𝑓

𝜀𝑓

0

.                                    (4.35) 

 

Na podstawie zależności (4.35), możliwe jest określenie odkształcenia nisz-

czącego, zgodnie z warunkiem (4.36): 

 

𝜀𝑓 =
2𝐺𝑐

𝜎0𝐿𝑐
,                                              (4.36) 

 

gdzie parametry oznaczone, jako 𝐺𝑐 i 𝐿𝑐 oznaczają odpowiednio odporność 

materiału na pękanie oraz charakterystyczną długość elementu skończonego. 

W celu poprawnej realizacji procesu zniszczenia, konieczna jest znajomość war-

tości energii zniszczenia w każdym ze sposobów zniszczenia (ściskanie  

i rozciąganie włókien oraz osnowy). Próbę wyznaczenia parametrów energii 

zniszczenia w każdym z przypadków uszkodzenia (𝐺𝑓𝑐
𝑐  – energia zniszczenia włó-

kien ściskanych, 𝐺𝑓𝑡
𝑐  – energia zniszczenia włókien rozciąganych, 𝐺𝑚𝑐

𝑐  – energia 

zniszczenia matrycy ściskanej, 𝐺𝑚𝑡
𝑐  – energia zniszczenia matrycy rozciąganej) 

podjął Pinho [108]. 

W odniesieniu do metody elementów skończonych, niezbędny jest odpowiedni 

opis elementu skończonego, poprzez wyznaczenie jego długości charakterystycz-

nej. Zgromadzona energia sprężysta w chwili inicjacji zniszczenia nie może prze-

kraczać energii zniszczenia, co zostało przedstawione za pomocą zależności 

(4.37): 
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1

2
𝜀𝑥

0𝜎𝑥
0 ≤

𝐺𝑥
0

𝐿𝑐
,                                               (4.37) 

 

oraz zależności określającej parametr odkształcenia (4.38): 

 

𝜀𝑥
0 =

𝜎𝑥
0

𝐸𝑥
,                                                   (4.38) 

 

gdzie: indeks dolny, oznaczony jako x stanowi sposób zniszczenia  

(fc – zniszczenie ściskanych włókien, ft – zniszczenie włókien rozciąganych,  

mc – zniszczenie ściskanej matrycy, mt – zniszczenie matrycy rozciąganej), zaś 

𝜀𝑥
0 i 𝜎𝑥

0 oznaczają odpowiednio ekwiwalentne odkształcenie i naprężenie. 

Z nierówności (4.37) i równania (4.38) możliwe jest wyznaczenie zależności 

opisującej parametr długości charakterystycznej elementu skończonego, zgodnie  

z poniższym warunkiem (4.39): 

 

𝐿𝑐 ≤
2𝐸𝑥𝐺𝑥

𝑐

(𝜎𝑥
0)2

.                                               (4.39) 

 

W przypadku braku spełnienia zależności (4.37) oraz (4.39) niezbędne jest ob-

niżenie wartości parametru naprężenia ekwiwalentnego inicjującego uszkodzenie 

na podstawie warunku (4.40): 

 

𝜎𝑥
0 = √

2𝐸𝑥𝐺𝑥
𝑐

𝐿𝑐
.                                           (4.40) 

 

Przedstawiony powyżej opis umożliwia realizację procesu progresywnego 

zniszczenia w ujęciu MES. Dzięki spełnieniu przedstawionych zależności para-

metr uszkodzenia może przyjmować wyłącznie wartość dx = 0, gdy kryterium ini-

cjacji zniszczenia dla dowolnego sposobu zniszczenia w oparciu o równania 

(4.20) – (4.23) jest mniejsze od jedności Fx < 1, lub wartość dx = 1 w przypadku, 

gdy Fx = 1. Oznacza to, iż brak inicjacji uszkodzenia wykazuje brak wystąpienia 

zjawiska ewolucji zniszczenia, natomiast w przypadku zainicjowanego procesu 

uszkodzenia następuje ewolucja zniszczenia materiału, co wnikliwie wykazali  

Bazant i Oh [12] oraz German i Mikulski [48]. 

W progresywnym kryterium zniszczenia zaimplementowanym do programu 

MES – ABAQUS®, ewolucja zniszczenia opisana jest związkiem konstytutyw-

nym: ekwiwalentne naprężenie – ekwiwalentne przemieszczenie, co przedsta-

wiono na rys. 4.3. 
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Rys. 4.3. Zależność ekwiwalentne naprężenie – ekwiwalentne przemieszczenie [48] 

W odniesieniu do rys. 4.3, parametr 𝜎𝑒𝑞
0  i 𝛿𝑒𝑞

0  stanowią odpowiednio ekwiwa-

lentne naprężenie i przemieszczenie, przy którym kryterium inicjacji zostaje speł-

nione, natomiast 𝛿𝑒𝑞
𝑓

 stanowi parametr ekwiwalentnego przemieszczenia, przy 

którym materiał ulega całkowitemu zniszczeniu, czyli gdy dx = 1. Opis matema-

tyczny zależności przedstawionej na rys. 4.3, w odniesieniu do parametru uszko-

dzenia dx, dla dowolnego z czterech możliwych sposobów uszkodzenia przedsta-

wiono w postaci poniższej zależności (4.41) [1]: 

 

𝑑𝑥 =
𝛿𝑒𝑞 𝑥

𝑓
(𝛿𝑒𝑞 𝑥 − 𝛿𝑒𝑞 𝑥

0 )

𝛿𝑒𝑞 𝑥(𝛿𝑒𝑞 𝑥
𝑓

− 𝛿𝑒𝑞 𝑥
0 )

,     𝛿𝑒𝑞 𝑥
0 ≤ 𝛿𝑒𝑞 𝑥 ≤ 𝛿𝑒𝑞 𝑥

𝑓
.             (4.41) 

 

Z uwagi na konieczność wyznaczenia w równaniu (4.41), parametru 𝛿𝑒𝑞 𝑥
𝑓

, 

przy znanej wartości energii zniszczenia 𝐺𝑥
𝑐, dla dowolnego sposobu uszkodzenia 

opis warunku umożliwiającego określenie pożądanego parametru, będzie zgodny  

z zależnością (4.42): 

 

𝛿𝑒𝑞 𝑥
𝑓

=
2𝐺𝑥

𝑐

𝜎𝑒𝑞 𝑥
0 .                                             (4.42) 
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5. Badania doświadczalne ściskanych cienkościennych  

  słupów kompozytowych 

5.1. Przedmiot badań 

W ramach pracy zajmowano się cienkościennymi strukturami zbudowanymi  

z kompozytu węglowo-epoksydowego. Laminat wykonano techniką autokla-

wową na Politechnice Lubelskiej. Kompozyt węglowo-epoksydowy wykonany  

z jednokierunkowej taśmy wykonanej systemem HexPly, posiadał oznaczenie 

M12/35%/UD134/AS7. Grubość pojedynczej warstwy wynosiła 0,131 mm, przy 

czym całkowita grubość struktury kompozytowej 1,048 mm, ze względu na osiem 

warstw, wchodzących w jego skład. Cienkościenne słupy kompozytowe charak-

teryzował otwarty kształt przekroju poprzecznego – profile o przekroju omego-

wym. Badane profile kompozytowe charakteryzowały się dodatkowo zastosowa-

niem kilku konfiguracji ułożenia warstw o symetrycznym układzie względem 

płaszczyzny środkowej. Dla wytworzonych struktur węglowo-epoksydowych 

wyznaczono doświadczalnie właściwości mechaniczne i graniczne materiału 

kompozytowego wg normy ISO. Badania obejmowały testy rozciągania i ściska-

nia w próbek o układach 0°, ±45° i 90°, umożliwiające wyznaczenia modułów 

Younga, Kirchhoffa liczb Poissona oraz parametrów granicznych w głównych 

kierunkach ortotropii materiału. Szczegółowy opis dotyczący wytwarzania bada-

nych struktur kompozytowych oraz określenia właściwości mechanicznych 

przedstawiono w pracy [33]. Wyznaczone właściwości mechaniczne i graniczne 

przedstawiono w postaci tabeli (tab. 5.1). 

 
Tabela 5.1. Właściwości wytrzymałościowe kompozytu węglowo-epoksydowego 

Moduł Younga 

[MPa] 

Współczynnik 

Poissona 

Moduł Kir-

chhoffa 

[MPa] 

Wytrzymałość na 

rozciąganie 

[MPa] 

Wytrzymałość 

na ściskanie 

[MPa] 

Wytrzymałość 

na ścinanie 

[MPa] 

E1(0°) E2(90°) v(0°) G(±45°) Ft(0°) Ft(90°) Fc(0°) Fc(90°) Fs(±45°) 

130710 6360 0,32 4180 1867,2 25,97 1531 214 100,15 

 

Próbki badawcze cechowały się stałym przekrojem poprzecznym  

o określonych parametrach geometrycznych. Wymiary przekroju poprzecznego 

próbek wynosiły odpowiednio: 80x40x20mm. Dodatkowym parametrem związa-

nym ściśle z wytworzonymi strukturami była stała wysokość próbek, która wyno-

siła 180 mm. Długości próbek dobrano w ten sposób, aby dla każdej konfiguracji 

warstw zapewnić możliwość wystąpienia w momencie utraty stateczności, co naj-

mniej jednej półfali na kierunku wzdłużnym słupa. Badania prowadzono dla  

3 konfiguracji warstw kompozytu w symetrycznym układzie warstw względem 

płaszczyzny środkowej układu – tab. 5.2. 
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Tabela 5.2. Oznaczenie konfiguracji warstw kompozytu 

Oznaczenie próbek Konfiguracja ułożenia 

warstw laminatu Omega 

O1 [0/-45/45/90]s 

O2 [90/-45/45/0]s 

O3 [0/90/0/90]s 

 

Przykładowy schemat profilu kompozytowego zaprezentowano na rys. 5.1. 

 

 

Rys. 5.1. Wizualizacja słupa o przekroju omegowym 

Po wytworzeniu serii próbek badawczych, konieczne było dalsze ich przygo-

towanie do doświadczalnych badań wytrzymałościowych. Proces przygotowaw-

czy obejmował oczyszczenie i odtłuszczenie powierzchni próbek preparatem Loc-

tite 7061 pod tensometry oporowe. Czujnikami do pomiaru poziomu odkształceń 

były tensometry o oznaczeniu CEA-06-125UW-350 i CEA-06-250UW-350.  

Tensometry wraz z mostkami naklejono preparatem (klejem) M-Bond AE 10 

na oczyszczone powierzchnie próbek, po dwóch przeciwnych stronach środnika 

próbki. Następny etap stanowiło sprawdzenie wykonanych połączeń elektrycz-

nych oraz zakresu oporności tensometrów. Przykładową próbkę do badań ekspe-

rymentalnych przedstawiono na rys. 5.2. 
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Rys. 5.2 Przykładowa próbka słupa do badań eksperymentalnych 

5.2. Metodyka badań doświadczalnych 

W przypadku cienkościennych profili nośnych, m.in. ustrojów o otwartych 

przekrojach poprzecznych, istotne zagadnienie stanowi możliwość wyboczenia 

konstrukcji – stan, w którym konstrukcja traci stateczność, pod wpływem osiowo 

działającego ściskającego obciążenia zewnętrznego. Zdecydowana większość 

cienkościennych elementów o ścianach płaskich charakteryzuje potencjalna moż-

liwość pracy po osiągnięciu punktu bifurkacji i przejściu ustroju w zakres pokry-

tyczny sprężysty. Analiza stanów krytycznych oraz pokrytycznych struktur sta-

nowi najczęściej zagadnienie złożone, które wymaga wnikliwych badań doświad-

czalnych w pełnym zakresie obciążenia – do zniszczenia. Przykładowa charakte-

rystyka pracy cienkościennej struktury została przedstawiona na rys. 5.3 (gdzie 

Pkr, Ppl oraz Pgr, oznaczają kolejno – obciążenie krytyczne, plastyczne i gra-

niczne). 

 

 

Rys. 5.3. Charakterystyka pracy cienkościennej konstrukcji przy  

uwzględnieniu wyboczenia o charakterze sprężystym [114, 162] 



36 

 

Oznaczenia 1–4 przedstawione na rys. 5.3 stanowią kolejno fazę: 1 – dokry-

tyczną, 2 – zakrytyczną sprężystą, 3 – zakrytyczną sprężysto-plastyczną oraz 4 – 

zniszczenia. W przypadku cienkościennych struktur kompozytowych plastyczny 

zakres pracy nie występuje. O statecznej pracy konstrukcji kompozytowych w za-

kresie pokrytycznym jest mowa w przypadku, gdy przyrostowi ugięcia ścianek 

struktury cienkościennej, towarzyszy jednocześnie przyrost obciążenia. Zakres 

pracy wyidealizowanej cienkościennej struktury kompozytowej można podzielić 

zasadniczo na trzy główne etapy – rys. 5.4. Pierwszy etap następuje w przypadku, 

gdy ścianki obciążanej konstrukcji są wyłącznie ściskane, natomiast ugięcia wy-

nikające bezpośrednio ze zginania wynoszą zero – stan dokrytyczny (P < Pkr). 

Stan, do którego prowadzi dalsze obciążanie układu to stan krytyczny (P = Pkr), 

w którym osiągnięty zostaje punkt bifurkacji, co jest jednoznaczne z utratą sta-

teczności. Konsekwencją dalszego obciążania konstrukcji jest praca układu w sta-

nie pokrytycznym (P > Pkr), gdzie narastają ugięcia wynikające ze zginania. Na-

stępstwem dalszego obciążania struktury w stanie pokrytycznym jest jej zniszcze-

nie, po osiągnięciu obciążenia granicznego.  

 

 

Rys. 5.4. Pokrytyczna ścieżka równowagi idealnej płytowej struktury bez ugięć  

wstępnych oraz konstrukcji rzeczywistej (z ugięciami wstępnymi Wo) [114, 124, 162] 

Badania eksperymentalne kompozytowych profili cienkościennych prowa-

dzono na uniwersalnej maszynie wytrzymałościowej Zwick Z100 o zakresie po-

miarowym do 100 kN. Oprogramowanie, które wspomagało pracę maszyny wy-

trzymałościowej stanowił program testXpert II. W celu zapewnienia przegubo-

wego podparcia przekrojów końcowych słupów kompozytowych stanowisko ba-

dawcze wyposażono w specjalne uchwyty, zapewniające sztywne podparcie koń-

ców słupa. W uchwytach badawczych zamocowano elementy ustalające wyko-

nane z teflonu, umożliwiające poprawne centrowanie próbek badawczych wzglę-

dem sworzni maszyny wytrzymałościowej. Wszelkie niedokładności wykonania 
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krawędzi przekrojów końcowych próbek, niwelowano poprzez wykorzystanie 

specjalnie przygotowanych prostokątnych wkładów panelowych wykonanych ze 

sklejki. Zacisk wstępny, umożliwiający poprawne ułożenie się próbek w ramach 

przygotowanego stanowiska badawczego wynosił 200 N. Widok stanowiska  

badawczego z modelem fizycznym słupa przedstawiono na rys. 5.5. 

 

a) b) 

  

Rys. 5.5. Stanowisko badawcze: a) uchwyt zapewniający sztywne podparcie końców słupa,  

b) widok ogólny stanowiska do badań doświadczalnych z zamocowaną próbką badawczą 

W celu otrzymania charakterystyk pracy ściskanej konstrukcji kompozytowej  

w trakcie próby rejestrowano parametry umożliwiające identyfikacje poszczegól-

nych stanów odkształcenia konstrukcji cienkościennej. W tym celu próbki badaw-

cze posiadały odpowiednio usytuowane tensometry oporowe, w obszarze poten-

cjalnie największych możliwych ugięć środnika po jego przeciwnych stronach  

(co zostało uprzednio wyznaczone na podstawie wstępnych badań numerycz-

nych). W trakcie badań dokonywano rejestracji następujących parametrów próby: 

siły ściskającej, czasu trwania pomiaru, odkształceń środnika profilu oraz prze-

mieszczenia trawersy. Rejestrację pomiarów tensometrycznych prowadzono  

z wykorzystaniem układu pomiarowego MGCplus, wspomaganego oprogramo-

waniem CatMan, z częstotliwością próbkowania wynoszącą 5 Hz.  

5.2.1. Analiza doświadczalna stanu krytycznego 

Początkowy etap badań doświadczalnych obejmujący analizę stanu krytycz-

nego i słabo pokrytycznego, przeprowadzono w zakresie obciążenia wynoszącego 

ok. 150% potencjalnej wartości obciążenia krytycznego, określonego w bada-

niach numerycznych. Przyjęty zakres obciążenia pozwalał na wyznaczenie cha-

rakterystyki pracy konstrukcji, umożliwiającej wyznaczenie wartości obciążenia 

krytycznego z wykorzystaniem metod aproksymacyjnych.  



38 

 

Badania doświadczalne realizowano na kompozytowych profilach o przekroju 

omegowym, które posiadały zróżnicowaną konfigurację ułożenia warstw lami-

natu – symetryczną względem środkowej płaszczyzny układu. Z uwagi na dyspo-

nowanie określoną liczbą próbek badawczych, w trzech różnych konfiguracjach 

warstw laminatu (tabela 5.2), dla każdej próbki przeprowadzono po trzy pomiary. 

Takie podejście umożliwiło wystarczająco dokładne odwzorowanie zachowania 

się poszczególnych konstrukcji w stanie krytycznym i słabo pokrytycznym.  

Proces wyznaczania obciążenia krytycznego polegał na aproksymowaniu 

efektywnych zakresów wyznaczonych eksperymentalnie charakterystyk obciąże-

nie – odkształcenie za pomocą określonych funkcji, zgodnie z zastosowaną me-

todą aproksymacji [105, 114, 124]. W analizowanych przypadkach zastosowano 

metodę aproksymacji Koiter’a drugiego rzędu [69, 70, 151, 162], metodę P-wc
2 

[105, 114, 124, 162] i metodę P-wc
3 [105, 114, 124, 162]. Generalnie, proces 

aproksymacji polegał na dopasowywaniu funkcji aproksymujących do wyznaczo-

nej eksperymentalnie pokrytycznej ścieżki równowagi konstrukcji w jej zakresie 

efektywnym.  

Metoda Koiter’a jest związana ściśle z pokrytyczną ścieżką równowagi okre-

ślającej zależność obciążenie – różnica odkształceń zmierzonych po przeciwnych 

stronach ścianki środnika słupa. Wyniki uzyskiwane na drodze analizy stanu słabo 

pokrytycznego, są przybliżone opisem przebiegu funkcji kwadratowej w przy-

padku metody Koiter’a drugiego rzędu o następującym równaniu [105, 114, 124]: 

 

𝑃 = 𝑃𝑐𝑟
𝑎2

𝑎0
𝑤2 + 𝑃𝑐𝑟

𝑎1

𝑎0
𝑤 + 𝑃𝑐𝑟,                                (5.1) 

 

gdzie: 𝑎0, 𝑎1,  𝑎2 – stanowią nieznane parametry funkcji, 𝑃 – siła obciążająca,  
𝑃𝑐𝑟 – nieznane obciążenie krytyczne, 𝑤~(𝑒1 − 𝑒2) – przyrost ugięcia. 

 

Obciążenie krytyczne w przypadku metody Koiter’a może być oszacowane 

jako miejsce przecięcia powyższej funkcji oraz pionowej osi wykresu, tzn. osi 

obciążenia. Dokładność oszacowania wartości obciążenia krytycznego zależy 

m.in. od dobranego zakresu funkcji aproksymacji, dla której w przypadku statecz-

nej pracy konstrukcji, współczynnik kierunkowy wielomianu stopnia drugiego 

musi być dodatnio określony. 

W przypadku metod P-wc
2 i P-wc

3 oszacowanie przybliżonej wartości siły kry-

tycznej bazuje na charakterystyce obciążenie – kwadrat różnicy odkształceń (me-

toda P-wc
2) lub obciążenie – sześcian różnicy odkształceń (metoda P-wc

3). 

W przypadku opisywanych metod, wyniki aproksymacji są zgodne  

z przebiegiem funkcji liniowej o równaniu (5.2) [105, 114, 124]: 

 

𝑃 = 𝑃𝑐𝑟
𝑎1

𝑎0
𝑤 + 𝑃𝑐𝑟 ,                                           (5.2) 
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gdzie: 𝑎0, 𝑎1 – stanowią nieznane parametry, 𝑃 – siła obciążająca, 𝑃𝑐𝑟 – nie-

znane obciążenie krytyczne, 𝑤~(𝑒1 − 𝑒2)
2 – przyrost ugięcia (dla metody P-wc

2), 

𝑤~(𝑒1 − 𝑒2)
3 – przyrost ugięcia (dla metody P-wc

3). 

Obciążenie krytyczne w przypadku metod P-wc
2 i P-wc

3, analogicznie jak  

w przypadku metody Koiter’a można z dużą dokładnością określić, jako punkt 

przecięcia powyżej przedstawionej funkcji aproksymacji z pionową osią układu – 

osią obciążenia. Ogólne ujęcie sposobu wyznaczania wartości obciążenia krytycz-

nego przedstawiono na rys. 5.6.  

W procesie wyznaczania obciążeń krytycznych istotny jest odpowiedni dobór 

zakresu aproksymacyjnego pierwotnej krzywej tak, aby współczynnik korelacji  

R2 ≥ 0.95, co zapewnia zgodność funkcji aproksymacyjnej z aproksymowaną cha-

rakterystyką na poziomie co najmniej 95% [105, 114, 124]. 

 

 

Rys. 5.6. Graficzna prezentacja wyznaczania obciążenia  

krytycznego na podstawie charakterystyki doświadczalnej 

5.2.2. Analiza doświadczalna stanu krytycznego 

Badania doświadczalne kompozytowych profili cienkościennych poddanych 

osiowemu ściskaniu prowadzono w pełnym zakresie obciążenia, aż do całkowitej 

utraty nośności konstrukcji. W trakcie badań wyznaczano pokrytyczne ścieżki 

równowagi konstrukcji, umożliwiające opis jej pracy. Utrata nośności konstrukcji 

oznaczała w tym przypadku utratę możliwości dalszego przenoszenia obciążenia, 

spowodowaną degradacją jej sztywności.  

W odróżnieniu od badań stanu krytycznego i słabo pokrytycznego, każda  

z próbek obciążana była jednokrotnie do wartości obciążenia niszczącego. Bada-

nia doświadczalne stanu pokrytycznego prowadzono przy wykorzystaniu dwóch 

niezależnych metod badawczych, umożliwiających rejestrację parametrów próby, 
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umożliwiających identyfikację charakteru zjawiska zniszczenia. Rejestrowano 

odczyty pomiarów odkształceń, jak również parametry metody emisji akustycz-

nej. 

W przypadku pomiarów tensometrycznych dokonano rejestracji odkształceń  

z tensometrów oporowych usytuowanych po przeciwnych stronach środnika  

w miejscu jego maksymalnych ugięć. W pracy nie dokonywano bezpośredniego 

pomiaru przyrostu ugięcia – posiłkowano się proporcjonalnym parametrem sta-

nowiącym przyrost odkształceń [67]. Na podstawie przeprowadzonych badań wy-

znaczono pokrytyczne ścieżki równowagi, stanowiące charakterystyki siła ściska-

jąca – odkształcenie, umożliwiające na ocenę charakteru pracy konstrukcji, aż do 

jej całkowitego zniszczenia.  

Z uwagi na fakt, iż sam proces zniszczenia cienkościennych konstrukcji kom-

pozytowych jest zazwyczaj krótkotrwały, w celu rejestracji symptomów uszko-

dzenia kompozytu wykorzystano metodę emisji akustycznej, umożliwiającą reje-

strację pomiaru fal sprężystych, powstających na skutek pojawienia się złożonych 

stanów uszkodzenia materiału – pękanie włókien, matrycy lub zjawisko delami-

nacji [15]. Badania metodą emisji akustycznej prowadzono przy użyciu zestawu 

pomiarowego AMSY-5 wykorzystującym oprogramowanie VisualAE. Pomiary 

efektów akustycznych wykonywano za pomocą czujnika piezoelektrycznego za-

mocowanego bezpośrednio do badanego obiektu. Piezoelektryczny pomiar sygna-

łów (w postaci fal mechanicznych), był następnie zamieniany na sygnały elek-

tryczne, które rejestrowano w czasie rzeczywistym. W ramach MEA jednocześnie 

dokonywano rejestracji kilku niezależnych parametrów, umożliwiających ocenę 

pracy struktury. Oprócz charakterystyki obciążenia ściskającego, rejestrowano 

również wielkości akustyczne, takie jak: liczba zliczeń i zdarzeń, energia oraz 

amplituda sygnałów akustycznych. Na podstawie przeprowadzonych badań, opra-

cowano charakterystyki mierzonych parametrów, zestawionych z przebiegiem 

obciążenia ściskającego w czasie rzeczywistym.  

Opracowane wyniki badań umożliwiły dokonanie wiarygodnej oceny zacho-

wania się konstrukcji w stanie zakrytycznym oraz w fazie zniszczenia konstrukcji. 

Obserwacja lokalnych zakłóceń w przebiegu pokrytycznych ścieżek równowagi, 

przy jednoczesnym uwzględnieniu parametrów emisji akustycznej umożliwiła in-

terpretację zjawisk określających proces inicjacji i ewolucji zniszczenia materiału 

kompozytowego.  
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6. Numeryczna analiza stanu krytycznego  

  i zakrytycznego 

6.1. Metoda elementów skończonych 

Przeprowadzanie analiz konstrukcji ze szczególnym uwzględnieniem zagad-

nień nieliniowych, stało się coraz powszechniej stosowane, głównie dzięki roz-

wojowi metod numerycznych, a w szczególności metod bazujących na dyskrety-

zacji modelu ciągłego. Spośród wielu metod obliczeń bazujących na modelach 

dyskretnych, obecnie najczęściej i najefektywniej stosowaną jest metoda elemen-

tów skończonych (MES) [1]. 

Metoda elementów skończonych stanowi proces aproksymacji ośrodka cią-

głego, posiadającego nieskończoną liczbę stopni swobody, modelem dyskretnym, 

który posiada skończoną liczbę elementów [129]. W ramach metody elementów 

skończonych, formułowane są równania opisujące zachowanie poszczególnych 

węzłów, tworzących struktury geometryczne. Podstawowe równanie równowagi 

opisujące liniowe zagadnienia statyki ciała odkształcalnego, analizowanego za 

pomocą metody elementów skończonych, zostało przedstawione w następującej 

postaci: 

 
[𝑃] = [𝐾][𝑈],                                               (6.1) 

 

gdzie: [K] oznacza globalną macierz sztywności układu, [U] stanowi macierz 

przemieszczeń węzłowych, natomiast [P] – wektor obciążeń zewnętrznych lub 

innymi słowy sił węzłowych. 

W przypadku, gdy zachodzi potrzeba rozwiązania zagadnień nieliniowych, 

równanie (6.1), przybiera postać: 

 
[𝑃] = [𝐾][𝑈] + 𝑓𝑁[𝑈],                                      (6.2) 

 

gdzie: fN[U] oznacza nieliniową funkcję przemieszczeń węzłowych (uwzględ-

nione zostają nieliniowe funkcje odkształceń, jako pochodne cząstkowe). 

Obliczenia metodą elementów skończonych, dzięki zastosowaniu zaimple-

mentowanych w środowiskach numerycznych funkcji kształtu, umożliwiają 

aproksymację wyników z węzłów do wnętrza każdego elementu skończonego 

struktury (punkty Gauss’a). Zdecydowana przewaga metody elementów skończo-

nych nad innymi metodami obliczeniowymi, związana jest przede wszystkim  

z możliwością modelowania konstrukcji o dowolnych właściwościach materiało-

wych, przy jednoczesnej możliwości realizacji zarówno pojedynczych, jak  

i sprzężonych analiz.  Umożliwia to realizację badań m. in. w zakresie wytrzyma-

łości konstrukcji, dynamiki, termiki, akustyki, przepływów czy oddziaływań elek-

tromechanicznych.  
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6.2. Wyboczenie konstrukcji – rozwiązanie zagadnienia  

  własnego 

Istnieje kilka podstawowych założeń liniowej analizy wyboczenia. Główne  

z założeń dotyczy tego, iż obciążenie jest jednoparametrowe (jednostkowe), zmie-

niające się wprost proporcjonalnie do parametru obciążenia (6.3): 

 

𝑃 = 𝜆 ∙ 𝑃∗,                                                (6.3) 

 

gdzie: λ – parametr obciążenia, P* – obciążenie konfiguracyjne odpowiadające 

stanowi, gdy λ=1. 

W ramach analizy wyboczeniowej istotnym założeniem jest to, iż obciążenie 

jest zachowawcze, co oznacza brak zmiany jego kierunku na skutek postępują-

cego odkształcania się konstrukcji. Ostatnie z generalnych założeń stanowi o tym, 

że ustrój cienkościenny (pręt, tarcza, powłoka) jest idealny, bez geometrycznych, 

materiałowych lub obciążeniowych imperfekcji, które mogłyby zaburzać idealny 

stan przed wyboczeniowy. 

Analiza stanu wyboczenia konstrukcji jest ściśle związana z wyznaczeniem 

siły krytycznej, po osiągnięciu której zachodzi jawne przejście liniowego zakresu 

pracy struktury na nieliniowy (rys. 5.4). Cechą charakterystyczną utraty statecz-

ności przez wyboczenie jest zasadnicza zmiana formy deformacji układu  

z naprężeniami ściskającymi w całym układzie lub jego części. Obciążenie kry-

tyczne Pkr, przy którym występuje wyboczenie opisane jest zależnością (6.4): 

 

𝑃𝑘𝑟 = 𝜆𝑘𝑟 ∙ 𝑃∗,                                           (6.4) 

 

gdzie: λkr – parametr obciążenia krytycznego. 

W ogólnym ujęciu określenie obciążenia krytycznego w ramach MES odbywa 

się poprzez rozwiązanie liniowego zagadnienia własnego (Eigenvalue). Analiza 

stateczności konstrukcji w ramach rozwiązania zagadnienia własnego, bazuje na 

kryterium minimum energii potencjalnej układu. W tym przypadku możliwość 

wyznaczenia minimum energii potencjalnej wynika z zasady zachowania energii 

mechanicznej. Numeryczne rozwiązanie zjawiska utraty stateczności, wiąże się  

z wyznaczeniem zarówno wartości siły krytycznej, jak i towarzyszącej obciążeniu 

krytycznemu postaci wyboczenia konstrukcji. Analiza sprężysto-liniowa zagad-

nienia bifurkacyjnej utraty stateczności, wykorzystuje warunek minimum energii 

potencjalnej układu, przy jednoczesnym uwzględnieniu nieliniowych związków 

między zachodzącymi odkształceniami i przemieszczeniami. Równanie stano-

wiące uogólniony opis zagadnienia stateczności można przedstawić w następują-

cej postaci: 

 
[𝐾] + 𝜆[𝐻] = 0,                                           (6.5)  
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gdzie: [H] oznacza macierz sztywności geometrycznej, λ – parametr kry-

tyczny. 

6.3. Stan zakrytyczny – nieliniowa analiza stateczności 

W przypadku analizy zagadnienia stateczności konstrukcji cienkościennych, 

niezwykle ważna jest znajomość wszelkich zjawisk zachodzących po osiągnięciu 

obciążenia krytycznego. Zważając na fakt, iż po osiągnięciu punktu bifurkacji wy-

stępuje zmiana charakterystyki pracy struktury na zakres geometrycznie nieli-

niowy, zatem występuje konieczność przeprowadzenia dalszych badań po utracie 

stateczności, polegająca na rozwiązaniu zagadnienia geometrycznie nieliniowego, 

tzn. określenia nieliniowych zależności pomiędzy przemieszczeniami i odkształ-

ceniami. Obliczenia w zakresie zakrytycznym są ściśle związane z inicjacją 

wstępnych niedoskonałości geometrycznych (imperfekcji), odpowiadających za-

zwyczaj najniższej postaci wyboczenia ustroju. Zagadnienie utraty stateczności 

sprężystej konstrukcji w ujęciu MES, ze względu na nieliniowy charakter analizy 

rozwiązywane jest z wykorzystaniem metod przyrostowo-iteracyjnych, z których 

najpowszechniej stosowana w programach MES jest metoda Newtona-Raphsona 

(analiza dużych odkształceń) [129, 163]. Opisane w rozdziale 6.2 zjawisko wybo-

czenia, stanowi inicjacyjny etap pracy konstrukcji w zakresie pokrytycznym. 

Istotę algorytmu Newtona-Raphsona przedstawiono jako charakterystykę obcią-

żeniowo-przemieszczeniową (rys. 6.1). 

 

 

Rys. 6.1. Ilustracja metody Newtona-Raphsona 

Powszechność stosowania omawianego algorytmu w większości spotykanych  

w praktyce przypadków z zakresu mechaniki konstrukcji, podyktowana jest moż-

liwością uzyskiwania dokładnych wyników, przy szybkim osiąganiu zbieżności 

obliczeń. Rys. 6.1 ilustruje zasadę działania metody przyrostowo-iteracyjnej. Me-

toda sprowadza się do przykładania kolejnych porcji obciążeń  

(P1, P2, … PN), do momentu uzyskania zbieżności rozwiązań z określeniem sza-

cunkowej wartości przemieszczeń. Proces iteracyjno-przyrostowy (1i, 2i, itd.) 
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trwa do chwili całkowitego rozwiązania zagadnienia (przyłożenia pełnego obcią-

żenia), bądź do braku zbieżności. 

6.4. Stan graniczny – zniszczenie konstrukcji 

Możliwość dokonania pełnego opisu zagadnienia stateczności kompozyto-

wych konstrukcji cienkościennych, wymaga kontynuowania badań w pełnym za-

kresie obciążenia – do zniszczenia. Zwiększony poziom obciążeń, realizowany  

w zakresie głęboko pokrytycznej pracy struktury, najczęściej powoduje osiągnię-

cie efektów świadczących o całkowitej utracie nośności konstrukcji. Nawiązując 

do numerycznej możliwości oszacowania stanów granicznych, niezbędne jest wy-

korzystanie procedur obliczeniowych, bezpośrednio związanych z kryteriami 

zniszczenia materiałów kompozytowych, zaimplementowanymi w programach 

metody elementów skończonych.  

W przypadku analiz numerycznych, rozróżnia się zarówno kryteria inicjacji, 

jak i ewolucji zniszczenia. Kryteria inicjacyjne dostępne w programie Abaqus®: 

TSAIW – Tsai-Wu [47, 150], TSAIH – Tsai-Hill’a [148], AZZIT – Azzi-Tsai-

Hill’a [47], MSTRS – maksymalnych naprężeń [47, 66], pozwalają na identyfika-

cję obszaru możliwości wystąpienia inicjacji zniszczenia pojedynczej warstwy 

kompozytu. Zdecydowana większość kryteriów inicjacyjnych zakłada, iż inicja-

cja uszkodzenia nawet jednej warstwy laminatu, oznacza zniszczenie całej struk-

tury kompozytowej [113]. Każde kryterium może prowadzić do różnorodnych 

wyników, w zależności od rodzaju zastosowanego materiału kompozytowego, 

dlatego niezbędne jest stałe konfrontowanie uzyskiwanych wyników numerycz-

nych z wynikami badań eksperymentalnych. 

W analizach numerycznych, jednym z najbardziej zaawansowanych kryteriów 

inicjacji zniszczenia, jest kryterium Hashin’a [48, 54, 56], uwzględniające  

w opisie procesu zniszczenia cztery parametry uszkodzenia materiału kompozy-

towego: (HSNFTCRT – uszkodzenie kompozytu na skutek rozciągania włókien, 

HSNFCCRT – uszkodzenie na skutek ściskania włókien, HSNMTCRT – uszko-

dzenie na skutek rozciągania matrycy, HSNMCCRT – uszkodzenie na skutek ści-

skania matrycy) – rys. 6.2. 

 

 

Rys. 6.2. Schemat inicjacji zniszczenia wg kryterium Hashin’a 
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Osiągnięcie wartości 1 w przypadku dowolnej składowej kryterium, stanowi 

spełnienie warunku inicjacji zniszczenia, natomiast uzyskanie wyniku  

w przedziale <0–1> oznacza brak inicjacji zniszczenia materiału kompozyto-

wego. Omawiane kryterium umożliwia dokonanie oceny inicjacji uszkodzenia 

warstw, przy jednoczesnej identyfikacji przyczyny uszkodzenia kompozytu,  

tj. uszkodzenia włókien oraz osnowy.  

Obliczenia numeryczne po spełnieniu kryterium inicjacyjnego, pozwalające na 

dalsze określenie procentowej utraty sztywności struktury, względem sztywności 

początkowej, a także oszacowanie wartości obciążenia granicznego, odpowiada-

jącego całkowitej utracie nośności konstrukcji, prowadzone są z wykorzystaniem 

progresywnej analizy zniszczenia. Analiza progresywna, umożliwiająca w pro-

gramie ABAQUS® opis ewolucji uszkodzeń, bazuje na kryterium energetycznym. 

Główne z założeń analizy progresywnej zakłada, iż energia dyssypacji w procesie 

zniszczenia jest proporcjonalna do objętości uszkodzonego materiału. W oblicze-

niach numerycznych ewolucja zniszczenia jest sterowana przez ekwiwalentne 

przemieszczenie, dlatego też sam proces obliczeń oparty jest na związku konsty-

tutywnym „ekwiwalentne naprężenie-ekwiwalentne przemieszczenie” [48] –  

rys. 6.3.  

Progresywna analiza zniszczenia uwzględnia pięć parametrów ewolucji uszko-

dzenia materiału: DAMAGEFT – zniszczenie na skutek rozciągania włókien,  

DAMAGEFC – zniszczenie na skutek ściskania włókien, DAMAGEMT – znisz-

czenie wywołane rozciąganiem matrycy, DAMAGEMC – zniszczenie wywołane 

ściskaniem matrycy, DAMAGESHR – zniszczenie na skutek ścinania warstwo-

wego. Osiągnięcie wartości z przedziału <0–1) oznacza wyłącznie procentową 

utratę sztywności początkowej materiału, natomiast osiągnięcie wartości 1, jest 

równoważne z uzyskaniem 100% utraty sztywności, czyli całkowitym zniszcze-

niem. 

 

 

Rys. 6.3. Graficzna prezentacja inicjacji i ewolucji zniszczenia 
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Schemat zasady funkcjonowania progresywnej analizy zniszczenia przedsta-

wiono na rys. 6.4. 

 

 

Rys. 6.4. Schemat ewolucji zniszczenia w analizie progresywnej 

Ogólny algorytm obliczeń z wykorzystaniem progresywnej analizy zniszcze-

nia w programie ABAQUS® przedstawiono na rys. 6.5. 

 

Rys. 6.5. Algorytm obliczeń progresywnej analizy zniszczenia 
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Przedstawiony algorytm progresywnej analizy zniszczenia, umożliwia okre-

ślenie w trakcie obliczeń stopnia degradacji sztywności materiału kompozyto-

wego, poprzez sukcesywne spełnianie poszczególnych kryteriów składowych 

analizy progresywnej.  

Powyższa metodologia obliczeń numerycznych została wykorzystana  

w niniejszej pracy do opisu stanów granicznych ściskanych cienkościennych pro-

fili kompozytowych. 

6.5. Modele dyskretne konstrukcji cienkościennych 

Numeryczne odwzorowanie rzeczywistych kompozytowych konstrukcji cien-

kościennych w metodzie elementów skończonych odbywa się zazwyczaj przy wy-

korzystaniu elementów powłokowych. W procesie dyskretyzacji środnika  

i ścian słupa kompozytowego wykorzystano powłokowe elementy skończone 

typu SHELL. Zastosowany typ elementu skończonego o oznaczeniu S8R stanowił 

element 8-węzłowy, drugiego rzędu ze zredukowanym całkowaniem, posiadają-

cym po 6 stopni swobody w węźle elementu. Zastosowana w elemencie skończo-

nym technika zredukowanego całkowania umożliwia usuwanie fałszywych form 

deformacji elementu, dzięki zastosowaniu niższego rzędu całkowania  

(eliminowanie składowych wielomianów wyższych rzędów) w opisie funkcji ele-

mentu skończonego [163].  

Dodatkowo w modelu numerycznym wykorzystano nieodkształcalne elementy 

powłokowe o liniowej funkcji kształtu – R3D4, zastosowane do dyskretyzacji 

podzespołów stanowiących sztywne podpory słupa. W opracowanych modelach 

numerycznych przyjęto równomierną siatkę elementów skończonych, w której 

wymiar pojedynczego elementu powłokowego wynosił 3x3 mm, zaś dla nieod-

kształcalnych płyt 1,5x1,5 mm (zastosowany podział zapewniał przyporządkowa-

nie każdemu z węzłów przekroju poprzecznego słupa odpowiedni węzeł płyty). 

Opracowany model dyskretny złożony był z 11620 elementów skończonych  

i 20187 węzłów. Zastosowany podział siatki uwarunkowany był stosunkowo dużą 

liczbą przeprowadzonych uprzednio analiz, dotyczących kompozytowych kon-

strukcji cienkościennych [37,124,126,160]. 

Strukturę kompozytu odwzorowano po grubości elementu powłokowego, wy-

korzystując tzw. technikę Layup-Ply. Przyjęta procedura modelowania umożliwia 

niezależną definicję poszczególnych warstw kompozytu z uwzględnieniem para-

metrów opisujących grubość warstwy, rodzaj zastosowanego materiału oraz kie-

runek ułożenia włókien w warstwie. Zamodelowana struktura laminatu złożona 

była z 8 warstw o zadeklarowanej grubości nominalnej wynoszącej 0.131 mm.  

W opracowanym modelu numerycznym dla pojedynczej warstwy laminatu zdefi-

niowano model materiału ortotropowego w płaskim stanie naprężenia, przyjmując 

wyznaczone doświadczalnie właściwości mechaniczne materiału kompozyto-

wego [33]. 
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Przykładowy model struktury kompozytu o konfiguracji ułożenia warstw 

[0/90/0/90]s został przedstawiony na rys. 6.6. 

 

 

Rys. 6.6. Model struktury laminatu w konfiguracji [0/90/0/90]s 

Zdefiniowane dla modelu numerycznego warunki brzegowe stanowiły ade-

kwatne odwzorowanie badań doświadczalnych. Model dyskretny słupa omego-

wego oparty był w obydwu przekrojach końcowych na sztywnych płytach, dla 

których warunki brzegowe, zdefiniowano w punktach referencyjnych przypisa-

nych do każdej z płyt. Płyta dolna została całkowicie utwierdzona, poprzez zablo-

kowanie wszystkich stopni swobody w punkcie referencyjnym, natomiast płycie 

górnej pozostawiono wyłączną możliwość przemieszczania na kierunku realizacji 

obciążenia ściskającego, tzn. wzdłuż podłużnej osi słupa (oś Z).  

Obciążenie ściskające realizowano poprzez przemieszczenie górnej płyty na 

kierunku osi Z. Krawędzie przekrojów końcowych słupa były swobodnie oparte 

o powierzchnie nieodkształcalnych płyt, gdzie dodatkowo na styku krawędzi  

z powierzchnią płyty zdefiniowano interakcje kontaktowe (kontakt na kierunku 

stycznym i normalnym bez uwzględnienia współczynnika tarcia).  

W celu zapewnienia niezmienności kształtu przekrojów końcowych słupa  

w procesie obciążania, węzłom znajdującym się na krawędziach przekrojów koń-

cowych zablokowano możliwości przemieszczeń na kierunkach prostopadłych do 

płaszczyzny ścian konstrukcji, dopuszczając jednocześnie możliwość ich obrotu 

względem krawędzi przekrojów końcowych.  

Graficzną prezentację zdefiniowanych warunków brzegowych przedstawia  

rys. 6.7. 
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Rys. 6.7. Warunki brzegowe modelu dyskretnego słupa o przekroju omegowym (warunki 

modelu podstawowego oraz wizualizacja warunków z utratą stateczności) 

W obliczeniach stanu krytycznego (zagadnienie własne) w punkcie referencyj-

nym górnej płyty, zamiast przemieszczenia powodującego ściskanie konstrukcji 

(co było uwzględniane w ramach obliczeń nieliniowych) zdefiniowano wartość 

obciążenia jednostkowego, działającego zgodnie z kierunkiem osi Z. Obliczenia 

numeryczne stanu pokrytycznego (zagadnienie nieliniowej stateczności) prowa-

dzono przy uwzględnieniu imperfekcji wstępnych (niedoskonałości geometrycz-

nych) wynoszących 5% grubości ściany profilu, odpowiadających pierwszej po-

staci wyboczenia. 
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7. Wyniki stateczności i zniszczenia ściskanych profili  

  kompozytowych 
W celu dokonania opisu zagadnienia stateczności i zniszczenia ściskanych 

cienkościennych słupów kompozytowych przeprowadzono pogłębiona analizę ja-

kościową oraz ilościową wyników obliczeń numerycznych, konfrontując je  

z uzyskanymi wynikami badań doświadczalnych.  

W tym celu porównano otrzymane postacie utraty stateczności ściskanych 

konstrukcji oraz odpowiadające im wartości obciążenia krytycznego. Dodatkowo, 

w celu opisu pracy konstrukcji w pełnym zakresie obciążenia opracowano pokry-

tyczne ścieżki równowagi konstrukcji, jak również wyznaczono wartości obcią-

żeń niszczących, przy których badane konstrukcje traciły nośność.  

Przeprowadzone badania obejmowały również analizę wpływu konfiguracji 

ułożenia warstw laminatu na zachowanie konstrukcji w stanie krytycznym  

i pokrytycznym oraz w fazie zniszczenia (uwzględniając efekty wynikające  

z inicjacji zniszczenia, jak i ewolucji uszkodzenia materiału kompozytowego).  

7.1. Wyniki stanu krytycznego 

Doświadczalne badania stanu krytycznego przeprowadzono w oparciu  

o pomiar odkształceń oraz makroskopową ocenę deformacji konstrukcji. Na pod-

stawie pomiarów tensometrycznych możliwe było wyznaczenie wartości obcią-

żeń krytycznych konstrukcji rzeczywistej przy wykorzystaniu metod aproksyma-

cyjnych opisanych w rozdziale 5.2.1. Numeryczny zakres prowadzonych badań 

stanowiła analiza stanu krytycznego w oparciu o rozwiązanie liniowego zagad-

nienia własnego. 

Przeprowadzone badania stanu krytycznego wykazały, iż najniższa wartość 

obciążenia krytycznego we wszystkich badanych przypadkach odpowiada lokal-

nej postaci wyboczenia konstrukcji, przejawiającej się powstawaniem odpowied-

niej ilości półfal na środniku i ścianach konstrukcji w kierunku wzdłużnym słupa.  

Uzyskane wyniki utraty stateczności w zależności od przyjętej konfiguracji 

ułożenia warstw laminatu przedstawiono na poniżej zaprezentowanych rysunkach 

(rys. 7.1–7.3). 
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a) b) 

 

Rys. 7.1. Postać wyboczenia profilu o przekroju omegowym dla konfiguracji O1:  

a) eksperyment, b) MES 

a) b) 

 

Rys. 7.2. Postać wyboczenia profilu o przekroju omegowym dla konfiguracji O2:  

a) eksperyment, b) MES 
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a) b) 

 

Rys. 7.3. Postać wyboczenia profilu o przekroju omegowym dla konfiguracji O3:  

a) eksperyment, b) MES 

Otrzymane w wyniku obliczeń numerycznych postacie utraty stateczności 

cienkościennych profili kompozytowych o przekroju omegowym, wykazują ana-

logiczny charakter deformacji, jak w przypadku konstrukcji rzeczywistych.  

W ramach przeprowadzonych analiz MES i prób eksperymentalnych uzyskano 

jednakowe ilości półfal w kierunku wzdłużnym słupa, zależnie od przyjętej kon-

figuracji laminatu.  

W przypadku badań doświadczalnych stanu krytycznego, możliwe było wy-

znaczenie obciążeń krytycznych konstrukcji rzeczywistej, poprzez zastosowanie 

odpowiednich procedur aproksymacyjnych, przeprowadzonych na uzyskanych  

w pomiarach tensometrycznych krzywych doświadczalnych obciążenie–odkształ-

cenie. O poprawności przeprowadzania procesu aproksymacji dla poszczególnych 

metod, świadczył odpowiedni dobór efektywnego zakresu aproksymacji tych 

krzywych. Wyznacznikiem optymalnego doboru zakresu aproksymacji było za-

chowanie możliwie najwyższego współczynnika korelacji R2. Przykładowe wy-

niki pomiarów odkształceń tensometrycznych słupa O2 ([90/-45/45/0]s), w funk-

cji obciążenia ściskającego przedstawiono na rys. 7.4. 
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Rys. 7.4. Zależność siły ściskającej od odkształceń – słup O2 ([90/-45/45/0]s) 

Przedstawione na rys. 7.4 parametry oznaczone kolejno jako ε_1, ε_2  

i ε_śr stanowią wartości odkształceń mierzonych odpowiednio tensometrem 

pierwszym i drugim, znajdującymi się po przeciwnych stronach środnika  

w miejscu największych jego ugięć oraz wyznaczoną wartość średnią tych od-

kształceń. Na podstawie otrzymanych charakterystyk doświadczalnych przepro-

wadzono proces aproksymacji w oparciu o trzy niezależne metody badawcze  

(Koiter’a, P-wc
2 i P-wc

3). Rezultat prowadzonej aproksymacji przedstawiono na 

poniższych wykresach, wyznaczając uprzednio charakterystykę obciążenie-ugię-

cie (jako funkcja odkształcenia), oznaczone jako w (rys. 7.5–7.7). 

 

 

Rys. 7.5. Zależność obciążenia ściskającego od wartości bezwzględnej z różnicy odkształceń: 

metoda Koiter’a 
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Rys. 7.6. Zależność obciążenia ściskającego od kwadratu różnicy odkształceń: metoda P-wc
2 

 

Rys. 7.7. Zależność obciążenia ściskającego od wartości bezwzględnej z sześcianu różnicy od-

kształceń: metoda P-wc
3 

Przedstawiona na rys. 7.5–7.7 niebieska krzywa stanowi dobrany efektywny 

zakres aproksymacji w przypadku każdej z zastosowanych metod. Oznaczona 

czarnym kolorem krzywa (wielomian stopnia drugiego) w przypadku metody Ko-

iter’a oraz prosta w przypadku pozostałych dwóch metod, stanowi funkcję aprok-

symacji zależną od danej metody aproksymacyjnej. Wyraz wolny w przypadku 

wyznaczonych równań opisujących funkcje aproksymacji, określa przybliżoną 

wartość obciążenia krytycznego. Wartość wyznaczonego obciążenia krytycznego 

stanowi zarazem miejsce przecięcia zastosowanych funkcji aproksymacji, z pio-

nową osią układu współrzędnych. W przeprowadzonym procesie aproksymacji 

zachowano wartość współczynnika korelacji na poziomie R2 ≥ 0.95. 
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W przypadku obliczeń MES stanu krytycznego, wyznaczenie obciążenia kry-

tycznego przeprowadzone zostało na podstawie rozwiązania liniowego zagadnie-

nia własnego, co opisano w rozdziale 6.2.  

W ramach przeprowadzonych analiz, uzyskano zarówno postać wyboczenia 

profilu o danej konfiguracji ułożenia warstw, jak również odpowiadającą jej war-

tość obciążenia krytycznego. Przykładowe wyniki analiz numerycznych dla pro-

filu o konfiguracji O2 – [90/-45/45/0]s, zaprezentowano na rys. 7.8. 

 

 

Rys. 7.8. Postać wyboczenia profilu o konfiguracji [90/-45/45/0]s  

z wyznaczoną wartością siły krytycznej 

 

Badania stanu krytycznego przeprowadzono dla wszystkich badanych przy-

padków konfiguracji warstw laminatu.  

Szczegółowe zestawienie wyników badań doświadczalnych oraz obliczeń nu-

merycznych, opisujących stan utraty stateczności badanych konstrukcji zesta-

wiono w formie tabelarycznej – tab. 7.1. 
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Tabela 7.1. Wartości obciążeń krytycznych 

  
Koiter2 Koiter2/MES R2 P-w2 P-w2/MES R2 P-w3 P-w3/MES R2 MES 

Układ Próbka Próba 
[N] [%] [-] [N] [%] [-] [N] [%] [-] [N] 

O1 

1 

1 7154,3 3,97 0,99 7561,2 9,14 0,96 7689,1 10,65 0,97 

6870,2 

2 7065,7 2,77 0,99 7437,1 7,62 0,97 7577,4 9,33 0,98 

3 6978,8 1,56 0,98 7355,5 6,60 0,97 7491,3 8,29 0,98 

2 

1 7099,6 3,23 0,99 7501,2 8,41 0,97 7623,4 9,88 0,96 

2 7023,8 2,19 0,98 7444,7 7,72 0,98 7521,2 8,66 0,96 

3 6943,7 1,06 0,98 7313,8 6,07 0,98 7448,9 7,77 0,97 

O2 1 

1 7376,1 6,41 0,97 7634,6 9,58 0,98 7773,2 11,19 0,99 

6903,4 2 7303,6 5,48 0,98 7538,4 8,42 0,98 7672,8 10,03 0,98 

3 7142,6 3,35 0,98 7388,6 6,57 0,98 7500,2 7,96 0,98 

O3 

1 

1 7195,8 4,39 0,99 7780 11,57 0,97 8065,9 14,70 0,95 

6880 

2 7006,8 1,81 1,00 7273,7 5,41 1,00 7521,5 8,53 0,97 

3 6905,2 0,36 1,00 7132,9 3,55 0,99 7454,4 7,71 0,96 

2 

1 6978,7 1,41 0,99 7321,8 6,03 0,97 8085 14,90 1,00 

2 6897,7 0,26 0,99 7411,8 7,18 0,97 7980,6 13,79 1,00 

3 6897,7 0,26 0,99 7461,8 7,80 0,97 7846 12,31 1,00 

3 

1 7268,8 5,35 1,00 7769,2 11,45 0,97 8086,3 14,92 0,95 

2 7005,9 1,80 0,99 7639,6 9,94 0,97 8021,2 14,23 0,95 

3 6911,3 0,45 0,99 7550,4 8,88 0,96 8007,7 14,08 0,95 

 

Zaprezentowane wyniki badań pozwalają dokonać oceny stanu krytycznego 

analizowanych konstrukcji. Ilościowa ocena doświadczalnie wyznaczonych ob-

ciążeń krytycznych w przypadku profilu o konfiguracji O1 [0/-45/45/90]s wyka-

zała wartości w przedziale 6943,7–7689,1 N. Maksymalna rozbieżność wyników 

doświadczalnych i numerycznych MES wynosiła 10,59% (metoda P-wc
3), zaś mi-

nimalna 1,06% (metoda Koiter’a). W przypadku profilu o układzie warstw O2 

[90/-45/45/0]s wartości sił krytycznych wyznaczonych na podstawie badań do-

świadczalnych kształtowały się na poziomie 7142,6–7773,2 N, co oznacza mak-

symalną rozbieżność wyników w odniesieniu do obliczeń numerycznych MES na 

poziomie 11,19% (metoda P-wc
3), natomiast różnica minimalna wyniosła 3,35% 

(metoda Koiter’a). W przypadku konfiguracji O3 [0/90/0/90]s zakres wartości sił 

krytycznych wyznaczonych dla konstrukcji rzeczywistej zawierał się w przedziale 

6897,7–8086,3 N.  
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Wartość maksymalnego obciążenia krytycznego – 8086,3 N i minimalnego – 

6897,7 N wyznaczonego doświadczalnie, stanowi odpowiednio 14,92% oraz 

0,26% rozbieżności względem obciążenia 6880 N, uzyskanego drogą obliczeń 

MES. Najwyższa zbieżność wyników została uzyskana w przypadku metody  

Koiter’a, gdzie wartość doświadczalnie wyznaczonej siły krytycznej wynosiła 

6897,7 N, co stanowi jedynie 0,26% rozbieżności z wartością obciążenia wyzna-

czoną numerycznie. 

Przeprowadzona analiza stanu krytycznego wykazała, iż aproksymacyjną me-

todą doświadczalną wykazującą najbardziej zbieżne wyniki z obliczeniami MES, 

w przypadku wszystkich konfiguracji ułożenia warstw laminatu, jest metoda  

Koiter’a. Maksymalne rozbieżności otrzymanych wyników doświadczalnych  

w stosunku do obliczeń numerycznych MES, nie przekroczyły 6,41%, co potwier-

dza wysoką skuteczność zastosowanej w tym przypadku metody aproksymacyj-

nej. Pozostałe metody aproksymacyjne P-wc
2 i P-wc

3 pozwalają na oszacowanie 

obciążenia krytycznego ściskanych konstrukcji kompozytowych z mniejszą do-

kładnością, w stosunku do metody Koiter’a. Fakt ten oznacza, że wyznaczenie 

wartości obciążenia krytycznego konstrukcji rzeczywistej powinno być oparte na 

zastosowaniu kilku niezależnych metod aproksymacyjnych, w celu doboru me-

tody optymalnej, zapewniającej możliwie najwyższą dokładność wyników. 

Na podstawie przeprowadzonych badań doświadczalnych opracowano wy-

kresy umożliwiające porównanie wartości obciążeń krytycznych wyznaczonych 

różnymi metodami aproksymacyjnymi, zestawiając je z wynikami obliczeń MES. 

Wyniki dla poszczególnych słupów zestawiono na rys. 7.9–7.11.  

 

a) b) 

  

Rys. 7.9. Wartości obciążenia krytycznego wyznaczonego różnymi metodami (słup O1):  

a) próbka 1, b) próbka 2 
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Rys. 7.10. Wartości obciążenia krytycznego wyznaczonego różnymi metodami (słup O2) 

a) b) 

  

                                      c) 

 

Rys. 7.11. Wartości obciążenia krytycznego wyznaczonego różnymi metodami (słup O3):  

a) próbka 1, b) próbka 2, c) próbka 3 

Na podstawie uzyskanych rezultatów zaobserwowano, iż prezentowane konfi-

guracje ułożenia warstw laminatu (O1, O2 oraz O3), mają nieznaczny wpływ na 

wartość obciążenia krytycznego, szczególnie w przypadku obliczeń MES.  

Rozbieżność pomiędzy minimalną wartością obciążenia krytycznego dla kon-

figuracji O1 wynoszącą 6870,2 N, a maksymalną w przypadku konfiguracji O2 – 
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6903,4 N stanowi zaledwie 0,5%. Zdecydowanie większa rozbieżność wyników 

występuje w przypadku zastosowanych metod aproksymacyjnych, w których 

maksymalna rozbieżność wyników osiąga wartość 14,7%, występująca w przy-

padku próbki o oznaczeniu O3-2-2 – metoda Koiter’a oraz próbki oznaczonej jako 

O3-3-1 – metoda P-wc
3.  

Podsumowując, w przypadku każdej z prezentowanych konfiguracji ułożenia 

warstw laminatu wykazano, iż doświadczalna metoda aproksymacyjna Koiter’a 

umożliwia na wyznaczenie wartości obciążeń, które są najbliższe wartości obcią-

żenia bifurkacyjnego konstrukcji idealnej, wyznaczonego w obliczeniach MES 

(rys. 7.9–7.11). Metody doświadczalne P-wc
2 i P-wc

3 wykazują mniejszą zbież-

ność z obliczeniami numerycznymi. Zaobserwowano także, iż realizacja każdej 

kolejnej próby badawczej w ramach każdej z próbek, powoduje nieznaczne obni-

żenie wyznaczonych doświadczalnie wartości obciążeń krytycznych, czego bez-

pośrednim skutkiem jest osiągnięcie rezultatów bardziej zbieżnych z obliczeniami 

MES.  

7.2. Utrata nośności ściskanych słupów kompozytowych – ocena 

  stanu zniszczenia konstrukcji 

7.2.1. Ocena inicjacji uszkodzenia 

Doświadczalne badania ściskania słupów kompozytowych w pełnym zakresie 

obciążenia – do momentu utraty nośności konstrukcji prowadzono przy wykorzy-

staniu dwóch niezależnych metod badawczych. Nawiązując do powyższego, jed-

nocześnie rejestrowano odczyt odkształceń środnika słupa z wykorzystaniem po-

miarów tensometrycznych, jak również sygnały emisji akustycznej, mogące 

świadczyć bezpośrednio o występowaniu pewnych zjawisk w strukturze we-

wnętrznej materiału kompozytowego. Opis obydwu doświadczalnych metod ba-

dawczych przedstawiono szczegółowo w rozdziale 5.2.2. 

Niezależną metodę badawczą, prowadzoną równolegle z badaniami doświad-

czalnymi, umożliwiającą dodatkową ocenę mechanizmów zniszczenia materiału 

kompozytowego, stanowiła nieliniowa analiza stateczności konstrukcji  

z wykorzystaniem metody elementów skończonych. Zakres badań numerycznych 

obejmował wykorzystanie inicjacyjnych kryteriów zniszczenia kompozytu, po-

zwalających zidentyfikować moment inicjacji zniszczenia materiału oraz analizy 

progresywnej, umożliwiającego opis ewolucji zniszczenia, opisanych  

w rozdziale 6.4. 

Wykorzystanie wspomnianych metod doświadczalnych i symulacji numerycz-

nych, umożliwiających przeprowadzenie szczegółowej oceny zniszczenia ściska-

nych cienkościennych profili kompozytowych, stanowi wkład autora zarówno  

w przygotowanie, przeprowadzenie, jak i interpretację wyników badań zniszcze-

nia analizowanych konstrukcji kompozytowych. 
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Parametry prób doświadczalnych, rejestrowane w pełnym zakresie obciążenia 

umożliwiły opracowanie charakterystyk konstrukcji, na podstawie których doko-

nano oceny jej pracy w stanie zakrytycznym oraz w fazie zniszczenia.  

W przypadku pierwszej z metod – pomiaru odkształceń tensometrycznych, wy-

niki przedstawiono w formie wykresów siła ściskająca – odkształcenie (ε1 i ε2). 

Otrzymane charakterystyki dla przypadku próbek o konfiguracji O3 [0/90/0/90]s 

przedstawiono na rys. 7.12. 

 

                                   a)                                                            

 
                                   b) 

 
                                   c) 

 

Rys. 7.12. Charakterystyka siła ściskająca – odkształcenie dla słupa O3:  

a) próbka 1, b) próbka 2, c) próbka 3 
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Początkowa faza pomiarów odkształceń świadczy o tym, iż obydwie strony 

ścianek konstrukcji podlegają wyłącznie ściskaniu – stan dokrytyczny.  

W kolejnym etapie następuje załamanie charakterystyk, z jednoczesną zmianą 

kierunku przyrostu odkształceń w przypadku jednego z czujników tensometrycz-

nych – stan krytyczny. Ostatni etap o najdłuższym przebiegu wykazuje gwał-

towny przyrost odkształceń, wynikających ze zginania – stan pokrytyczny, aż do 

momentu utraty nośności słupa, o czym świadczy gwałtowny spadek siły obcią-

żającej.  

Z uwagi na złożony charakter procesu zniszczenia cienkościennych konstruk-

cji kompozytowych, istotna jest możliwość rejestracji zarówno momentu inicjacji 

zniszczenia materiału kompozytowego, jak i samej utraty nośności konstrukcji. 

W tym celu równolegle do pomiaru odkształceń tensometrycznych prowadzono 

pomiar sygnałów emisji akustycznej (MEA). Czujnik piezoelektryczny umiesz-

czony bezpośrednio na półkach próbek badawczych umożliwił rejestrację para-

metrów próby, takich jak: liczba zliczeń i zdarzeń (forma skumulowana), energia 

i amplituda sygnału. 

Przykładowe charakterystyki zarejestrowanych parametrów emisji akustycz-

nej w funkcji siły ściskającej, mierzone w czasie rzeczywistym (rezultaty badań 

dotyczące słupa o konfiguracji O3 [0/90/0/90]s), przedstawiono na rys. 7.13–7.15. 

 

a) b) 

  
c) d) 

  

Rys. 7.13. Zależność siły ściskającej i parametrów MEA w czasie rzeczywistym –  

próbka 1 (O3): a) liczba zdarzeń, b) suma zliczeń, c) energia, d) amplituda sygnału 
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a) b) 

  
c) d) 

  

Rys. 7.14. Zależność siły ściskającej i parametrów MEA w czasie rzeczywistym –  

próbka 2 (O3): a) liczba zdarzeń, b) suma zliczeń, c) energia, d) amplituda sygnału 

a) b) 

  
c) d) 

  

Rys. 7.15. Zależność siły ściskającej i parametrów MEA w czasie rzeczywistym –  

próbka 3 (O3): a) liczba zdarzeń, b) suma zliczeń, c) energia, d) amplituda sygnału 

Poddając analizie zarejestrowane parametry MEA można dokonać oceny stanu 

struktury kompozytu w trakcie procesu obciążania. W przypadku pierwszej ana-

lizowanej próbki badawczej (rys. 7.13a) zaobserwowano znaczny przyrost liczby 

rejestrowanych zdarzeń, w momencie załamania się charakterystyki siły, czyli  

w fazie zniszczenia konstrukcji. Dodatkowo na wykresie prezentującym przebieg 
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energii (rys. 7.13c) można zauważyć występowanie dwóch charakterystycznych 

„pików” tego parametru, mogących oznaczać początkową i końcową fazę uszko-

dzenia materiału kompozytowego (inicjację i zniszczenie). Przyrost wartości po-

zostałych parametrów określonych jako suma zdarzeń i amplituda, skonfronto-

wany z przebiegiem obciążenia ściskającego w czasie rzeczywistym wykazuje, iż 

wartość obciążenia spada wraz z nagłym wzrostem tych parametrów – rys. 7.13b 

i 7.13d. W przypadku pozostałych dwóch próbek otrzymano analogiczne rezultaty 

– rys. 7.14 oraz 7.15.  

Wyniki dotyczące próbek o pozostałych konfiguracjach ułożenia warstw, 

przedstawiono odpowiednio na rys. 7.16 oraz 7.17 (O1 – [0/-45/45/90]s) oraz  

rys. 7.18 (O2 – [90/-45/45/0]s). 

 

a) b) 

  
c) d) 

  

Rys. 7.16. Zależność siły ściskającej i parametrów MEA w czasie rzeczywistym –  

próbka 1 (O1): a) liczba zdarzeń, b) suma zliczeń, c) energia, d) amplituda sygnału 

a) b) 
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c) d) 

  

Rys. 7.17. Zależność siły ściskającej i parametrów MEA w czasie rzeczywistym –  

próbka 2 (O1): a) liczba zdarzeń, b) suma zliczeń, c) energia, d) amplituda sygnału 

a) b) 

  
c) d) 

  

Rys. 7.18. Zależność siły ściskającej i parametrów MEA w czasie rzeczywistym –  

próbka 1 (O2): a) liczba zdarzeń, b) suma zliczeń, c) energia, d) amplituda sygnału 

Na podstawie analizy wyników sygnałów emisji akustycznej przyjęto jako 

podstawę oceny uszkodzenia materiału kompozytowego przebieg siły i energii 

sygnału. Wszystkie otrzymane wykresy rejestrujące powyższe parametry charak-

teryzowały się występowaniem dwóch charakterystycznych skoków poziomu 

energii w procesie obciążania konstrukcji.  

Przyjęto, że pierwszy lokalny przyrost wartości energii oznacza inicjację 

uszkodzenia materiału kompozytowego, a odpowiadająca mu wartość obciążenia 

określa siłę inicjującą uszkodzenie kompozytu. Prezentowane wyniki wykazują, 

że początek uszkodzenia kompozytu nie wyczerpuje nośności konstrukcji,  

o czym świadczy dalszy wzrost obciążenia ściskającego.  

Występowanie drugiego lokalnego wzrostu sygnału energii, odpowiadającego 

załamaniu charakterystyki siły, której wartość od tego momentu zaczyna spadać, 
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odpowiada utracie nośności konstrukcji, natomiast wartość tego obciążenia okre-

śla wartość obciążenia niszczącego. Wartości sił, przy których występowały oma-

wiane skoki energii w dalszej części pracy skonfrontowano z wynikami MES.  

W prowadzonych badaniach numerycznych do oceny inicjacji uszkodzenia 

materiału kompozytowego wykorzystano kryteria inicjacyjne: Tsai-Wu, Tsai-

Hill’a, Azzi-Tsai-Hill’a, maksymalnych naprężeń oraz kryterium Hashin’a, do-

stępne w programie ABAQUS®. Przeprowadzono porównanie wartości obciąże-

nia inicjującego uszkodzenie kompozytu oraz obszaru, w którym nastąpiła inicja-

cja uszkodzenia, wyznaczonego wg powyższych kryteriów.  

Przykładowe mapy parametru zniszczenia otrzymane na podstawie pierw-

szych czterech wymienionych kryteriów, dla słupa o konfiguracji warstw O3 

[0/90/0/90]s zaprezentowano na rys. 7.19. 

 

a) b) 

  
c) d) 

  

Rys. 7.19. Mapy parametru zniszczenia – model słupa o konfiguracji O3 [0/90/0/90]s: 

a) kryterium Tsai-Wu, b) kryterium Tsai-Hill’a,  

c) kryterium Azzi-Tsai-Hill’a, d) kryterium maksymalnych naprężeń 
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Otrzymane w obliczeniach numerycznych mapy parametru zniszczenia kom-

pozytu dla poszczególnych kryteriów wykazują zbliżony charakter ilościowy oraz 

jakościowy. Inicjacja uszkodzenia w głównym stopniu dotyczy obszarów usytuo-

wanych w okolicach górnej i dolnej części krawędzi pomiędzy ścianami zewnętrz-

nymi i środkowymi. Inicjacja wystąpiła we wszystkich prezentowanych kryte-

riach, gdzie osiągnięto wartość 1 parametru zniszczenia, co odpowiada wartości 

obciążenia inicjującego proces uszkodzenia Pif/(MES) = 14032 N.  

Na podstawie zastosowanych inicjacyjnych kryteriów zniszczenia istnieje brak 

możliwości jednoznacznego określenia, na skutek jakich mechanizmów wystąpiła 

inicjacja uszkodzenia kompozytu. Prowadzi to do konieczności zastosowania bar-

dziej zaawansowanego kryterium oceny uszkodzenia materiału kompozytowego. 

W prowadzonych obliczeniach wykorzystano inicjacyjne kryterium Hashin’a, 

umożliwiające określenie przyczyn inicjacji uszkodzenia, tzn. czy inicjacja uszko-

dzenia materiału następuje na skutek uszkodzenia włókien, czy matrycy 

(osnowy). Dokonanie takiej oceny jest możliwe na podstawie wyznaczanych map 

parametrów zniszczenia, odpowiadających ściskaniu i rozciąganiu poszczegól-

nych komponentów kompozytu, tzn. włókien i matrycy. W przypadku analizowa-

nego słupa O3 [0/90/0/90]s otrzymane wyniki obliczeń wykazały spełnienie kry-

terium Hashin’a dla przypadku rozciągania matrycy, przy wartości obciążenia ści-

skającego Pif/(MES) = 14032 N – rys. 7.20. Obszary inicjacji uszkodzenia pokrywają 

się z obszarami otrzymanymi wg pozostałych kryteriów zniszczenia (rys. 7.19). 

 

 

Rys. 7.20. Mapa parametru zniszczenia w oparciu o kryterium Hashin’a  

(spełnienie składowej inicjacji HSNMTCRT – rozciąganie matrycy) –  

model o konfiguracji O3 [0/90/0/90]s 

Analiza pozostałych wyników nie wykazała osiągnięcia wartości 1 parametru 

zniszczenia dla pozostałych składowych kryterium Hashin’a, tzn. rozciągania  

i ściskania włókien HSNFTCRT i HSNFCCRT oraz ściskania matrycy 

HSNMCCRT. Oznacza to jednoznacznie, że proces uszkodzenia materiału kom-

pozytowego w rozważanym przypadku rozpoczyna się na skutek rozerwania 
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osnowy kompozytu. Porównując otrzymaną wartość obciążenia inicjującego 

zniszczenie Pif/(MES) = 14032 N z wynikami badań doświadczalnych – MEA,  

w których na podstawie wartości energii sygnału określono wartość obciążenia 

inicjującego uszkodzenie kompozytu jako Pif/(EKSP) = 15266 N (wartość obciążenia 

przy pierwszym skoku energii – rys. 7.13c), można stwierdzić wysoką zgodność 

otrzymanych wartości obciążeń, gdzie różnica stanowi jedynie 8%. 

W analogiczny sposób przeprowadzono ocenę inicjacji uszkodzenia pozosta-

łych analizowanych słupów kompozytowych. W przypadku słupa o konfiguracji 

O1 [0/-45/45/90]s mapy parametru zniszczenia przedstawiono na rys. 7.21. 

 

a) b) 

  
c) d) 

  

Rys. 7.21. Mapy parametru zniszczenia – model słupa o konfiguracji O1 [0/-45/45/90]s: 

a) kryterium Tsai-Wu, b) kryterium Tsai-Hill’a,  

c) kryterium Azzi-Tsai-Hill’a, d) kryterium maksymalnych naprężeń 

W przypadku słupa O1 stwierdzono, że analogicznie jak w przypadku słupa 

O3 obszar inicjacji uszkodzenia kompozytu występuje w okolicach górnej i dolnej 
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części krawędzi pomiędzy ścianami zewnętrznymi i środkowymi słupa. Wszyst-

kie zastosowane kryteria inicjacji zniszczenia zostały osiągnięte przy poziomie 

obciążenia ściskającego o wartości Pif/(MES) = 9579 N. Porównując otrzymane wy-

niki z kryterium Hashin’a można stwierdzić, że w powyższym przypadku inicjacja 

uszkodzenia materiału kompozytowego następuje również na skutek rozerwania 

matrycy – rys. 7.22. 

 

 

Rys. 7.22. Mapa parametru zniszczenia w oparciu o kryterium Hashin’a  

(spełnienie składowej inicjacji HSNMTCRT – rozciąganie matrycy):  

model o konfiguracji O1 [0/-45/45/90]s 

Wyniki ostatniej konfiguracji O2 – [90/-45/45/0]s, przedstawiono na rys. 7.23. 

 

a) b) 
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c) d) 

  

Rys. 7.23. Mapy parametru zniszczenia – model słupa o konfiguracji O2 [90/-45/45/0]s: 

a) kryterium Tsai-Wu, b) kryterium Tsai-Hill’a,  

c) kryterium Azzi-Tsai-Hill’a, d) kryterium maksymalnych naprężeń 

W przypadku słupa o konfiguracji O2 otrzymany obszar inicjacji uszkodzenia 

kompozytu wykazał odstępstwo od dwóch pozostałych układów. Wynik obliczeń 

MES w przypadku kryterium Hashin’a zaprezentowano na rys. 7.24. 

 

 

Rys. 7.24. Mapa parametru zniszczenia w oparciu o kryterium Hashin’a  

(spełnienie składowej inicjacji HSNMTCRT – rozciąganie matrycy):  

model o konfiguracji O2 [90/-45/45/0]s 

 

W rozważanym przypadku obszar inicjacji zlokalizowano w pobliżu przekro-

jów końcowych słupa (górnego i dolnego) przy wartości obciążenia ściskającego 

Pif/(MES) = 4852 N. Otrzymane mapy parametru zniszczenia według kryterium  

Hashin’a potwierdzają również w tym przypadku inicjację uszkodzenia materiału 
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kompozytowego na skutek rozerwania matrycy. Jest to spowodowane dużo niż-

szymi właściwościami mechanicznymi tego komponentu, w porównaniu z wła-

ściwościami włókien. 

Wyniki obliczeń MES określające obciążenie inicjujące proces uszkodzenia, 

skonfrontowano z rezultatem badań z wykorzystaniem MEA. Ze względu na 

płynny przebieg krzywych siła ściskająca-odkształcenie (rys. 7.12) uzyskanych  

w ramach pomiaru odkształceń tensometrycznych na maszynie wytrzymałościo-

wej, nie było możliwości oszacowania wartości obciążenia inicjującego uszko-

dzenie. Doświadczalnie uzyskane wyniki obciążeń inicjujących uszkodzenie  

w ramach MEA, odpowiadające lokalnym przyrostom energii na wykresach siła 

ściskająca i energia-czas (rys. 7.13–7.18), zestawiono z wartościami obciążenia 

odpowiadającymi osiągnięciu parametru krytycznego 1 wg kryterium Hashin’a  

w obliczeniach MES – tabela 7.2.  

 
Tabela 7.2. Wartości obciążeń inicjujących uszkodzenie kompozytu 

 MEA MES MES/MEA 

Układ Próbka [N] [N] % 

O1 
1 10606 

9579 
9,68 

2 10638 9,95 

O2 1 5334 4852 9,04 

O3 

1 15266 

14032 

8,08 

2 14613 3,98 

3 15031 6,65 

 

Podsumowując badania dotyczące oceny inicjacji uszkodzenia materiału kom-

pozytowego można stwierdzić, iż wartość obciążenia inicjującego uszkodzenie 

jest w dużym stopniu zależna od układu warstw laminatu. Obciążenie ściskające 

inicjujące uszkodzenie w przypadku jedynej próbki kompozytowej słupa o konfi-

guracji O2, jest najmniejsze co do wartości względem słupów o pozostałych ukła-

dach warstw laminatu. W przypadku obliczeń MES wartość tego obciążenia wy-

niosła Pif/(MES) = 4852 N, natomiast w przypadku badań doświadczalnych Pif/(EKSP) 

= 5334 N, co powoduje różnicę wyników na poziomie 9,04%. Dodatkowo zau-

ważono, iż obciążenie inicjujące uszkodzenie jest znacznie mniejsze od wartości 

siły krytycznej równej 6903,4 N. Oznacza to, iż początkowe oznaki inicjacji 

uszkodzenia kompozytu występują już na etapie analizy stanu krytycznego. 

W przypadku słupów o pozostałych konfiguracjach ułożenia warstw, obciąże-

nie inicjujące uszkodzenie znacząco przewyższa wartość siły krytycznej. Wartość 

obciążenia inicjującego uszkodzenie dla profilu o konfiguracji O1 wyznaczona  

w obliczeniach MES wynosi Pif/(MES) = 9579 N. Konfrontując otrzymany wynik  

z rezultatami MEA, oszacowano rozbieżność wyników na poziomie 9,68% – dla 
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pierwszej próbki, gdzie Pif/(EKSP) = 10606 N oraz 9,95% – dla drugiej próbki z siłą 

o wartości Pif/(EKSP) = 10638 N. W przypadku słupa o konfiguracji O3, wartość 

wyznaczonego obciążenia inicjującego uszkodzenie materiału kompozytowego  

w obliczeniach MES wyniosła Pif/(MES) = 14032 N. Rozbieżność otrzymanego wy-

niku z wynikami MEA wynosi odpowiednio: 8,08% – pierwsza próbka, gdzie 

Pif/(EKSP) = 15266 N, 3,98% – druga próbka, gdzie Pif/(EKSP) = 14613 N oraz 6,65% 

– trzecia próbka, gdzie Pif/(EKSP) = 15031 N.  

Na podstawie przeprowadzonych badań dowiedziono, iż występują konfigura-

cje warstw laminatu (konfiguracja O2 – [90/-45/45/0]s) znacząco bardziej podatne 

na inicjację uszkodzenia od innych, charakteryzujących się wyższą wytrzymało-

ścią (konfiguracja O1 – [0/-45/45/90]s oraz O3 – [0/90/0/90]s). Jak można zaob-

serwować konfiguracje o wyższej odporności na inicjację uszkodzenia materiału 

kompozytowego charakteryzują się występowaniem warstw o kierunku ułożenia 

włókien 00 na zewnątrz układu.  Ilościowa ocena inicjacji uszkodzenia materiału 

kompozytowego potwierdza w badanych przypadkach wysoką zbieżność wyni-

ków obliczeń numerycznych z wynikami badań doświadczalnych, gdzie maksy-

malne różnice wyników nie przekraczają 10%. Szczegółowa analiza wyników ob-

liczeń numerycznych we wszystkich rozważanych przypadkach wykazała, że ini-

cjacja uszkodzenia struktury kompozytu była zapoczątkowana poprzez uszkodze-

nie matrycy na skutek jej rozciągania – rys. 7.22–7.24. 

7.2.2. Ewolucja zniszczenia struktury kompozytu 

Przeprowadzone badania dotyczące oceny inicjacji uszkodzenia wykazują, że 

początek uszkodzenia materiału kompozytowego nie wyczerpuje nośności kon-

strukcji, o czym świadczy dalszy wzrost obciążenia ściskającego. Wyniki badań 

doświadczalnych zachowania konstrukcji po rozpoczęciu procesu inicjacji uszko-

dzenia materiału kompozytowego przedstawiono w podrozdziale 7.2.1 dla dwóch 

niezależnych metod badawczych – pomiaru odkształceń tensometrycznych oraz 

MEA.  

W przypadku charakterystyk wynikających z pomiaru odkształceń tensome-

trycznych, utrata nośności konstrukcji została potwierdzona gwałtownym spad-

kiem przebiegu siły obciążającej – rys. 7.12. Metoda emisji akustycznej umożli-

wiła oszacowanie obciążenia, przy którym konstrukcja traci nośność na podstawie 

rejestracji sygnałów emisji akustycznej, zestawionych z przebiegiem krzywej ob-

ciążenia w czasie rzeczywistym –  rys. 7.13–7.18. Najefektywniejszej oceny mo-

mentu utraty nośności konstrukcji, dokonano na podstawie wykresów prezentują-

cych przebieg energii oraz siły w czasie.  

W przypadku obliczeń numerycznych MES, ocena zniszczenia konstrukcji 

prowadzona była z wykorzystaniem progresywnej analizy zniszczenia, co opisano  

w rozdziale 6.4. Prowadzenie analiz opartych na kryterium progresywnym wy-

maga stopniowego spełnienia warunków inicjacji uszkodzenia poszczególnych 
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komponentów materiału kompozytowego: uszkodzenie kompozytu na skutek roz-

ciągania i ściskania włókien oraz rozciągania i ściskania matrycy. Przynajmniej 

jeden z powyższych parametrów inicjacji uszkodzenia musi być spełniony, aby 

możliwe było rozpoczęcie procesu ewolucji uszkodzenia tego parametru w pro-

wadzonych obliczeniach numerycznych. Dalsze obciążanie konstrukcji powoduje 

sukcesywne spełnianie kolejnych kryteriów inicjacji procesu uszkodzenia mate-

riału kompozytowego oraz rozpoczyna ich ewolucję, aż do osiągnięcia następują-

cych kryteriów zniszczenia: zniszczenie na skutek rozciągania i ściskania włó-

kien, rozciągania i ściskania matrycy oraz wywołane ścinaniem warstwowym.  

W przypadku, gdy większość parametrów odpowiedzialnych za ewolucję znisz-

czenia osiągnie wartość parametru krytycznego 1 (nie muszą to być wszystkie 

parametry) – tym samym spełniając warunek analizy progresywnej, zapoczątkuje 

to utratę nośności konstrukcji, potwierdzoną gwałtownym spadkiem wartości ob-

ciążenia ściskającego. 

Wyniki przeprowadzonych obliczeń numerycznych MES otrzymane dla słupa 

o konfiguracji warstw O1 [0/-45/45/90]s, przedstawiające wykres siła ściskająca 

– skrócenie słupa, zaprezentowano na rys. 7.25. Otrzymana charakterystyka pracy 

konstrukcji umożliwia bezpośrednie wyznaczenie wartości obciążenia niszczą-

cego, przy którym konstrukcja gwałtownie traci nośność, co potwierdza szybki 

spadek tego obciążenia.  

 

 

Rys. 7.25. Zależność siły ściskającej od skrócenia profilu kompozytowego – słup O1 

W rozważanym przypadku utrata nośności konstrukcji nastąpiła po osiągnięciu 

obciążenia Pf/(MES) = 20828,7 N. Przekroczenie wartości obciążenia niszczącego 

konstrukcję powoduje gwałtowną degradację sztywności elementów skończo-

nych, co sprzyja znacznemu pogłębianiu się obszarów uszkodzenia kompozytu. 

Prowadzenie obliczeń w zakresie bezpośrednio po przekroczeniu siły niszczącej 

skutkuje otrzymaniem wysoko reprezentatywnych wyników, obrazujących obszar 

uszkodzonych stref materiału kompozytowego, które bezpośrednio odpowiadają 

za utratę nośności konstrukcji. Otrzymane wyniki obliczeń numerycznych umoż-
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liwiają przeprowadzenie szczegółowego opisu procesu degradacji struktury ma-

teriału kompozytowego, na podstawie ewolucji parametrów analizy progresyw-

nej. 

W przypadku omawianego słupa O1 osiągnięcie wartości granicznej parame-

trów analizy progresywnej nastąpiło jednocześnie dla składowej DAMAGEMT 

oznaczającej zniszczenie matrycy kompozytu na skutek jej rozciągania oraz  

DAMAGESHR, oznaczającej uszkodzenie matrycy kompozytu spowodowane 

warstwowymi naprężeniami ścinającymi – rys. 7.26 oraz 7.27. 

 

 

Rys. 7.26. Mapy parametru DAMAGEMT – model słupa O1:  

a) wynik ogólny wszystkich warstw kompozytu, b) warstwa 8 

 

Rys. 7.27. Mapy parametru DAMAGESHR – model słupa O1:  

a) wynik ogólny wszystkich warstw kompozytu, b) warstwa 8 

Osiągnięcie wartości granicznej parametrów DAMAGEMT=1  

i DAMAGESHR=1 nastąpiło przy wartości obciążenia ściskającego wynoszącej 

Pf/(MES) = 16070,9 N, a więc poniżej wyznaczonej wartości obciążenia odpowia-

dającego za utratę nośności słupa. Jak pokazano na rys. 7.26b całkowite rozerwa-

nie matrycy nastąpiło wyłącznie w warstwie 8 usytuowanej po zewnętrznej stro-

nie profilu omegowego, rozpoczynając proces degradacji struktury materiału 

kompozytowego. 
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Kolejnym parametrem kryterium zniszczenia, dla którego otrzymano wartość 

graniczną 1 był parametr DAMAGEFC, odpowiadający za zniszczenie włókien 

na skutek ściskania – rys. 7.28. 

 

 

Rys. 7.28. Mapy parametru DAMAGEFC – model słupa O1:  

a) wynik ogólny wszystkich warstw kompozytu, b) warstwa 7 

Wartość graniczna DAMAGEFC=1 została osiągnięta w warstwie 7 dla war-

tości obciążenia wynoszącej Pf/(MES) = 16783,8 N, poniżej wartości obciążenia od-

powiadającej utracie nośności słupa. Postępująca degradacja sztywności matrycy 

oraz włókien doprowadziła do osiągnięcia wartości granicznej parametru DAMA-

GEMC, odpowiadającego za zniszczenie matrycy kompozytu na skutek jej ści-

skania – rys. 7.29. 

 

 

Rys. 7.29. Mapy parametru DAMAGEMC – model słupa O1:  

a) wynik ogólny wszystkich warstw kompozytu, b) warstwa 8 

Wartość graniczna DAMAGEMC=1 została zlokalizowana w warstwie 8 dla 

wartości obciążenia ściskającego wynoszącej Pf/(MES) = 20828,7 N, a więc odpo-

wiadającej wyznaczonej wartości obciążenia niszczącego. Poddając interpretacji 
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otrzymane wyniki można wywnioskować, że utrata nośności słupa rozpoczęta de-

gradacją matrycy, prowadzącą do istotnego zmniejszenia sztywności materiału 

kompozytowego w tych obszarach, przyspieszyła proces zniszczenia włókien na 

skutek ich ściskania. Utrata sztywności ściskanych włókien, połączona z degra-

dacją matrycy, poszerzoną o dodatkowe jej zniszczenie na skutek ściskania  

(rys. 7.29), doprowadziło w konsekwencji do całkowitej utraty nośności słupa.  

Utrata nośności konstrukcji doprowadziła również do szybkiego zniszczenia 

włókien na skutek ich rozciągania – rys. 7.30.  

 

 

Rys. 7.30. Mapy parametru DAMAGEFT – model słupa O1:  

a) wynik ogólny wszystkich warstw kompozytu, b) warstwa 5 

Na rys. 7.31 przedstawiono mapy parametrów analizy progresywnej, odpowia-

dające stanowi osiągnięcia wartości granicznej wszystkich składowych kryterium. 

Prezentowane wyniki obrazują pogłębione obszary uszkodzenia struktury kompo-

zytu w pobliżu dolnego przekroju końcowego słupa, dla wartości obciążenia ści-

skającego nieznacznie przekraczającego jego wartość graniczną (początek za-

kresu spadku obciążenia na wykresie przedstawionym na rys. 7.25). 

 

        a)         b) 
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Rys. 7.31. Utrata nośności słupa O1 – mapy parametrów analizy progresywnej:  

a) DAMAGEFC, b) DAMAGEFT, c) DAMAGEMC, d) DAMAGEMT, e) DAMAGESHR 

W analogiczny sposób przeprowadzono analizę nośności konstrukcji dla po-

zostałych słupów kompozytowych o konfiguracji warstw laminatu O2 oraz O3. 

Na rys. 7.32 oraz 7.33 przedstawiono wykres siła ściskająca – skrócenie słupa dla 

profilu o konfiguracji O2 oraz O3. 

 

 

Rys. 7.32. Zależność siły ściskającej od skrócenia profilu – słup O2 

 

Rys. 7.33. Zależność siły ściskającej od skrócenia profilu – słup O3 

 

c) d) e) 
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Prezentowane wykresy umożliwiły wyznaczenie wartości obciążenia granicz-

nego, przy którym poszczególne słupy traciły nośność. W przypadku słupa  

o konfiguracji O2, utrata nośności nastąpiła po osiągnięciu wartości siły ściskają-

cej Pf/(MES) = 19723,1 N, natomiast dla słupa O3 wartość siły niszczącej wyniosła 

Pf/(MES) = 23217,7 N. Porównując wyznaczone wartości obciążenia niszczącego 

można zauważyć, że wpływ układu warstw kompozytu na utratę nośności bada-

nych słupów kompozytowych jest nieznaczny – maksymalna różnica w wyzna-

czonych wartościach obciążenia granicznego nie przekroczyła 15%. Zbliżona wy-

trzymałość poszczególnych słupów wynika z faktu, iż badano słupy krótkie o nie-

wielkiej smukłości. 

Na rys. 7.34 i 7.35 zaprezentowano mapy parametrów progresywnej analizy 

zniszczenia, otrzymane w obliczeniach MES odpowiednio dla słupa O2  

oraz O3. Prezentowane wyniki odpowiadają stanowi deformacji konstrukcji,  

w którym wszystkie składowe kryterium osiągnęły wartość graniczną, a więc  

w bezpośrednim zakresie po przekroczeniu wartości obciążeń granicznych  

(rys. 7.32 i 7.33).   

 

        a)         b) 

  
c) d) e) 

   

Rys. 7.34. Utrata nośności słupa O2 – mapy parametrów analizy progresywnej:  

a) DAMAGEFC, b) DAMAGEFT, c) DAMAGEMC, d) DAMAGEMT, e) DAMAGESHR 
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          a)        b) 

  
c) d) e) 

   

Rys. 7.35. Utrata nośności słupa O3 – mapy parametrów analizy progresywnej:  

a) DAMAGEFC, b) DAMAGEFT, c) DAMAGEMC, d) DAMAGEMT, e) DAMAGESHR 

Postępując w sposób analogiczny, jak w przypadku słupa O1 przeprowadzono 

szczegółową analizę procesu ewolucji zniszczenia poszczególnych komponentów 

struktury materiału kompozytowego. W przypadku obydwu słupów O2 i O3 pro-

ces zniszczenia rozpoczynał się analogicznie, jak w przypadku słupa O1, od znisz-

czenia matrycy na skutek rozciągania oraz ścinania warstwowego. Jednakże dal-

szy proces degradacji sztywności poszczególnych komponentów kompozytu dla 

poszczególnych słupów, przebiegał w sposób zróżnicowany. 

W przypadku słupa O2 kolejną oznaką zniszczenia było osiągnięcie wartości 

granicznej parametru odpowiadającego za zniszczenie włókien, a następnie ma-

trycy na skutek ściskania. Dalsza degradacja sztywności materiału kompozyto-

wego spowodowała zniszczenie włókien na skutek rozciągania, przy wartości ob-

ciążenia odpowiadającej całkowitej utracie nośności słupa. Można zatem wnio-

skować, że w przypadku konfiguracji O2 dopiero zniszczenie włókien na skutek 

rozciągania spowodowało całkowitą utratę nośności konstrukcji.  

Proces zniszczenia słupa O3 przebiegał w nieco odmienny sposób niż  

w przypadku słupa O2, gdzie w pierwszej kolejności zidentyfikowano zniszczenie 

matrycy, a następnie włókien wywołane ich ściskaniem. Obciążenie, przy którym 

osiągnięto wartość graniczną składnika odpowiadającego za zniszczenie włókien 

na skutek ściskania, odpowiadało wartości obciążenia niszczącego.  
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Utrata nośności konstrukcji doprowadziła w dalszej kolejności do szybkiego 

zniszczenia włókien wywołanych ich rozciąganiem. 

We wszystkich przypadkach tj. słupy O1, O2 oraz O3 zaobserwowano, iż 

ostatnim osiągniętym składnikiem ewolucji zniszczenia, jest parametr odpowia-

dający za zniszczenie włókien na skutek rozciągania. Identyczność pierwszych 

oznak zniszczenia matrycy we wszystkich słupach, jak również zniszczenie włó-

kien na skutek rozciągania w ostatniej fazie procesu degradacji struktury kompo-

zytu, może oznaczać pewne stałe cechy tego procesu, stanowiące o potencjalnej 

przewidywalności postępowania mechanizmu zniszczenia.  

Wyniki przeprowadzonych obliczeń numerycznych wszystkich analizowa-

nych słupów zestawiono w tabeli 7.3 w formie umożliwiającej szybką interpreta-

cję procesu zniszczenia poszczególnych wariantów konstrukcji.  

 
Tabela 7.3. Wartości obciążeń parametrów ewolucji zniszczenia kompozytu 

O1 

DAMAGEMT DAMAGESHR DAMAGEFC DAMAGEMC DAMAGEFT 

16070,9 N 16070,9 N 16783,8 N 20828,7 N - 

warstwa 8 warstwa 8 warstwa 7 warstwa 8 warstwa 5 

O2 

DAMAGEMT DAMAGESHR DAMAGEFC DAMAGEMC DAMAGEFT 

12698,5 N 12698,5 N 14700,9 N 17886 N 19723,1 N 

warstwa 1 warstwa 1 warstwa 7 warstwa 8 warstwa 8 

O3 

DAMAGEMT DAMAGESHR DAMAGEMC DAMAGEFC DAMAGEFT 

18534,3 N 18534,3 N 20926,2 N 23217,7 N - 

warstwa 8 warstwa 8 warstwa 1 warstwa 8 warstwa 1 

 

Uzyskane wyniki obliczeń numerycznych porównano z formami zniszczenia 

konstrukcji rzeczywistych, które otrzymano w wyniku prowadzonych badań eks-

perymentalnych.  

Na rys. 7.36 zaprezentowano zniszczoną konstrukcję słupa O1 oraz model dys-

kretny (mapa DAMAGESHR) odpowiadający stanowi utraty nośności konstruk-

cji.  
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a) b) 

  
c) d) 

 
 

Rys. 7.36. Utrata nośności słupa O1: a) badania eksperymentalne, b) obliczenia numeryczne,  

c) eksperyment – zbliżenie obszaru zniszczenia, d) MES – zbliżenie obszaru zniszczenia 

Otrzymane w wyniku obliczeń numerycznych formy zniszczenia cienkościen-

nych profili kompozytowych, wykazują analogiczny charakter zniszczenia, jak  

w przypadku konstrukcji rzeczywistych – rys. 7.36. Dominujące obszary znisz-

czenia kompozytu, zlokalizowano w pobliżu dolnego przekroju słupa.  

W przypadku słupa o konfiguracji O2 porównanie form zniszczenia konstruk-

cji rzeczywistej oraz modelu numerycznego przedstawiono na rys. 7.37. 
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a) b) 

  
c) d) 

 
 

Rys. 7.37. Utrata nośności słupa O2: a) badania eksperymentalne, b) obliczenia numeryczne,  

c) eksperyment – zbliżenie obszaru zniszczenia, d) MES – zbliżenie obszaru zniszczenia 

Otrzymane mapy parametru DAMAGESHR dla słupa O2 pokrywają się  

z obszarem uszkodzenia konstrukcji rzeczywistej. Również w tym przypadku 

utrata nośności konstrukcji nastąpiła na skutek degradacji struktury kompozytu  

w pobliżu dolnego przekroju końcowego słupa. 

Analogicznie w przypadku słupa O3 porównano formy zniszczenia konstrukcji 

rzeczywistej oraz modelu numerycznego – rys. 7.38. 
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a) b) 

  
c) d) 

  

Rys. 7.38. Utrata nośności słupa O3: a) badania eksperymentalne, b) obliczenia numeryczne,  

c) eksperyment – zbliżenie obszaru zniszczenia, d) MES – zbliżenie obszaru zniszczenia 

W rozważanym przypadku – słup O3, obszar zniszczenia zaobserwowano  

w pobliżu dolnego przekroju końcowego słupa, podobnie jak w pozostałych kon-

figuracjach. Degradacja sztywności materiału kompozytowego, zlokalizowana 

głównie w dolnej części środnika, potwierdza najwyższą podatność tego obszaru 

na zniszczenie. Prezentowane na rys. 7.36–7.38 wyniki badań potwierdzają wy-

soką zgodność obszarów oraz form zniszczenia konstrukcji rzeczywistej z wyni-

kami obliczeń numerycznych, co potwierdza adekwatność opracowanych modeli 

MES.  

Wartości obciążenia niszczącego wyznaczone w obliczeniach numerycznych 

skonfrontowano z wartościami tego obciążenia wyznaczonymi w badaniach MEA 

oraz pomiarach tensometrycznych (rozdz. 7.2.1).  
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Wyznaczone poszczególnymi metodami wartości obciążeń niszczących, okre-

ślone według pomiarów emisji akustycznej (MEA), odkształceń tensometrycz-

nych (EKSP) oraz obliczeń numerycznych (MES) zestawiono w tabeli 7.4. 

 
Tabela 7.4. Wartości obciążeń niszczących 

 MEA EKSP MES 

Słup Próbka [N] [N] [N] 

O1 
1 20906,9 20891,1 

20828,7 
2 20165,6 20138,9 

O2 1 18734,4 18697,2 19723,1 

O3 

1 22090,6 22077,8 

23217,7 2 19712,5 19672,9 

3 21006,3 20989,9 

 

Zaprezentowane w tabeli 7.4 wartości obciążeń niszczących umożliwiają do-

konanie ilościowego porównania wyników otrzymanych metodami doświadczal-

nymi oraz MES. Wartości sił niszczących konstrukcję wyznaczone obiema meto-

dami doświadczalnymi wykazują bardzo wysoką zgodność – różnice nie przekra-

czają 0,2%. Natomiast maksymalna różnica wyników otrzymanych w badaniach 

doświadczalnych oraz obliczeniach numerycznych MES (O3 – próbka 2) nie prze-

kracza 15%. Mając na uwadze, że prezentowane wyniki dotyczą wartości obcią-

żenia niszczącego konstrukcję, można przyjąć, że zgodność wyników badań do-

świadczalnych z wynikami obliczeń numerycznych jest wysoka. W związku z po-

wyższym zaprezentowany w niniejszym rozdziale opis procesu zniszczenia kon-

strukcji kompozytowej można uznać za właściwy. 
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8. Podsumowanie 
Przedmiotem rozważań oraz podstawowym celem pracy była analiza stanów 

granicznych oraz opis zjawiska zniszczenia ściskanych cienkościennych krótkich 

słupów kompozytowych o przekroju omegowym. Badane konstrukcje wykonane 

były z kompozytu węglowo-epoksydowego z wykorzystaniem autoklawowej 

techniki wytwarzania. Zakres prowadzonych prac obejmował analizę stanu kry-

tycznego, pokrytyczną pracę konstrukcji oraz fazę utraty nośności ściskanych słu-

pów. Badania prowadzono z wykorzystaniem metod eksperymentalnych oraz ob-

liczeń numerycznych z wykorzystaniem metody elementów skończonych.    

Badania eksperymentalne ściskania słupów kompozytowych realizowano na 

uniwersalnej maszynie wytrzymałościowej, umożliwiającej ściskanie próbek ze 

stałą prędkością. W trakcie badań rejestrowano przebieg siły obciążającej  

w czasie, skrócenie ściskanej konstrukcji oraz odkształcenie środnika słupów  

z wykorzystaniem tensometrii oporowej. Rejestrowane parametry umożliwiły 

opracowanie pokrytycznych ścieżek równowagi badanych słupów, umożliwiają-

cych ocenę charakterystyki konstrukcji w różnych fazach jej pracy. Dodatkowo  

w celu oszacowania stanu struktury materiału kompozytowego zastosowano po-

miary z wykorzystaniem metody emisji akustycznej. Rejestracja sygnałów emisji 

umożliwiała bieżącą ocenę struktury kompozytu w trakcie procesu obciążania. 

Prowadzone równolegle symulacje numeryczne MES umożliwiły dokonanie 

szerszej analizy zagadnienia nieliniowej stateczności oraz stanów granicznych,  

w których następowała utrata nośności konstrukcji. Dyskretyzację słupów kom-

pozytowych prowadzono z wykorzystaniem elementów powłokowych  

z funkcją kształtu drugiego rzędu, modelując strukturę kompozytu po grubości 

elementu. Zastosowany proces dyskretyzacji odwzorowywał konstrukcję słupów 

cienkościennych o złożonym kształcie przekroju poprzecznego, jako konstrukcję 

zbudowaną z płaskich elementów płytowych, połączonych ze sobą na dłuższych 

krawędziach, pracującą w płaskim stanie naprężenia. Bezpośrednią walidację 

opracowanych modeli numerycznych prowadzono na podstawie wyników badań 

doświadczalnych, zarówno w ujęciu jakościowym, jak i ilościowym. 

8.1. Ocena stanu krytycznego 

Przeprowadzone badania wykazały, że utrata stateczności ściskanych krótkich 

słupów o przekroju omegowym ma charakter lokalnego wyboczenia ścian  

i środnika profilu. Przejawia się to występowaniem określonej liczby półfal na 

kierunku wzdłużnym słupa. Otrzymane wyniki wykazały różne formy wybocze-

nia konstrukcji w zależności od konfiguracji warstw kompozytu. Otrzymano wy-

soką zbieżność jakościową wyznaczonych form deformacji konstrukcji rzeczywi-

stej z wynikami obliczeń numerycznych. Analizę ilościową prowadzono na pod-

stawie wartości obciążenia krytycznego, odpowiadającego najniższej postaci 

utraty stateczności konstrukcji.  
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W przypadku badań doświadczalnych wartość siły krytycznej określono  

z wykorzystaniem trzech niezależnych metod aproksymacyjnych: metody Koitera 

oraz metod P-wc
2 i P-wc

3. Podstawą określenia obciążenia krytycznego konstruk-

cji rzeczywistej były pokrytyczne ścieżki równowagi siła – ugięcie, mierzone na 

kierunku prostopadłym do środnika słupa. W obliczeniach numerycznych wyzna-

czano wartość obciążenia bifurkacyjnego konstrukcji idealnej, bazując na rozwią-

zaniu liniowego zagadnienia własnego. Porównanie wartości sił krytycznych kon-

strukcji rzeczywistych z wyznaczonymi numerycznie wartościami obciążenia bi-

furkacyjnego wykazało, że najbardziej adekwatną metodą aproksymacyjną oka-

zała się metoda Koiter’a, w przypadku której rozbieżności otrzymanych wyników 

doświadczalnych w stosunku do obliczeń numerycznych MES, nie przekroczyły 

6,5%. Pozostałe metody aproksymacyjne P-wc
2 i P-wc

3 pozwalają na oszacowanie 

obciążenia krytycznego ściskanych konstrukcji kompozytowych z mniejszą do-

kładnością, w stosunku do metody Koiter’a. Fakt ten oznacza, że wyznaczenie 

wartości obciążenia krytycznego konstrukcji rzeczywistej powinno być oparte na 

zastosowaniu kilku niezależnych metod aproksymacyjnych, w celu doboru me-

tody optymalnej, zapewniającej możliwie najwyższą dokładność wyników. 

Otrzymane wartości obciążeń krytycznych nie wykazały w analizowanym przy-

padku znaczącego wpływu konfiguracji warstw kompozytu na wartość obciążenia 

krytycznego – otrzymane wartości dla poszczególnych słupów kształtowały się 

na poziomie zbliżonym do 7000 N.  

8.2. Praca konstrukcji w zakresie zakrytycznych 

Utrata stateczności ściskanych słupów kompozytowych miała charakter sta-

teczny, co potwierdziła zdolność konstrukcji do dalszego przenoszenia obciążenia 

ściskającego. Sukcesywne zwiększanie obciążenia powodowało pogłębianie się 

form deformacji odpowiadających najniższej postaci wyboczenia słupa. Analiza 

stanu pokrytycznego pozwoliła zidentyfikować początek fazy uszkodzenia mate-

riału kompozytowego. W konstrukcji rzeczywistej identyfikacja procesu inicjacji 

uszkodzenia określona została na podstawie pomiaru sygnału energii emisji aku-

stycznej, który charakteryzował się występowaniem lokalnych pików sygnału. 

Odpowiadającą temu wartość obciążenia na wykresie siły w czasie interpreto-

wano jako wartość obciążenia inicjującego uszkodzenie pierwszej warstwy kom-

pozytu (Pif/(EKSP)).   

W obliczeniach numerycznych analizę pracy konstrukcji w zakresie pokry-

tycznym prowadzono rozwiązując zagadnienie nieliniowe, z wykorzystaniem 

przyrostowo-iteracyjnej metody Newtona-Raphsona. Obliczenia realizowano na 

modelach z imperfekcjami geometrycznymi, odpowiadającymi najniższej postaci 

wyboczenia słupa. Amplituda imperfekcji początkowych wynosiła 0,05 mm. Do 

identyfikacji uszkodzenia struktury materiału kompozytowego zastosowano ini-

cjacyjne kryterium Hashin’a, umożliwiające identyfikację uszkodzenia poszcze-

gólnych komponentów materiału kompozytowego: HSNFTCRT – uszkodzenie 
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kompozytu na skutek rozciągania włókien, HSNFCCRT – uszkodzenie na skutek 

ściskania włókien, HSNMTCRT – uszkodzenie na skutek rozciągania matrycy, 

HSNMCCRT – uszkodzenie na skutek ściskania matrycy. Umożliwiło to dokona-

nie identyfikacji inicjacji procesu uszkodzenia struktury kompozytu, który we 

wszystkich badanych przypadkach rozpoczynał się od uszkodzenia matrycy na 

skutek rozciągania. Porównując wyniki obliczeń numerycznych z wynikami po-

miarów sygnału energii emisji akustycznej w przypadku wszystkich badanych 

słupów rozbieżność wyników (wartości obciążenia inicjującego uszkodzenie ma-

teriału kompozytowego) nie przekraczała 10%. Potwierdza to wysoką zgodność 

prowadzonych badań doświadczalnych oraz obliczeń numerycznych w tym za-

kresie. Przeprowadzona analiza wykazała duży wpływ układu warstw kompozytu 

na wartości wyznaczonych obciążeń inicjujących jego uszkodzenie. Najniższą 

wartość otrzymano w przypadku słupa w konfiguracji oznaczonej O2:  

[90/-45/45/0]s - Pif/(MES) = 4852 N. W przypadku słupa O1: [0/-45/45/90]s wartość 

obciążenia inicjującego uszkodzenie pierwszej warstwy materiału kompozyto-

wego wyniosła Pif/(MES) = 9579 N, co oznacza jego wzrost o prawie 50% w sto-

sunku do słupa O2. W przypadku słupa o konfiguracji O3: [0/90/0/90]s otrzymano 

najwyższą wartość obciążenia inicjującego uszkodzenie kompozytu Pif/(MES) = 

14032 N, co oznacza prawie 3-krotny wzrost tego obciążenia w stosunku do słupa 

O2 i prawie 50% jego wzrost w stosunku do słupa O1. Jak można zauważyć, 

większą odpornością na uszkodzenie struktury kompozytu charakteryzują się kon-

figuracje, w których warstwy 00 usytułowane są na zewnątrz układu. 

8.3. Utrata nośności konstrukcji – analiza zniszczenia 

Zainicjowany proces uszkodzenia struktury materiału kompozytowego nie 

wyczerpywał nośności konstrukcji – konstrukcja była w stanie nadal przenosić 

obciążenie ściskające. W badaniach doświadczalnych realizowano obciążenie 

konstrukcji do całkowitej utraty jej nośności. Utrata nośności konstrukcji przeja-

wiała się gwałtownym, kruchym zniszczeniem struktury materiału kompozyto-

wego oraz utratą możliwości dalszego przenoszenia obciążenia ściskającego, co 

zostało zarejestrowane na wykresie siły w czasie, silnym spadkiem jej wartości. 

Pomiary sygnału energii emisji akustycznej wykazywały w fazie zniszczenia silne 

lokalne zwiększenia wartości tego sygnału. Ze względu na małą smukłość bada-

nych słupów kompozytowych (słupy krótkie), utrata nośności konstrukcji charak-

teryzowała się zniszczeniem materiału kompozytowego w pobliżu dolnego prze-

kroju końcowego słupa, niezależnie od konfiguracji warstw kompozytu. 

W analizie numerycznej do oceny utraty nośności konstrukcji wykorzystano 

progresywną analiza zniszczenia, bazując na ewolucji uszkodzenia poszczegól-

nych komponentów materiału kompozytowego, zainicjowanych na podstawie 

kryterium Hashin’a. Zastosowane kryterium zniszczenia pozwalało na bieżącą 

ocenę sztywności poszczególnych komponentów kompozytu: DAMAGEFT – 

zniszczenie na skutek rozciągania włókien, DAMAGEFC – zniszczenie na skutek 
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ściskania włókien, DAMAGEMT – zniszczenie wywołane rozciąganiem matrycy, 

DAMAGEMC – zniszczenie wywołane ściskaniem matrycy, DAMAGESHR – 

zniszczenie na skutek ścinania warstwowego. Możliwość oceny stopnia utraty 

sztywności poszczególnych komponentów kompozytu umożliwiła przeprowadze-

nie szczegółowej analizy procesu zniszczenia struktury oraz wyznaczenie warto-

ści obciążenia niszczącego. Przeprowadzona analiza stanu granicznego wykazała, 

że we wszystkich rozważanych przypadkach zniszczenie konstrukcji inicjowane 

uszkodzeniem matrycy kompozytu w pobliżu dolnego przekroju końcowego 

słupa powodowało pogłębianie się obszarów uszkodzenia, aż do momentu uszko-

dzenia włókien na skutek ich ściskania, co bezpośrednio doprowadzało do utraty 

nośności konstrukcji. Ostatnim etapem uszkodzenia kompozytu było zniszczenie 

włókien na skutek ich rozerwania. Przeprowadzone badania wykazały wysoką ja-

kościową zbieżność obszarów oraz form uszkodzenia struktury kompozytu, jak 

również ilościową zgodność wyznaczonych eksperymentalnie i numerycznie war-

tości obciążeń niszczących. 

Zaprezentowane w pracy badania nieliniowej stateczności oraz zniszczenia 

ściskanych cienkościennych słupów kompozytowych o przekroju omegowym po-

zwalają stwierdzić, że zaproponowana metodyka badań tego typu konstrukcji 

umożliwia dokonanie opisu trudnych zagadnień dotyczących procesów zniszcze-

nia materiałów kompozytowych. Otrzymane wyniki badań potwierdzają realiza-

cję podstawowych celów pracy oraz potwierdzają słuszność postawionej tezy. 

Uzyskana wysoka zgodność wyników obliczeń numerycznych z wynikami badań 

doświadczalnych potwierdza adekwatność opracowanych modeli dyskretnych, 

umożliwiających prowadzenie szczegółowego opisu badanych zjawisk zniszcze-

nia materiałów kompozytowych.  

Pozwala to na zaplanowanie dalszych kierunków badań w tym zakresie: 

• rozwijanie metod modelowania zagadnień związanych z analizą mechani-

zmów zniszczenia materiałów kompozytowych (np. zastosowanie modeli ko-

hezyjnych, umożliwiających modelowanie procesu delaminacji międzywar-

stwowej), 

• analiza wpływu warunków brzegowych na stateczność, stany pokrytyczne 

oraz nośność ściskanych cienkościennych słupów kompozytowych, 

• badania dotyczące wpływu nieosiowości obciążenia na zniszczenie ściskanych 

profili kompozytowych, 

• możliwość zastosowania metod wzbogaconej aproksymacji metody elemen-

tów skończonych (XFEM – Extended finite element method) w zagadnieniach 

analizy zniszczenia materiałów kompozytowych. 
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