Podstawy teorii i analizy
obrébki plastycznej metali



Podreczniki — Politechnika Lubelska

Politechnika Lubelska
Wydziat Mechaniczny
ul. Nadbystrzycka 36
20-618 LUBLIN



Zbigniew Pater
Grzegorz Samotyk

Podstawy teorii i analizy
obrébki plastycznej metali

//,/ﬁ; -V\\\\

Politechnika Lubelska
Lublin 2011



Recenzent:
dr hab. inz. Andrzej Gontarz, prof. Politechniki Lubelskiej

Publikacja wydana za zgoda Rektora Politechniki Lubelskiej
© Copyright by Politechnika Lubelska 2011

ISBN: 978-83-62596-55-3

Wydawca: Politechnika Lubelska
ul. Nadbystrzycka 38D, 20-618 Lublin
Realizacja: Biblioteka Politechniki Lubelskiej
Osrodek ds. Wydawnictw i Biblioteki Cyfrowej
ul. Nadbystrzycka 36A, 20-618 Lublin
tel. (81) 538-46-59, email: wydawca@pollub.pl
www.biblioteka.pollub.pl

ESUS Agencja Reklamowo-Wydawnicza Tomasz Przybylak
www.esus.pl

Druk:

Elektroniczna wersja ksigzki dostepna w Bibliotece Cyfrowej PL www. be. pollub. pl
Naktad: 100 egz.



http://www.bc.pollub.pl/�
http://www.biblioteka.pollub.pl/�
http://www.esus.pl/�

SPIS TRESCI

Od Autoréw

Stan naprezenia

1.1
1.2.
1.3.
1.4.
1.5.

1.6.

1.7.

Stan odksztalcepja .~
2.1. Definicja odksztatcenia
2.2. Odksztalcenia plastyczne
2.3. Tensor odksztatcen
2.4. Niezmienniki stanu odksztatcenja
2.5. Graficzna prezentacja stanu odksztatcenia

25.1. KotoMohra .~~~

2.5.2. Gwiazda Petczynskiego .

2.5.3. Uko$nokatny uktad wspotrzednych
2.6. Predko$¢ odksztatcenia
2.7. Schematy odksztatcen gtownych. Plaski stan odksztatcenia
S AN SP Y ZYS Y
3.1. Zwiazki migdzy naprezeniem a odksztatceniem
3.2. Energia odksztalcenia sprezystego

Wytezenie odksztalcanego metalu

4.1,

Definicja naprgzenia
Rownania rézniczkowe rownowagi
Tensor naprgzenia
Niezmienniki stanu napr¢zenia
Naprezenie na ptaszczyznie. Przypadki szczegdlne
1.5.1. Naprezenie na $ciance skosnej
1.5.2. Naprezenia gtdéwne
1.5.3. Naprezenie oktaedryczne
1.5.4. Ekstremalne naprgzenia styczne
Graficzna prezentacja stanu naprezenia
1.6.1. Koto Mohra

1.6.2. Gwiazda Pelczynskiego
1.6.3. Uko$nokatny uktad wspotrzednych
Schematy naprezen gtownych
1.7.1. Ptaski stan naprgzenia
1.7.2. Osiowo-symetryczny stan napr¢zenia

Definicja wytezenia materiatu



Z. Pater, G. Samotvk ,,Podstawy teorii i analizy obrébki plastycznej metali”

4.2.

4.3.

Stan plastyczny

5.1.

5.2.
5.3.

5.4.

5.5.

Tarcie w obrdébce plastycznej

6.1.

6.2.

Wybrane hipotezy wytezeniowe
4.2.1. Hipotezy Lamé-Navier’a oraz Beltami’ego
4.2.2. Hipoteza najwigkszego naprezenia normalnego
4.2.3. Hipoteza najwigkszego wydtuzenia
4.2.4. Hipoteza najwigkszego naprezenia stycznego
4.2.5. Hipoteza energii wlasciwej odksztatcenia postaciowego
4.2.6. Graficzna interpretacja hipotez wytgzeniowych
Wykresy standw mechanicznych
4.3.1. Wykresy wytezeniowe
4.3.2. Wykresy naprezen granicznych

Krzywa plynigcia metalu
5.1.1. Idealizacja krzywej ptynigcia
5.1.2. Efekt Bauschingera
5.1.3. Postulat Druckera

5.1.4. Wybrane modele materiatow plastycznych
5.1.5. Metody wyznaczania krzywej ptynigcia
Miary odksztatcenia plastycznego
Hipotezy umocnienia
5.3.1. Hipoteza umocnienia izotropowego
5.3.2. Hipotezy umocnienia anizotropowego
5.3.3. Hipoteza umocnienia mieszanego
Zwiazki migdzy naprezeniem a odksztatceniem w zakresie

duzych odksztatcen
5.4.1. Odksztatceniowa teoria plastyczno$ci .
5.4.2. Wybrane teorie plastycznego ptynigcia
Praca odksztalcenia plastycznego

Modele tarcia stosowane w analizie proceséw obrobki

PlaS Y CZNG]
6.1.1. Model Amontonsa oraz Coulomba
6.1.2. Model tarcia statego
6.1.3. Zmodyfikowane modele tarcia
Metody wykorzystywane do oceny tarcia
6.2.1. Metoda speczania kowadtami ptaskimi
6.2.2. Metoda granicznego kata chwyta
6.2.3. Metoda spgczania probki klinowej
6.2.4. Metoda speczania pierScienia
6.2.4. Metoda spgczania walca

69

114
115
115
116
116
118
119
120
121
123



Spis tresci

10.

11.

6.3. Wartosci wspodtczynnika i czynnika tarcia w typowych
procesach obrobki plastycznej

Rozdzielanie odksztalcanego metalu

7.1. Wiadomosci ogdlne
7.2. Ztom kruchy
7.3. Ztom plastyczny

Metoda energetyczna

8.1. Wiadomosci podstawowe
8.2. Spegczanie swobodne walca
8.3. Przepychanie pasma
8.4. Wyciskanie pasma przez matrycg plaska
8.4.1. Woyciskanie wspotbiezne .
8.4.2. Woyciskanie przeciwbiezne

Metoda réwnan rézniczkowych réwnowagi
9.1. Wiadomosci podstawowe
9.2. Spegczanie swobodne bloku
9.3. Kucie w matrycach otwartych
9.4. Tloczenie blach

9.4.1. Warunki rownowagi
94.2. Rozktadnaprezen
9.4.3. Nacisk powierzchniowy

Metoda ocen granicznych

10.1. Wiadomosci podstawowe
10.1.1. Ocena dolna wartosci obciazenia granicznego
10.1.2. Ocena gorna wartos$ci obciazenia granicznego

10.2. Ciagnienie pasma w ptaskim stanie odksztatcenia
przy zatozeniu pél jednorodnych
10.2.1. Ocenadolpa .~~~
10.2.2. Ocenaglrna

10.3. Ciagnienie pasma w ptaskim stanie odksztatcenia
przy zatozeniu pol niejednorodnych
10.3.1. Ocenadolpa ..~~~
10.3.2. Ocena gbrna

Metoda linii poslizgu i charakterystyk

11.1. Wiadomosci podstawowe
11.1.1. Linie poslizgu i charakterystyk
11.1.2. Wtasnosci linii poslizgu
11.1.3. Siatki elementarne linii poslizgu
11.1.4. Wyznaczenie predkosci ptynigcia

124

127

127
129
130

137

137
138
142
148
148
152

161

161
162
167
172
173
175
178

181
181
182
183

184
184
190

195
195
198

207

207
207
210
211
212



Z. Pater, G. Samotvk ,,Podstawy teorii i analizy obrébki plastycznej metali”

11.2. Speczanie bloku 214
11.2.1. Speczanie przy czynniku tarciam=1 214
11.2.2. Speczanie przy czynniku tarciam<21 222

11.3. Ciagnienie PaSMa 225
11.3.1. CiagnieniezHh<(HM)gr 225
11.3.2. CiagnieniezH/h=(HM)g 231
11.3.3. CiagnieniezH/h>MHM)g 232

12. Metoda elementéw skonczonych 237

12.1. WiadomoS$ci podstawowe 237
12.1.1. Ogolne zasady modelowaniaMES 240
12.1.2. Analiza quasi-statyczna metoda implicit 246
12.1.3. Analiza dynamiczna metoda explicit 250

12.2. Kucie bezwyptywkowe 255

12.3. Dziurowanie tulei grubosciennej w dwuwalcowej
walcarce SKoSnej 260
12.3.1. Opis zastosowanego modeluMES 260
12.3.2. Wyniki obliczeh 263

12.4. Modelowanie pegkania metalu w wybranych procesach
ksztattowania plastycznego 271
12.4.1. Obciskanie obrotowe pretow okragtych 271
12.4.2. Ciagnienie pretow 273

12.5. Wytlaczanie swobodne 278

Literatura 281

Wykaz wazniejszych oznaczen 287

Streszczenie 289



OD AUTOROW

Podstawowym zadaniem teorii plastycznosci jest opracowanie naukowych
podstaw technologii obrébki plastycznel metali. Wymagato m.in.:

e ustalenia warunkow obrobki, w ktorych materiaty odksztatcane wykazuja
najlepsze wlasnosci plastyczne;

e wyjasnienia zalezno$ci migdzy odksztalceniami a zmianami wlasnoSci
fizycznych metali;

e stworzenia podstaw do matematycznego ujgcia wielkosci sit wystepujacych

w procesach ksztaltowania plastycznego.

Ninigjszy podrecznik ma na celu zapoznanie Czytelnika z podstawami teorii
sprezystosci 1 plastyczno$ci, zagadnieniami tarcia i pgkania metalu poddanego
ksztattowaniu oraz z metodami analizy proceséw obrobki plastycznej.

Tre$¢ podrecznika zawarto w dwunastu czesciach tematycznych. W rozdzia-
fach od pierwszego do siédmego przedstawiono teori¢ stanu naprezenia i od-
ksztatcenia, podano zarys teorii sprezystosci, omowiono teori¢ plastycznosci,
scharakteryzowano zagadnienia tarcia w obrébce plastycznej metali oraz zagad-
nienia zwiazane z utrata spdjnosci metalu. Natomiast w rozdziatach od 6smego
do dwunastego omoéwiono nastepujace teoretyczne metody analizy procesow
obrobki plastycznej: energetyczna, rownan rézniczkowych réwnowagi, ocen
granicznych, linii poslizgéw i charakterystyk oraz elementéow skonczonych.
Niektére z tych metod pozwalaja tylko na obliczenie nacisku $redniego na po-
wierzchni styku metal-narzedzie, inne dodatkowo umozliwiaja wyznaczenie
rozktadu naciskow na powierzchni styku, a jeszcze inne pozwalaja na okreslenie
rozktadu naprgzen i odksztalcen w catym obszarze metalu uplastycznionego.
Mozliwosci obliczeniowe poszczegolnych metod zilustrowano na przyktadach
obliczeniowych, ktére dobrano w ten sposob by umozliwi¢ samodzielne studio-
wanie przedmiotu.

Podrecznik przeznaczony jest dla studentow wyzszych szkot technicznych,
studiujacych na kierunku ,,Mechanika i budowa maszyn”. Moze on by¢ wyko-
rzystany rowniez do zajg¢ prowadzonych na innych kierunkach takich jak:
»Metalurgia”, czy , Inzynieria materiatowa”. W celu rozszerzenia wiadomosci
z omawianego zakresu zaleca si¢ Czytelnikom korzystanie z literatury specjali-
stycznej podanej na koncu opracowania. Umozliwi to rozwinigcie inwencji na-
ukowej i zacheci do bardzigj problemowego traktowania opracowanych zagad-
nien.



Z. Pater, G. Samotvk ,,Podstawy teorii i analizy obrébki plastycznej metali”

Obecna posta¢ prezentowanego opracowania jest wydaniem wznowionym,
poprawionym oraz uzupelnionym podrgcznika pt. ,Podstawy teoretyczne
obrébki plastycznej metali”, ktory zostal wydany przez Wydawnictwo Panstwo-
wej Wyzszej Szkoty Zawodowej w Chetmie w 2007 roku. Decyzja o wznowie-
niu poprawionego wydania ksiazki pod nowym tytutem wynika z duzego zainte-
resowania ze strony Czytelnikow oraz faktu, ze poprzednie wydanie miato zbyt
niski naktad. Ponadto, autorzy wzbogacili podrgcznik 0 nowe, interesujace przy-
ktady zastosowania teorii obrdbki plastycznej do rozwiazywania problemow
z zakresu obrébki plastyczne.

Na zakonczenie wyrazamy podzigkowania wszystkim tym, ktorych uwagi
przyczynity si¢ do podwyzszenia jako$ci zawartego w podreczniku materiatu.
Szczegblne podzickowania sktadamy Recenzentowi za cenne uwagi i spostrze-
zenia, ktore wplynely na nadanie tej pracy jej obecnej postaci.
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1. STAN NAPREZENIA

1.1. Definicja naprezenia

Nieodzownym zjawiskiem, towarzyszacym procesom technologicznym oraz
eksploatacji maszyn, jest wystgpowanie obciazenia zewngtrznego P. Obciaze-
niem tym sa sity powierzchniowe oraz sity masowe (cigzko$ci, bezwladnosci),
ktore — w odroznieniu od tej pierwszej grupy sit — dziataja na kazda czastke ele-
mentu konstrukcyjnego. Przyktadowo, podczas procesu kucia na mtocie odkuw-
ki sity powierzchniowe pochodza od nacisku narzedzi, a sity masowe sa skut-
kiem bezwladnosci.

Oczywiscie, aby element konstrukcyjny zachowat swoja spdjnosé, musi on
pozostawa¢ w mechanicznej rownowadze wewngtrznej. Oznacza to, ze obciaze-
nie zewngtrzne musi zosta¢ zrownowazone przez sity wewnetrzne, ktore zawsze
dziataja miedzy myslowo wyodrebnionymi czastkami elementu konstrukcyjne-
go. W teorii sprezystosci i plastycznosci funkcjonuje pojgcie osrodka ciaglego,
pod ktorym nalezy rozumie¢ element konstrukcyjny posiadajacy budowg jedno-
lita i spojna [5, 28, 45, 58].

Miara wyzej wspomnianych sit jest naprezenie, czyli intensywnos¢ sit we-
wngtrznych dziatajacych na myslowo wyodregbnionym przekroju wewngtrznym
(rys. 1.1). Matematyczna definicja naprg¢zenia, w wybranym punkcie elementu
konstrukcyjnego, jest nastepujaca:

_dF

ds
gdzie oznaczenia sa zgodne z rys. 1.1: ¢ — naprgzenie catkowite, dF — elemen-
tarna sita wewnetrzna, dS — elementarne pole przekroju wewnetrznego.

Naprezenie catkowite zawsze jest wspotliniowe z sita wewnetrzna, tak jak to
pokazano narys. 1.1. Jednakze, kierunek danej sity nie zawsze jest prostopadty
do przyjetego przekroju poprzecznego. Zatem, naprezenie calkowite ¢ mozna
roztozy¢ na dwie sktadowe — tj. maprezenie normalne Gy Oraz naprezenie
styczne 1, ktore jest zawarte w plaszczyznie wyodrgbnionego przekroju we-
wnetrznego — tak jak to przedstawiono narys. 1.2. Stad wynika, Zze napr¢zenie
catkowite jest suma wektorowa jego sktadowych, czyli:

c , [Pa= N/, (1.2)

G=G,+7 , (1.2)

11
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elementarna

sita wewnetrzna naprezenie
catkowite

(e

elementarny przekréj wewnetrzny

Rys. 1.1. Napr¢zenie o jako miara sity wewngtrznej dF dziatajacej na myslowo
wyodrebniony przekrdj wewngtrzny dS przyktadowej bryty

natomiast warto$¢ liczbowa naprezenia catkowitego oblicza si¢ z zaleznosci:

szlc,z\, +12 (1.3

gdzie oznaczenia sa zgodne z rys. 1.2.

Wprowadzmy teraz dowolny kartezjanski uktad odniesienia {X, y, z} w taki
sposob, aby kierunek {x} byt wspotliniowy z kierunkiem normalnym rozpatry-
wanego przekroju wewnetrznego, a pozostate kierunki {y} i {z} byly zawarte

w tym przekroju. Teraz naprezenie catkowite ¢ mozna roztozy¢ na trzy sktado-
we (rys. 1.3): jedno normalne —

Gy Oraz dwie styczne — Ty | Ty,
Nalezy zauwazy¢, ze sktadowe

kierunek normalny

naprezenia stycznego posiadaja naprezenie
indeksy dwuliterowe. Pierwsza | calkowte
litera zawsze identyfikuje ok A
plaszczyzng zawierajaca dane naprezenie )/
naprgzenie styczne — jednocze- normalne o

$nie oznacza ona kierunek nor-
malng do tg ptaszczyzny. Na-

naprezenie
tomiast druga litera wskazuje na styczne
o8, ktora pokrywa si¢ z kierun-
kiem rozpatrywanej sktadowej
naprezenia stycznego.
Zalézmy teraz, ze mamy do Rys. 1..2. Sk}adowe naprezenia caikowi?ego c
dziatajacego na dowolnym przekroju

Czynienia z pewnym przypad- wewnetrznym

12



1. Stan naprezenia

kierunek normalny

pokrywajacy sie sktadowa
z osig X naprezenia
_ styczna
GN = Gx
naprezenie
normalne

skladowa T

naprezenia styczna

Xz

T

styczne

B, Nhaprezeni
________--?/ aprezenie

Rys. 1.3. Sktadowe naprgzenia catkowitego o wystepujacego na przekroju
wewnetrznym, ktérego normalna jest wspotliniowa z osia {x} dowolnie
przyjetego kartezjanskiego uktadu wspotrzgdnych

kiem szczeglnym (rys. 1.4). Orientacja wybranego elementarnego przekroju
wewngtrznego jest tak dobrana, Ze jej normalna jest wspotliniowa z Kierunkiem
naprezenia catkowitego. W rezultacie oznacza to, ze naprgzenie normalne oy jest
jednoczesnie naprezeniem catkowitym o, natomiast nie wystepuje napr¢zenie
styczne 1 (jest ono rdwne zero). W takiej sytuacji naprezenie normalne (dziata-
jace na elementarny przekrdj wewngtrzny) nazywane jest naprezeniem ghow-

kierunek normalny naprezenie __ naprezenie
kierunek gldwny naprezenia | normalne ~—  catkowite
Gy (@)

brak sktadowych naprezenia
stycznego

t=0

Rys. 1.4. Interpretacja naprgzenia gtdwnego oraz
kierunku gtéwnego (opis w tekscie)

nym. Natomiast kierunek
normalny (do rozpatrywa-
nego przekroju) jest na
zywany kierunkiem
glownym. Nalezy dodac,
ze dla kazdego punktu
osrodka ciaglego istnieja
trzy ortogonane kierunki
glowne [24, 45, 59].
Powr6¢émy teraz do
przyktadowego  o$rodka
ciaglego przedstawionego
na rys. 1.1. Wprowadzmy
do niego dodatkowe dwa
przekroje wewngtrzne,
w taki sposdb jak to zo-

13
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a) b)
X

elementarna sita wewnetrzna
w dowolnym punkcie

Rys. 1.5. Sposob przedstawiania stanu napr¢zenia w dowolnym punkcie osrodka ciagtego:
a) myslowo wyodrgbnione trzy przekroje wewngtrzne oraz przyjety dowolny
uktad wspétrzednych {X, y, z}; b) sktadowe napr¢zenia w dowolnym punkcie
przedstawione za pomoca elementarnego prostopadto$cianu

brazowano na kolejnym rys. 1.5a. Przecigcie tych trzech plaszczyzn (ktére sa
wzajemnie ortogonane) tworzy punkt, w ktérym chcemy okresli¢ stan napr e-
zenia. Aby moc to zrobi¢ musimy podaé wszystkie sktadowe naprezenia. W tym
celu myslowo wyodrgbniamy elementarny prostopadtoscian (rys. 1.5b), ktory
zarazem reprezentuje wybrany punkt elementu konstrukcyjnego. Taka umowna
forme wizualizacji naprgzenia stosuje si¢ w teorii sprezystosci i plastyczn0sci [5,
28] po to, aby czytelnie przedstawi¢ wszystkie jego sktadowe — czyli stan napre-
zenia panujacy w danym punkcie. Oczywiscie, przyjety uktad wspotrzednych
{X, y ,z} jest uktadem dowolnym. Jednak, jezeli jego orientacja w przestrzeni
zostanie tak dobrana, ze osie pokryja si¢ z kierunkami gtéwnymi, to oznaczenie
tych osi zostge zamienione na: {1, 2, 3} —tak jak to przedstawiono narys. 1.6.
Jednoczesnie nalezy pamigta¢, ze oznakowanie osi takiego uktadu odniesienia
(dla naprezen gltownych) powinno by¢ tak ustalone, aby warto$ci naprezen
glownych spetniaty nastgpujacy warunek:

0,20, 20j, (1.3

gdzie: oznaczenia sa zgodne z rys. 1.6. Indeksy w postaci cyfr (tj. 1, 2 lub 3)
zawsze 0znaczaja, ze mamy do czynienia z napre¢zeniami gtownymi.

14



1. Stan naprezenia

G4 oznaczenie osi wg warunku
G, 20,20,

Rys. 1.6. Sposdb przedstawiania stanu naprezenia w dowolnym punkcie rozpatrywanego
elementu, gdy osie uktadu odniesienia sa wspotliniowe z kierunkami glownymi

1.2. Rownania r6zniczkowe r dwnowagi

Rozpatrzmy stan naprezenia panujacy w wybranym punkcie osrodka ciagte-
go. W tym celu przyjmijmy dowolny kartezjanski uktad wspotrzednych {x, y, z},
aw otoczeniu tego punktu zbudujmy elementarny prostopadtoscian o wymiarach
krawedzi: dx, dy oraz dz (rys. 1.7). Zat6zmy dodatkowo, ze rozpatrywany punkt
(oznaczony litera A) jest zawarty w jednym z narozy tego prostopadtoscianu,
ajego wspotrzedne — w przypadku ogdlnym — wynosza: (Xa, Ya, Za). DO Opisania
stanu naprezenia w tym punkcie sa potrzebne trzy sktadowe naprg¢zenia normal-
nego (o, oy, 0;) oraz sze$¢ skladowych naprezenia stycznego (Tyy, Txzs Tyxs Tyz Toxs
T,y) — W sumie az dziewig¢ sktadowych (rys. 1.7b).

Postawny teraz nastgpujace pytanie: Jakie warto$ci beda miaty sktadowe na-
prezenia w innym punkcie A', o wspotrzednych (Xa+dX, ya+dy, z4+dz)? Ponie-
waz, naprezenie jest pewna funkcja wspotrzednych punktu (w przyjetym ukta-
dzie odniesienia) mozna zapisa¢, ze wartosci poszukiwanych sktadowych napre-
zenia w punkcie A' sa nastgpujace (rys. 1.7¢):

oo
0z

0o,

16/0)
¢ napre¢zenie normalne — (o, + -dx, o, +Wy-dy, c,+—=-dz);

ot,,
OX

‘ny

dx o dy
-dx, T, +——-dy,
oy

. ot
e naprezenie styczne — (rxy+a—;y-dx, Ty, +

0

Ty,

ot ot
T, + dy, 1, +—2%-dz, 1, +—>-dz).
v Y oz Yooz )

15
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a)

ot
z + —= dZ
0Oz = Y

Rys. 1.7. Sktadowe naprezenia wystgpujace na sciankach elementarnego
prostopadioscianu (a); gdzie stan napr¢zenia dla punktu A przedstawiono na rysunku (b), nato-
miast dla punktu A" — narysunku (c)

Nalezy wyjasni¢, ze drugi czton sumy, np. (6o, / ox)-dx , wyraza gradient
zmiany naprezenia normalnego oy, na elementarnym odcinku o diugosci dx
(Scislej: gdy ptaszczyzna, ktérej dotyczy to napre¢zenie, umownie przemieszcza
si¢ wzdtuz osi {X} o warto$¢ elementarng dx). Podobnie nalezy interpretowaé
drugi czton dla naprezen stycznych, np. (61:Xy / ox)-dx lub (dr,, /ox)- dx —jest to

gradient zmiany naprezenia stycznego Ty, (Tx,), 9dy nastgpuje przemieszczenie
ptaszczyzny, na ktorej lezy naprezenie styczne.

Przypomnijmy sobie fakt, ze caly osrodek ciagly pozostaje w wewngtrznej
rownowadze mechanicznej. Oznacza to, ze suma wszystkich sit wewngtrznych
musi by¢ réwna zero, a co za tym idzie — réwniez uklad sit wewnetrznych
W rozpatrywanym elementarnym prostopadtoscianie, powinien pozosta¢ w row-
nowadze.
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1. Stan naprezenia

Zatem, w oparciu o rys. 1.7 mozna utworzy¢ nast¢pujacy uktad rownan row-
nowagi dla rzutow sit wewngtrznych na poszczegélne osie uktadu wspotrzed-

nych [28]:
Z FXI = O y

ZFV‘ =0 (L4)
2. Fi=0,

oraz uktad réwnan réwnowagi momentow wyzej wspomnianych sit [28]:

> M, =0,
Z'V'yi:O’ (L5)
ZMzizo.

Rozwiazmy najpierw uktad réwnan (1.4). Bazujac na zaleznosci (1.1), sily
wewngtrzne zostang zapisane jako iloczyn naprgzenia i pola powierzchni — czyli
boku elementarnego prostopadtoscianu, ktérego dane naprezenie dotyczy. Po-
niewaz, dla kazdego rdwnania z uktadu (1.4) jego matematyczne rozwinigcie
wykonuje si¢ analogiczne, wystarczy przedstawic¢ jedynie tok postgpowania dla
pierwszego rownania, tj. dla Z F,; =0. Zatem mozemy zapisac¢

oo,
OX

0
—o,dydz + (cx + dedydz — 1, dxdz + (Tyx + %dy}dxdz +

, (1.6)

— 1, dxdy + (rzx + agzzx dszxdy =0

po wymnozeniu i redukcji wyrazéw podobnych otrzymamy nastepujaca pOstac
réwnania rownowagi

0o

ot X ot
X dxdydz + —2 dxdydz + —2 dxdydz =0 , (L7)
OX oy oz

gdzie: iloczyn (dxdydz ) jest objgtoscia elementarnego prostopadtoscianu. Po

rozwiazaniu pozostatych réwnan (1.4) oraz uporzadkowaniu otrzymamy nastg-
pujacy uktad rownan rownowagi [4, 5, 28, 45, 71]:
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(0o, +8ryx +5’EZX 0.
OX oy 0z
< 0ty N oo, N 0Ty 0
x oy o (1.8)
O i + % g

o OX oy oz

Rozwiazmy teraz uktad rownan (1.5). Jednakze, w celu utatwienia obliczen,
przesunmy uktad wspotrzednych {x, y, z} w taki sposéb, aby jego poczatek
znajdowal si¢ w $rodku rozpatrywanego prostopadioscianu. Taka transformacja
sprawia, ze momenty sil skladowych normalnych zeruja si¢. Podobnie jak dla
ukladu (1.4), przedstawione zostanie rozwiazanie pelne jedynie dla réwnania
pierwszego z uktadu (1.5). Zatem:

0
rzydxdy~d—22—ryzdxdz -d—y+(rzy + Ty dZdedy-d_ZZ+

2 0z 19
, 1.9

6Tyz dy

|1y, + dy |[dxdz-—=0
oy 2
PO Wymnozeniu otrzymamy
1, dxdydz — t, dxdydz + lar—Zydxdydz2 —E%dxdyzdz =0 (1.10)
i v 2 oz 2 oy ' '

Ostatnie dwa czlony w rownaniu (1.10) sag wyrazami matymi wyzszego rzgdu
I mozna je pomina¢ w dalszym wyprowadzeniu. W rezultacie uzyskuje si¢ na-
stepujaca rownosc:

Ty =Ty - (1.11)

Po rozwiazaniu pozostatych réwnan, z ukladu (1.5), otrzymamy ponizsze
trzy rownosci [5, 27, 28, 45, 58]:

7y yz
Tox =Txz o (112)
Txy = ‘ny

Analizujac posta¢ uktadu réwnan (1.12) wnioskuje sig, ze stan naprgzenia
w wybranym punkcie elementu konstrukcyjnego (przy dowolnie dobranym
uktadzie odniesienia) jest jednoznacznie okreslony juz przez szes¢ sktadowych
naprezenia. W przypadku punktu A (rys. 1.7), sa to trzy sktadowe napregzenia
normalnego (o, oy, o) oraz trzy sktadowe naprgzenia stycznego (Tyy, Tuz, Tyx)-
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1.3. Tensor naprezenia

Tensor jest wielko$cia fizyczna, ktora czgsto operuje si¢ w teorii sprezysto-
$ci 1 plastycznos$ci. W zaleznosci od sensu fizycznego, wielko$¢ ta moze by¢
réznego rzedu, mianowicie [5]:

e sSkalary takie jak: energia, praca, masa, dlugo$¢ itp. — sa tensorami rzedu
Zerowego;

e wektory, np.: predkosc, sita itp. — sa tensorami rzedu pierwszego, CO 0zna-
cza, ze pelne opisanie tej wielkoSci fizycznej wymaga znajomosci trzech
sktadowych;

e naprezenie i odksztalcenie sa tensorami rzedu drugiego — jak juz wezesniej
wspomniano, wielko$ci te sa opisywane az dziewigcioma wyrazami.
Zajmiemy si¢ teraz tensorem naprezenia, ktory przedstawia stan naprg¢zenia

wyrazony w postaci macierzy. Warto nadmieni¢, ze taka forma prezentowania
wielko$ci fizycznej jest naturalna dla modelowania numerycznego (np. za poO-
moca MES). Powracajac do rys. 1.5, tensor naprezenia dla wybranego punktu,
w dowolnie przyjetym uktadzie wspotrzednych, mozna zapisa¢ w nastgpujace;j
postaci [45, 71]:

Cx Ty Tx
T,=|Tx Oy Ty (1.13)
T Ty Oy

Rozpatrzmy teraz przypadek przedstawiony na rys. 1.6 — czyli taki, w ktérym
mamy do czynienia z naprg¢zeniami i kierunkami gtownymi. Stan napr¢zenia
W tym punkcie, w przyjetym uktadzie kierunkéw gtownych {1, 2, 3}, bedzie
zapisany w nastepujacej formie:

c;, 0 O
T,=10 o, O0]. (1.14)
0 0 o4

Nalezy jednoczesnie pamigtac, ze tensor naprezenia jest zawsze macierza syme-
tryczna. Wynika to bezposrednio z warunku (1.12).

Wprowadzmy teraz pojgcie naprezenia hydrostatycznego (sredniego). Jest
ono zdefiniowane jako $rednia arytmetyczna wszystkich naprgzen normalnych
dla danego punktu, zgodnie z przyjetym uktadem odniesienia. Dla tensora (1.13)
omawiane napregzenie srednie wyznacza si¢ z nastgpujacego wzoru [24, 28, 45]:

sz}é-(cx+cy+cz) : (1.15)

natomiast, dla napr¢zen glownych — tensor (1.14) — naprezenie hydrostatyczne
oblicza si¢ wedtug nastepujacej zaleznosci:
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o =%-(61 +0,+0;) . (1.16)

Teraz wyodregbnijmy z tensora naprgzen jego czgs¢ kulista — czyli akgator
naprezen [5, 45]:

c, 0 O
KO_ = O Gm 0 1] (117)
0 0 o

v | (1.19)
G; =On

przy czym, tensory te sa addytywna czgécia tensora naprezenia, co mozna zapi-
sa¢ w sposoOb nastepujacy:

T, =K_,+D, . (1.19)

Sens fizykalny wyzej wprowadzonych wyrazen jest nastepujacy. Akgator
naprezen odpowiada za zmiang objgtos$ci materialu (np. elementarnego prosto-
padloscianu) w rozpatrywanym punkcie. Opisuje on wszechstronne rownomier-
ne $ciskanie lub rozciaganie — tzw. kulisty stan naprezenia. Natomiast dewiator
naprezen wywotuje jedynie zmiang postaci odksztalcanego materiatu [5].
W teorii plastycznosci dewiator naprezen odgrywa waznag role.

1.4. Niezmienniki stanu naprezenia

Stan napr¢zenia, panujacy w osrodku ciagtym, zalezy jedynie od sposobu
obciazenia danego elementu konstrukcyjnego. Podobnie wyglada kwestia doty-
czaca orientacji kierunkow glownych oraz warto$¢ naprezen glownych — zalezy
jedynie od sposobu przylozenia sit zewngtrznych. Natomiast warto$ci sktado-
wych naprgzenia, np. zestawionych w tensorze naprezen (1.13), zaleza réwniez
od orientacji przyjetego kartezjanskiego uktadu wspoétrzednych. Zatem powstaje
pytanie: W jaki sposob porownywac ze soba stany naprezenia wystepujace przy
roznych schematach obciazenia? Jest to mozliwe dzigki wprowadzeniu trzech
wspolczynnikéw naprgzenia — zwanymi niezmiennikami. Ich nazwa wywodzi
si¢ z faktu, ze wartos$ci niezmiennikOw stanu naprezenia sa niezalezne od przyje-
tego uktadu odniesienia [5, 28, 45, 58, 59].

Pierwszy z nich — poznany juz wczesniej — t0o naprezenie hydrostatyczne,
ktoére wyznacza sig ze wzoru (1.15) lub (1.16). Jego wartos¢ wyraza jedynie
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wplyw na zmiang obj¢tosci odksztalcanego ciala. Dlatego to naprezenie jest
nazywane rowniez niezmiennikiem liniowym lub objetosciowym [5].

Drugim aksiomatem jest naprezenie postaciowe oy, ktore jest znane row-
niez pod nazwa naprezenie huberowskiego1 [5, 29, 30, 45, 71]. Naprezenie to
jest wyrazane w nastgpujacy sposob (postac ogolna):

Oy :%\/("x - cSy)z + (Gy - 02)2 + (Gz - GX)Z + 6(Tiy + Tiz + Tiz) . (120

lub po uwzglednieniu naprezen gtownych, jako:

o =32 flos =0 +lo - +los-n) - (.21

Warto$¢ tego naprezenia opisuje jedynie wplyw obciazenia na zmiang postaci
odksztatcanego osrodka ciagltego. Ponadto, niezmiennik ten w praktyce jest dos¢
czesto stosowany do poréwnywania réznych stanéw naprgzenia, poniewaz jego
wartos$C jest taka sama jak dla prostego, jednoosiowego stanu naprgzenia np.
podczas odksztatcania elementu o przekroju kotowym. Funkcjonuje on réwniez
pod nazwa intensywnos$¢ naprezenia (0znaczane umownie o;) lub naprezenie
zastepcze [5, 24, 28, 45, 59].

Ostatnim niezmiennikiem jest tzw. kat o, ktorego wartos¢ wyznacza si¢
Z nastepujacej zaleznosci:

01~ Onm
cosm=—>—, (1.22)
2o
3 H

gdzie: o; — najwigksze napre¢zenie gtowne, oy, — naprezenie Srednie obliczane ze
wzoru (1.16), oy — naprezenie postaciowe wyznaczane z zalezno$ei (1.21). War-
to$¢ tego niezmiennika charakteryzuje sposob przytozenia obcigzenia w od-
ksztalcanym elemencie.

! Maksymilian Tytus Huber, profesor (1872 — 1950) — absolwent Gimnazjum Sw. Jacka
w Krakowie, Politechniki Lwowskiej oraz Uniwersytetu Berlinskiego. Pracownik naukowy
Politechniki Lwowskiej, Politechniki Gdanskiej i Akademii Goérniczo-Hutnicze) w Krakowie.
Zatozycidl i cztonek Polskiej Akademii Nauk. Honorowy cztonek wielu fundacji i zagranicznych
Akademii Nauk. Jego prace naukowe dotyczyly szerokiego spektrum probleméw mechaniki
i budowy maszyn — maja one fundamentalne znaczenie w rozwoju teorii sprezystosci i plastyczno-
sci. W roku 1904 opublikowal, jako pierwszy, rozprawg dotyczaca hipotezy wytezeniowej pt.:
+Praca odksztatcenia postaciowego jako miara wytezeniowa materiatu” [28, 29, 42].
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1.5. Napre¢zenie na ptaszczyznie. Przypadki szczegdlne

W niniejszej czesci podrecznika zostana przedstawione wybrane przyklady
wyznaczania skladowych napre¢zenia w odniesieniu do okreslonej ptaszczyzny,
ktora reprezentuje przekrdj wewngtrzny osrodka ciagltego. Wybor orientacji
poszczegdlnych plaszczyzn jest zamierzony, a przedstawione przypadki sa istot-
ne w teorii sprezystosci i plastycznos$ci. Ponadto, ponizsze rozwazania bazuja na
elementarnym prostopadtoscianie, ktory zostat oméwiony w rozdziale 1.1 —rys.
15orazrys. 1.6.

1.5.1. NaprezZenie na Sciance skos$nej

Znajac sktadowe stanu naprezenia (1.13), w przyjetym ukladzie odniesienia
{X,y, z}, mozna wyznaczy¢ naprezenie calkowite c,. (Wraz z napr¢zeniem nor-
malnym oy, i stycznym t,) na dowolnie zorientowanej plaszczyznie przekroju
wewnetrznego osrodka ciagltego. Schemat obrazujacy taka sytuacje zamieszczo-
no na rys. 1.8. Plaszczyzng, o ktorej jest mowa, reprezentuje Scianka skosna.
Normalna do tej $cianki (kierunek p na rys. 1.8b) tworzy z odpowiednimi
osiami uktadu odniesienia katy a, 3, y. Ich wartosci spetniaja nastgpujacy waru-
nek [28, 58]:

cos? o+ cos’ P+ cos’y =1 . (1.23)

W celu utatwienia zapisu dalszych rozwazan wprowadzmy nastgpujace ozna-
czenie funkcji powyzszych katow, mianowicie:

| =cosa ,
m = cosf , (1.24)
n=Cosy .

Wyznaczmy teraz warto$¢ naprezenia catkowitego oy (rys. 1.8c) wystegpuja-
cego na wybranej $ciance skosnej. W tym celu utwérzmy uktad rownan réwno-
wagi rzutow sit wewngtrznych na poszczegélne osie uktadu wspolrzednych,
oczywiscie w odniesieniu do przyjetej nowej ptaszczyzny. Uklad tych réwnan
jest nastepujacy:

=6, S, l+1,,-S,-m+1,-S,-n,

S,-l+c,-S,-m+1,-S,-n, (1.25)

O Sp
oy Sp =Ty
Cp Sp =Ty Sp-l+1,y-S,-m+o,-S,-n,

gdzie: S, — pole powierzchni $cianki skosnej, na ktorej dziata napr¢zenie catko-
wite op¢; pozostale oznaczenia sq zgodne z rys. 1.8. Ostatecznie, z powyzszego
uktadu rownan rownowagi uzyskuje si¢ wzory (1.26), stuzace do wyznaczenia
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a) kierunek p
(normalny do ptaszczyzny)

(pole powierzchni
ptaszczyzny)

b)

kierunek p

Rys. 1.8. Naprezenie na $ciance skos$nej: a) schemat ogdlny, gdzie: o,, —naprezenie
normalne (w odniesieniu do $cianki sko$nej), o, —naprezenie catkowite, T, - naprezenie
styczne; b) sposob przyjecia oznakowania katow tworzonych przez normalng p do
odpowiednich osi kartezjanskiego uktadu odniesienia; ¢) sktadowe naprezenia
catkowitego o, W przyjetym uktadzie odniesienia

wartosci sktadowych napregzenia op.. Kierunki tych skltadowych naprezenia sa
wspoétliniowe do odpowiednich osi uktadu {X, y, z}.
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Op =0yl +1y -Mm+1,-n,
Gp =Ty I+, -m+1,-n, (1.26)
Cp =Ty l+1, Mt+o,-n.

Jednoczesnie nalezy pamigtac, ze kierunek naprgzenia catkowitego o, nie
musi by¢ zgodny z kierunkiem normalnym p (rys. 1.8c). Jego kierunek (wraz
ze zwrotem i wartoscia) mozna wyznaczy¢ poprzez sumowanie wektorowe skta-
dowych (1.26) tego naprezenia. Zatem:

Gpe =G +Gp +Gp, (2.27)

z kolei liczbowa warto$¢ tego naprezenia wynosi:

2 2 2
Gpc =4/Opx +Opy + 0 - (1.28)

Wyznaczmy teraz sktadowa normalng oy, 1 styczna t, naprezenia catkowite-
go, ktore wystepuja na wyznaczonej $ciance skosnej (rys. 1.8). Bazujac na rys.
1.2 oraz zaleznosci (1.2) mozna zapisaé, ze warto$¢ naprezenia normalnego Gpn
WYnosi:

c.=c.,-l+o0.,-m+c_ N, (1.29)

pn px py pz

natomiast kierunek tego naprgzenia jest wspotliniowy z kierunkiem P (rys. 1.8).

Wartos$¢ sktadowej stycznej t,, ktora jednoczesnie jest maksymalnym napr e-
Zeniem stycznym [28], oblicza si¢ z nastgpujacego wzoru:

T, = Gfm—cfm . (1.30)

1.5.2. Naprezenia glowne

Zatdézmy teraz, ze Scianka sko$na (rys. 1.8) jest tak zorientowana wzgledem
uktadu odniesienia {X, Y, z}, ze naprezenie catkowite o jest jednocze$nie na-
prezeniem normalnym. Oznacza to, iz naprgzenie takie jest jednym z trzech na-
prezen glownych. Zatem, wprowadzmy nowy uktad odniesienia {1, 2, 3}, ktore-
go osie pokrywaja si¢ z kierunkami gtownymi — tak jak to przedstawiono narys.
1.9. Oznaczenie kierunkéw glownych ujeto w nawiasy, gdyz przyjelismy je
W sposob dowolny. Jest to zwiazane z tym, Ze jeszcze nie znamy wartosci
wszystkich naprezen gtéwnych (w danym punkcie ciala) a wiemy, iz powinien
by¢ spetniony warunek (1.3).

Napiszmy teraz warunek rownowagi rzutow sit wewngtrznych na osie ukla-
du odniesienia {x, y, z} —rys. 1.9. Uktad tych rownan (po wyrugowaniu pola
powierzchni §cianki skos$nej) przyjmuje nastgpujaca postac:
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b)

Rys. 1.9. Transformacja osi uktadu wspotrzednych {x, y, z} do kierunkow gtéwnych
{1, 2, 3}; a) jedno z naprezen gtownych o, na nowej ptaszczyznie, gdzie: o, B, y —katy
tworzone przez normalna do ptaszczyzny kierunku gtéwnego (1) z osiami
uktadu {x, y, z} oraz b) sktadowe stanu naprgzenia w danym punkcie

(cx—cspc)-lth ‘m+1,-n=0
0, (1.31)
0.

ryx-|+(cy )m+r n

ZX-|+rZy-m+(csZ—c5 ) n=

gdzie: o, — naprezenie normalne (zgodnie z rys. 1.9 jest jednym z naprg¢zen
gtownych); |, m, n — cosinusy kierunkowe katéw tworzonych przez kierunek
glowny (tj. normalny do $cianki skosnej) z osiami uktadu {X, y, z}.
Uwzgledniajac rownania (1.23) i (1.24) — wspdlnie z powyzszymi zaleznO-
sciami (1.31) — otrzymujemy uktad réwnan z czteroma niewiadomymi. Sa nimi
warto$¢ naprezenia calkowitego o, Oraz trzy cosinusy kierunkowe: I, m, n. Ale
zeby rozwiazanie powyzszego uktadu rownan (1.31) miato sens, jego wyznacz-
nik (1.32) musi by¢ rowny zero [28, 45].
G,—GC

T

X pc Xy

T 6, —0C T =0. (1.32)

yX y pc

T ()

Tax zy z

Rozwinigciem powyzszego wyznacznika jest rOwnanie trzeciego stopnia (1.33),
w ktorym niewiadoma jest warto$¢ naprezenia Gyc.
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3 2
Gpc—(GX+GY+GZ)-GpC+N1~GpC+N2=0 : (1.33)
gdzie:
N, =0,0, +0,0, +0,0, — riy 12 - 1;52 , (1.34)
2
N, =06,6,0, +2:T,T,,Ty, = ery cyrxz G, Ty - (1.35)

Réwnanie (1.33) posiada rozwiazanie w postaci trzech pierwiastkéw rze-
czywistych, ktore (po uszeregowaniu) sa wartosciami naprgzen gtownych.
W ostateczno$ci, wartosci uzyskanych naprgzen gtéwnych wyraza si¢ w funkcji
niezmiennikéw naprezenia, mianowicie [45]:

6, =0, +%-0H -COS®
Gy =0+ - cos(—120°) , (1.36)

G3=0, +%'GH -cos(m—240°) :
gdzie: napregzenie $rednie oy, oblicza si¢ ze wzoru (1.15), a napr¢zenie postacio-
we oy —Wedtug zaleznosci (1.20). Natomiast warto$¢ trzeciego niezmiennika (t).
kata o) nalezy wyznaczaé z poniZszej zaleznosci:

N+N

CoS3m = \/ (1.37)

1.5.3. Naprezenie oktaedryczne

Rozpatrzmy teraz szczegdlny przypadek, polegajacy na tym, ze $cianka sko-
$na (przedstawiona na rys. 1.8) jest jednakowo nachylona do wszystkich trzech
osi uktadu wspoélrzednych. Dodatkowo zaldézmy, ze osie tego uktadu odniesienia
{1, 2, 3} sa wspotliniowe z kierunkami glownymi — tak jak to przedstawiono na
rys. 1.10. W ten sposéb cosinusy kierunkowe (1.24) katéw tworzonych przez
normalna do tej ptaszczyzny z kierunkami gtéwnymi sa sobie rowne 1 wynosza:

I=m=n=\/_%. (1.38)

Tak zorientowana $cianka skosna (i przy tak przyjetym uktadzie odniesienia)
jest nazywana plaszczyzng oktaedryczng [24, 28, 45]. Potaczenie Scianek two-
rzy bryte oSmio$cienna — zwana oktaedrem (rys. 1.10).

Wyznaczmy teraz sktadowa normalna Gu 1 styczna T naprg¢zenia oktae-
drycznego — zgodnie z rys. 1.10. Na podstawie zalezno$ci (1.29) oraz wzoréw
(1.26), warto$¢ naprezenia normalnego Go WYNOSi:

Guq =0y -1 +06,-m?+5,-n?, (1.39)
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kierunek normalny
do ptaszczyzny oktaedrycznej

oktaedr

— (o8mioScian powstaty z ztoZzenia ptaszczyzn

'c;kt\ | oktaendrycznych - poczatek uktadu {1, 2, 3} znajduje sie
7\\ NV w $rodku cigzkoSci bryty)

7 o,

kierunek lezgcy w ptaszczyznie oktaedrycznej

Rys. 1.10. Sktadowa normalna G | Styczna te naprezenia oktaedrycznego dziatajacego na
plaszczyznie oktaedrycznej (opis w tekscie)

po uwzglednieniu zaleznosci (1.38) otrzymujemy:
O okt Z%'(Gl+62 +05)=0,, , (1.40)

co oznacza, ze naprezenie oktaedryczne Gy jest rowne naprezeniu Sredniemu o,
(pierwszemu niezmiennikowi stanu naprgzenia).

Wyznaczmy teraz warto$¢ naprezenia stycznego To, dziatajacego na ptasz-
czyznie oktaedrycznej (rys. 1.10). Bazujac na wczesniej omowionej zaleznosci
(1.30), mozna zapisac, ze:

Tot =02 — O (1.42)

gdzie: o, jest naprezeniem catkowitym, dziatajacym na omawianej ptaszczyznie.
Jego wartos¢ mozna wyznaczy¢ w analogiczny sposob jak to opisano w przy-
padku naprgzen przedstawionych na rys. 1.8. Zatem, warto$¢ naprezenia o, Wy-
nosi:

62 =062 +05+05, (1.42)

C
gdzie: 64, 0, 63 — naprezenia gldwne, dziatajace na $ciankach mys$lowo utwo-
rzonego elementarnego prostopadtoscianu, ktory jest naszkicowany na rys. 1.10
—analogicznie do przypadku przedstawionego narys 1.6.

Powracajac do zaleznosci (1.41), uwzgledniajac jednoczes$nie wzory (1.40)
oraz (1.42), mozna teraz zapisac, ze sktadowa styczna naprgzenia oktaedryczne-
go Wynosi:

Tokt = % : \/(01 - 52)2 + (02 - 03)2 + (53 - 51)2 . (143
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Na postawie zalezno$ci (1.21) — stuzacej do wyznaczenia wartosci drugiego
niezmiennika stanu naprgzenia — mozna stwierdzié, ze styczne naprezenie okta-
edryczne T jest wprost proporcjonalne do naprezenia postaciowego oy. Spo-
strzezenie to mozna zapisa¢ w nastgpujacy sposob:

o = «/EA —_ (1.44)

Omowione wyzej naprezenia oktaedryczne sa bardzo cenne w teorii pla-
styczno$ci. Sktadowa styczna T tego naprezenia jest traktowana jako wskaznik
okreslajacy moment pojawienia si¢ odksztatcen plastycznych [28]. Zagadnienie
to zostanie omowione szerzej w dalszej czgsci skryptu.

1.5.4. Ekstremalne naprezenia styczne

Wykazano wczeéniej (rys. 1.2 oraz rozdziat 1.5.1), ze na dowolnie zo-
rientowanej $ciance skosnej wystepuje naprezenie styczne t, ktére przyjmuje
pewna warto$¢ okreslona np. zaleznos$cia (1.30). Jednocze$nie dowiedziono (rys.
1.4 oraz rozdziat 1.5.2), Ze istnieje taka orientacja ptaszczyzny, na ktorej napre-
zenie to zanika (rys. 1.11¢). Wtedy naprezenie styczne t przyjmuje najmniejsza
bezwzgledna wartos¢, ktora rowna jest zero. Powstaje teraz pytanie: Jakie sa
orientacje plaszczyzn charakterystycznych, na ktorych naprezenie T osiaga badz
warto$¢ wyzej wspomniang, badz najwigksza warto$¢ bezwzgledna?

Aby odpowiedzie¢ na to pytanie, rozwazmy stan naprezenia w dowolnym
punkcie, przyjmujac uktad odniesienia {1, 2, 3}, tak jak to przedstawiono np. na
rys. 1.6. Warto$¢ naprezenia stycznego t, na dowolnie zorientowanej ptaszczyz-
nie (analogicznie jak w przypadku naprgzenia to przedstawionego rys. 1.10),
wynhosi [28]:

NE

=c? +G§-m2+c§-n2—(01-|2+c52-m2+c53-n2), (1.45)

gdzie: 61, 0y, o3 — naprgzenia gldowne w danym punkcie osrodka ciagltego;
I, m, n — cosinusy kierunkowe katow tworzonych przez kierunek normalny (do
danej ptaszczyzny) z odpowiednimi kierunkami gtownymi {1, 2, 3}. Wiedzac
jednoczesnie, ze wartosci cosinuséw kierunkowych — ktore sa niewiadomymi we
wzorze (1.45) — spetniaja warunek [5, 28, 45]:

12+m?+n%=1, (1.46)

mozna zalezno$¢ (1.46) doprowadzi¢ do postaci trzech funkcji naprezenia stycz-
nego t, w ktorych sa juz tylko dwie niewiadome. Takie przeksztalcenie matema-
tyczne tych réwnan jest konieczne, gdyz dopiero teraz mozna na ich podstawie
wyznaczy¢ ekstremalne warto$ci naprgzenia stycznego t. W tym celu wyznacz-
my pochodne czastkowe wspomnianych rownan wzgledem cosinusow kierun-
kowych. Ostatecznie rozwiazaniem jest sze$¢ ,,zestawOw” warto$ci cosinusow
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l=0;m=n=\ff/2 l=@2;m=0;n=@2 l=m=@2;n=0
Ty; = Y20, — G;) T3 = (0, — ©3) T, = %20, — 6,)
oy = V2(0; + ©3) oy = /(0 + 03) oy = 401+ G)

I=0;m=n=-\22 1= —\272;m = 0;n =272 I=m=-\212;n=0
Ty = (0 - 63) T3 =— Y401 - 63) T2 == (01— ©2)
oy = /2(0y + ©3) oy =201+ 03) oy =201+ G)

¢)

I=1;m=n=0 I=0;m=1;n=0 I=m=0;n=0
=0 =0 =0
Oy = O} Oy = Oz Oy = O3

Rys. 1.11. Ptaszczyzny ekstremalnych naprgzen stycznych; I, m, n — cosinusy kierunkowe

katow tworzonych przez normalng do plaszczyzny z odpowiednimi osiami uktadu
odniesienia (kierunkami gtownymi) {1, 2, 3}
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kierunkowych, ktore wyznaczaja orientacje plaszczyzn (rys. 1.11), na ktérych
naprezenie styczne T osiagga warto$ci ekstremalne.

Podstawiajac do zaleznosci (1.45) warto$ci poszczegolnych grup trzech co-
sinusow kierunkowych I, m, n (rys. 1.11) wyznaczamy naprg¢zenia styczne
(1.47 + 1.49). Poniewaz wystgpuja one na poszczegolnych plaszczyznach cha
rakterystycznych, nazywamy je glownymi naprezeniami stycznymi.

1

T = iz : (51 - 02) ' (1.47)
1

Tig = iz . (61 - 03) , (1.48)
1

Tyg =J_r§‘(02 —03) . (1.49)

Biorac pod uwage, ze dla naprezen glownych obowiazuje warunek (1.3), to
najwigkszym napre¢zeniem stycznym jest naprgzenie Ty3, ktorego warto$¢ obli-
cza sig ze wzoru (1.48) [28, 45, 71].

1.6. Graficzna prezentacja stanu naprezenia

Stan naprgzenia, jaki panuje w dowolnym punkcie elementu konstruk-
cyjnego (osrodka ciagtego), mozna przedstawi¢ w formie graficznej — do tego
celu stuza wykresy ptaskie [5, 24, 28 — 30, 45, 58, 59, 71]. W dalszej czgsci tego
rozdziatu zostana omoéwione trzy sposoby geometrycznego odwzorowania stanu
naprezenia.

1.6.1. Kolo Mohra

W poprzedniej czgsci podrecznika wykazano, ze wartosci sktadowych stanu
naprezenia (panujacego w dowolnym punkcie o$rodka ciagtego) zaleza od przy-
jetego uktadu odniesienia. Natomiast normalna i styczna naprgzenia catkowitego
zaleza — w tym przypadku — od orientacji ptaszczyzny, do ktorej to napr¢zenie
si¢ odnosi. Zatem powstgje pytanie: Czy istnige przejrzysty sposob prezentacji
stanu napr¢zenia, ujmujacy wszystkie mozliwe konfiguracje sktadowych napre-
zenia? Odpowiedzia na to pytanie jest wykres Mohra, nazywany kotami napre-
zen Mohra (rys. 1.12). To graficzne odwzorowanie stanu naprezenia sporzadza-
ne jest na plaszczyznie naprezen, gdzie na osi odcigtych odktada si¢ sktadowa
normalna oy napre¢zenia catkowitego, natomiast na osi rzednych — bezwzgledna
warto$¢ sktadowej stycznej 1. Wykres ten sklada si¢ z trzech okrggow (rys.
1.12), ktorych rownania maja nastgpujaca postaé [28, 29]:

2
okrag Oy (GN —LZGZJ +12=R2, (1.50)
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2
Oqug 013: [GN _LZG?’] —+ 12 = Rl23 f (151)

2
okrag Og; [GN _ 22 ;G3j +1°=R%, (1.52)

gdzie warto$¢ utamka w nawiasie po lewej stronie rownania oznacza wielkos¢
przesunigcia srodka okrggu wzdhuz osi odcigtych. Natomiast warto§ci promieni
tych okregéw wynosza [28]:

1

Ry, = E ) (01 - 52)5 T2 (1.53)
1

Ris = E ) (61 - 53)5 T13 s (1.54)
1

Ry = E ) ((52 - 53)5 To3 - (1.55)

Okregi te, przedstawiaja stany naprezenia na $ciankach rownolegtych do po-
szczegdlnych kierunkéw gtownych, np. okrag Oy, dotyczy ptaszczyzny réwno-
legtej do kierunku 3. Z kolei, zaciemniony obszar na wykresie (rys. 1.12), po-
wstaty z odjecia od obszaru kota najwigkszego O13 powierzchni kot mniejszych
— Og i Oy, jest zbiorem punktow (o wspdtrzednych: oy, T) reprezentujacych
sktadowe naprezenia catko-
witego ¢ na $ciankach sko-
$nych, o wszystkich mozli-
wych orientacjach.

Przedstawmy teraz spo-
sob wyznaczenia sktadowej
normalng i stycznel napre-
zenia ©pc na plaszczyznie,
ktorej normalna tworzy katy
o, B i y z odpowiednimi
kierunkami gtownymi {1, 2,
3}. Oczywiscie, warto$ci
napr¢zen glownych o©i, o3
i o3 sa znane (co jest jedno-
o, znaczne ze znajomos$cia

stanu naprgzenia w rozpa-

. ) trywanym punkcie). Kolo
Rys. 1.12. Kolo napr¢zen Mohra odwzorowujace Y .
, < . napr¢zen Mohra dla takiego
graficznie stan naprgzenia w dowolnym punkcie .
osrodka ciagltego (opis w tekscie) przy padku przedStaW 10N0 na
rys. 1.13[28, 29, 45].
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wspodirzedne punktu P - {G,,, T,}
——— Gpe

Rys. 1.13. Koto naprgzen Mohra: wykre$lna metoda wyznaczania sktadowe;j
normalnegj oy, i styczngj t, naprezenia catkowitego o (W punkcie P) na $ciance skosnej
dowolnie nachylonej do kierunkdéw gtownych {1, 2, 3}; a, B, y —katy tworzone przez
normalng (do rozpatrywanej ptaszczyzny) z odpowiednimi kierunkami gtéwnymi

W pierwszej kolejnosci sa odmierzane katy o, B i y w taki sposob, jak to
przedstawiono narys. 1.13. W efekcie uzyskuje si¢ lokalizacj¢ punktow, odpo-
wiednio do katow oznaczonych literami A, B oraz C, ktore powstaja w wyniku
przecigcia ramion katow z poszczegdlnymi wewngtrznymi kotami Mohra. Na-
stepnie, wykreslane sa tuki o promieniach Ra, Rg, Rc, ktorych srodek pokrywa
si¢ ze srodkami odpowiednich okrggow Oz, O3 Oraz Oy,. Przecigeie tych tukow
wyznacza |lokalizacjg punktu P, okreslajacego wartosci sktadowej normalnej o,
| styczng T, szukanego naprezenia catkowitego Gpc.

1.6.2. Gwiazda naprezen

Kolejnym graficznym sposobem przedstawiania stanu naprezenia, panujace-
go w dowolnym punkcie osrodka ciagtego, jest gwiazda naprezen opracowana
przez T. Pelczynskiego? [45]. Konstrukcja ta, oprocz wartosci naprezen gtow-
nych, przedstawia rowniez w sposob graficzny niezmienniki stanu naprgzenia.
Mianowicie, na podstawie zaleznosci (1.36) wnioskuje si¢, ze naprgzenia glow-
ne oy, o, 0raZ 63 mozna przedstawi¢ wykreslnie, jako sumy naprezenia §rednie-

2 Tadeusz A. Pelczynski, profesor (1906 — 1983) — twoérca i widloletni pracownik naukowy
Zaktadu Obrobki Plastycznej na Politechnice Warszawskiej. Autor licznych prac naukowych
poswigconych teorii i technologii obrébki plastyczngl metali. Cenne doswiadczenie praktyczne
zdobyt pracujac w przemysle (glownie w okresie migdzywojennym).
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go o, Oraz rzutéw ramion
trojramienngl gwiazdy -
czyli sktadowych gléwnych
dewiatora naprezenia Sy, So,
S3.  Dlugos¢ ramion tej
gwiazdy jest proporcjonal-
na do drugiego niezmienni-
ka stanu naprezenia i wy-
nosi 2/3c,, . Z kolei $rodek
tej gwiazdy jest przesunigty
od poczatku uktadu odnie-
sienia 0 warto$¢ pierwsze-
go niezmiennika — tj. na
prezenia  $redniego  Op.
Kongtrukcja gwiazdy na-
prezen, dla przyktadowego
stanu naprezenia, zostata
przedstawionanarys. 1.14.
Rys. 1.14. Gwiazda napr¢zen: 61, G, Gz — napr¢zenia Poprzez mOdyﬁkaCjQ
glowne; sy, S,, 53 — skladowe glowne dewiatora gwiazdy naprezen, polega-
naprezenia; Tyo, T13, To3 — ekstremalne naprezenia jch na dodaniu oqugu
styczne, o, oy, ® —niezmienniki stanu napr¢zenia wewnetrznego (0 promie—
niu réwnym  +/3/3s,),
mozna wyznaczyé na jej
podstawie w sposob graficzny rowniez wartosci ekstremalnych naprezen stycz-
nych (1.56) [24]. Biorac pod uwage zalezno$ci geometryczne wynikajace
z gwiazdy naprgzen (rys. 1.14) mozna zapisacé:

T, :\/_%-GH -sin(o - 240°) ,
Tis :\/_%.GH -sin(o -120°) (1.56)

123:\/_%-0H ‘sho ,

1.6.3. Ukosnokatny uklad wspolrzednych

Przyjmijmy uko$nokatny uktad wspoirzednych [24], w ktorym osie sa na
chylone w stosunku do siebie pod katem 120° (rys. 1.15). Osie te reprezentuja
kierunki gtéwne naprezenia {1, 2, 3}. Przedstawmy teraz na takiej ptaszczyznie
dwa wykresy stanu naprezenia. Pierwszy z nich (rys. 1.15a) obrazuje zalezno$ci
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Rys. 1.15. Ukosnokatny uktad wspotrzgdnych: a) sktadowe gldéwne dewiatora napr¢zen
S1, S2, S3; b) naprezenia glowne o1, 05, 03; gdzie oy, ® — niezmienniki stanu naprezenia
(opis w tekscie)

geometryczne pomig¢dzy sktadowymi normalnymi dewiatora naprgzenia S;, S
i S3 @ dwoma niezmiennikami stanu napr¢zenia — naprezeniem oy i katem .
Natomiast drugi wykres (rys. 1.15b) stuzy do przedstawiania zwigzkow geome-
trycznych migdzy naprezeniami gtéwnymi o3, G, OraZ o3 a naprg¢zeniem zastep-
czym oy. Omowione wykresy moga by¢ stosowane rowniez do wyznaczania
warto$ci sktadowych zaré6wno dewiatora naprezen jak i naprezenia catkowitego
[24, 45].

Poréwnujac ukos$nokatny uktad wspétrzednych z rys. 1.10, mozna przyjac,
ze plaszczyzna omawianego wykresu jest ptaszczyzna oktaedru. Ta wlasnosc
Sprawia, ze geometryczna interpretacja stanu naprezenia (na takiej pltaszczyznie)
jest cenna przede wszystkim w teorii plastyczno$ci — o czym bedzie mowa
w dalszej czes$ci niniejszego opracowania.

1.7. Schematy napr¢zen gidwnych

Dotychczas rozpatrywano ogélny stan naprezenia, dla ktérego wartosci
wszystkich naprgzen glownych o3, o, i 63 byly rozne od zera. Taki przypadek
jest nazywany tréjosiowym (lub przestrzennym) stanem naprezenia. Jednak-
7ze w praktyce czgsto spotyka si¢ przypadki, w ktorych warto$¢ jednego lub
dwoch naprezen gtownych jest rowna zero [24, 45, 71]. Przyktadowo, w precie
rozcigganym sitg zewngtrzng (o kierunku zgodnym z osia wzdtuzna tego preta),
przytozona do jego koncow, wystepuje jednoosiowy (liniowy) stan napr¢zenia.

Narys 1.16 przedstawiono dziewie¢ podstawowych schematéw naprezenia,
jakie moga wystapi¢ w dowolnym punkcie odksztalcanego osrodka ciaglego [24,
71]. W tym gronie wyr6znia si¢ dwa schematy liniowe (rys. 1.16a— jednoosiowe
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rozciaganie oraz rys. 1.16b —jednoosiowe $ciskanie), trzy schematy ptaskie (rys.
1.16 ¢, d, €) oraz cztery schematy przestrzenne (rys. 1.16 f, g, h, i). Przy czym,
stan naprgzenia o zgodnym znaku wartosci naprgzen gltdéwnych (gdzie dodatnia
warto$¢ oznacza rozciaganie, a Ujemna— Sciskanie) nazywa si¢ jednoimiennym.
Natomiast schemat o r6znych znakach — réznoimiennym [71].

Jednoczesnie nalezy zwrdci¢ uwagg na schemat stanu naprezenia, ktory
przedstawiono na rys. 1.16e. Jesli wartoéci bezwzgledne naprezen gtéwnych
beda sobie rowne (tj. o1 = -05), to taki schemat nazywa si¢ czystym $cinaniem.
Wystepuje on rowniez w elementach (np. o przekroju kotowym) poddanych
obciazeniu skrecajacemu [24, 58, 59, 73]. Schemat ten, wspdlnie z innym sche-
matem ptaskiego stanu naprezenia (rys. 1.16c¢), ale jako dwuosiowy nieréwno-
mierny stan, wystgpuje rowniez w materiale podczas ttoczenia wyrobow blasza-

nych [37].

Rys. 1.16. Schematy stanu naprgzenia: liniowy (a, b), ptaski (c, d, e) oraz
przestrzenny (f, g, h, i) — opis w tekscie
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1.7.1. Plaski stan napre¢zenia

Jednym ze szczegélnych przypadkéw schematu naprgzenia jest ptaski stan
naprezenia (rys. 1.16 c, d, e). Taka sytuacja wystgpuje niekiedy w procesach
obrobki plastycznej metali, np. podczas rozciagania lub Sciskania ptaskiej ptyty
sitami przylozonymi rownolegle do jej plaszczyzn czolowych. Przy czym, nale-
zy pamigtac, ze przy takim schemacie obciazenia element obrabiany odksztatca
si¢ we wszystkich mozliwych kierunkach.

Tensor naprg¢zenia, dla omawianego schematu naprg¢zen, ma nastgpujaca po-
sta¢ (w przypadku ogdlnym):

Gy Ty O
T,=|Tx oy, O]. (1.57)
0 0 O

Podobnie jak postaé powyzszego tensora (1.57), rowniez zmianie ulega sposob
zapisu napre¢zenia Sredniego Gy, mianowicie:
On =%-(c5x +Gy) : (1.58)
Z Kkolei rownaniarownowagi (1.8) dla ptaskiego stanu naprezenia ulegaja reduk-
cji do uktadu dwoch rownan (1.59) [37, 50, 71].
oo ot

X 4 X _ 0
ox oy ’
5 5 (1.59)
T DOy _g .
OX oy

Pozostgje jeszcze kwestia omdwienia zasady konstrukcji kota Mohra dla
rozpatrywanego schematu naprezen. Zatézmy, ze wykres Mohra przedstawiony
narys. 1.17b odpowiada stanowi naprgzenia w dowolnym punkcie osrodka cia-
glego. Wprowadzmy dwie $cianki skos$ne, ktore sa zorientowane wzgledem Kie-
runkow gtownych {1, 2}, tak jak to zobrazowano na rys. 1.17a. Niech normalne
do tych ptaszczyzn pokrywaja si¢ z osiami nowego uktadu odniesienia {X, y}.
Przy czym, kat tworzony przez o$ {x} z kierunkiem gléwnym {1}, oznaczmy
litera o.. Na kazdej z tych plaszczyzn mozna wyznaczy¢ skladowa normalng
| styczna napr¢zenia. Ich wartosci wyznaczaja punkty Py i Py umieszczone na
kole Mohra (rys. 1.17h).

Jesli teraz z kazdego z tych punktow (oznaczonych litera P z odpowiednim
indeksem) poprowadzimy cigciwy kota, ktore sa rownolegte do §ladow odpo-
wiednich §cianek sko$nych, wyznaczymy punkt (oznaczony litera B) nazywany
biegunem kota Mohra [4, 37].

Reasumujac, koto Mohra okresla stan naprezenia w rozpatrywanym punkcie
osrodka ciaglego. Z kolei biegun tego kota pozwala wyznaczy¢ wartosci skta-
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b) TA

Rys. 1.17. Koto naprgzen Mohra dla plaskiego stanu naprezenia (b) oraz schemat
przedstawigjacy skladowe naprezenia na $ciankach sko$nych (a); punkt B — biegun kota
Mohra, punkty P — odwzorowanie sktadowych naprezenia panujacych
na poszczegblnych plaszczyznach, o — kat tworzony przez o$ X (normalna do
$cianki skosnej) z kierunkiem gtownym 1

dowych naprezenia (normalna oy i styczna t) przypisanych do ptaszczyzny,
ktorej slad jest rownolegly do cigciwy poprowadzonej z bieguna kota. Pojgcie
bieguna kota Mohra jest wykorzystywane do wyznaczania dolnej oceny sit upla-
styczniajacych material — o czym bedzie mowa w dalszej cze$ci skryptu.

1.7.2. Osiowo-symetryczny stan napre¢zenia

Szczegdlnym przypadkiem przestrzennego schematu naprgzen jest osiowo-
symetryczny stan napre¢zenia. Jest on do$¢ czgsto spotykany w procesach obrob-
ki plastycznej. Charakteryzuje on stan wystgpujacy w obrotowych elementach,
ktore sg obciazone sitami powierzchniowymi, symetrycznie roztozonymi wzgle-
dem ich osi symetrii. Ponadto sily te sa przylozone jednakowo we wszystkich
przekrojach przechodzacych przez te os.

Przy rozpatrywaniu takiego stanu naprezen zazwyczaj stosowany jest wal-
cowy uktad odniesienia {p, 0, z}. Z kolei, sktadowe naprg¢zenia wystgpujacego
w dowolnym punkcie osrodka ciagtego, najlepiej jest przedstawia¢ za pomoca
elementarnego wycinka cylindrycznego —tak jak to przedstawiono narys. 1.18.

Dla osiowo-symetrycznych elementéw konstrukcyjnych sktadowe tensora
naprezen nie zaleza od wspotrzednej 0, zatem ten tensor przyjmuje nastepujaca
postac:
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N

0$ symetrii

Rys. 1.18. Elementarny wycinek cylindryczny — we wspotrzgdnych walcowych
{p, 6, Z} —stuzacy do przedstawiania sktadowych osiowo-Symetrycznego stanu naprezenia
panujacego w dowolnym punkcie obrotowego osrodka ciaglego

o, 0 Tpz
T,=| 0 o, O]. (1.60)
T 0 o

Natomiast, w rezultacie przyjecia wspotrzednych walcowych (rys. 1.18), rowna-
nia rownowagi (1.8) dla osiowo-symetrycznego stanu naprgzenia przyjmuja
forme uktadu rownan (1.61) [24, 45, 71, 73].

do, Ot G,—GC
P P 0 _

0,
» o P (161)
at_ﬂ_,.%.krizzo ,
op oz p

gdzie: p — odlegtos¢ rozpatrywanego punktu osrodka ciagtego od osi symetrii
{z} (zgodnie zrys. 1.18).
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2. STAN ODKSZTALCENIA

2.1. Definicja odksztalcenia

Kazdy element konstrukcyjny (osrodek ciagly), bedacy w stanie naprezenia,
doznaje odksztalcen. Oznacza to, ze ulega zmianie zaro6wno jego postaé geome-
tryczna jak i jego wymiary. Zagadnienie te zostanie omowione na przyktadzie
schematu odksztatcania preta walcowego (rys. 2.1). Pod wplywem dziatania sity
rozciagajacej (rys. 2.1b), dtugos¢ poczatkowa probki lo ulega zwigkszeniu do
pewnej, okre§lonej wartosci ;. Przyrost tej wartosci nazywa si¢ odksztalceniem
bezwzglednym [5] (w rozpatrywanym przypadku — wydtuzeniem Al). Natomiast
iloraz (2.1) wydtuzenia Al oraz dlugosci poczatkowej lo okresla sig mianem

a)
S,
Ly
b) —_
"
Al Al
l, N
c) ‘
R
; ‘ Al, Al

Rys. 2.1. Schemat przebiegu odksztatcenia: prob-
ka przed obciazeniem (a), w trakcie obciazenia (b)
oraz po zdjeciu obciazenia (¢); lo — dtugo$¢ po-
czatkowa probki, l; — dtugo$¢ koncowa
(osiagnigta w wyniku obcigzenia), I’y — dtugo$é
koncowa (tj. ostateczna, ktora uzyskano po
zdjeciu obciazenia), Al — odksztatcenie
bezwzgledne, Als - odksztalcenie sprezyste,
Alp — odksztatcenie plastyczne (trwate)

odksztalcenia  wzglednego
i oznacza si¢ przez litera .

_Al
£= A) , 2.1)

gdzie: oznaczenia sa zgodne
zrys. 2.1

Po zdjeciu obciazenia ze-
wnetrznego (rys. 2.1c), diu-
gos$¢ preta ulega zmniejszeniu,
jednakze nie osiaga ona warto-
$ci poczatkowej lo. Jest to spo-
wodowane tym, ze odksztal-
cenie calkowite Al sklada sie
z odksztalcenia  spregzystego
Als (zanikajacego po zaprze-
staniu dzialania sit zewngtrz-
nych) oraz z odksztalcenia
plastycznego Alp (trwatego).
Oczywiscie, odksztatcenia
plastyczne wystepuja tylko
wtedy, kiedy naprezenia wy-
wotane dziataniem sit ze-
wnetrznych przekrocza pewien
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poziom — nazywany granica plastycznosci. Do tego momentu odksztatcenia
maja charakter wytacznie sprezysty (rys. 2.1b) [5, 45, 71].

Rozpatrzmy teraz nieskonczenie mate odksztatcenia, ktore z racji swojej
warto$ci utozsamiane sa z odksztalceniami sprezystymi. W tym celu, w dowol-
nym punkcie o$rodka ciaglego, przyjmijmy kartezjanski uktad wspoirzednych
{X,y, z} oraz wyodregbnijmy elementarny prostopadtoscian o bokach dx, dy i dz —
tak jak to przedstawiono na rys. 2.2. W wyniku przylozenia obciazenia ze-
wnetrznego, rozpatrywany punkt doznaje przemieszczenia, a skltadowe jego
wektora majq wartosci rowne: Uy, Uy, Oraz u,. Takiego samego przesunigcia do-
znaje elementarny prostopadtoscian, co wigcej — jego wymiary liniowe ulegaja
zmianie, a w przypadku ogélnym zmienia si¢ rowniez jego postac (rys. 2.2).
W przypadku szczegdlnym, tj. gdy postac rozpatrywanego prostopadtos$cianu nie
zmienia sig¢, wystgpuje sytuacja, w ktorej osie przyjetego ukladu odniesienia
pokrywaja si¢ z kierunkami glownymi odksztalcenia [5, 24, 45].

Powrd¢émy teraz do analizy odksztalcenia wspomnianego prostopadtos$cianu.
Rozpatrzmy jeden z jego rzutow (przed i po odksztatceniu) na ptaszczyzng XY

Rys. 2.2. Schemat przedstawiajacy odksztatcony i przemieszczony elementarny
prostopadtoscian (a) oraz jego rzut na ptaszczyzng XY (b); u, Uy, U, — skladowe
przemieszczenia, dx, dy, dz — wymiary poczatkowe prostopadto$cianu; o, B — katy opisujace
zmiang postaci rzutu prostopadtoscianu na plaszczyznie XY
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2. Stan odksztalcenia

(rys. 2.2b). Bazujac na wzorze (2.1) mozna zapisa¢, ze odksztatcenie wzgledne
jednej z krawedzi prostopadto$cianu — np. krawedzi AB w kierunku x — jest
rowne:

_AB,-AB _du,
AB OX

€ (22)

X

gdzie oznaczenia sa zgodne z rys. 2.2b. Pozostate odksztalcenia wzgledne ¢,
oraz g, wyznacza si¢ analogicznie, rozpatrujac rzuty krawedzi prostopadtoscianu
odpowiednio na ptaszczyzne XY lub YZ oraz ptaszczyzng YZ lub XZ. Wartosci
tych odksztalcen opisuja zmiang wymiarow osrodka ciaglego i sa nazywane
odksztalceniami liniowymi [28, 45].

Natomiast zmiang postaci w dowolnym punkcie opisuje si¢ za pomoca
odksztalcen postaciowych (katowych) vy, Yy Vi Yox OF@Z Yy, 1 v,y W celu wy-
znaczenia zwiazkow miedzy tymi odksztalceniami a przemieszczeniami, nalezy
przeanalizowa¢ katy obrotu krawedzi rzutéw elementarnego prostopadtoscianu
na odpowiednie plaszczyzny. Przyktadowo, kat obrotu o krawedzi AB dookota
punktu A na ptaszczyznie XY (rys. 2.2b) wynosi [28]:

ou,
Uy +§dx —Y ou dx ou
o~ 1go = e a @3
(dx—ux)+[ux+ de] dx + —*dx
OX OX

gdzie oznaczenia sa zgodne z rys. 2.2b. W analogiczny sposéb wyznacza si¢
zalezno$¢ przemieszczen od kata obrotu B, ktory ilo§ciowo jest rowny katowi a.
W ostatecznosci, odksztalcenie postaciowe ¥y, Oraz yyx mozna wyrazi¢ za pomo-
ca ponizszej zaleznosci:

ou, ou,
=—L 4 X
ox oy

Geometryczna interpretacja odksztalcenia postaciowego y (na plaszczyznie
XY) przedstawiona zostata na rys. 2.3. Ponadto, zamieszczone na nim trzy sche-
maty odksztalcenia sa sobie rownowazne.

Analizujac odksztatcenia, przy wykorzystaniu dwoch pozostaltych rzutow
rozpatrywanego prostopadtoscianu (tj. na ptaszczyzny XZ i YZ), otrzymuje si¢
uktad liniowych réwnan geometrycznych A. Cauchy’ego (2.5 + 2.6). Réwnania
te wiaza odksztatcenia liniowe i postaciowe z przemieszczeniami [28, 29, 42, 45,
71].

Txy =¥y =OL+B (24)

41



Z. Pater, G. Samotvk ,,Podstawy teorii i analizy obrébki plastycznej metali”

b)

=

Yo 2
— T 90° -7,

(90°-7,)

Rys. 2.3. Réwnowazne odksztalcenia postaciowe elementarnego czworoboku:
a), b) $cinanie proste; c) czyste odksztatcenie postaciowe (katowe)

e ou,
P
ou
< gy =—", 25
ou,
~ b7
ou, au
ny Zny :a_Xy_{_EX
ou, Odu,
< sz :Yzy = ayz +E ) (26)
_, O, ou
\ ’YXZ ’YZX ax az 1

gdzie: oznaczenia s zgodne z rys. 2.2.

W  teorii sprezystosci funkcje odksztalcenia (jakimi sa rownania
A. Cauchy’ego) nie moga by¢ niezalezne, a wartosci sktadowych odksztatcenia
nie mozna przyja¢ w sposob dowolny. Zat6zmy hipotetycznie, ze odksztalcany
element konstrukcyjny zostaje podzielony na skofczona ilo$¢ elementarnych
prostopadtoscianow. Jezeli do kazdego z nich przyporzadkowaliby$my sktadowe
odksztalcenia tylko na podstawie rownan A. Cauchy’ego (2.5 + 2.6), okazatoby
sig, ze odksztalcone prostopadtosciany stalyby si¢ nieprzystajace. Oznaczatoby
to, iz nie zostata zachowana ciaglo$¢ materiatu — co jest niezgodne z rzeczywi-
sto$cia oraz z teoria sprezystosci i plastycznosci.

Rozwigzaniem tego problemu sa réwnania nierozdzielnosci (wspol-
istnienia) odksztalcen [5, 28, 42, 71], ktére zostaly wyprowadzone przez
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2. Stan odksztalcenia

B. de Saint-Venant'a poprzez eliminacj¢ przemieszczen z rownan geometrycz-
nych (2.5 + 2.6). ROwnania, o ktorych jest mowa, wyrazaja warunki zgodnosci
odksztatcen i maja nastgpujaca postac [28, 71]:

' azgx N 628y _ azyxy

oy:  ox? oxdy
8282 " azgy _ aZsz
o2 oyor

’ (2.7)

ayZ
d%,
~ ox?

azSX _ 82’YXZ
072  oxoz

:2'628)(
oyor
2
:2'6 €y
oxéz
d%,

oxoy

gdzie: réwnania (2.7) wiaza miedzy soba odksztatcenia wystepujace w tej samej
plaszczyznie przyjetego uktadu wspotrzednych {x, y, z}. Natomiast rownania
(2.8) uzalezniaja drugie pochodne czastkowe funkcji odksztatcen liniowych
(2.5) od drugich pochodnych czastkowych funkcji odksztalcen postaciowych
(2.6), wystepujacych w trzech r6znych ptaszczyznach uktadu odniesienia.

anz + &YXV _ 3sz
oy oz OX

Py (2.8)

&sz + &sz _ é‘bYXy
OX oy 0z

=2.

9
OX
< i GY)’Z + aYX)/ _ a"/xz
oy\ ox
9
oz

N~

2.2. Odksztalcenia plastyczne

Teoria spr¢zystosci porusza zagadnienia dotyczace przede wszystkim od-
ksztatcen nieskonczenie matych (sprezystych). Natomiast w procesach ksztalto-
wania plastycznego metali wystepuja odksztatcenia skonczone, ktére osiagaja
niekiedy znaczne wartosci. W takim przypadku, catkowite odksztalcenie pla-
styczne wyraza si¢ poprzez miare logarytmiczng (naturalng) — a takie odksztat-
cenie (nazywane réwniez rzeczywistym) oznacza si¢ litera ¢ [5, 24, 25, 50].
»Podejscie” to wyjasnia rys. 2.4, na ktérym przedstawiono schematycznie proces
rozciagania preta. Schemat ten pokazuje, ze catkowite odksztatcenie osrodka
ciagtego jest suma nieskonczenie matych odksztatcen — co mozna zapisac:

(2.9)
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gdzie: oznaczenia sa zgodne z rys. 2.4. W ogolnym przypadku nalezy traktowac
lo jako wymiar charakterystyczny przed rozpoczg¢ciem odksztatcania, natomiast
I, — wymiar koncowy (po odksztatceniu plastycznym).

stan poczatkowy stan posredni stan koncowy
T /

\ i ’/ ; \ | :

\ i D A
) A T
C i
\ ! f [ \ v

| \XJ |
Iy =
/ o dl
l;

Rys. 2.4. Schemat plastycznego rozciagania preta sita P: lg — dlugosé poczatkowa,
l; - dlugos¢ koncowa, | — dtugo$é preta w dowolnej chwili rozciagania, dl —nieskonczenie
mate odksztatcenie bezwzgledne, dg — $rednica poczatkowa, d; - $rednica koficowa

2.3. Tensor odksztalcenia

Identycznie jak w przypadku stanu napr¢zenia, rowniez sktadowe odksztat-
cenia liniowego i postaciowego mozna zestawi¢ w postaci tensora — tj. macierzy
symetryczne [5, 24, 29, 45, 71]. Wigc, stan odksztatcenia dla przyjetego punktu
osrodka ciagtego, w dowolnie przyjetym ukladzie wspotrzednych, mozna wyra-
zi¢ w formie tensora odksztalcenia:

€y YXV 5 ¥x
T yx Tyz
T.=| "™ ey % : (2.10)
X T2
Y A y 5 €,

Z kolei przyjmujac uktad odniesienia {1, 2, 3}, ktérego osie pokrywaja si¢
z kierunkami gtéwnymi, tensor (2.10) bedzie mial nastepujaca postac:

e 0 O
T.=10 ¢, 0]. (2.11)
0 0 g4

Poréwnujac ze soba forme zapisu stanu odksztatcenia i naprgzenia, stwier-
dza si¢ pelna analogi¢ migdzy zalezno$ciami wystgpujacymi dla wspomnianych
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2. Stan odksztalcenia

wielkosci fizycznych. Nawiazujac do tego twierdzenia oraz do zaleznosci (1.19),
tensor odksztatcenia (2.10) lub (2.11) mozna przedstawié¢ rowniez jako sumg
dwaéch macierzy, mianowicie:

T.=K,+D, . (2.12)
gdzie:
e, 0 O
K= 0 ¢, 0], (2.13)
0 0 ¢

m

jest tensorem kulistym (ak g ator em) odksztalcenia, natomiast:

Ex " Em yx% B
D — ny € YyZ

. 5 &y &y é , (2.14)

Y YZ/
2 2 ¢

jest dewiatorem odksztalcenia. Sens fizykalny powyzszych wyrazen charakte-
ryzujacych stan odksztatcenia jest identyczny jak w przypadku stanu naprgzenia.
Rowniez odksztalcenie Srednie €, ma analogiczne znaczenie jak naprgzenie
srednie o, W przypadku ogoélnym, odksztatcenie to wynosi:

8m=%-<8)<+8y+82) : (2.15)

natomiast, traktujac je jako funkcj¢ odksztatcen glownych — jest rowne:

€m =%'(81+82 +83) . (2.16)

2.4. Niezmienniki stanu odksztalcenia

Omawiajac zagadnienia stanu naprezenia wykazano, ze istnieja takie wyra-
Zenia opisujace ten stan, ktorych warto$ci nie zaleza od przyjetego ukladu
wspotrzednych. Podobnie jest w przypadku stanu odksztatcenia. Powoduje to, ze
pomigdzy niezmiennikami stanu odksztalcenia i stanu naprezenia zachodzi pelna
analogia.

Pierwszym niezmiennikiem stanu odksztalcenia jest odksztalcenie $rednie
€m, ktOrego warto$¢ wyznacza si¢ ze wzoru (2.15) lub (2.16). Jego sens fizykalny
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wyjasnia nastgpujacy przyktad. Rozpatrzmy réwnomierne trojosiowe rozciaga
nie elementarnego szes$cianu, ktérego krawedzie maja dlugos¢ poczatkowa row-
na: dx, dy oraz dz. W wyniku odksztatcenia spr¢zystego, krawedzie te wydtuza
sig, osiagajac warto$¢ rowna odpowiednio: dx-(1+ey), dy-(1+ey) oraz dz-(1+e,).
Stad wynika, ze wzgledna zmiana objgtosci Oy elementarnego sze$cianu bedzie
wynosi¢ [28]:

V. o dx(1+e,)-dyll+e,)-dz(l+e,)
0, = kortorico 1 _ X y 2/ ’
Vv dx-dy-dz (2.17)

poczqoczqt

po odpowiednich przeksztatceniach matematycznych uzyskuje sig
Oy =g, +e, +g,=3¢, . (2.18)

Ostatecznie stwierdza si¢, ze zmiana objetosci osrodka ciaglego zalezy tylko
1 wylacznie od warto$ci odksztalcenia $redniego &, Natomiast odksztalcenia
wywotujace zmiang objetosci elementu konstrukcyjnego sa nazywane
odksztalceniami objetosciowymi [5, 28].

W teorii plastyczno$ci — podczas analizy odksztalcen w zakresie plastycz-
nym — zaktada sig, ze objetos¢ odksztalcanego os$rodka ciagtego nie ulega zmia-
nie. Wyraza si¢ to za pomoca warunku niescisliwosci, ktory zapisywany jest
W nastegpujacy sposob:

P+, +93=0, (2.19)
lub:
010y 93=1, (2.20)
gdzie: @i, @, @3 — gtéwne odksztalcenia rzeczywiste. Rownanie (2.19) tez na-
zywane jest prawem stalej objetosci [28, 45].

Drugim aksjomatem stanu odksztalcenia jest zastepcze odksztalcenie

(liniowe) ey, nazywane takze intensywnoscia odksztalcenia &. W przypadku

nieskonczenie matych odksztatcen (tj. w zakresie sprezystym), niezmiennik ten
jest wyznaczany z nastgpujacej zaleznosci:

L2 ool e P e S ). 2

natomiast, gdy osie przyjetego uktadu odniesienia pokrywaja si¢ kierunkami
glownymi, odksztatcenie zast¢pcze wynosi:

S C ey e 2

Niezmiennik ten jest proporcjonalny do odksztalcenia postaciowego Yo Na
ptaszczyznie oktaedrycznej (rys. 1.10). Pomiedzy tymi dwoma odksztatceniami
zachodzi nastgpujaca zaleznos¢:
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2. Stan odksztalcenia

Yo =V2 8y (2.23)

natomiast odksztatcenie liniowe gy W kierunku normalnym do wspomniane
ptaszczyzny oktaedrycznej jest rowne odksztalceniu hydrostatycznemu

€kt =&m - (224)

Na postawie zalezno$ci (2.23) i (2.24) mozna stwierdzi¢, ze odksztalcenia
wystepujace na ptaszczyznie oktaedrycznej (tj. takiej ktorej normalna jest jedna-
kowo nachylona do kierunkow gtownych) réwniez pehnia rolg niezmiennikow
stanu odksztatcenia [45, 71]. Przy czym, zaleznosci te wyprowadza si¢ w sposob
identyczny jak wzory na napr¢zenia oktaedryczne omowione w rozdziale 1.5.3.

Nalezy jeszcze wspomnie¢, ze W teorii sprezystosci i plastycznosci funkcjo-
nuje roéwniez pojecie zastgpczego odksztatcenia postaciowego yy. Jego wartos§¢
jest takze proporcjonalna do niezmiennika ey, i Wynosi:

Ty =3 - (2.25)
W przypadku odksztatcen w zakresie plastycznym, intensywno$¢ odksztat-
cenia jest zdefiniowana jako suma przyrostow zastepczych odksztalcen rzeczy-

wistych. Zatem, w takig sytuacji omawiany niezmiennik stanu odksztalcenia
wyznacza si¢ z ponizszego wzoru:

oy =[doy (2.26)
gdzie przyrost odksztatcenia zastgpczego wynosi:
2
doy = \/g . \/d(pl2 + d(p% + d(pg , (2.27)

natomiast odksztalcenia oznaczone jako: doy, do,, dog sa przyrostami rzeczywi-
stych odksztalcen gtéwnych.

Omawiany drugi niezmiennik stanu odksztalcenia posiada prosta inter-
pretacje fizyczna. Mianowicie, zastepcze odksztatcenie jest rowne odksztatceniu
w kierunku wydtuzania w procesie jednoosiowego rozciagania preta o kotowym
przekroju poprzecznym [5, 45, 71].

Ostatnim niezmiennikiem stanu odksztatcenia jest tzw. kat o, ktory maiden-
tyczna interpretacjg i warto$¢ jak w przypadku stanu naprezenia. W odniesieniu
do odksztalcen nieskonczenie matych, jego warto§¢ mozna wyznaczy¢ z poniz-
szgj zaleznosci [45]:

cosw="L"°m (2.28)
€H
albo — w przypadku odksztatcen skonczonych (w zakresie plastycznym), aksjo-
mat ten jest rowny:
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cosw =30 (2.29)

doy
gdzie: g, do; — najwigksze odksztatcenia glowne. Dla przypomnienia, odksztat-
cenia gtowne sa uszeregowane pod wzgledem ich wartosci w identyczny sposob
jak naprezenia gtowne — zalezno$é (1.3).

2.5. Graficzna prezentacja stanu odksztalcenia

2.5.1. Kolo Mohra

Stan odksztalcenia panu-
jacy w dowolnym punkcie
osrodka  ciaglego  mozna % T
przedstawi¢ za pomoca kot
Mohra. Zasada budowy takie-
go wykresu jest taka sama jak 3 Tis
w przypadku kot Mohra dla T 2
stanu naprezenia. Przyktado- 2 Yo
wa konstrukcje kota Mohra J
dla dowolnego stanu od- Oy
ksztalcenia umieszczono na
rys. 2.5. Na osi odcigtych
przyjeto odksztatcenie linio-
we g, za$ na osi rzednych —
potowe wartosci odksztatce-

. . €3
nia postaciowego Yzy. Inter-
pretacja geometryczna od-
ksztatcenia oraz sposob wy- Rys. 2.5. Koto odksztatcen Mohra odwzorowujace
znaczania sktadowych od- graficznie stan odksztatcenia w dowolnym punkcie

ksztatcenia na dowolnie zo- osrodka ciagtego (opis w tekscie)

rientowanej wzgledem
kierunkow glownych ptasz-
czyznie jest identyczna jak dlawykresu stanu naprezenia.

Nalezy wyjasni¢, ze odczytane z wykresu Mohra wartosci ekstremalnych
odksztatcen postaciowych, wystepujacych na odpowiednich $ciankach skosnych
(rys. 1.11a 1 b) sa nastepujace:

Y12 = i(gl - 82) ) (2.30)
Y12 = i(gl - 53) ’ (2.31)
Yoz = i(82 - 53) . (2.32)
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2. Stan odksztalcenia

Oczywiscie najwigkszym odksztalceniem postaciowym jest odksztatcenie yi3 —
obliczane zgodnie z zaleznoscia (2.31), wystgpujace na plaszczyznie nachylongj
do kierunkow gtéwnych {1} oraz {3} pod katem 45°.

2.5.2. Gwiazda odksztalcen

Gwiazda odksztatcen roézni si¢ od gwiazdy sporzadzonej dla stanu naprgze-
nia tym, ze jest skonstruowana w ukladzie odniesienia sktadajacym si¢ jedynie
Z osi odcigtych. Na niej nanoszone sa gtdéwne odksztatcenia liniowe. Na rys. 2.6a
przedstawiono konstrukcje wykresu dla odksztalcen z zakresu sprezystego (nie-
skonczenie matych), z kolei na rys. 2.6b — dla odksztatcen z zakresu plastyczne-
go. Rdéznia si¢ one umiejscowieniem srodka gwiazdy. W pierwszym przypadku
jest on oddalony od poczatku uktadu odniesienia o warto$¢ rowna odksztalceniu
$redniemu gp. Natomiast w drugim przypadku $rodek ten zawsze znajduje sie
w punkcie poczatkowym osi odcigtych (poniewaz odksztatcenie $rednie @, jest
rowne zero) [45].

Na podstawie gwiazdy odksztatcen mozna wyznaczy¢ odksztatcenia glowne.
Z rys. 2.6a wynika, ze ich wartosci w zakresie sprezystym wynosza:

€ =€, +&4 -COS® ,
g, =8, +& -c0®—120°) , (2.33)
€3=¢, +&y - COS(O)— 240°) .

Analogicznie okreSlane sa (na podstawie rys. 2.6b) odksztatcenia glowne
w zakresie plastycznym. Wartosci przyrostow tych odksztatcen sg rowne:

Rys. 2.6. Gwiazda odksztatcen Pelczynskiego przedstawiajaca dowolny stan odksztatcenia w
zakresie sprezystym (a) oraz plastycznym (b); opis w tekscie
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de, =do,, - coso ,

do, =doy 'COS((’) _1200) ’ (2.34)
do, = do,, - cos(o — 240°) .

2.5.2. Ukosnokatny uklad wspoélrzednych

Omoéwiony w rozdziale 1.6.3 uko$nokatny uktad odniesienia (sporzadzany
dla stanu naprezenia) mozna réwniez adaptowaé do celé6w prezentacji stanu
odksztatcenia. Jego cechy sprawiaja, ze idealnie nadaje si¢ on do przedstawiania
historii (przebiegu) odksztalcen z zakresu plastycznego [57]. Na rys. 2.7a
przedstawiono stan odksztalcenia, ktory jest reprezentowany przez punkt A.
Zauwazmy, ze w tym przypadku wartosci odksztalcen gldéwnych narastaty (po-
czawszy od poziomu zerowego) w sposdb proporcjonalny. Odksztalcenia o ta-
kim przebiegu nosza nazwg odksztalcen prostych lub proporcjonalnych. Nalezy
zaznaczy¢, ze trzeci niezmiennik — kat © — ma wartos¢ stala. Dla takiej historii
odksztatcen zastgpcze odksztalcenie @y (drugi niezmiennik), wyrazone wcze-
$niej zalezno$ciami (2.26) i (2.27), mozna wyznaczaé z uproszczonego wzoru,
ktoéry ma nastepujaca postac:

2
ou =2 il 239

gdzie oznaczenia sa zgodne z rys. 2.7a.

W praktyce jednak jest tak, ze warto$ci odksztatlcen gtownych narastaja
w sposdb nieproporcjonany [45, 57] —tak jak to np. pokazano narys. 2.7b. Po-
mimo, ze koncowa warto$¢ odksztatcen jest taka sama jak w przypadku z rys.

Rys. 2.7. Przebieg odksztatcen proporcjonalnych (a) i nieproporcjonalnych (b), w zakresie
plastycznym, przedstawiony w uko$nokatnym ukladzie wspotrzednych;
punkt A — koncowy stan odksztatcenia (opis w tescie)
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2. Stan odksztalcenia

2.7a (punkt A) to wlasnosci fizyczne odksztatcanego materialu beda sig roznity.
Dla odksztalcen o przebiegu nieproporcjonalnym, warto$¢ kata o (ktéry charak-
teryzuje sposob przylozenia obciazenia zewngtrznego) zmienia sig¢ w trakcie
odksztatcania. Zatem, wykres z rys 2.7b wyjasnia powod, dla ktérego w prowar
dzonych rozwazaniach nalezy bra¢ pod uwage histori¢ odksztalcen plastycz-
nych, a wartos$ci tych odksztalcen ujmowac we wzorach w postaci nieskofnczenie
matych przyrostow do.

2.6. Predkos¢ odksztalcenia

Analizy procesu plastycznego odksztatcania metali nie mozna ograniczac je-
dynie do rozpatrywania stanu napre¢zenia i odksztalcenia. W rzeczywistosci,
zmiana wiasnosci fizykalnych osrodka ciaglego zalezy rowniez od kinematyki
procesu ksztattowania. Wiaze si¢ to z uwzglednianiem dodatkowego parametru,
jakim jest czast. Jednoczesnie takie ,,podejscie” pozwala przeprowadza¢ analizg
chwilowych stanéw procesu ksztattowania metali, co jest szczegolnie istotne dla
procesow majacych charakter dynamiczny [4, 5, 26, 71, 73].

Kinematyke odksztatcania osrodka ciaglego opisuje si¢ za pomoca dwdch
wielkos$ci. Pierwsza z nich jest predkosé odksztalcenia [45], ktora definiuje sig
jako przyrost wartosci odksztalcenia przypadajacy na jednostke czasu. Dla od-
ksztalcen nieskonczenie matych (tj. z zakresu sprezystego), definicje wspomnia-

nej predkosci mozna zapisac:
s _dg
€= At : (2.36)

natomiast dla odksztalcen wyrazonych w mierze logarytmicznej predkos¢ od-
ksztatcenia zapisuje si¢ w nastgpujacej formie:

b= d%t , (2.37)
gdzie: t —czas|[g).

Druga wielkos$cia fizyczna jest predkos¢ przemieszczenia [45], nazywana
rowniez predkoscia ptynigeia. Wielko$¢ ta jest zdefiniowana jako warto$¢ prze-
Mieszczenia wybranego punktu osrodka ciaglego (wzgledem przyjetego uktadu
odniesienia) w jednostce czasu. Positkujac si¢ rys. 2.2b, mozna zapisac, ze pred-
kos$¢ przemieszczenia punktu A w kierunku {x} wynosi:

va= (2.39)
lub w przypadku ogdlnym:
—dl
v=dld (2.39)

gdzie: dl — elementarne przemieszczenie liniowe dowolnego punktu osrodka
ciaglego doznane w jednostce czasu dt.
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Réznice pomiedzy omoéwionymi dwoma rdznymi predkosciami wyjasnia
rys. 2.8 [45]. Przedstawiono na nim schemat rozciagania preta sita zewngtrznag P.
Dolny koniec tej probki jest swobodny, a przylozenie sity rozciagajacej jest
przesunigte ku jej srodkowi — do punktu A. W wyniku tego, czgs¢ preta znajdu-
jaca si¢ ponizej tego punktu nie doznaje odksztalcen. Wiec predkos¢ odksztatce-
nia w tej strefie jest rowna zero (rys. 2.8b). Dolny fragment preta jedynie prze-
mieszcza si¢ pod wptywem dziatania sity rozciagajacej, zachowujac sig jak je-
den element sztywny — co obrazuje wykres umieszczony narys. 2.8b. Jednocze-
$nie nalezy zaznaczy¢, ze predkos¢ plynigcia kazdego punktu, nalezacego do
tego fragmentu preta jest jednakowa i osiaga warto$¢ maksymalna — taka jaka
ma punkt A.

Z\ l\

Rys. 2.8. Schemat rozciagania preta o przekroju walcowym sita P (a) oraz: b) rozktad
predkosci odksztatcenia ¢ ; ¢) rozktad predkosci przemieszczenia
(ptynigcia materiatu) v; opisw tekscie

Przedstawmy jeszcze zwiazek zachodzacy pomigdzy predkoscia odksztatce-
nia a pr¢dkoscia plynigcia. Na podstawie definicji odksztatcenia (3.1) mozna
zalezno$¢ (3.39) przedstawi¢ w nastgpujacej formie:

v=delg (2.40)
stad wynika nastgpujacy zwiazek:
v=¢-l, (2.41)
gdzie: | — charakterystyczny wymiar liniowy okreslajacy potozenie poczatkowe
rozpatrywanego punktu o$rodka ciagltego wzgledem przyjetego uktadu odniesie-
nia. Biorac pod uwage powyzsza zalezno$¢ (2.41), predkosci odksztalcenia
mozna przedstawi¢ rowniez w formie roéwnan A. Cauchy’ ego:
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2. Stan odksztalcenia

~ v,
T
ov
< 8 =_yl
= 2y (2.42)
.o,
~ P
~ .. vy oy,
'ny_’ny_E_'_ 8y ’
Y
< Y=ty & a (2.43)
vV =~ —%_’_%
_ Yxz =V ax a2 .

gdzie: vy, vy, v, —sktadowe predkosci przemieszczenia w uktadzie {X, Y, z}.

2.7. Schematy odksztalcen giéwnych. Plaski stan odksztalcenia

Jak juz wiemy, obciazenie sitami zewnetrznymi os$rodka ciaglego powoduje
jego odksztatcenia. Rozpatrzmy teraz mozliwe schematy odksztatcen gtownych,
jakie moga wystapi¢ podczas plastycznego ksztattowania metalu. Na podstawie
prawa statej objetosci (2.19) mozna wykazaé, ze istniejq tylko trzy takie schema-
ty — przedstawiono je na rys. 2.9. Pierwsze dwa schematy odksztatcen gtéwnych
(rys. 2.9a i rys. 2.9b) reprezentuja przestrzenny stan odksztatcenia. W przypadku
pierwszym, dwa odksztalcenia maja charakter $ciskajacy (ich warto$¢ jest
mniejsza od zera), natomiast trzecie odksztalcenie wywotuje rozciaganie (ozna-
czone jest znakiem plus). Natomiast w drugim przypadku (rys. 2.9b) — tylko

Rys. 2.9. Schematy odksztatcen gtéwnych: a), b) — przestrzenny; c) — ptaski; opis w tekscie
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jedno odksztalcenie powoduje $ciskanie, a pozostate dwa — rozciaganie. Ostatni
schemat — pokazany na rys. 2.9c — przedstawia plaski stan odksztalcenia. Jest
to przypadek szczegolny, ktéry zostanie teraz omowiony szerzej.

Ptaski stan odksztatcenia cechuje to, ze odksztatcenia oraz przemieszczenia,
wystepujace w kierunkach réwnoleglych do okreslonego przekroju osrodka cia-
glego sa okreslone jednakowymi funkcjami na wszystkich mozliwych ptaszczy-
znach, ktore sa rownolegle do tego przekroju. Natomiast odksztalcenia i prze-
mieszczenia, ktorych kierunek jest prostopadty do wspomnianego przekroju, sa
réwne zero [37, 50, 58, 71].

Na rys. 2.10 przedstawiono pryzmatyczny osrodek ciagly, obciazony sita P
rownomiernie roztozona wzdhuz osi {z}. Plaski stan odksztatcenia wystepuje we
wszystkich przekrojach réwnolegtych do plaszczyzny XY — ale pod warunkiem,
ze dlugo$¢ tej belki jest wystarczajaco duza. Uwaza sie, ze jezeli dtugos¢ od-
ksztalcanego materiatu jest wigksza co najmniej dwukrotnie od najwigkszego
wymiaru liniowego przekroju poprzecznego, to moze wystapi¢ (w tym przekro-
ju) plaski stan odksztatcenia [50].

Omoéwmy teraz stan naprgzenia, ktory odpowiada omawianemu stanowi od-
ksztalcenia. Poniewaz przekroje rownolegle do ptaszczyzny XY pozostaja pta-
skimi 1 nie ulegaja przemieszczeniu w kierunku rownolegtym do osi {z}, to na-

a)

przekroj poprzeczny nr n

/]

obciazenie
zewnetrzne P

przekroj poprzeczny nr 1

Rys. 2.10. Ptaski stan odksztatcenia: a) — schemat przedstawiajacy belke obciazona sita
zewnetrzna P (ktdrej kierunek jest rownolegly do plaszczyzny XY) wraz z wyszczeg6lnionym
przekrojem poprzecznym; b), c) — sktadowe odksztalcenia i naprezenia wystepujace
w dowolnym punkcie elementu konstrukcyjnego (opisw tekscie)
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prezenia styczne T, Oraz T, sa rowne zero. Natomiast naprezenie normalne o,
Wynosi:
Gzz}é-(GXJrcy) . (2.44)
Z powodu niewystgpowania naprezen stycznych na ptaszczyznie XY (rys. 2.10c),
naprezenie G, jest jednym z naprezen glownych —a o$ {z} jest kierunkiem gtow-
nym. Jednoczes$nie naprgzenie to jest rowne drugiemu niezmiennikowi stanu
naprezenia — tj. naprezeniu hydrostatycznemu o, — CO zapisujemy w nastepujacy
sposob [28, 71]:
G, =0, EGZZ%'(GJ_+G3) . (3.45)

Warto$¢ pozostatych naprezen gldéwnych mozna wyznaczy¢ za pomoca poniz-
szego wzoru [71]:

2
+ —
61’3: Oy Gy i\/(cx Gyj +Tiy , (346)

2

gdzie oznaczenia sa zgodne z rys. 2.10c.
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3. STAN SPREZYSTY

Do tej pory omawiano odrgbnie stany naprezenia i odksztalcenia, wystepuja-
ce w dowolnie wybranym punkcie o$rodka ciaglego. Jednakze w praktyce, ana-
lizie podaje si¢ ogot zwiazkow, zachodzacych pomigdzy naprezeniami i od-
ksztatceniami, w skali calego elementu konstrukcyjnego.

Pierwszym stanem w jakim znajduje si¢ materiat, ktory poddany jest dziata-
niu obcigzeniom zewngtrznym — jest stan sprezysty [29]. Powstajace w tym
materiale naprgzenia wywotuja jedynie odksztatcenia w zakresie sprezystym.
W niniejszym rozdziale zostanie udzielona odpowiedz na pytanie: Jakie zwiazki
zachodza pomigdzy odksztalceniami a wywotujacymi je naprezeniami, gdy
osrodek ciagly znajduje si¢ w stanie sprezystym?

3.1. Zwiazki miedzy naprezeniem a odksztalceniem

Zaleznosci naprezenie-odksztalcenie, dla materialow rzeczywistych beda-
cych w stanie sprezystym, w ogoélnym przypadku maja charakter nieliniowy.
Pomimo tego, odksztatcony osrodek ciagly po zdjeciu obciazenia osiaga swoj
stan normalny (tj. posta¢ jaka mial ten material przed jego obciazeniem).
W teorii sprezystosci i plastycznos$ci przyjmuje si¢, ze zalezno$ci o ktérych jest
mowa maja zawsze charakter liniowy, a odksztatcenia sprezyste sa stosunkowo
male w poréwnaniu z odksztatceniami plastycznymi [5, 50, 55].

Zachodzace zwiazki miedzy naprezeniem a odksztatceniem w zakresie spre-
zZystym wyraza prawo sprezystosci. Znane jest ono rowniez pod nazwa prawa
Hooke a® lub rzadzigj —jako prawa Hooke a-Mariotte' a [42, 48]. Zapisuje si¢
je w nastepujacej postaci: Odksztalcenie osrodka ciqglego jest proporcjonalne
wzgledem obciqzenia, ktore je spowodowato w stanie rownowagi tego ciata.
Przy czym nalezy pamigtac, ze te pryncypia nie odznaczaja sig taka Scistoscia,
jaka charakteryzuje si¢ np. prawo ciazenia powszechnego Newton’a.

Rozpatrzmy teraz probe jednoosiowego rozciagania preta walcowego w zar
kresie odksztatcen sprezystych. Powstaty zwiazek pomigdzy naprezeniami roz-
ciagajacymi ten pret a jego odksztalceniem (wydluzeniem) przedstawiono na

® Robert Hooke (1635 — 1703) — angielski badacz, ktéry w roku 1676 opublikowat prawo liniowej
sprezystosci, wyrazajac je stowami: ,, ut tensio sic vis”. Do tego wniosku doszedt On mierzac mate
odksztatcenia sprezyn, mate ugigcia belki drewnianej i mate wydtuzenia rozciaganych drutow.
Jednoczesnie i niezaleznie od R. Hooke’a, wykryt to prawo rowniez E. Mariotte (1620 — 1684),
ktory zastosowat je do usunigcia btedu Galileusza w teorii zginania belek.

57



Z. Pater, G. Samotvk ,,Podstawy teorii i analizy obrébki plastycznej metali”

rys. 3.1d. Punkt na wykresie, ktéry oznaczono litera A, nazywany jest granica
sprezystosci lub najczesciej granica proporcjonalnosci. Odcinek OA tego wy-
kresu ma przebieg liniowy i obrazuje omawiane prawo sprezystosci. Na jego
podstawie, mozna napisa¢ nastgpujaca zaleznos¢:

&= o1, (3.1)

gdzie: €;, oy — odksztalcenie i naprezenie gtéwne, zgodnie z oznaczeniami
narys. 3.1, E — modul sprezystosci wzdluznej (modut Young’a®), ktory jest
zdefiniowany jako tangens kata o (rys. 3.1b), mianowicie:

E=tga [Pal. (3.2)

Natomiast odksztalcenia w pozostatych dwoch kierunkach sa réwne (ze
wzgledu na osiowa symetri¢ preta):

a) d)

przekréj poprzeczny

% odksztatcenie | E odksztatcenie
sprezyste ' [ plastyczne

Rys. 3.1. Jednoosiowe rozciaganie preta walcowego w zakresie sprezystym (a) oraz
zalezno$¢ migdzy naprezeniami o, i odksztatceniami g, (d), gdzie: punkt A — granica
proporcjonalnosci; G, € — naprezenie i odksztatcenie odpowiadajace granicy zakresu
sprezystego; rysunek b) oraz ¢) — wizualizacja stanu napr¢zenia i1 odksztatcenia
wystgpujacego na wyszcezegolnionej plaszczyznie rozciaganego preta zgodnie
z przyjetym uktadem odniesienia{1, 2, 3}

4 Thomas Young (1773 — 1829) — wszechstronnie wyksztatcony angielski badacz, matematyk
i filozof, absolwent i pracownik Uniwersytetu w Cambridge. Swoje prace naukowe publikowat
w 6wczesnym czasopismie pt. ,,Ecole Polytechnique”, ktore bylo cenione w XIX-wieczne
Europie. Warto wspomnie¢, ze autorami artykulow dotyczacych matematycznych podstaw teorii
sprezystosced, ktore publikowano w tym czasopi$mie byli réwniez: S.D. Poisson (1781 — 1840) —
francuski matematyk i fizyk, A. Cauchy (1789 — 1857) oraz G. Lame (1795 — 1870) [42].
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gdzie: v — bezwymiarowa stata zwana liczbg Poissona, ktOra przyjmuje wartos¢
z zakresu prawostronnie domknietego: v € (0; 0,5). Z powyzszych zwiazkdw
(3.1) oraz (3.3) wynika, ze kierunki gtéwne stanu odksztatcenia sa zarazem kie-
runkami glownymi stanu naprezenia.

Przedstawmy teraz uogdélnione prawo Hooke€' a. W tym celu zat6ézmy, ze
rozpatrujemy dowolny stan odksztalcenia i stan naprezenia w przyjetym karte-
zjanskim uktadzie wspotrzednych {X, Y, z}. Prawo to mozna zapisa¢ w nastgpu-
jacej postaci [28, 50, 55]:

8—}/E [G G+G)]
g _}I/E [G (c,+0 )] (3.4)
8—}/E [(S G+G )],

gdzie: E — modut Young’a, v — liczba Poissona. Natomiast zwiazki pomigdzy
odksztatceniami postaciowymi y a naprg¢zeniami stycznymi T mozna zapisac
W nastegpujacej formie:

Ty = }6 "y

¥xe Z% Tz (35)
Yy 2}6 Ty

gdzie: G — modul sprezystosci poprzecznej (modut Kirchoffa), ktoérego sens
fizyczny jest analogiczny do modutu sprezystosci liniowej — z ta rdznica, ze
odnosi sie¢ do odksztatcen postaciowych i naprezen stycznych. Wartos$¢ tej statej
mozna wyznaczyC¢ Z ponizszej zaleZnos’ci'

"2 (1+ ) [Pal. (36)

Moduty sprezystosci E oraz G traktowane sa jako dwie niezalezne stale pod-
stawowe. Natomiast liczba Poissonaa v — jako trzecia stata zalezna od tych
dwoch, wyzej wspomnianych wielkos$ci.

Wprowadzmy teraz pojecic modulu S$cisliwosci K, ktory jest nazywany
rowniez modutem odksztalcenia objetosciowego. Jego warto$¢ wynosi:

__E [Pd].
3-(1-2v)
Postuzy on do okreslenia zwiazku zachodzacego pomigdzy pierwszymi nie-
zmiennikami stanu naprezenia i stanu odksztalcenia. Zwiazek ten — wyrazony

(3.7)
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zaleznO$cia (3.8) — nosi nazwg prawa sprezystej zmiany objetosci osrodka
ciaglego izotropowego.

Csm:g'K'Sm , (38)

gdzie: on, em — naprezenie i odksztatcenie $rednie; K —modut $cisliwosci.

3.2. Energia odksztalcenia sprezystego

Sity zewngtrzne, ktére po-
woduja odksztatcenia w zakre-
sie sprezystym osrodka ciagte-
go, wykonuja okreslona prace
W. Praca ta jest przeksztalcana
W energig potencjalna, a nastep- P,
nie jest zuzyta do odzyskania dxe,| X
poczatkowej  postaci  tego X/
osrodka. Powr6t ciata do po-
czatkowego stanu nastgpuje dx |
w momencie, w ktérym wspo-
mniane sily zewnetrzne przesta- 3
ja na nie  oddziatywac.
W zwiazku z tym faktem, ener-
gia nagromadzona w elemencie
konstrukcyjnym podczas jego

Rys. 3.2. Elementarny prostopadtoscian, na
ktory dzialaja sity wewngtrzne powodujace

odksztatcania w zakresie spre- odksztalcenia sprezyste: dx, dy, dz — poczatkowe
zystym jest nazywana energia wymiary krawedzi; 64, 65, 63 — naprezenia glowne,
odksztalcenia sprezystego lub gdzie iloczyn odpowiedniego naprezenia

i powierzchni boku prostopadto$cianu wyraza site
wewnetrzna; d -€4, dy-&,, dz-e3 —droganajakig
dziata odpowiednia sita wewngtrzna

potencjalem sprezystym [28,
50, 55].

Rozpatrzmy teraz przypa-
dek odksztatcania elementarne-
go prostopadtos$cianu, ktory zostal przedstawiony na rys. 3.2. Przy czym, sila
wewnetrzna F — dziatajaca na ten prostopadioscian — bedziemy nazywac iloczyn
naprgzenia glownego o i pola powierzchni boku tego prostopaditoscianu (na
ktorym ta sita dziata). Jest to zgodne z definicja (1.1).

Praca W; wykonana przez sit¢ wewngtrzna F; na drodze odksztatcenia Aly,
wzdtuz kierunku gtéwnego {1} —wynosi:

Wy =3 F Al [J=Nm). (3.9)
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3. Stan sprezysty

Uwzgledniajac przyjete zwiazki na rys. 3.2, powyzszy wzor (3.9) zostae rozwi-
nigty do nastgpujacej postaci:

W, =35 (0, - dy-dz)- (dx-e,) | (3.10)

gdzie: o; — naprgzenie gtowne; iloczyn dy-dz — pole powierzchni boku pro-
stopadtos$cianu, ktory jest prostopadty do kierunku gléwnego {1}; iloczyn
dx-g;=Al; — droga (odksztalcenie bezwzgledne) na jakiej dziata sita wewngtrzna
Fi. W podobny sposéb nalezy wyznaczy¢ pracg odksztalcenia sprezystego
W pozostatych kierunkach gtownych.

Przytoczmy teraz twierdzenie Clapeyron’a [50], méwiace ze: energia we-
wnetrzna U osrodka cigglego doskonale sprezystego, ktory z nieobciqzonego
stanu ustalonego przeszedt pod wptywem obciqzenia w stan odksztatcony, pozo-
stajqc jednoczesnie w rownowadze, jest rowna pracy odksztatcenia W. Twier-
dzenie to wynika z ogblnej zasady zachowania energii. Bazujac na nim mozna
zapisac, ze calkowita energia odksztalcenia sprezystego wynosi:

U=U,+U,+U,, (3.11)
gdzie:
Ulzwlz%-cl-sl-dx-dy-dz,
U2=W2=%-02-82-dx-dy-dz , (3.12)
Ug=W, =1 0 25 dx-dy-dz .

Jednoczesnie wiedzac, ze iloczyn dx-dy-dz wyraza objetos¢ dV elementarnego
prostopadtoscianu, zaleznos¢ (3.11) mozna przeksztatci¢ do nastgpujacej postaci
ostateczng:

U:%-(01-81+c52-82+c53-83)-dV [J]. (3.13)

Wprowadzmy teraz pojecie energii wlasciwej, ktéra wyraza energie przypa-
dajaca na jednostke objctosci osrodka ciagtego. Na podstawie wyrazenia (3.13)
mozna zapisac, ze energia wlasciwa ¢ odksztalcenia sprezystego — ktora rowniez
jest nazywana jednostkowym potencjatem sprezystym —wynosi [50]:

U
b= = (01006, + 0 c5) [U] (3.14

Po uwzglgdnieniu wzoréow (1.36) oraz (2.33), zaleznos¢ (3.14) mozna prze-
ksztalci¢ do postaci funkcji, w ktérej zmiennymi sg niezmienniki stanu napreze-
nia i stanu odksztalcenia. W mysl tego spostrzezenia, energia wiasciwa od-
ksztatcenia sprezystego jest rowna:
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¢=%.cm~am+%-cH-aH , (3.15)
gdzie pierwszy czlon powyzszego wzoru, ktory wynosi:
v =35 0n En (3.16)

jest nazywany energia wlasciwa zmiany objetosci osrodka ciagtego, natomiast
drugi czton, o postaci:

bp =35 0u 2u (3.17)

wyraza energie wlasciwg zmiany postaci osrodka ciagtego.
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4. WYTEZENIE ODKSZTALCANEGO METALU

4.1. Definicja wytezenia materiatu

W poprzednim rozdziale wykazano, ze obciazony osrodek ciagly osiaga stan
sprezysty, pozostajac jednocze$nie w rownowadze wewngtrznej. Jeszcze raz
przeanalizujmy zalezno$ci zachodzace pomigdzy obciazeniem a powstatym od-
ksztatceniem. Na rys. 4.1 umieszczono dwa wykresy przedstawiajace przebieg
sily rozciagajacej w funkcji wydluzenia dla proby jednoosiowego rozciagania
preta walcowego (porownaj z rys. 3.1d). Gdy sita rozciagajaca P przekroczy
pewien poziom, nazywany granica plastycznosci (punkt E), materiat przechodzi
w stan plastyczny. Nalezy jednoczesnie podkreslic, ze plastycznosé jest
stanem materiatu i zalezy tylko i wylacznie od sposobu obciazenia osrodka cia-
glego oraz od whasciwosci tego materiatu. Udowodnit to w roku 1911 Th. von
Karméan®, odksztalcajac plastycznie probki wykonane z marmuru w specjalnie
skonstruowanym przyrzadzie [42]. Doswiadczenie to interpretuje si¢ w ten spo-
sOb, ze wywotanie okre§lonego schematu naprgzenia powoduje wprowadzenie
materialu w stan plastyczny (lub jego podtrzymanie). W przeciwnym razie, ma-
terial moze utraci¢ swoja spdjnosé [28, 45].

Analizujac wykresy na rys. 4.1 zauwazamy, ze zwigkszanie wartosci obcia-
zenia P doprowadza do utraty stateczno$ci materiatu. Dalsze odksztatcanie
osrodka ciagtego jest nazywane niestatecznym — narys. 4.1 rozpoczyna si¢ ono
od punktu M. Punkt ten rowniez nazywany jest granica wytrzymalosci materia-
Tu na rozciaganie. W przypadku rozciagania prgta, faza niestateczna charaktery-
ZUje sie pojawieniem miejscowego przewezenia materiatu. Dalsze zwiekszanie
sity P doprowadza do sytuacji, w ktorej probka rozciagana ulega zniszczeniu —
narys. 4.1 moment ten reprezentuje punkt U. Stad wynika, ze tak samo jak pla-
stycznos$¢, rowniez kruchosé jest stanem materiatu [28, 39, 45, 57].

® Theodor von K & man (1881— 1963) — wegierski wybitny naukowiec, obywatel Stanéw Zjedno-
czonych Ameryki (od 1936 r.), ktory w znaczacym stopniu przyczynit si¢ do rozwoju techniki,
szczegllnie w obszarze inzynierii lotniczej (aerodynamika) oraz mechaniki ptynow i ciat statych.
W poczatkowych latach swojej kariery byt uczniem i wspotpracownikiem L. Prandtl’a na Uniwer-
sytecie w Gottingen. Z tego okresu pochodzi jego praca, po$wigcona badaniu stanu naprezenia
i odksztalcenia w obciazonych stupach wykonanych z marmuru, ktérej jednym z rezultatdéw byto
okreslenie wptywu ci$nienia hydrostatycznego na plastyczno$¢ materiatu. W pdzniejszym okresie
(1925r.), Th. Von Karmén wyznaczyt rowniez rozktad naciskéw w kotlinie walcowniczej [42].
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Rys. 4.1. Wykres jednoosiowego rozciagania prgta walcowego, wykonanego z materiatu
nie majacego wyraznej granicy plastycznosci (a) oraz majacego fizyczna granicg
plastycznosci (b), gdzie: P —sita rozciagajaca, Al —wydluzenie preta, lo — poczatkowa
dhugos¢ preta; znaczenie punktow: H — granica stosowalnoéci prawa Hooke' a, S — granica
sprezystosci, E — granica plastycznosci, Eg, —umowna granica plastycznosei, M — granica
wytrzymato$ci na rozciaganie (nazywana rowniez granica rownomiernego wydiuzenia
lub fazy statecznych odksztatcen), U — granica zachowania spdjno$ci materiatu

Reasumujac, kazdy z punktow pokazanych narys. 4.1 reprezentuje pewne
obcigzenie graniczne Py, ktore wywotuje w odksztatcanym materiale okreslone
Zmiany trwate. Tymi zmianami moga by¢ np. odksztalcenia plastyczne (punkt
H) lub pojawienie si¢ pgknigé (punkt U), co jest rownowazne z utrata spojnosci
materiatu.

Wprowadzmy teraz pojecie wyteZenia materialu, ktére mozna zdefiniowac
nastepujaco [45]:

w= P -100% , (4.1)
Por
gdzie: P —rzeczywiste obciazenie materialu mniejsze od warto$ci granicznej Py
Powyzsza zalezno$¢ (4.1) wyraza réwniez stopien narazenia odksztalcanego
materialu na osiagnigcie niebezpiecznej granicy.

Warto$¢ obciazenia granicznego — np. granicy wytrzymato$ci materiatu na
rozciaganie Ry, CZy granicy plastycznosci 6, — wyznacza sig najczesciej w probie
jednoosiowego rozciagania prgta o przekroju walcowym. Oznacza to, ze tak
uzyskana warto$¢ obciazenia granicznego nie mozna w sposob bezposredni po-
rownywac z obciazeniem o dowolnym (najczg$ciej ztozonym) schemacie.

Aby obliczone wytezenie materiatu W miato sens, w liczniku zaleznos$ci (4.1)
nalezy zawsze wstawia¢ warto$¢ obciazenia zredukowanego P,y Jest ono
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funkcja dowolnego schematu obciazenia, a jego wartos¢ jest rOwnowazna z ob-
cigzeniem prostym, jakie wystgpuje w probie jednoosiowego rozciagania preta
wal cowego.

4.2. Wybrane hipotezy wytezeniowe

Wspblna cecha wszystkich hipotez wytezeniowych jest mozliwos$¢ przewi-
dywania zachowania si¢ odksztatcanego materialu przy ztozonym stanie obcia-
zenia na podstawie posiadang) wiedzy. Wiedza ta pochodzi z doswiadczalnych
badan, wykonanych w prostych i powtarzalnych warunkach — np. w takich, jakie
zapewnia jednoosiowe rozciaganie probek walcowych.

Wigkszo$¢ hipotez, omoéwionych w dalszej czgsci rozdziatu, ma jedynie zna-
czenie historyczne i w praktyce si¢ ich juz nie stosuje. Generanie, hipotezy wy-
tezeniowe mozna podzieli¢ na dwie grupy. Do pierwszej grupy zalicza si¢ hipo-
tezy dotyczace wyznaczania miary wytgzenia materialu w odniesieniu do mo-
mentu pekania, natomiast druga grupa hipotez stuzy do okreslania stopnia wyte-
zenia osrodka ciagltego w poréwnaniu do granicy plastycznosci.

4.2.1. Hipotezy Lamé-Navier’ a oraz Beltrami’ego

Zgodnie z hipoteza Lamé-Navier'a [28], aby przewidzie¢ zachowanie si¢
materiatu powinny by¢ znane warto$ci jego wytrzymatosci doraznej na rozcig-
ganie R, oraz na $ciskanie R.. Przyjmuje si¢, ze moment utraty spojnosci mate-
riatu osiggany jest wowczas, kiedy albo najwigksze naprezenie gtowne o jest
rowne wytrzymatosci R, albo bezwzgledna warto$¢ najmniejszego naprezenia
glownego o3 jest rowna wytrzymatosci R.. Zatem, wytgzenie materialu wynosi:

Wy = % -100% , (4.2)
r
lub
W = E—C”' -100% . (4.3)

C

Wada tej hipotezy jest nie uwzglednianie dwoch pozostalych z trzech naprezen
gtownych. Ponadto, jest ona sprzeczna z wigkszo$ciag wynikow doswiadczalnych
[28, 42].

Kolejna historyczna hipoteza, nie majaca zastosowania w obecnym $wiecie
techniki, to hipoteza Beltrami’ ego [28]. Wedtug tej hipotezy przyjmowano, ze
miara wytezenia materiatu jest warto$¢ catkowitej energii odksztalcenia sprezy-
stego U. Na podstawie zaleznosci (3.13) i (3.15) stwierdzono, Ze utrata spdjnosci
materialu moze nastapi¢ jedynie przy dostatecznie duzej warto$ci naprgzenia
hydrostatycznego o, przy jednoczesnym spetnieniu warunku: 6;=c,=c3. Jest to
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jednak pozorny wniosek, poniewaz catkowicie mija si¢ z wynikami badan do-
$wiadczalnymi — cho¢by z proba przeprowadzona przez Th. v. Karmana oraz
p6zniejszymi badanymi dotyczacymi wptywu nacisku (napr¢zenia) na pgkanie
materiatu, ktére wykonal P.W. Bridgman [42].

4.2.2. Hipoteza najwi¢kszego naprezenia normalnego

Jest to jedna z najstarszych hipotez, ktéra zostata ogloszona w roku 1638
przez G. Galileusza [28, 29, 45]. Przyjat on, Ze miarg wyt¢zenia materiatu jest
najwigksze naprgzenie normalne. Odnosi si¢ ono do wielko$ci granicznej, ktora
jest wytrzymato$¢ rozdzielcza materialu Ry okreslajaca moment pekania.

W proébie jednoosiowego rozciggania preta walcowego, najwigkszym napre-
zeniem normalnym jest naprg¢zenie gtéwne o, ktérego kierunek jest zgodny
z kierunkiem sity rozciagajacej. Zatem w tym przypadku wytezenie materiatu
WYNOSi:

Wg =—L.100% . (4.4)
Ro
Dla liniowego schematu naprezenia (rys. 1.16a), jaki panuje
w odksztatlcanym materiale podczas jednoosiowego rozciagania, warto$¢ napre-
zenia zredukowanego G,req j€St praktycznie taka sama jak dla dowolnego stanu
napregzenia. Zatem jego warto$¢ wynosi:

Ozred =01 - (45)

Oznacza to, ze wyrazenie (4.4) jest stuszne rowniez dla dowolnego schematu
obciazenia. Natomiast warunek pekania rozdzielczego wedlug Galileusza
mozna zapisac za pomoca ponizszego wzoru:

c,=Ry . (4.6)

W wielu przypadkach, hipoteza Galileusza jest sprzeczna z doswiadczeniem.
Pomimo tego, jest ona czgsto stosowana do okreslania momentu pekania roz-
dzielczego odksztalcanego materiatu. Jednakze tylko w przypadku, kiedy obcia-
Zenie tego materialu wywotuje w nim naprezenia o charakterze rozciagajacym
[45].

4.2.3. Hipoteza najwigkszego wydluzenia

Hipoteza ta zostatla opracowana niezaleznie w roku 1837 przez B. de Saint-
Venanta oraz w roku 1839 przez G. V. Ponceleta [28, 29, 45]. Zaklada ona, Ze
miara wytg¢zenia materiatu jest warto$¢ najwigkszego wydtuzenia, jakiego do-
znaje material w momencie p¢kania.

66
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Zatem, wytezenie materiatu wynosi:

W, =ﬁ'100% , (4.7)

€

gdzie: g — wydluzenie graniczne, jakie zaobserwowano w chwili pgkania;
€1 —najwigksze wydtuzenie, ktérego wartos¢ (na podstawie uogdlnionego prawa
Hooke' a) wynosi:

812%5'[01—\/'(02 +0,)] - (4.8)

W praktyce nie wyznacza si¢ wartosci granicznego wydtuzenia g,. Jednakze
okresla sie¢ granice wytrzymaloSci na pekanie rozdzielcze Ro. Nalezy zatem
przeksztatci¢ wyrazenie (4.7) do postaci odnoszacej si¢ do granicy wytrzymato-
$ci rozdzielczg R,.

Rozwazmy probe jednoosiowego rozciagania preta walcowego. Jego wydiu-
zenie wedlug prawa Hooke’a wyniesie:

&= Y o1 (4.9)

Wprowadzmy teraz naprezenie zredukowane .4, zakladajac jednoczesnie,
7e jego wartos¢ jest osiagana w chwili pojawienia si¢ pgknigcia. Zatem, powyz-
sza zalezno$¢ (5.9) mozna zapisac jako:

&= }/E "Ozred (410)

gdzie g; przyjmuje wartos¢ (w momencie granicznym) réwna g,, hatomiast na-
prezenie Gyeg — WYN0Si Ro. Poréwnujac zaleznos¢ (4.10) z ogélnym prawem
Hooke' a (4.8), wnioskuje si¢, ze naprezenie zredukowane wynosi:

Ored = Oy 251_\"(02 +53) ) (4.11)

gdzie oznaczenie oy zwiazane jest nazwiskiem autora tej hipotezy. Z kolei, wy-
razenie na wyt¢zenie materialu (4.7) przyjmuje ostateczna postac:

W, =2Y.100% . (4.12)
Ro
Warto$¢ naprezenia de Saint-Venanta oy mozna rowniez obliczy¢ na pod-
stawie wzoru (4.13), ktory jest funkcja niezmiennikow stanu naprezenia [28].
oy =(1-2v)-o5, +@'GH - COS® , (4.13)
gdzie: v — liczba Poissong; oy, on, kat ® —niezmiennik stanu napre¢zenia.
Hipotezg¢ wytezeniowa de Saint-Venanta stosuje si¢ przy obliczaniu wytgze-

nia materiatu w stosunku do granicy wytrzymato$ci rozdzielczej materialu. Po-
zwala ona ustali¢ okolicznosci w jakich jest mozliwe powstanie pgknigcia roz-
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dzielczego. Zatem warunek pekania, o ktérym jest mowa, przyjmuje nastepujaca
postac:

oy =R, . (4.14)

4.2.4. Hipoteza najwi¢kszego naprezenia stycznego

Koncepcja przyjecia najwigkszego naprgzenia stycznego za miar¢ wytgzenia
materiatu wywodzi si¢ od fizyka C. A. de Coulomba [28]. W p6zniejszym okre-
sie, koncepcja ta zostata zaproponowana przez H. E. Tresce (w 1864 roku) oraz
B. de Saint-Venanta jako warunek plastycznosci [45].

W XIX wieku zaobserwowano na powierzchni odksztatcanego materiatu
charakterystyczne linie, ktore wykazywaly prawidtowy i regularny przebieg.
Niezalezni badacze tego zjawiska — Piobert (1842), Liiders (1860), Cernov
(1884), Hartmann (1896), Prandtl (1920) — wykazali, ze sa to linie poslizgow
pojawiajace si¢ w momencie odksztalcen trwalych i zawsze wystepujace
W plaszczyznach (w pewnym przyblizeniu), w ktoérych naprezenia styczne osia-
gaja najwigksze wartosci [28, 42, 45].

Na podstawie wynikéw tych obserwacji, O. Mohr w roku 1900 oglosit hipo-
teze najwigkszego naprezenia stycznego. Zaktada ona, ze miara wytgzenia mate-
riatu jest warto$¢ najwigkszego naprezenia stycznego T3 — wWyrazonego wzorem
(1.48) — jakie jest osiagane w momencie przejScia odksztalcanego materiatu
W stan plastyczny, ktora jednoczes$nie jest rowna promieniowi R;3 duzego kota
naprezen Mohra (rys. 1.12).

Wytezenie materiatu w mysl tej hipotezy wynosi:

Wy =-2.100% (4.15)
Op
gdzie: 113 —najwigksze naprezenie styczne, o, — granica plastycznosci.

Dla prostego schematu naprezenia, jaki wystepuje przy jednoosiowym roz-

cigganiu, najwigksze naprezenie styczne wynosi:

T3 :%'(01_63):%'61 (4.16)

1 wystepuje w ptaszczyznie nachylonej pod katem 45° do kierunku sity rozciaga-
jacej. Porownujac zaleznos¢ (4.16) ze wzorem (1.48) wynika, ze napr¢zenie
zredukowane ma nastegpujaca postac:

Gired =01 — O3 (417)

gdzie o,.q 0siaga warto$¢ napregzenia uplastyczniajacego o, W chwili graniczne-
go wytezenia materialu. Zatem, wedtug tej hipotezy, wytezenie materialu wy-
znacza si¢ z nastgpujacego wzoru:
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Cp

Natomiast ponizsza zaleznosc:
0;—03=0, , (4.19)

wyraza warunek plastycznosci, czyli moment pojawienia si¢ w materiale od-
ksztatcen trwatych. Warunek ten réwniez funkcjonuje pod nazwa: warunku
plastycznosci Tresci (Iub rzadziej — warunku plastycznosci Mohra) [28, 29, 45].
Temat dotyczacy warunku plastycznosci szerzej omowiony zostanie w kolejnym
rozdziale.

4.2.5. Hipoteza energii wlasciwej odksztalcenia postaciowego

Hipoteza wytezeniowa O. Mohra juz w momencie jej ogloszenia budzita
wiele watpliwos$ci. Jej zalozenia odnoszace si¢ do tego, ze kryteria wytezeniowe
i kryteria plastyczno$ci mozna wyrazi¢ za pomoca jednego prostego schematu
teoretycznego sa sprzeczne z wynikami badan doswiadczalnych. Bowiem od-
ksztalcenia trwate zmieniaja z regulty wlasno$ci mechaniczne metalu. Drugim
btedem zasadniczym O. Mohra bylo przyjecie, ze wytezenie materiatu w dowol-
nym stanie naprgzenia zalezy tylko od naprgzenia stycznego w jednym przekro-
ju, bedacym zarazem przekrojem niebezpiecznym [29].

Zagorzatym przeciwnikiem koncepcji wytezeniowej Coulomba oraz Mohra
byt profesor M. T. Huber [30, 42]. W roku 1904 ogtosit we Lwowie hipoteze
energetyczna mowiaca, ze najdoktadniejsza ogdlng miara wytezenia materiatu
jest wartos¢ wlasciwej energii sprezystej czystego odksztalcenia postaciowego.
Do takich samych wnioskow (ale stosujac inne podejscie naukowe) doszedt
w roku 1913 R. von Mises®, a nastepnie w roku 1925 — H. E. Hencky oraz
w roku 1927 — A. L. N&dai [42].

Przeksztalémy zalezno$¢ (3.17), wyrazajaca whasciwa energi¢ postaciowego
odksztatcenia sprezystego, do nastgpujacej postaci:

bp =

1+v 2
62 4.20
3E Oh ( )

® Richard von Mises (1883 — 1953), naukowiec o wyksztatceniu matematycznym (Uniwersytet
Techniczny w Wiedniu). Tytut profesora uzyskat w roku 1909 (w wieku zaledwie 26 lat) na 6w-
czesngj niemieckig uczelni w Strasburg'u. Uczestnik T Wojny Swiatowej jako pilot oblatywacz
w Armii Austrio-Wegierskiej. Po wojnie rozpoczat pracg jako dyrektor Instytutu Matematyki
Stosowanej na Uniwersytecie w Berlinie, a nastepnie w 1933 roku (ze wzgledow politycznych)
rozpoczat prace na Uniwersytecie w Istambule. Tuz przed wybuchem II Wojny Swiatowej wyje-
chat do Stan6w Zjednoczonych Ameryki.
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gdzie E — modul Younga, v — wspdlczynnik Poissona, oy — napre¢zenie
huberowskie (drugi niezmiennik stanu naprgzenia).

W wyrazeniu (4.20) tylko naprgzenie oy jest sktadowa zalezna od sposobu
obciazenia. Dlatego przyjmuje sig, ze ten niezmiennik stanu naprezenia jest jed-
noczesnie naprgzeniem zredukowanym oyeq. Zatem, wytgzenie materiatu
wedtug hipotezy energetycznej (w odniesieniu do granicy plastycznosci op)
Wynosi:

Wy, =2H .100% . (4.21)
Cp
Natomiast ponizsze rOwnanie:

GH :Gp ’ (422)

wyraza warunek plastycznosci Hubera. W literaturze $wiatowej [26, 42] cze-
sto spotyka si¢ okreslenie rownania (4.22) jako warunek plastyczno$ci
von Misesa lub warunek Hubera-Misesa-Henky’ ego (w skrécie H-M-H).

4.2.6. Graficzna interpretacja hipotez wytezeniowych

Hipotezy wytgzeniowe mozna przedstawi¢ w formie graficznej w przestrzeni
naprezen gldownych o3, G5, 63. Powstale w ten sposob wykresy ulatwiaja okre-
$lenie warunkéw granicznych dla dowolnego schematu naprgzenia. Sposob ob-
cigzenia przedstawia si¢ za pomoca odcinka, ktorego poczatek znajduje sig
punkcie 0 (Srodek uktadu odniesienia). Natomiast wspotrzedne drugiego konca
tego odcinka okreslaja sktadowe stanu naprezenia. Uwaza sig, ze warunek gra-
niczny (np. peknigcie rozdzielcze) jest spetniony, jesli koniec wspomnianego
odcinka znajduje si¢ na zewnatrz figury geometrycznej okreslajacej ten warunek
[45].

Narys. 4.2 umieszczono geometryczna interpretacje hipotezy G. Galileusza.
Na podstawie warunku pekania (4.6) mozna zapisa¢ uktad trzech réwnan:

o, =R, , 0dyoci>c;0raz 6,>03,
c,=R,, gdyoc,>c;0raz 6,>c03, (4.23)

o;=R,, 0dycs>c;0raz c3>0;.

Zwiazki te okreslaja robwnania plaszczyzn granicznych, ktore sa rownolegte do
odpowiednich powierzchni naprgzen 23, 13 oraz 12 (zgodnie z oznaczeniami na
rys 4.2). Wierzchotek W, powstalty w wyniku przeciecia si¢ powierzchni gra-
nicznych, reprezentuje stan krytyczny dla trjosiowego rownomiernego rozcia-
gania. Natomiast punkty oznaczone przez liter¢ T dotycza charakterystycznych
schematoéw obciazenia odpowiadajacych przyjeciu ptaskiego stanu naprezenia.
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ptaszczyzna naprezen 13

ptaszczyzna graniczna 23

ptaszczyzna naprezen 12 ~} -

ptaszczyzna graniczna 13

i zen 23
praszczyzna naprezen ptaszczyzna graniczna 12

Rys. 4.2. Warunek p¢kania rozdzielczego wynikajacy z hipotezy najwigkszego naprezenia
normalnego: Ry — wytrzymatos¢ rozdzielcza przy jednoosiowym rozciaganiu,
W —wytrzymatos¢ rozdzielcza przy tréjosiowym rownomiernym rozciaganiu;
Ti2, T1a, T2z — wytrzymatosé rozdzielcza przy dwuosiowym roOwnomiernym rozciaganiu,
plaszczyzny naprezen reprezentuja plaski stan naprezenia

ptaszczyzna naprezen 13

ptaszczyzna naprezen 12

Rys. 4.3. Warunek pgkania rozdzielczego wynikajacy z hipotezy najwigkszego wydtuzenia:
Ro — wytrzymalo$é rozdzielcza przy jednoosiowym rozciaganiu; W — wytrzymatosce
rozdzielcza przy trdjosiowym rownomiernym rozciaganiu (wierzchotek ostrostupa
utworzonego z plaszczyzn granicznych; Ty, Ty, T2z — Wytrzymalos¢ rozdzielcza przy
dwuosiowym rownomiernym rozciaganiu; C,, C,, C3 — wytrzymato$¢ rozdzielcza przy
jednoosiowym $ciskaniu; ptaszczyzny naprezen reprezentuja plaski stan napr¢zenia

71



Z. Pater, G. Samotvk ,,Podstawy teorii i analizy obrébki plastycznej metali”

Podobny uktad trzech rownan ptaszczyzn granicznych mozna zapisac dla hi-
potezy de Saint-Venanta. Mianowicie, bazujac na warunku (4.14):

o1-v-(0,+03)=R, , gdy or>05>0,,
6, —Vv-(0,+05)=Ry , gdy o2>01>03, (4.24)

G3— V- (csl + 02): R, ., 0dy 65>0,>0; .

Rownania te tworza ostrostup w przestrzeni naprgzen gtownych — rys. 4.3.
Wierzchotek W ostrostupa reprezentuje stan graniczny dla trdjosiowego rowno-
miernego rozciagania — tak samo jak na rys. 4.2. Przedstawione interpretacje
geometryczne tych dwoch hipotez wytezeniowych nazywane sa rdéwniez
powierzchniami pekania rozdzielczego [45].

Kolejne dwie hipotezy wytezeniowe — tj. hipoteza Mohra i hipoteza Hubera
— sa wazne z punktu widzenia teorii plastyczno$ci. Na ich podstawie mozna
sformutowa¢ warunek plastycznosci, wyrazony analitycznie w nastepujacej po-
staci ogolnej:
»)=0. (4.25)

Réwnanie te przedstawia powierzchni¢ plastycznosci w przestrzeni napr¢zen
gtownych [5, 26, 45].

Powierzchnie takie mozna zbudowa¢ na podstawie dwoch warunkow pla-
stycznosci — Tresci (4.19) oraz Hubera (4.22). Poniewaz oba te warunki sa nie-
zalezne od naprezenia hydrostatycznego op, zatem powstajace powierzchnie sa
zbiorem prostych rownolegtych do tzw. osi aksjatorow. Z kolei o$ ta pokrywa
si¢ z normalna do ptaszczyzny oktaedryczne;.

Dokonajmy teraz geometrycznej interpretacji hipotezy najwigkszego napre-
zenia stycznego. Warunek plastycznosci (4.19) mozna przedstawi¢ w szesciu
mozliwych jego postaciach, mianowicie:
gdy 61>65>02,

f(61,62,63,0

6, -0,=%*0,,

6, ~03=%c,, gdy 5,>G1>03, (4.26)

o3—0;=1c6,, gdycsz>c>0;.

Powyzszy uktad réwnan (4.26) przedstawia powierzchni¢ graniastostupa (rys.
4.4) o podstawie szeSciokata foremnego o boku rownym \/Z/scsp.

Natomiast geometryczng interpretacja warunku plastycznosci Hubera (4.22),
wynikajacego z hipotezy energii wlasciwej odksztatcenia postaciowego, jest
ponizsze rownanie:

(51_(52)2 +(02 _53)2 +(53 _51)2 =2'Gi . (4.27)
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ptaszczyzna naprezen 13

Gs
\l;‘\\

|

ptaszczyzna naprezen 12,

powierzchnia plastycznosci

ptaszczyzna naprezen 23

Rys. 4.4. Warunek plastycznoséci wynikajacy z hipotezy najwigkszego naprezenia stycznego;
plaszczyzny naprgzen reprezentuja plaski stan naprgzenia

ptaszczyzna naprezen 13 A

ptaszczyzna naprezen 12

powierzchnia plastycznosci

ptaszczyzna naprezen 23

Rys. 4.5. Warunek plastycznos$ci wynikajacy z hipotezy energii wlasciwej odksztatcenia
postaciowego; ptaszczyzny naprezen reprezentuja plaski stan naprezenia

Przedstawia ono powierzchni¢ walca (rys. 4.5), o $rednicy podstawy rownej
\/2/2c5p. Os$ tego walca tworzy rowne katy z kierunkami naprgzen gtownych.
Ponadto, poréwnujac ze soba dwie powierzchnie plastycznosci (4.26) oraz
(4.27) stwierdza sig, ze ,,graniastostup Tresci” jest wpisany w ,,walec Hubera”.
Poréwnanie to bardzo dobrze odzwierciedlarys. 4.6.

Pierwszy wykres (rys. 4.6a) przedstawia warunki plastyczno$ci na ptasz-
czyznie dewiatorow. Natomiast drugi wykres (rys. 4.6b) — warunek plastyczno-
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a) _warunek plastycznosci
Treski (Mohra)

Rys. 4.6. Poréwnanie dwoch warunkéw plastycznosei: a) ukosnokatny uktad wspotrzednych
(ptaszczyzna oktaedryczna), gdzie: Sy, S,, S3 — sktadowe gtowne dewiatora naprezen,
op — granica plastycznosci dla jednoosiowego rozciagania; b) ptaski stan naprezenia (o3 = 0),
gdzie: To + T — punkty charakterystyczne zgodne z rys. 4.4

$ci dla ptaskiego stanu napr¢zenia, w ktorym naprezenie glowne o3 jest rowne
zero. Ten stan naprezenia reprezentuje rowniez plaszczyzna naprezen 12 na rys.
4.4 rys. 4.5. Nalezy wspomnie¢, iz na podstawie licznych badan uwaza sig, ze
energetyczny warunek plastycznosci (4.27) wykazuje wigksza zgodno$¢ z wyni-
kami do$wiadczalnymi niz warunek Tresci. Jednakze, w praktyce stosowane sa
obydwa przytoczone warunki plastyczno$ci. O ich zastosowaniu decyduja nie-
kiedy trudnosci matematyczne przy rozwazaniu zadan teorii plastycznosci [24,
45, 58, 59].

4.3. Wykresy stanéw mechanicznych

Omoéwione w poprzedniej czg$ci rozdzialu wykresy, przedstawiajace po-
wierzchnie graniczne, moga shuzy¢ do zobrazowania zachowania si¢ materiatu
pod wpltywem dziatajacego obciazenia. Mozna je rowniez taczy¢ w jeden wy-
kres, tak aby zawieraty graficzng interpretacje warunku plastycznosci oraz wa-
runku pekania. O ile w przypadku ptaskiego stanu naprgzenia powstate w ten
sposob wykresy sa wystarczajaco czytelne, o tyle dla dowolnego przestrzennego
schematu napr¢zenia staja si¢ one malo przejrzyste i niepraktyczne.
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Ze wzgledu na wskazane niedogodno$ci, w praktyce znalazly zastosowanie
wykresy stanéw mechanicznych. Sa one sporzadzane na ptaszczyznie, gdzie na
osiach sa odkladane wartosci wyznaczane na podstawie charakterystycznych
funkcji stanu naprezenia. Z kolei warunki osiggania naprezen granicznych sa
przedstawiane w formie prostych funkcji liniowych [45, 59].

4.3.1. Wykresy wytezeniowe

Wykres wytezeniowy jest wykonywany we wspotrzednych naprezen zastep-
czych (rys. 4.7). Na osi rzednych odktada si¢ miar¢ wytgzenia materiatu w od-

niesieniu do granicy plastycznosci 6, — naprezenie zredukowane G(z(::d) . Nato-

miast na osi odcigtych umieszcza si¢ miar¢ wytezenia materiatu (w odniesieniu
do wytrzymato$ci rozdzielczej Ro), ktora wyraza si¢ przy pomocy naprezenia

c(zfgg. Na wykresie warunki graniczne sa reprezentowane przez dwie proste

rownolegte do odpowiedniej osi uktadu wspotrzednych. Sa one oddalone od
poczatku uktadu odniesienia o warto$¢ roéwna granicy plastycznosci 6, oraz gra-
nicy wytrzymatosci rozdzielczej Ro — tak jak to pokazano narys. 4.7.

Schemat obciazenia jest przedstawiany na wykresie wytezeniowym za PO-
moca prostej, wychodzacej z poczatku uktadu wspotrzednych, ktora jest nachy-
lona do osi odcigtych pod katem a spelniajacym nastgpujacy warunek:

Gz(:gd
tgo=—&y (4.28)

zred

gdzie: napregzenia zredukowane G,rq sa obliczane wedtug odpowiednich funkcji

stanu naprg¢zenia. Przyktado-

wo na rys. 4.7 stan napregze-

OLty nia, aktualnie wystgpujacy w

- odksztatcanym materiale, jest

reprezentowany przez punkt

S. Nalezy rowniez podkresli¢,

ze przedstawiany schemat

obcigzenia za pomoOca linii

prostg jest obcigzeniem pro-

stym. Oznacza to, ze warto$ci

sktadowych stanu naprgzenia

-7 R z i odksztalcenia wzrastaja pro-

o porcjonalnie do tego samego

poziomu (np. 0znaczonego na
rysunku przez punkt S).

G‘“‘)

zred |

warunek pekania rozdzielczego
.

Py

Rys. 4.7. Wykres wytezeniowy — posta¢ ogolna
(opis w tescie)
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Wykres wytezeniowy Fridmana

Oméwmy teraz wykres wytezeniowy opracowany przez J. B. Fridmana
w roku 1942. Zbudowany jest on w oparciu o nastgpujace zatozenia[59]:

e warunek plastycznosci okre$la hipoteza maksymalnego naprgzenia
stycznego,

e pojawienie si¢ pgkni¢¢ rozdzielczych wyznacza hipoteza maksymalnego
wydtuzenia,

e powstanie ztomu poslizgowego zalezy tylko i wytacznie od wartoSci naj-
wigkszego naprezenia stycznego Tmax.

Wykres wytgzeniowy Fridmana przedstawiono na rys. 4.8. Na osi rzednych
odktada si¢ wartoSci najwigkszego naprezenia stycznego Tmax, NAOMiast na osi
odcigtych — warto$ci naprezenia de Saint-Venanta oy, wyznaczane z zalezno$ci
(4.11). Stan naprgzenia panujacy w materiale oraz rodzaj powstalego ztomu
charakteryzuje prosta, ktora wychodzi z poczatku uktadu wspotrzgdnych. Prosta
ta jest nachylona do osi odcigtych pod katem o, ktérego wartos¢ wynosi:

; (4.29)

G, — 03

T
tga = max =
oy 2- [Gl - V(02 + 63)]

gdzie: 6,>6,>03 — naprezenia gtowne, v — wspotczynnik Poissona.

Tmax . . L. .
Jjednoosiowe Sciskanie
/ (6=6,=0, 6=—c), tga=0,5-v"'
ztom poslizgowy / V2
T, ol s’ ,
E 7 skrecanie
Cl 7 (o=0,00,0=-0), tgoa=(1+v) '
g
stan
plastyczny D B
To2 -~

~
e . . .
~“ jednoosiowe rozcigganie
(c,=0, 6,=6,=0), tgo=0,5

stan
sprezysty

N\

ztom rozdzielczy

Py

Oy

Rys. 4.8. Wykres wytgzeniowy Fridmana: oy —naprezenie zredukowane de Saint-Venanta,
Tmax — NAjWigksze naprezenie styczne, T — naprezenie styczne wywolujace $cinanie,
Tp2 — Naprezenie styczne wywolujace uplastycznienie materiatu, Ro — granica wytrzymatosci
rozdzielcze, v — liczba Poissona; punkty B, D — warunek przej$cia materialu w stan
plastyczny; punkty A, C, E —utrata spdjnosci materiatu
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Na podstawie tego wykresu mozna okresli¢ dwa stany materiatu — tj. stan
Sprezysty oraz stan plastyczny. Odcinek rownolegty do osi rzednych (reprezen-
tujacy granicg wytrzymatosci Ro) okre§la moment powstania ztomu rozdzielcze-
go (np. punkty A oraz C narys. 4.8). Natomiast prosta przedstawiajaca warto$¢
naprezenia stycznego Tx WyZnacza chwile pojawienia si¢ pgknig¢ w wyniku po-
$lizgu — tzw. $cigcie materiatu (np. punkt E). Zagadnienia dotyczace ztomu
poslizgowego oraz rozdzielczego zostana wyjasnione w rozdziale 7.

Omoéwiony wykres nalezy traktowac jedynie jako schemat, poniewaz wyniki
eksperymentalne nie potwierdzaja w pelni zatozen przyjetych w trakcie jego
budowy. Przede wszystkim przyjecie stalej wartosci 1o, zgodnie z hipoteza
maksymalnego napr¢zenia stycznego jest niesciste. RoOwniez warto$ci napreze-
nia Tt nie powinno si¢ traktowaé jako statg) niezalezng od pozostatych sktado-
wych stanu naprezenia [59)].

Wykres wytezeniowy typu 64-oy

Wigksza zgodnos¢ z badaniami doswiadczalnymi wykazuje wykres wyteze-
niowy Hubera—de Saint-Venanta, zwany roéwniez jako wykres typu op-oy.
W odréznieniu od wykresu Fridmana, miara wytgzenia materialu w odniesieniu
do granicy plastyczno$ci jest wyrazana w oparciu o hipotezg¢ energetyczna
Hubera. Ogodlna posta¢ wykresu wytezeniowego Hubera —de Saint-Venanta
przedstawiono na rys. 4.9. Proste okreslajace schemat obciazenia sa nachylone
do osi odcigtych pod katem a, ktorego warto$¢ wyznacza si¢ z nastgpujacej za-
leznosci:

tga =% _ \/?\/(Gl — c73)2 + (61 - 02)2 + (03 - 01)2

(4.30)
Oy 2: [‘51 - V(Gz + 53)]

gdzie: 6:>6,>63 — naprgzenia gtowne, v — wspotczynnik Poissona. Ponadto,
linia graniczna przechodzaca przez poczatek uktadu odniesienia i punkt A okre-
sla obszar (rys. 4.9), w ktorym mozna stosowac hipotezg wytezeniowa de Saint-
Venanta. Jesli warto$¢ naprezenia zredukowanego oy jest wigksza od wytrzyma-
osci Ry, a punkt okres$lajacy stan napr¢zenia znajduje si¢ powyzej wspomniane)
linii, to moze powsta¢ jedynie ztom o charakterze poslizgowym.

Z kolei, granicg plastyczno$ci materiatu okresla prosta o rownaniu 64=cp,
gdzie o, jest naprezeniem uplastyczniajacym przy jednoosiowym rozciaganiu.
Punkty znajdujace si¢ ponizej tej prostej (spelniajac jednoczesnie warunek:
ov<Rp) reprezentujq stan sprezysty materiatu.

Pomimo wielu zastrzezen, znaczenie wykresu wytgzeniowego jest bardzo
duze. Pozwala on dokona¢ podziatu materiatéw na kruche oraz spregzysto-
plastyczne. Ponadto, z wykresu wytezeniowego wynika, ze stan materiatu (kru-
chy lub plastyczny) jest funkcja stanu naprgzenia. A to oznacza, ze za pomoca
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skrecanie / 6\%
(6,=0, 6,20, 6,=—0), tga=\3-(1+v) . 0&\//@@

. . L. . '/ <\9.> / 0’\/
jednoosiowe $ciskanie % 0\//‘0‘
(6,=6,=0, 6,=—G), tgo=v"' S &Q /\\\\

G /O
1 4 't\ //\)0
4 o\
DI, /S
/A9
stan I //
plastyczny E (o] A// »? Jednoosiowe rozcigganie

stan
sprezysty

'," (6,=0, 6,=6,=0), tgo=1,0

obszar stosowalnosci hipotezy
przetomu rozdzielczego de Saint-Venanta

R, Oy

Rys. 4.9. Wykres wyt¢zeniowy typu -6y, gdzie: oy — naprgzenie zredukowane
de Saint-Venanta, oy —naprezenie zredukowane Hubera, o, — granica plastycznosci,

Ro - granica wytrzymato$ci rozdzielczej, v — liczba Poissong;

prosta przechodzaca przez A — granica obszaru stosowalno$ci hipotezy de Saint-Venanta

oraz rodzaju przetomu (jesli oy > Ry)

doboru schematu obcigzenia i jego warto$ci mozna sterowaé zachowanie mate-
riatu podczas odksztatcen [45, 59].

4.3.2. Wykres naprezen granicznych

Wykres naprgzen granicznych, ktory przedstawiono na rys. 4.10, umozliwia

wyznaczenie sktadowych stanu naprezenia w stanach podkrytycznych oraz
W punktach odpowiadajacych obciazeniom granicznym. Jest on sporzadzany we
wspotrzednych o,—oy, bedacych niezmiennikami stanu naprezenia. Natomiast
budujac go, bazuje si¢ na nast¢pujacych zatozeniach [28, 45, 59]:
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sposob obciazenia przedstawia prosta wychodzaca z poczatku uktadu odnie-
sieniapod katem o, ktorego warto$¢ wyznacza si¢ z ponizszej zaleznosci:

Gm
ctgo=—"-=m , (4.31)
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Rys. 4.10. Posta¢ ogdlna wykresu naprezen granicznych we wspotrzednych 6,-o;
punkt S —aktualny stan napr¢zenia w badanym punkcie odksztalcanego materiatu,
punkt A — przejécie materiatu w stan plastyczny, punkt B — powstanie ztomu rozdzielczego
(opis w tekscie)

gdzie: oy, oy — niezmienniki stanu naprgzenia wystgpujacego w badanym
punkcie osrodka ciaglego; m — parametr charakteryzujacy stan naprezenia,
nazywany intensywnoscia zgniotu;

warunek plastyczno$ci (wg hipotezy energii odksztatcenia postaciowego)
reprezentuje prosta rownolegla do osi odcigtych, oddalona od niej o wartos¢
réwna granicy plastycznosci oy,

warunek pekania opisuje prosta, przechodzaca zawsze przez punkt M, ktOrej
rOwnanie ma nastgpujaca postac:

(L-2v) -0, + 241+ V) 0y -cOS®=Ry , (4.32)

gdzie: 6, oy — wspotrzedne linii w przestrzeni wykresu naprgzen gra-
nicznych, kat @ — niezmiennik charakteryzujacy sposob przylozenia obcia-
zenia, Ro — wytrzymalo$¢ rozdzielcza (jest stata materiatlowa),
v - wspotczynnik Poissona (ktory rowniez jest statqg materialowa).

Wyznaczmy teraz potozenie punktu M (rys. 4.10). W tym celu przyjmijmy

w rownaniu (4.32), ze naprgzenie oy jest rowne zero. Uzyskamy zalezno$é
(4.33), ktora okresla odlegto$§¢ omawianego punktu od poczatku uktadu odnie-
sienia
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Gy =2 4.33

" (4:39)

Z powyzszego wzoru wynika, ze lokalizacja punktu M jest niezalezna od sposo-

bu obciazenia. Natomiast nachylenie prostej (wychodzacej z tego punktu) do osi

odcigtych jest juz zalezne do stanu napr¢zenia. Wartos¢ kata B (rys. 4.10) wy-

znaczy¢ mozna z ponizszego wzoru:

2 (1+v)

clgf=—-——~-Coso . 4.34

9B=3 i—2v) (4.34)

Zatem réwnanie (4.32) przedstawia rodzing prostych wychodzacych

Zpunktu M. Ich nachylenie zalezy tylko i wytacznie od sposobu obciazenia,

czyli od wartosci kata ®. Dla przypomnienia — na podstawie gwiazdy Petczyn-

skiego — wartos¢ tego niezmiennika zawarta jest w przedziale od -60° do +60°.

Narys. 4.10 linia przerywana zaznaczono dwa skrajne potozenia prostej okresla-

jacej warunek pekania (wychodzacej z punktu M i 0znaczong przez wyrazenia

skrecanie (czyste Scinanie)
=0, 6,=—C

(warunek plastyczno$ci)

or

Rys. 4.11. Wykres napr¢zen granicznych wg Petczynskiego: przedstawienie bezpiecznych
plaskich standéw naprezenia (obszar zaczerniony 0ABCDE); opis w tekscie
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4. Wytezenie odksztatcanego metalu

cosw =1 oraz cosw =0,5). W rzeczywistosci, dla kazdego przypadku procesu
odksztatcania sporzadza si¢ oddzielny wykres standow mechanicznych, a waru-
nek pekania okresla tylko potozenie punktu B (rys. 4.10).

W roku 1951 zostat opracowany przez T. Pelczynskiego wykres naprgzen
granicznych [24, 45], ktéry w poréwnaniu z rys. 4.10 moze by¢ stosowany dla
roznych schematow obciazenia (proceséw plastycznego ksztaltowania metali).
Wykres taki umieszczono narys. 4. 11. Dodatkowym elementem na tym wykre-
sie jest obszar naprgzen bezpiecznych ograniczony krzywa ABCDE, ktéra jest
sladem réznych potozen punktu B z wykresu na rys. 4.10. Obszar ten dotyczy
tylko dwuosiowych standéw naprezenia. Odcinek DE jest réwnolegly do osi
rzednych, natomiast pozostaly fragment krzywej ABCD jest hiperbola
0 nastgpujacym rownaniu [45]:

oftl-v-v?) , 91-Vv)R, 3RZ
C—vE " @ TV

Podobne wykresy mozna budowaé dla wybranych proceséw obrobki pla-
stycznej metali. Pozwala to na wyznaczenie bezpiecznych stanow naprezenia
i jednoczesne zapobieganie utraty spojnosci materialu. Zatem, na podstawie
wykresu stanéw mechanicznych wg Pelczynskiego mozna sterowaé procesami
obrébki plastycznej [24, 45].

(4.35)
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5. STANPLASTYCZNY

Dotychczas poruszane tematy, dotyczace stanu plastycznos$ci, stanowily je-
dynie wprowadzenie do obszerng dziedziny wiedzy, ktéra jest fundamentem
technologii obrobki plastycznej metali. Obszar tej wiedzy obejmuje znaczna
grupg praw, hipotez i postulatéw — ktOra tworzy teori¢ plastycznosci. W ninigj-
szym rozdziale zostana omowione elementarne zagadnienia, ktore sa czgscia
wspomniangj teorii.

5.1. Krzywa plyniecia materiatu

Wazna wielko$cia fizyczna, funkcjonujaca w teorii plastycznosci, jest napre-
zenie uplastyczniajace o,. Definiuje si¢ je jako naprezenie wymagane do zaini-
cjowania i kontynuowania plastycznego odksztalcania (ptynigcia) materiatu
w warunkach jednoosiowego stanu naprg¢zenia. Poniewaz osiagana warto$¢ od-
ksztatcen trwatych jest znacznie wigksza od odksztalcen sprezystych, dlatego
W teorii plastyczno$ci istotny jest rowniez sposob zmian wartosci 6, pod wply-
wem postgpujacych odksztatcen plastycznych. Do matematycznego opisu
omawianych zmian stuzy krzywa umocnienia materialu, przy czym poczatkowa
warto$¢ o, (inicjujaca rozpoczecie odksztalcen plastycznych) okreSlana jest
na podstawie warunku plastycznosci — o ktérym byta mowa w rozdziatach 4.2
oraz 4.3.

W wigkszos$ci przypadkow postac wykresu (przebieg sily rozciagajacej w za-
leznos$ci od przemieszczen), ktéry przedstawiono na rys. 4.1, jest bardzo ztozo-
na. Cecha ta sprawia, ze taki wykres nie moze by¢ bezposrednio wykorzystywa-
ny w rozwazaniach teoretycznych, bowiem obliczenia staja si¢ zbyt skompliko-
wane. Jednakze, jesli wykres ten przeksztalcimy do postaci okreslonej funkcji
naprezenia uplastyczniajacego o, analizg teoretyczng bedzie mozna juz wyko-
nac¢ stosujac standardowe operacje matematyczne. Funkcje, o ktorej jest mowa,
nazywamy krzywa plynigcia materiatu [20, 21, 25, 45, 71]. Jg posta¢ ogbdlng
pokazano narys. 5.1. Najczesciej jest ona sporzadzana na plaszczyznie, gdzie na
osi odcigtych odktada si¢ wartosci odksztatcenia rzeczywistego ¢, a na osi rzed-
nych — warto$ci naprezenia o, Istnieja rowniez przypadki, ze warto$¢ o, uzalez-
nia si¢ nie tylko od odksztalcenia, ale rowniez od innych parametréw — np. od
predkosci odksztatcen, czy nawet temperatury procesu ksztattowania.

Nieodzownym zjawiskiem, zwiazanym z krzywa ptynigcia, jest umocnienie
(wzmocnieni€) materiatu [5, 20, 45, 71]. Zjawisko to objawia si¢ przyrostem
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oporu odksztatcania plastycz-

nego wywolanym zwigksza- c

niem odksztalcen trwatych. , B

Positkujac  si¢  wykresem

zrys. 5.1, zauwazymy, iz

zwigkszenie  odksztalcenia o, d

trwatego do wartosci @g SO- !

woduje wzrost granicy pla-

stycznosci do poziomu .
Oczywiscie, funkcja na-

prezenia uplastyczniajacego

we wspotrzegdnych c,-9, (rys.

5.1) dotyczy proby jedno- Rys. 5.1. Krzywa ptynigcia materiatu; posta¢ ogélna

osiowego rozciagania. Jed- funkcji naprezenia uplastyczniajacego o, gdzie

nak, w wigkszosci przypad- parametrem jest odksztalcenie rzeczywiste ¢

kow  schemat obcigzenia (opisw tekscie)

w materille ma charakter

ztozony. Zatem, krzywa ply-

nigcia przedstawia si¢ jako

wykres we wspotrzednych oy-oy — czyli drugich niezmiennikoéw stanu napreze-

nia i odksztalcenia. Natomiast warunek plastycznos$ci odkresla si¢ na podstawie

hipotezy Hubera. Taka funkcja naprezenia uplastyczniajacego nazywana jest

uogOlniong krzywa plynigcia [5, 20, 24, 25, 59].

krzywa ptyniecia materiatu

c,=f(¢)

N ¢

5.1.1. Idealizacja krzywej plynigcia

Charakter przebiegu krzywej umocnienia jest zalezny od kilku czynnikéw.
Najwazniejszymi z nich sa gatunek materialu oraz warunki realizacji procesu
obrobki plastycznej. Przewaznie metale poddane przerdbce plastyczne na zimno
umacniaja si¢. Ponadto, odksztalcenia spr¢zyste wpltywaja na ksztatt koncowy
wyrobu. Taka sytuacja jest obserwowana np. podczas procesu tloczenia lub
przeciagania [37].

Catkiem odmienny charakter maja krzywe plyniecia wiekszosci metali pod-
danych obrobce plastycznej na goraco. Odksztalcenia sprgzyste sa tak mate
W poréwnaniu z odksztatceniami trwatymi, ze mozna ich w ogodle nie uwzgled-
nia¢ w trakcie projektowania procesu technologicznego. Ponadto, podwyzszona
temperatura sprawia, ze zjawisko umocnienia materiatu praktycznie nie zacho-
dzi. Dotyczy to przede wszystkim procesow ksztattowania bryl, takich jak kucie
czy wyciskanie.

Analizujac charakter wszystkich mozliwych przebiegéw krzywych ptynigcia
mozna dopatrze¢ sie pewnej systematyki, ktéra pozwala na dokonanie odpo-
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wiedniej klasyfikacji (idealizacji) funkcji naprezenia uplastyczniajacego op.
W tym celu wprowadzmy pojgciec modelu materialu plastycznego [5, 25, 71].
Termin ten okresla funkcj¢ naprezenia uplastyczniajacego p, Spehniajaca okre-
$lone charakterystyczne cechy, ktora opisuje zachowanie si¢ konkretnego metalu
podczas jego ksztattowania.

Generalnie, mozna wyrozni¢ dwie grupy modeli materialowych [5]. Pierw-
sza z nich tworza materialy sprezysto-plastyczne (rys. 5.2). Natomiast do dru-
giej grupy zalicza si¢ materialy sztywno-plastyczne (rys. 5.3). Jednoczesnie
W obrgbie tych dwdch grup mozna wyr6zni¢ kolejne rodzaje wyidealizowanych
krzywych plynigcia. Mianowicie materialy, ktore w trakcie ksztaltowania umac-
niaja si¢, mozna opisa¢ za pomoca krzywych ptynigcia z umocnieniem liniowym
(rys. 5.2b i rys. 5.3¢) badzZ nieliniowym (rys. 5.2ai rys. 5.3a, b). Z kolei metale
poddane obrébce plastycznej, w ktérej umocnienie materialu jest niewielkie,
mozna opisa¢ za pomoca jednej z funkcji naprezenia uplastyczniajacego przed-
stawiong na rys. 5.2b,c lub rys. 5.3c,d. Jezeli charakter krzywej umocnienia
sprowadza si¢ do prostej rownoleglej do osi odcigtych, to méwimy, ze materiat
jest sprezysto- lub sztywno-idealnie plastyczny (tj. nie wykazuje umocnienia).

Materiaty poddane obrobce plastycznej na goraco przewaznie sa opisywane
za pomoca modeli sztywno-plastycznych [5]. Przy czym, poczatkowa warto$¢
granicy plastycznosci o, moze by¢ rowna zeru (rys. 5.3a) lub przyjmowac war-
to$¢ skonczona (rys. 5.3b, c, d). Szczegdlnym przypadkiem jest model materiatu
przedstawiony narys. 5.3d. Jego postac jest najbardziej uproszczona, a materiat

¢ A Ps ¢

s
Rys. 5.2. Modele krzywej ptynigcia dla materiatu sprezysto-plastycznego: a) z umocnieniem
nieliniowym, b) z umocnieniem liniowym, ¢) bez umocnienia; E — modut Younga,

Gpo — poczatkowa warto$¢ granicy plastycznosci, 6pg — naprezenie uplastyczniajace przy
odksztatceniu plastycznym réwnym g
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Rys. 5.3. Modele krzywej ptynigcia dla materiatu sztywno-plastycznego:
a), b) z umocnieniem nieliniowym; c) z umocnieniem liniowym; d) bez umocnienia;
Gpo — poczatkowa warto$¢ granicy plastycznosci, Gpg — naprezenie uplastyczniajace
przy odksztatceniu plastycznym réwnym ¢g

o takiej charakterystyce jest nazywany idealnie plastycznym. Niektore inzynier-
skie metody analizy procesdw obrobki plastycznej (o ktorych bedzie mowa
W pozniejszej czgsci podrgcznika) bazuja na tym modelu materiatu.

5.1.2. Efekt Bauschingera

Rozpatrzmy dowolny proces jednoosiowego obciazenia probki wykonanej
Z metalu bedacego w stanie wyzarzonym i migkkim. Najpierw probke wydtuzmy
tak, aby osiagna¢ odksztalcenia trwale, przy ktorych material umocni sig osiaga-
jac np. punkt B (rys. 5.4). Nastepnie odciagzmy t¢ probke (powro6t do punktu C)
I bezposrednio rozpocznijmy proces $ciskania, ktory jest reprezentowany przez
fragment funkcji naprezenia CDE. Okaze sie, ze poczatkowa warto$¢ granicy
plastycznosci oy zmniejszy si¢ do wartosci cp1. Spowoduje to, ze podczas $ci-
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skania material zacznie si¢
umacnia¢ juz poczawszy
od punktu D (rys. 5.4). S, B
Kontynuujac dalej obcia- krzywa plyniecia ~—_gm=-r= " X
zenie, material odksztatca dia rozciagania -
jac sie trwale umocni sig, i ’
osiagajac punkt E. Nato- o=
miast punkt D’ juz nigdy O /
nie zostanie osiagnigty.
Reasumujac, materiat 3
umocniony w  wyniku
przylozenia do niego ob-
ciazenia, a nastgpnie od- | j

ciagzony i ponownie obcia- ';»D,

zony — ale juz przez silg, _d4#*krzywa plyniecia
A : 4 - Y

ktorej warto$¢ ma prze- dla speczania

ciwny znak — odksztatca
si¢ plastycznie wcze$niej,

Rys. 5.4. Schemat efektu Bauschingera na przyktadzie
procesu jednoosiowego obciazenia; 1 —rozciaganie;

nie osiagajac poczatkowej 2, 4 —odciazanie; 3 — $ciskanie; op — poczatkowa
warto$ci granicy plastycz- warto$¢ granicy plastycznosci; o1 — obnizona warto$é
nosci (np. opg). Zjawisko granicy plastycznosci spowodowana wystapieniem
to jest nazywane efektem efektu Bauschingera

Bauschingera’ [5, 42, 71].

5.1.3. Postulat Druckera

Rozwazmy przyktad jednoosiowego stanu naprezenia. Z rys. 5.5a wynika, ze
dodatniemu przyrostowi odksztalcenia plastycznego do odpowiada przyrost
naprezenia uplastyczniajacego do, ktory w tym przypadku ma réwniez wartosé
dodatnia [5, 57, 59]. Krzywa plynigcia materiatu plastycznego o takim charakte-
rze (rys. 5.5a8) opisuje material stateczny w sensie energetycznym, poniewaz
w wyniku zmiany odksztalcenia d@>0 powstaje nadwyzka energii o warto$ci
nieujemne;j. Stwierdzenie te mozna przedstawi¢ w postaci warunku [5]:

do-dp>0. (5.1)

Rozpatrzmy teraz nastgpujacy schemat zmiany warto$ci naprezenia, ktory
polega na realizowaniu procesu obciazania do punktu A (zgodnie ze strzatka

7 Johan Bauschinger (1833-1893), profesor Uniwersytetu w Monachium. Prowadzil rozlegte
prace badawcze nad zachowaniem si¢ metalu podczas jego odksztalcania. Konstruktor ekstenso-
metru shuzacego do pomiaru odksztalcen w probkach rozciaganych i $ciskanych. W roku 1885
oglosit wyniki, na podstawie ktorych sformutowano efekt Bauschingera.
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obszar niestateczny

energetycznie

]

do<0

a/(pD ¢

Rys. 5.5. Schematy krzywych plynigcia w jednoosiowym stanie napr¢zenia przedstawiajace
interpretacje statecznos$ci energetycznej materiatu; cykl naprezenia w obszarze statecznym
(8) oraz niestatecznym (b), gdzie 1+7 —kolejnosé przebiegu procesu obciazania
i odciazania, G, — granica plastyczno$ci w punkcie A, 6+ — granica plastycznosci
w punktach B i D (po odciazeniu)

oznaczona cyfra 1 narys. 5.5), po czym zmieniane jest obcigzenie do poziomu
naprezenia G+, 0siagajac punkt B. Nastgpnie nastgpuje powrdt obcigzenia (wg
strzatki nr 3) do punktu A oraz realizacja przyrostu odksztatcenia d¢, az do
osiagnigcia punktu C. Dalej probke poddaje si¢ ponownemu odciazeniu do po-
ziomu naprgzenia oy« (punkt D). Dalszy przebieg zmiany napr¢zenia jest reali-
zowany zgodnie ze strzatkami 6 oraz 7. Zwr6¢my uwage na powstate pole AB-
CD, ktore reprezentuje pewien zamknigty cykl naprgzenia. Warunek energe-
tycznej stateczno$ci materiatu dla tego cyklu, zgodnie z rys. 5.5a, mozna zapisac
w postaci [5]:

(6, -0y ) do=0, (5.2)

gdzie: o, — warto$¢ granicy plastycznosci na poczatku cyklu zmiany naprgzenia
(punkt A narys. 5.5).

Powyzsze dwa zwiazki (5.1) i (5.2) wyrazaja warunek energetycznej sta-
tecznosci materiatu w sensie D. C. Druckera, zwany rowniez postulatem
Druckera [5]. Postulat ten, uogélniajac na stany ztozone, mozna sformutowaé
nastepujaco: praca wykonana przez dziatajqce sily zewnetrzne na przyrostach
odpowiednich sktadowych wektora przemieszczenia, ktore one wywolujq, musi
by¢ nieujemna.

Wiekszo$¢ materiatow, stosowanych w przerébce plastycznej, wykazuje sta-
tecznos$¢ energetyczna. Jednakze istnieja grupy metali (np. niektére gatunki alu-
minium), ktorych krzywa plynigcia w pewnych obszarach nie spelnia postulatu
Druckera. Przyktad takiej funkcji naprezenia uplastyczniajacego przedstawiono
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na rys. 5.5b. Na jej podstawie mozna zauwazy¢, ze dodatniemu przyrostowi
doksztatcenia de zmiana napr¢zenia do ma warto$¢ ujemna. O materiatach wy-
kazujacych takie cechy mowi sig, ze sa niestateczne ener getycznie — oczywi-
scie w okreslonym obszarze odksztatcen trwatych [5, 57].

Ponadto, z postulatu Druckera wynika, ze powierzchnia plastycznosci musi
by¢ powierzchnig wypukta. Dlatego, w mechanice plastycznego ptynigcia metali
rozwaza si¢ wylacznie materiaty stateczne energetycznie w catym zakresie od-
ksztalcen trwatych. Ten warunek jest speliony migedzy innymi dla materialow
idea nie plastycznych.

5.1.4. Wybrane modele materiatéw plastycznych
Istnieje duza réznorodnos$¢ sposobu opisu funkcji naprezenia uplastycznigja-
cego. Pomimo tego, mozna wyodrebni¢ sze$¢ grup krzywych ptynigcia. Rdznia
sie one miedzy soba rodzajem i ilo$cia uwzglednianych parametréw, ktore opi-
suja warunki i przebieg odksztalcen trwatych. Klasyfikacja krzywych ptynigcia
materiatu przedstawia si¢ nastgpujaco [20, 21, 25]:
e grupal —tworza ja funkcje postaci o, = f((p) uwzgledniajace jedynie od-
ksztalcenia biezace ¢, a w niektorych przypadkach rowniez odksztalcenie
@o lub naprezenie oy stanu poczatkowego, ktore traktuje sig jako parametry
stale;
e grupall —funkcjetypu o, = f((p,(p), ktore oprocz odksztatcenia biezacego

¢ uwzgledniaja rowniez predkos$¢ odksztatcenia ¢ ;

o grupa lll —obgmuje funkcje o postaci o, = f(¢,¢,T), w ktorych dodat-
kowym parametrem jest temperatura procesu ksztattowania T;

o grupalV —sklada si¢ on z funkeji typu o, = f(9,¢,0,, ), gdzie oy jest par

rametrem opisujacym stan wewngetrzny materiatu;

o grupaV - funkcje postaci o, = f(,¢,T,t), w ktdrych zmiennymi nieza-
leznymi sa: odksztatcenie, predkos$¢ odksztatcenia, temperatura oraz czas t;

e grupa VI — tworza ja funkcje typu o, = f((p,(p,T,h(P) uwzgledniajace
zmiang orientacji kierunkéw gtéwnych w takcie lub w kolejnych fazach i
etapach ksztaltowania za pomoca parametru h,,.

W tabeli 5.1 podano najczgsciej spotykane i uzywane postacie funkcji napre-
zenia uplastyczniajacego oy, ktore sa rowniez nazywane rownaniami konstytu-
tywnymi [5, 14, 21, 25, 50, 57]. Réwnoczesnie, rownania te pogrupowano we-
dhug wczesniej przytoczong klasyfikacji.

Krzywe plynigcia zaliczane do grup 1 —1II (tabela 5.1) sa obecnie najczesciej
stosowane w andizie teoretycznej procesow obrébki plastycznej. Podstawowy-
mi rownaniami konstytutywnymi, reprezentujacymi poszczegélnag grupe, sa od-
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Tabela5.1
Wybrane funkcje naprezenia uplastyczniajqcego op
op=C-0", (53)
_ | o,=C-(go+0), (5.4)
©
% G, =0p+C 0", (5.5)
O
0, =650 +C (9o + ), (5.6)
5, =C-o" -exp(n, - o) . (5.7)
c,=C-0"-9", (5.8)
Gp=0po+C 0" ", (5.9
= o, =C-o" -exp(n, - 9)-¢", (5.10)
o
=] . m
G| o,=C-(po+0) (y ) , (5.11)
Po
. (al'(P+az'(P2)
c,=C (o +0)" - exp(n, - ¢)- (% j ' (5.12)
0
6,=C-¢"-¢" -expa-T), (5.13)
o, =C-o" exp(n,-¢)-¢" -expla-T), (5.14)
% c,=C-o" exp( /) moT)  exp(a-T) , (5.15)
o
>
5| o0,=C " exp(n, ¢) ™" expla-T), (5.16)
© (m+£]
c,=C-¢"-expn,-—|-¢" "/ -exp(a-T). (5.17)
0

powiednio funkcje (5.3), (5.8) oraz (5.13) [25]. Wyjasnijmy teraz sens fizyczny
dwoch waznych parametrow — mianowicie wspotczynnika n oraz wspotczynni-
kam.

Pierwszy z nich wyraza czuto$¢ materiatu na odksztalcenia plastyczne.
W sposob liczbowy mozna go wyrazi¢ nastgpujaco [14]:

a -1
n :% . (%‘PJ . (5.18)
p
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5. Stan plastyczny

Wartos¢ wspotczynnika n jest zalezna od temperatury procesu ksztaltowania.
Przy niskich temperaturach homologicznych (tj. T < 0,4T,, gdzie T, jest tempera-
tura topnienia) warto$¢ n jest r6zna od zera. W miar¢ wzrostu temperatury T,
warto$¢ bezwzgledna wykladnika n maleje, osiagajac poziom bliski zero dla
temperatur znacznie wigkszych od temperatury rekrystalizacji. Dlatego tez,
funkcje naprgzenia uplastyczniajacego, zaliczane do grupy I, sa stosowane tylko
do model owania procesdw przerdbki plastycznej nazimno (tj. gdy T < 0,4Ty).

W podobny sposdb mozna zdefiniowaé wspotczynnik m. Wyraza on czuto$§¢
materialu na predko$¢ odksztatcenia ¢, co mozna zapisac [14]:

N1
m=% . (i‘Pj | (5.19)
6, ¢

Warto$¢ wyktadnika m réwniez jest zalezna od temperatury. Przy niskich
temperaturach homologicznych, rzedu 0,1T;, wspotczynnik m jest nieznacznie
wigkszy od zera. PodwyzZszenie temperatury do zakresu 0,4+0,5T, powoduje, Ze
warto$¢ tego wspolczynnika maleje do zera. Zdarzaja si¢ sytuacje, szczegdlnie
w przypadku niektorych stopéw, ze w tym zakresie temperatur homologicznych
wspotczynnik ten moze by¢ nawet mniejszy od zera. Ale juz przy temperaturze
T >0,5T; (. gdy proces ksztaltowania realizowany jest na goraco) wartos¢ wy-
ktadnika m jest wigksza od zera i zalezy réwniez od predkosci odksztalcenia .
Przy bardzo matych predkosciach (odksztalceniach statycznych) wspotczynnik
tenwynosi m ~ 0 [14].

Ponadto, wartos¢ predkosci odksztalcenia ¢ oraz temperatury procesu
ksztaltowania T ma wptyw na poziom naprezen uplastyczniajacych. Generalnie
przyjmuje sig¢, ze wzrost predkosci ¢ powoduje zwigkszenie wartosci c,. Nato-
miast podwyzszenie temperatury T powoduje zmnigszenie granicy plastyczno-
sci op.

Zatem, do symulacji procesow ksztattowania na goraco zaleca si¢ stosowac
krzywe ptynigcia, w ktorych uwzglednia si¢ wptyw predkosci odksztatcenia ¢
oraz temperatury T (szczegOlnie, gdy w trakcie odksztalcen zmiana warto$ci
tego drugiego parametru jest znaczaca). Jednakze, zasadniczym problemem
rownan z grupy III jest trudno$¢ doktadnego opisu zmiany naprg¢zenia upla
styczniajacego o, dla calego zakresu odksztalcen. Problem ten jest czgsto
rozwigzywany, poprzez podanie zaleznosci o, = f(9,9,T) w formie tabela-
rycznej [25].

Funkcje zaklasyfikowane do pozostatych grup IV — VI sa dotychczas rzadko
stosowane. Przyczyna braku ich rozpowszechnienia jest krotki czas, jaki minat
od ich opracowania oraz brak jakichkolwiek danych doswiadczalnych (shuza-
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cych do opracowania opisu funkcji) dla wigkszosci materiatéw stosowanych
w przemysle [25].

5.1.5. Metody wyznaczania krzywej ptynigcia

Krzywa plynigcia materialu mozna wyznaczy¢ stosujac jedna z trzech pod-
stawowych metod badawczych, jakimi sa plastometryczne proby: rozciagania,
$ciskania oraz skrgcania. Niestety, czgsto uzyskiwane w nich wyniki wykazuja
znaczne rdznice wynikajace z szeregu czynnikow. Moga nimi by¢ migdzy inny-
mi [73]:

e roznice stanu naprgzenia i odksztalcenia w poszczegdlnych metodach
badawczych,

e roznorodno$¢ konstrukcji maszyn badawczych,

e brak standaryzacji warunkoéw przeprowadzania badan,

e roznorodno$¢ metodologii interpretacji uzyskanych wynikow.

Badania tego rodzaju w praktyce sa wykonane na nast¢pujacych maszynach
speqallstycznych [20, 21, 50, 75]:

plastomer krzywkowy — jego konstrukcja (przedstawiona schematycznie

narys. 5.6) umozliwia uzyskanie wynikow badan plastometrycznych w po-

staci przebiegu sity w funkcji drogi narzedzia odksztalcajacego, przy za-
chowaniu statej predkosci odksztatcenia oraz temperatury probki;

e dylatometr z mozliwoscia odksztalcen — jest on wyposazony dodatkowo
w komputerowy system gromadzenia i interpretacji wynikow badan. Ponad-
to, oprocz kontrolowanego procesu odksztalcania, zapewnia on réwniez
wlasciwe srodowisko realizacji badan, np. wzgledna prozni¢ lub chlodzenie
gazem obojetnym (Ar);

L2
¢
S
=] i ° Ay
" — krzywka \
000 —EH = ,
el —
= QO : | ——probka II v
=] e | il
71 S miernik sity
] | |
zespot napedowy zespot pomiarowy

Rys. 5.6. Schemat budowy plastomeru krzywkowego: n — predko$¢ obrotowa krzywki,
v —predkos$¢ liniowa narzg¢dzia roboczego
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symulator fizyczny — jest nowoczesnym, technicznie zaawansowanym sys-
temem, ktOry umozliwia realizacja badan wtasnosci materiatow (na podsta-
wie np. proby rozciagania, Sciskania i skrecania, odksztatcania statycznego
lub cyklicznego az do momentu zerwania probki, proby petzania, badania
zuzycia cieplnego i mechanicznego, badania zjawisk zachodzacych podczas
przemiany fazowsj, topnienia i krystalizacji, obcigzenia cieplnego itp.) oraz
umozliwia fizyczne modelowanie proceséw technologicznych (np. walco-
wania, kucia, wyciskania, ciaglego odlewania metali, obrobki cieplng,
spiekania i prasowania proszkow itd.) z uzyciem materiatow rzeczywistych
i w warunkach sterowanych. Wszystkie wykonywane czynnosci sa zauto-
matyzowane i sterowane przez zintegrowany system komputerowy. Narys.
5.7 przedstawiono fotografi¢ symulatora GLEEBLE® 3500. Sktada si¢ on
z stanowiska komputerowego 1 (stuzacego do programowania i zarzadzania
symulatorem), modutu sterowania 2 oraz modutu stacji roboczej 3, w kto-
rym oprocz urzadzen napgdowych, szybkiego grzania i chtodzenia zngjduje
sie rowniez komora badawcza 4.

Rys. 5.7. Symulator GLEEBLE® 3500 — opis w tekscie

Niestety, jak dotad nie opracowano hipotezy, ktoéra zadawalajaco opi-

sywalaby uogolniona krzywa ptynigcia, niezalezna od sposobu realizacji proby
plastometrycznej. Dlatego tez, przystgpujac do badan nalezy przeprowadzi¢
analiz¢ pewnych zagadnien, ktére determinuja wtasciwy wybor metody okresla-
niakrzywej umocnienia. Zagadnieniami tymi, w ujgciu przekrojowym, sa [73]:

przeznaczenie wynikow badan,
warto$¢ maksymalnych odksztatcen plastycznych,
zakres predkosci odksztatcen mozliwych do realizacji,
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e zlozono$¢ i pracochtonno$¢ przygotowania probek,
o mozliwos¢ zastosowania techniki komputerowe] do kierowania badaniami
i realizacji pomiarow,
e mozliwos¢ modelowania réznych schematow obciazenia,
e dostgpnos¢ odpowiednich urzadzen badawczych.
W dalszej czgsci rozdziatu zostana przyblizone wybrane metody badan
plastometrycznych. Dotyczy¢ one beda proceséw ksztattowania bryt.

Préba rozciagania

Wyznaczenie krzywej ptynigcia w probie jednoosiowego rozciagania polega
na odksztalceniu probki o poprzecznym przekroju kolowym. Glowna zaleta tej
metody jest jej prostota i latwo$¢ wykonania. Niestety jej ograniczeniem jest
szybka utrata statecznos$ci probki — objawia si¢ to powstawaniem przewg¢zenia
W jej czesci pomiarowej (rys. 5.8). Moment rozpoczgcia tego zjawiska zalezy od
warto$¢ wydtuzenia réwnomiernego A, a dla wickszoéci metali technicznych
stata ta jest mniejsza od 30% [72].

W fazie odksztalcen, w ktorej wystepuje rownomierne wydtuzenie probki
przyjmuje sig, ze panuje w niej jednorodny, jednoosiowy stan naprezen. Wartose
zastgpczego naprezenia uplastyczniajacego 6, mozna Wyznaczy¢ na podstawie
ponizszej zaleznos$ci:

5, = p.(so lTOJ , (5.20)

gdzie: P — sita rozciagajaca,
Sp — poczatkowe pole prze-
— ~ kroju poprzecznego prébki, 1o
m P — poczatkowa dlugos¢ odcin-
— ka pomiarowego, | — dtugosé
\p s odci n'ka pomiarowego w mo-
- mencie pomiaru sity P.

Natomiast, odpowiadaja-
Rys. 5.8. Schemat przewezenia w rozciaganej ce temu naprezeniu Cp od-
probce: P —sila rozciagajaca, S - pole przekroju ksztatcenie zastepcze ¢ obli-

czesei wydituzonej rownomiernie, Sy, — najmniejsze ) ) . .
pole przekroju w strefie przewezonej, d — érednica cza S1g z nastepujacej zalez-

przewezenia, p - promien krzywizny przewegzenia noscr:

I
¢=In— . (5.21)

IO
W momencie utraty stateczno$ci probki, rozpoczyna si¢ proces lokalizacji
odksztatcenia, a w rezultacie wspomniane wcze$niej przewezenie probki (rys.
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5.8). W strefie tej zmianie ulega stan naprezenia i odksztatcenia na trojosiowy
(tj. ztozony). Utrudnia to obliczenia wartoSci zastgpczych naprezenia o, oraz
odksztatcenia . Jednakze, uogélniona krzywa ptynigcia mozna wyznaczy¢
dzigki zastosowaniu jednego ze sposobow interpretacji wynikow. Zastgpcze
naprezenie uplastyczniajace o, odpowiadajace stanowi naprezenia wystepuja-
cemu w strefie przewegzenia probki (rys. 5.8) mozna obliczy¢ z ponizszego wzo-
ru empirycznego [73]:
P
O, =

p m ; (5.22)

gdzie: P — sita rozciagajaca; Spin — ngimnigjsze pole przekroju poprzecznego
przewezenia probki; d, p — parametry geometryczne zgodne z rys. 5.8.

Z kolei, odksztalcenie zastgpcze ¢, odpowiadajace naprezeniu G, MOzna
wyznaczy¢ z nastgpujacej zalezno$ci:

S
p=In— . (5.23)
Smin

gdzie: S, Spin — przekroje podane narys. 5.7. Jednakze przedstawione parametry
geometryczne opisujace ksztalt przewezenia sa zmienne w czasie, co w konse-
kwencji utrudnia korzystanie z zaleznosci (5.22) oraz (5.23). Dlatego tez,
W praktyce nie stosuje si¢ tej metody do wyznaczania krzywej plynigcia dla
potrzeb analizy proceséw obrobki plastycznej, w ktorych wystepuja duzo wigk-
sze odksztalcenia od mozliwych do uzyskania w tej probie.

Proba Sciskania

Proba $ciskania polega na jednoosiowym spgczaniu probki ptaskiej badz cy-
lindrycznej pomigdzy ptaskimi kowadlami. Rejestrowanymi parametrami proce-
su jest wartos¢ sity w funkcji przemieszczenia narzedzia Sciskajacego. W oma-
wianej metodzie dazy sie do uzyskania jednorodnego stanu naprezenia i od-
ksztalcenia. Taki schemat ma miejsce w procesie idealnym, w ktérym nie wy-
stgpuje tarcie na powierzchni kontaktu kowadet z odksztalcanym materiatem.
Wplyw sit tarcia na schemat odksztatcen oraz ksztalt speczanej probki cylin-
drycznej przedstawiono narys. 5.9. W przypadku niewystgpowania sit tarcia na
wspomnianej powierzchni, stan odksztalcenia i naprgzenia jest jednakowy
w calej objetosci materialu (rys. 5.9b). Ponadto, ksztalt probki pozostaje wcigz
cylindryczny — co znacznie upraszcza obliczenia.

Zatem, warto$¢ zastgpczego naprezenia uplastyczniajacego o, Wyznacza si¢
na podstawie ponizszej zalezno$ci:

4.P-h

Cp=——"5— , 2
P m-dZ-h, (523
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Sita $ciskajgca P
a) ) ,
Sita tarcia T > 0 kowadio gérne
'y
:§. 0,90
g
& = 0,80
R
(]
0,70
_v
kowadto doine 0,60
Sita Sciskajgca P 0,50
b .
) Sita tarcia T=0 kowadfo gorne _— 0.40
N :E
g 0,30
% <
< o 0,20
o
b 0,10
v kowadto dolne
0,00
e% Odksztatfcenie rzeczywiste ¢

Rys. 5.9. Wptyw sit tarcia T na zmiang ksztattu probki walcowej oraz rozktad intensywnosci
odksztatcenia @ zarejestrowany dla procesu spgczania: a) sily tarcia T osiagaja maksymalne
warto$ci (czynnik tarcia m = 1), b) brak sit tarcia T na powierzchni kontaktu kowadto-prébka
(czynnik tarciam = 0); dg — $rednica poczatkowa, hg — wysoko$¢ poczatkowa,

h —wysoko$¢ po speczeniu

gdzie: P — chwilowa sita spgczajaca, h — chwilowa wysokos¢ probki (odpo-
wiadajaca sile P), hy, do — poczatkowa wysokos¢ i $rednica probki, ktore sa
zgodnie z oznaczeniami umieszczonymi narys. 5.8b.
Odpowiadajace naprezeniu (5.23) zastgpcze odksztatcenie rzeczywiste ¢ ob-
liczane jest z nastgpujacego wzoru:
h
h
Jednakze, w rzeczywistej probie spgczania na powierzchni kontaktu wyste-
puje tarcie (rys. 5.9a), co jest zasadnicza wada tej metody. Dzialanie sit tarcia
powoduje nigednorodny rozktad naprgzenia, odksztatcenia oraz predkosci od-

e=In (5.24)
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ksztatcen w calej objetosci materialu. Ponadto, wydzielanie ciepta na skutek
tarcia oraz zmiany energii odksztalcenia na energie cieplna, jak tez wymiana
ciepta pomigdzy narzedziami i probka wywotuje niejednorodny rozktad tempe-
ratury. Oméwione zjawiska powoduja, ze wyniki z proby $ciskania obarczone sa
pewnym bledem, zazwyczaj trudnym do oszacowania.

Aby uzyska¢ mozliwie rownomierny rozktad naprezenia i odksztatcenia oraz
zminimalizowa¢ warto$¢ wczesniej wspomnianego btedu, proces speczania po-
winien by¢ przeprowadzany w warunkach eliminujacych wptyw tarcia. Wedlug
literatury specjalistycznej, warunki takie w pewnym przyblizeniu mozna uzy-
ska¢ poprzez nastepujace sposoby [14, 73]:

e Speczanie probek majacych plytkie zaglebienia na powierzchniach czoto-
wych (rys. 5.10), ktore spetniaja rolg pojemnikow na srodki smarujace (np.
parafing w stanie stalym). Ta metoda pozwala na obnizenie wspolczynnika
tarcia do wartosci p ~ 0. W takiej sytuacji zaleznosci (5.23) oraz (5.24) sa
w pelni stuszne.

e Speczanie z zastosowaniem przekladek zmniejszajacych tarcie na po-
wierzchni kontaktu probka-matryca. Przektadki takie sa zazwyczaj wyko-
nywane z cienkiej folii otowianej, polietylenowej lub teflonowe;.

a) .
le]
iy \\‘ S
< -
N / y
~ /
n /
<
b) <
N
\ S
\ ()

Rys. 5.10. Rodzaje probek cylindrycznych z wytoczeniami na powierzchniach czolowych:
do, hp — wymiary poczatkowe; szczegotowy opis w tekscie
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e Speczanie przy pomocy matryc posiadajacych stozkowe powierzchnie ro-
bocze. Kat nachylenia tych powierzchni jest tak dobrany, aby jego wartos¢
byta rowna katowi tarcia materiatu probki o ptaszczyzny narzgdzi.

e Stopniowe spgczanie z przerwami Czasowymi probki o ksztatcie mozliwie
zblizonym do cylindrycznego. Przerwy sa wykorzystywane do okre$lenia
wymiaréw probki oraz smarowania smarem jej powierzchni czotowych. Po
zmniejszeniu poczatkowej wysokosci probki o warto$¢ okoto 40%, jej $red-
nicg zmniejsza si¢ poprzez obrobke skrawaniem w celu przywrocenia
ksztattu cylindrycznego.

Na zakonczenie nalezy wspomnie¢, ze istnieja rOwniez sposoby na zminima-
lizowanie niejednorodnosci rozktadu temperatury w odksztalcanym materiale.
Sposoby te oparte sa na idei zapewniania warunkow izotermicznych — np. prze-
prowadzanie proby speczania w fizycznym symulatorze GLEEBLE® lub dyla-
tometrze o specjalnej konstrukeji. Z kolei uzyskanie statej predkosci odksztatce-
nia zapewnia zastosowanie np., plastomeru krzywkowego (rys. 5.6). Jednakze,
coraz czeSciej poszukuje si¢ nowych metod interpretacji wynikow, ktore
uwzgledniaja wystgpowanie wspomnianych niejednorodnosci. Np. metoda
»inverse”, wykorzystujaca obliczenia numeryczne, pozwala skorygowaé wplyw
btedow na postac ostatecznego wyniku proby speczania[20, 21].

Préba skrecania

Plastometryczna proba skrgcania polega na odksztatcaniu plastycznym wal-
cowej probki pelnej badZ drazonej. Zastosowanie probki rurowe powoduje
zmniejszenie bledu wynikajacego z niejednorodnosci rozktadu parametréw na-
prezenia i odksztalcenia w przekroju poprzecznym. Jednakze, takie probki sa
rzadko stosowane w praktyce z powodu ztozonosci i czasochtonnosci ich przy-
gotowania. Ponadto, probki drazone szybko traca statecznos¢ [73].

Cenng zaleta tej metody wyznaczania krzywej plynigcia jest mozliwos¢ ana-
lizowania odksztatcen w zakresie duzych warto$ci. Brak bezposredniego kontak-
tu pomiedzy narzedziami a czeScia pomiarowa probki ogranicza w znacznym
stopniu wymiang ciepta oraz eliminuje niepozadany wplyw tarcia. ROwniez
zaleta tej metody jest zachowanie statej predkosci odksztatcenia w zewnetrznej
warstwie probki, przy statej predkosci obrotowej skrecania.

Wielko$ciami rejestrowanymi w tej metodzie badawczej jest moment skre-
cajacy M; oraz sita osiowa (powstala w wyniku skrgcenia probki) w funkcji kata
skrecenia 6 pomiedzy dwoma przekrojami poprzecznymi, odlegtymi od siebie
0 odlegto$¢ L. Przyktadowy ksztalt probki cylindrycznej peinej (oraz schemat jej
odksztatcenia) przedstawiono na rys. 5.11. Na podstawie odczytanych danych
WyZnaczane sa parametry stanu napre¢zenia i odksztatcenia dla zewnetrznej war-
stwy probki. Wartos¢ naprgzenia stycznego Ty, panujacego we wspomnianej
warstwie materiatu, mozna wyznaczy¢ z nastgpujacego wzoru empirycznego:
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M S
T, =(3+n+m) 2 n R (5.25)
gdzie: M — zmierzony moment skrgcajacy (rys. 5.11); R, — promien zastgpczy,
zwany réwniez promieniem krytycznym; n, m — wspoétczynniki umocnienia.
Promien zastgpczy R,
réwny jest iloczynowi
promienia czg§ci pomia- a 0
rowg R (rys. 5.11) oraz
statej, ktéra moze przyjac

jedna z nastgpujacych e
wartosci:  0,6; 0,667 4PN
0,724; 0,75, 0,765 lub A
(najczesciej) 1,0. Nato- A ‘ L

. ; o chwytowa cze$¢é pomiarowa
miast wspotczynniki
UmOCnlenla odksztatce- Rys. 5.11. Schemat skrgcania probki petnej, gdzie:
niowego n oraz predko- L - dtugo$¢ odcinka pomiarowego, R — promien probki
sciowego M mozna wy- (w cze$ci pomiarowe;j), o — kat odksztatcenia
znaczy¢ w oparciu 0 Wy- postaciowego, 6 —kat skrecenia probki

kresy skrecania — odpo-

wiednio M; = f(0) lub

M; = f(N), gdzie 6 oznacza kat skrgcenia probki (rys. 5.11), natomiast N wyraza
ilo$¢ obrotow wykonanych przez probke. Jednakze wartos¢ tych zmiennych jest
najczeseiej obliczana na podstawie zaleznosci (5.26) oraz (5.27).

:M (5.26)
olnN '
m = 2InM, (5.27)
olnw

gdzie: o jest predkoscia obrotowa probki — wyraza si¢ ja jako pochodna ilosci
obrotow skrecenia probki N po czasiet.

Kolejnym waznym parametrem, jaki nalezy wyznaczy¢ w tej probie, jest od-
ksztatcenie postaciowe yy. Odksztatcenie to reprezentuje stan odksztalcenia pa-
nujacy w warstwie zewnetrznej skrecanej probki. Jego warto§¢ mozna obliczy¢
Z ponizszego wWzoru:

y,=2n-R,-N-L'", (5.28)

gdzie: R, — promien zast¢pczy, o wartosci takiej samej jak w zaleznosci (5.25);
N — ilos¢ wykonanych obrotow probki, L — odcinek pomiarowy zgodny
zrys. 511
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Jednakze, aby moc wyznaczy¢ uogodlniong krzywa umocnienia w postac
op = f(¢), uzyskane napre¢zenie (5.25) i odksztatcenie (5.28) nalezy przeksztatci¢
do postaci intensywno$ci napregzenia 6, oraz intensywnosci odksztatcenia ¢ (1.
niezmiennikéw stanu naprezenia i odksztalcenia). Istnieje wiele hipotez wyraza-
jacych zwiazki pomiedzy wymienionymi parametrami. Zwiazki pomigdzy od-
ksztatceniem postaciowym v, i odksztalceniem zastgpczym ¢ zamieszczono
w tabeli 5.2, natomiast w tabeli 5.3 umieszczono wzory stuzace do przeliczania
naprezenia postaciowego T, na naprezenie zastgpeze Gp.

Tabelab.2

Zwiqzki pomiedzy odksztatceniem postaciowym yy, oraz odksztalceniem zastepczym ¢

Autorzy hipotezy Wzér
Huber-Mises-Hencky Q= gym , (5.29)
1
Tresca o= Eym , (5.30)
Nadai-Mises (p:z—\s/aarsinh[%me , (5.31)
: . 1
Nadai-Tresca ¢=arsnh Eym , (5.32)
o V3
Hajduk-Mises o=In ?ym +1], (5.33)
. 1
Hajduk-Tresca e=In Eym +1], (5.34)
. 2
Morozumi e=2-In Eym +1. (5.39)
Tabela5.3
Zwiqzki pomiedzy naprezeniem stycznym ty, i naprezeniem zastepczym oy
Opisi uwagi Wzor
hipoteza energetyczna _ |a.
Hubera-Mises a-Hencky’ ego Op = V3 T (5.36)
hipoteza Tresci Gp=2-1y, (5.37)
Przy uwzglednieniu sity osiowej G, = 312+ o5 . (5.38)

gdzie: 6o — naprezenie osiowe.
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5.2. Miary odksztalcenia plastycznego

Zagadnienie miary odksztalcenia plastycznego poruszono juz w rozdziale
2.3. Podana tam zalezno$¢ (2.9) wyraza najczgstsza jej postaé — jako logarytm
naturalny wspotczynnika odksztalcenia. Poniewaz logarytm jest funkcja mate-
matyczna, to wspomniany wspotczynnik ten jest juz ,,sam w sobie” miarg od-
ksztatcenia. Ponadto, wspotczynnik ten jest czgsto w rézny sposob nazywany
W zaleznosci od typu wymiaréw charakterystycznych ksztaltowanego elementu.
Jezeli wielko$ci te beda wyrazaty dtugo$¢, szerokos¢ lub wysoko$¢ elementu, to
wspotczynnik odksztalcenia bgdzie nazywany odpowiednio wydluzeniem,
poszer zeniem lub gniotem [24].

Odksztalcenie rzeczywiste (2.9) mozna roéwniez wyrazi¢ W odniesieniu do
zmiany pola wybranego przekroju ksztattowanego osrodka ciagtego. Po odpo-
wiednim przeksztalceniu uzyskuje si¢ nastgpujaca zalezno$¢ [24]:

Tds S,
05 =)o = Ins— : (5.39)

So 0
gdzie: Sp — warto$¢ poczatkowa pola przekroju, S; — warto$¢ po odksztatceniu.
lloraz Si/Sp jest rowniez nazywany wspotczynnikiem odksztatcenia przekroju.
Jednakze w praktyce czgSciej jest uzywana miara wyrazona wzorem (5.40).
W tej sytuacji zmiang pola przekroju odnosi si¢ do jego poczatkowej wartosci.
W rezultacie otrzymuje si¢ odksztalcenie wzgledne przekroju, ktore jest nazy-

wane stopniem zgniotu.

Z= jds S : (5.40)

W przypadku, kiedy prZCkIOJ ulega zmniejszeniu, obliczony wskaznik od-
ksztalcenia (5.40) przyjmuje wartosci ujemne. Aby temu zapobiec, stopien
zgniotu wyznacza si¢ wOwczas z nast¢pujacego wzoru:

z=%"5% (5.41)
So
gdzie: So — wartos¢ pola przekroju przed odksztatceniem, S; — pole przekroju po
odksztatceniu.

Wspomniane w rozdziale 2.1 odksztalcenie wzgledne (2.1) réwniez moze
petni¢ role miary odksztatcenia plastycznego. Jednakze tylko w sytuacjach, gdy
jego wartos¢ jest odpowiednio mata. Powodd ten wyjasnia rys. 5.12, ktory przed-
stawia zalezno$ci wystgpujace pomiedzy wybranymi wskaznikami odksztatce-
nia. Dla warto$ci mniejszych od 0,3, zarowno odksztalcenie rzeczywiste ¢ jak
i odksztatcenie wzgledne g, sa sobie rowne (w pewnym przyblizeniu). Natomiast
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w pozostatym zakresie wartosci, polecanym wskaznikiem odksztatcenia pla-
stycznego jest odksztalcenie rzeczywiste ¢.

Mozna rowniez miar¢ odksztalcenia wyrazi¢ za pomoca wzoru (5.42).
W odréznieniu od zaleznosci (2.1), ten wskaznik odksztalcenia odnosi sie do
koncowego wymiaru charakterystycznego. Dlatego tez jest on nazywany
wzglednym odksztalceniem
wlasciwym [24, 45].

8W=A—I, (5.42) SO T T Y
I, i .
()
gdzie: Al — zmianawymiaru ~ § 0 . /e 7 | o8 N
charakterystycznego, 1 jest ., /1Y / 1 o6 3
wartoscia koncowa. > | L[ Z=/) L §,
Przyblizone powyzej § 20 //\@/ 04 5
miary odksztalcenia sa jego & Ry T s
wskaznikami. Pomigdzy % |-/ / I K
nimi wystgpuje pewna za- g 1.0 - 02
lezno$¢, ktora szczegdtowo 1 il i
przedstawiono w tabeli 5.4. 005 0.0

Ponadto, do przeliczania 0,0 0,5 1,0 15 2,0
wartosci poszczegodlnych odksztatcenie rzeczywiste ¢

wskaznikow mozna wyko-
rzysta¢ rowniez  wykres Rys. 5.12. Zalezno$ci migdzy wybranymi wskaznikami

umi eszczony narys. 5.12. odksztatcen (opis w teksScie)
Tabela5.4
Zaleznosci wystepujqce pomiedzy wybranymi wskaznikami odksztafcenia [45]
miara odksztatcenia [ € z
0 - o=In(l+¢) o=-In(l-2)
¢ 1 e Z
€ c=e%— - =—
1-Z
€
z Z=1-¢"° Z=— -
l+¢
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5.3. Hipotezy umocnienia

Warunek plastycznosci Hubera-Missesa lub Tresci okresla jedynie poczat-
kowa wartos¢ granicy plastycznosci. Natomiast ksztattowanie plastyczne powo-
duje osiaganie duzych odksztalcen przy jednoczesnym ciaglym zwigkszaniu
warto$ci obciazenia. Obciazenie to wykracza poza poczatkowy poziom upla-
stycznienia — co w rezultacie powoduje zmiang ksztattu oraz potozenia po-
wierzchni plastycznosci (w dziewigciowymiarowe przestrzeni wymiarowsy).
Sciste matematyczne ujecie tych zmian jest niemozliwe do zrealizowania z po-
wodu ztozono$ci problemu. Dlatego tez, zmiany te sa opisywane za pomoca
zalezno$ci uproszczonych, zwanych hipotezami umocnienia[5, 71].

5.3.1. Hipoteza umaocnienia izotr opowego

Umocnieniem izotropowym materiatu nazywa si¢ taki proces odksztatcania
plastycznego, w ktérym powierzchnia plastycznego ptynig¢cia — wyrazona réw-
naniem (4.25) — powigksza si¢ symetrycznie z zachowaniem swej postaci. Hipo-
tezg tg, ktora jest najprostszym rozwiazaniem, zaproponowat R. J. Hill. Za pod-
stawe¢ wyjasnienia tego zagadnienia mozna przyjaé rys. 5.13. Krzywa plynigcia
(rys. 5.13a) uwzglednia jedynie zjawisko umocnienia materiatu, natomiast pomi-
ja sig¢ efekty cieplne i reologiczne oraz efekt Bauschingera. Mimo tych uprosz-
czen, wiele wlasnosci tej krzywej mozna zaadaptowaé do ztozonych standéw
napre¢zenia, ktore sa przedstawiane za pomoca zmieniajacej si¢ powierzchni
plastycznego ptynigcia (rys. 5.13b).

S, B
a » b
) \ - ) F(T, x) =0
poczatkowa powierzchnia
—— obcigzanie
G, )
O, -
~ odcigzanie ———
7 Vv
i ¢
Gl’l ~
~._ ponowne N
obcigzanie

f(T, K)=0 >

powierzchnia po umochieniu

Rys. 5.13. Interpretacja geometryczna izotropowego umocnienia materiatu, na przyktadzie:
a) jednoosiowego rozciagania, b) powierzchni plastycznosci dla ztozonego stanu naprezenia
(opis w tescie)
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Warunek plastycznosci dla takiego materiatu, bazujacy na funkcji (4.25), za-
pisywany jest w nastepujacy sposob [5, 71]:
<0- stan sprezysty
(o) { =0- stan plastyczny (5.43)
gdzie: T, — tensor okreslajacy aktualny stan naprezenia, k — parametr umocnie-
niaizotropowego.

Istotna kwesta tej hipotezy jest sposob okreslenia postaci parametru umoc-
nienia k. Odpowiedzialny jest on za symetryczne powigkszanie si¢ powierzchni
plastycznego ptynigcia w trakcie odksztatcen plastycznych. Ponadto, jego postac
jest tak okreslana, aby przy odksztatceniach z zakresu sprezystego warto$¢ jego
zawsze wynosita zero. Najczgsciej, za miarg tego parametru sa przyjmowane
zastgpcze odksztatcenia plastyczne ¢ lub praca wlasciwa odksztalcenia pla-
stycznego w. Modelem takiego umocnienia jest krzywa ptynigcia wyrazona za-
leznoscia (5.4).

5.3.2. Hipoteza umacnienia anizotr opowego

Hipoteza umocnienia anizotropowego, nazywana rowniez hipoteza umoc-
nienia kinematycznego, zostala zaproponowana przez W. Pragera oraz
A. Iszlinskiego. Jej cecha charakterystyczna jest uwzglednianie idealnego efektu
Baushingera (rys. 5.14). Zgodnie z ta hipoteza, w takcie procesu ksztaltowania
powierzchnia plastycznego ptynigcia nie zmienia ani swojego ksztaltu ani swo-
jego rozmiaru. Natomiast dozngje przemieszczenia (jako obiekt sztywny)
W kierunku przyrostu odksztatcenia plastycznego [5].

Dla omoéwionego przypadku réwnanie powierzchni ptynigcia dla zakresu
odksztatcen plastycznych oraz w dziewigciowymiarowej przestrzeni napr¢zenia,
przyjmuje si¢ w formie [5, 71]:

f(T,-T,)=0, (5.44)

gdzie: T, — tensor reprezentujacy aktualny stan napr¢zenia, T, — tensor okresla-
jacy catkowite przemieszczenie srodka powierzchni plastycznos$ci, ktora przed
translacja miata posta¢ wyrazong rownaniem (rys. 6.14) [5]:

f(T,)=0. (5.45)

Sktadowe tensora przemieszczenia musza by¢ tak okreslone, aby byty rowne

zeru, jesli nie ma odksztatcen plastycznych. Warunek ten bedzie spetniony przy
zatozeniu, ze wspomniane sktadowe beda zwiazane ze sktadowymi odksztatce-
nia plastycznego T, nastgpujaca zaleznoscia [71]:

To=CTy, (5.45)
gdzie: ¢ — wielko$¢ stata, charakteryzujaca dany materiatl. Natomiast modelem
takiego umocnienia jest krzywa plynigcia wyrazona zaleznoscia (5.5).
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a) O, B b)
2 ~—— obcigzanie —
- Gp]
o G,
N . odcigzanie ——
o
Op2 (P ponowne
" obcigzanie

ST,-T)=0
[ powierzchnia dia materiatu
‘ odksztatconego

T,=cT,
tensor transfacji
$rodka powierzchni

NT)=0
powierzchnia dfa materiatu
nieodksztatconego

Rys. 5.14. Interpretacja geometryczna anizotropowego umocnienia materiatu, na przyktadzie:
a) jednoosiowego rozciagania (uwzglgdnienie efektu Bauschingera), b) powierzchni pla-
stycznosci dla ztozonego stanu naprezenia (opis w tescie)

5.3.3. Hipoteza umocnienia mieszanego

Punktem wyjscia w opracowaniu

hipotezy umocnienia mieszanego byto

stwierdzenie, ze w rzeczywisto$ci nie wystgpuje ani czyste umocnienie izotro-
powe, ani czyste umocnienie kinematyczne. Wedtug tej hipotezy uwaza sig, ze
umochienie materiatu ma charakter posredni — zawiera wybrane cechy obydwu
oméwionych wcezesniej typdw umocnienia. Oznacza to, ze powierzchnia pla-

warunek koricowy
(po odksztatceniu)

S

Rys. 5.15. Zmiana okrggu Hubera-
Missesa na ptaszczyznie oktaendrycznej
zgodnie z hipoteza umocnienia
mieszanego (opis w tekscie)

stycznego ptynigcia zmienia swoje wy-
miary z zachowaniem podobienstwa
geometrycznego oraz dozngje trandagji.
Zgodnie z ta hipoteza, rownanie wspo-
mnianej powierzchni plastycznego ply-
nigcia przyjmuje nastgpujaca postaé
[71]:

f(T,-T,,x)=0. (5.46)

gdzie: oznaczenia sa identyczna jak dla
zaleznosci (5.43) i (5.44).

Przykladowa interpretacj¢ geome-
tryczna na plaszczyznie oktaendrycznej
(dewiatorowej przestrzeni naprezen
glownych) zmodyfikowanego warunku
plastycznosci Hubera-Misesa przedsta-
wiono narys. 5.15.
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5.4. Zwiazki miedzy naprezeniem a odksztalceniem w zakresie
duzych odksztalcen

W zakresie odksztalcen plastycznych, nie mozna okresli¢ istniejacego stanu
naprezenia tylko na podstawie znajomosci koncowego stanu odksztatcenia. Jest
to zwiazane z tym, ze koncowy stan odksztalcenia zawsze jest zalezny od catego
procesu ksztaltowania, w czasie ktorego zazwyczaj ulega zmianie schemat ob-
ciazenia. Zatem znajomos$¢ historii odksztalcenia jest wrgez wskazana, szcze-
golnie w przypadku duzych odksztatcen trwatych.

Ponadto, wyznaczenie stanu naprezenia w odksztalcanym materiale nie zaw-
sze jest mozliwe, gdy uwzglednia sig tylko informacje o wartosciach i schemacie
jego obciazenia. Rowniez powinno si¢ uwzglednia¢ aktualna wartos¢ naprezenia
uplastyczniajacego, poniewaz parametr ten jest funkcja miedzy innymi odksztat-
cenia[14, 24, 25, 45].

Reasumujac, chcac wyznaczy¢ zalezno$ci wiazace stan napr¢zenia ze stanem
odksztatcenia dla procesow przerobki plastycznej metali, nalezy zawsze
uwzglednia¢ wszystkie wyzej wspomniane zagadnienia. Opracowane w ten spo-
sob zalezno$ci tworza prawa i hipotezy, ktore zostana szczegdétowo przyblizone
ponize;j.

5.4.1. Odksztalceniowa teoria plastycznosci

Odksztalceniowa teoria plastycznOsci jest uogolnieniem zwiazkow
fizycznych okreslonych dla teorii sprgzystosci. Powstanie jej wiaze si¢ z eks-
trapolacja zwiazkoéw fizycznych wynikajacych z prawa Hooke’a poza stan spre-
zysty. Jednocze$nie takie rozwiazanie narzuca konieczno$¢ uwzgledniania od-
ksztalcen plastycznych tylko z zakresu warto$ci stosunkowo matych. Ta cecha
sprawia, ze omawiana teoria w praktyce jest rowniez nazywana teoria malych
sprezysto-plastycznych odksztalcen Nédia-Hencky’ ego-lliuszyna[24, 45].

Za podstawe odksztatceniowej teorii plastyczno$ci uwaza si¢ trzy postulaty.
Ich tres¢ jest nastgpujaca [5, 24]:

e odksztalcany materiat jest izotropowy, co oznacza, ze kierunki gldéwne na-
prezen pokrywaja si¢ z kierunkami gtéwnymi odksztatcen;

e naprgzenie $rednie op jest proporcjonalne do odksztalcenia $redniego o,
awarto$¢ wspolczynnika proporcjonalnosci w stanie plastycznym jest iden-
tyczna jak w stanie spr¢zystym;

e intensywnos$¢ napr¢zenia o; jest funkcja tylko i wylacznie intensywnosci
odksztatcenia plastycznego ¢j, przy czym zalezno$¢ ta (5.47) ustala si¢ na
podstanie badan do$wiadczalnych.

i~ f((Pi) ' (547)

gdzie: odksztalcenie @; oblicza si¢ tak samo jak odksztatcenie gy (2.21).

(e
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Na podstawie wymienionych postulatow zbudowane zostaly réwnania
fizyczne wiazace sktadowe odksztatcenia ze sktadowymi naprgzenia, mianowi-
cie[5, 24, 45]:

G, —GC G,—C G;—GC 2 o
1 m_-2 "m_-3 “"m_Z -0 (5.48)
P1=Pn  P2=Pn 930, 3 O

Powyzsza zalezno$§¢ nazywana jest przyrostowym prawem plyniecia
sprezysto-plastycznego. Dodatkowo na podstawie przytoczonych postulatow,
mozna sformutowa¢ prawo zmiany objetosci, ktore jest wyrazone w nastepuja-
cg postaci [5]:

6, =3K-o, (5.49)

gdzie: K —modut $cisliwosci (3.7).

Jednoczesnie nalezy podkresli¢, ze w zakresie odksztatcen plastycznych za-
miast prawa zmiany objgtosci obowiazuje warunek niescisliwosci. Wyrazony
jest on rownaniem (2.19), z ktorego wynika, ze warto$¢ odksztatcenia Sredniego
O jest réowna zero.

5.4.2. Wybrane teorie plastycznego plynigcia

Teoria plastycznego plynigcia obejmuje ogdt praw okreslajacych zwiazki
zachodzace pomigdzy naprezeniem ¢ a przyrostem odksztatcenia plastycznego
do. Czgsto w rozwazaniach zamiast wspomnianych przyrostow do rozpatruje si¢
predkos¢ odksztatceniap, wyrazona jako pochodna odksztatcenia wzgledem

czasu de/dt. Takie rozwiazanie znacznie ulatwia zapis oraz operacje matema-
tyczne, jednoczesnie nie zmieniajac znaczenia zwiazkow fizycznych [5, 14, 24,
45, 59, 71, 73].

Prawa te sa formutowane na podstawie zalozen, ktore nastepnie sa podda-
wane weryfikacji doswiadczalnej. Podstawowym zatozeniem teorii plastycznego
plynigcia jest istnienie pewnej funkcji stanu naprgzenia ®(c), ktora nazywa sig
potencjalem plastycznym [5]. Pojgcie to po raz pierwszy pojawilo si¢ w pra-
cach R. von Misesa, ktére dotyczyly zagadnien os$rodka idealnie plastycznego
(rys. 5.3d).

Potencjal ®(c) jest taka funkcja naprezenia, ktorej pochodne czastkowe
wzgledem poszczegdlnych skladowych stanu naprgzenia tworza nastgpujace
zwiazki [5]:
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oD

do, =dr-— ,
N2 50,
oD

de, =dA-— )
< o 5o, (5.50)

d(p3 = d)\. . 82 ,

L 0o,

natomiast, po podzieleniu obydwu stron réwnan (5.50) przez przyrost czasu dt,
uzyska si¢ nastgpujacy uklad rownan:

( oD

o .00

¢, 9o,

oD

bp=hie— .
< [oP 5o, (5.51)

. oD

Pg=r-— ,
\ do

gdzie: ¢ — predkosci odksztatcenia, A — skalarny mnoznik, zalezny od energii
odksztatcenia plastycznego; warto$¢ tego parametru jest stata w danej chwili t
i tylko w danym punkcie osrodka ciagtego.

W przypadku ogolnym zaktada sig, Ze potencjal plastyczny ®(c) jest dowol-
na funkcja niezmiennikéw stanu napregzenia. Jesli dodatkowo przyjmie sig, ze
funkcja ta spetnia nastepujacy warunek ®(c) = const., to potencjat plastyczny
mozna przedstawi¢ geometrycznie jako powierzchnie w dziewigciowymiarowe;j
przestrzeni naprezen. Te cechy sprawiaja, ze omawiana funkcja czgsto jest utoz-
samiana z powierzchnia plastycznosci f(o), ktéra de facto jest warunek plastycz-
nosci. W takiej sytuacji —tj. gdy ®(o) = f(c) — zaleznoséci (5.50) i (5.51) przed-
stawiaja zwiazek fizyczny nazywany stowarzyszonym prawem plyniecia
z warunkiem plastycznosci. Oczywiscie posta¢ omowionych zwiazkow jest
ogolna, jednakze stanowi punkt wyjscia do opracowania konkretnego opisu me-
chaniki plastycznego ptyniecia [5, 58, 59]. Ponizej zostana przyblizone szcze-
golne rozwiazania wybranych praw plastycznego ptynigcia metali.

Teoria plastycznego plynigcia Sant Venanta - Levy’ego - Misesa

Omawiana teoria plastycznego plynigcia zostala zaproponowana przez
M. Levy’ego oraz B. de Sant Venanta w roku 1870. Bazowwona na modelu
osrodka idealnie plastycznego (rys. 5.3d) i dotyczyta tylko zagadnien ptaskich.
Dopiero R. von Mises rozwinat ja dla ogoélnego stanu napre¢zenia.

Dla zbudowania zwiazkow fizykalnych dla danej teorii plastycznego plynig-
cia zostaty przyjete nastgpujace postulaty [5, 71]:
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e material znajdujacy si¢ w stanie ksztaltowania plastycznego jest niescisliwy
— co oznacza, ze zarowno warto$¢ przyrostu odksztatcenia Sredniego dop,
jak i jego predkos¢ ¢, jest rownazero;

e kierunki gtowne napre¢zen gltéwnych o1, 65, o3 oraz kierunki przyrostow
glownych odksztalcen plastycznych deg, de,, des (rowniez dotyczy to ich
predkosci) pokrywaja si¢;

e intensywnos$¢ naprgzenia stycznego T; jest niezmienna, gdy osrodek znajdu-
je si¢ w stanie ptynigcia plastycznego, a jego wartos¢ wynosi:

. zgcp | (5.52)
gdzie: o, jest granica plastycznosci wyznaczona w probie jednoosiowego
rozciagania probki walcowej.

Przedstawmy teraz stowarzyszone prawo plynigcia z warunkiem pla-
styczno$ci Hubera-Misesa, ktore w catosci jest zgodne z wyzej przedstawionymi
hipotezami. W tym celu rozwinmy zwiazki (5.50), podstawiajac za funkcj¢ (o)
rownanie (4.27) reprezentujace powierzchnig plastycznosci. W rezultacie uzy-
skujemy nastgpujacy zwiazek fizykalny [5, 71]:

6, —Cp _0,-0Op _0O3—0p _2 Op

do, do, do, 3 do,
gdzie: o, — naprezenie srednie, o, — granica plastycznos$ci (warto$¢ stata),
do; — przyrost intensywnosci odksztatcenia plastycznego, ktorego wartos¢ moz-
na wyznaczy¢ na podstawie wzoru (2.27). W praktyce czgsto uzywa si¢ stowa:
rzyszonego prawa ptynigcia (5.53) w formie ujmujacej predkosci odksztalcenia,
mianowicie:

: (5.53)

% %n %20 %% _2.% (559
¢, ¢2 ?3 3 ¢

Powyzsze zwiazki fizykalne sa réwniez stuszne dla modelu materiatu podle-
gajacemu umocnienia izotropowemu. Roznica tkwi jedynie w formie wyrazania
warto$ci granicy plastycznosci o,. W modelu idealnie plastycznym, po osiagnig-
ciu granicy plastycznoS$ci dalsze odksztatcanie nie powoduje zmiany wartosci Gy,
Natomiast, gdy material umacnia sig izotropowo, warto$¢ 6, zmienia si¢ zgodnie
z funkcja o postaci o, = f(p). W takim przypadku, stowarzyszone prawo plynig-

cia(5.53) przyjmuje forme:

01~ Op _0,~On _O3~On :E'Gp((p) _ (5.55)
de, do, dp; 3 do;
Obecnie, przedstawione prawo plastycznego plynigcia jest podstawowym
i najczesciej uzywanym w teorii plastyczno$ci. Przy czym, jest ono stosowane
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dla modeli sztywno-plastycznych, ktore uwzgledniaja tylko odksztatcenia o0 cha-
rakterze plastycznyme.

Teoria plastycznego plynigecia Prandtla-Reussa

Teoria plastycznego ptynigcia Prandtla-Reussa zostata opracowana z mysla
0 materiatach, ktére mozna zamodelowac jako sprgzysto-idealnie plastyczne
(rys. 5.2c). Pierwsze zwiazki fizykalne dotyczace zagadnien plaskich zostaty
sformutowane przez L. Prandtla® w roku 1924, natomiast sze§¢ lat pozniej zosta-
ty one rozszerzone na ogdlny stan naprgzenia przez A. Reussa[71].

Punktem wyjscia do opracowania tej teorii byto zalozenie, ze zaréwno od-
ksztalcenia sprezyste jak i plastyczne sg jednakowo istotne. Przy czym, materiat
nieuplastyczniony podlega prawom Hooke’a, natomiast w momencie osiagnigcia
granicy plastyczno$ci obowiazuja prawa plastycznego plynigcia. Powoduje to,
ze roOwnania teorii Prandtla-Reussa sa bardziej zlozone niz zwiazki fizykalne
Saint Venanta-Levy ego-Missesa. Jednakze opisuja one doktadniej proces
ptyniecia plastycznego. Réwnania o ktéorych jest mowa nazywane sa
przyrostowym prawem plynigcia sprezysto-plastycznego Prandtla-Reussa.
Ponizej zostanie przedstawiona ogdlna postac tych zwiazkow, ktore uwzglednia-
ja warunek plastycznosci Hubera-Missesa, mianowicie [5]:

e

1 3-dw
de, +do, —de, ZE(Gl—Gm)+T%(01—Gm)
1 3-dw
< de, +do, —de, Zz(cz ~6,) 2.0, (6,—0n) (5.56)
1 3-dw
L des +do; —de, =£(03 —Gm)+r%(03 ~op)

gdzie: de — przyrost odksztalcenia sprezystego, do — przyrost odksztatcenia
trwatego, dw — przyrost wlasciwej energii postaciowego odksztatcenia plastycz-
nego, G — modut Kirchoffa. Na zakonczenie nalezy wspomnie¢, ze prawo pla-
stycznego plynigcia (5.53) jest przypadkiem szczegdlnym zwiazkow fizykalnych
(5.56).

5.5. Praca odksztalcenia plastycznego

Celem wyznaczenia pracy odksztatcenia plastycznego rozpatrzmy proces
jednoosiowego rozciagania preta o dhugosci | oraz o przekroju kotowym row-

8 Ludwig Prandtl (1870-1953), profesor i do$wiadczony inzynier. Byt asystentem i wspolpra-
cownikiem A. Foppl'a (1854-1924), ktéry z kolei byt kontynuatorem prac J. Bauschingera.
Wychowankami L. Prandtl’a byli m.in.: Th. Von Karman, S.P. Thimoshenko, A. Nédai oraz
W. Prager.

110



5. Stan plastyczny

nym S. Na przekrdj ten dziata naprezenie glowne o speliajace warunek pla-
stycznosci. Jezeli pod wptywem dziatania obciazenia pret ten dozna trwatego
wydhuzenia o warto$ci dl, to przyrost pracy odksztatcenia plastycznego wyniesie
[45, 59, 71]:

W, =c-S-dl (5.57)

gdzie: iloczyn o-S wyraza warto$¢ sity osiowej powodujacej odksztatcenie
trwate preta.

Wiedzac, ze objetos¢ preta wynosi V =S -1 oraz, ze naprezenie glowne
spelnia warunek plastycznosci — czyli 6 = o, , zalezno$¢ (5.57) mozna prze-
ksztatci¢ do postaci (5.58). Jednoczesnie nalezy pamigtaé, ze wartos¢ objetosci V
jest niezmienna (zgodnie z prawem plastycznego ptynigceia).

di
dW, =V -0, (5.58)

gdzie: o, —naprgzenie uplastyczniajace.

Z kolei biorac po uwagg, ze pret o dlugosci poczatkowej lo odksztatci sig
trwale osiagajac dtugos¢ |, catkowita praca odksztalcenia plastycznego W, wy-
niesie:

Wp =V N Gp B B (5.59)

gdzie: catka po prawej stronie zalezno$ci wyraza catkowite odksztatcenie loga-
rytmiczne ¢. Zatézmy, ze w przypadku ogolnym granica plastycznosci o, jest
funkcja odksztalcenia plastycznego — co jest zgodne z wczedniej przedstawio-
nymi hipotezami umocnienia. Zatem catkowita praca odksztalcenia plastycz-
Nego jest wyznaczana z ponizszego WZoru:

@

W, =V -Icp(@)-d@ , (5.60)
0

a w przypadku, kiedy odksztatcenie jest niejednorodne w objgtosci osrodka cia-
glego, pracg W, oblicza si¢ korzystajac z zaleznoSci:

W, :ﬁcp((p)-dq)-dv . (5.61)

Zgodnie z uprzednio przyjetym zalozeniem, ze napre¢zenie uplastyczniajace
op jest znang funkcja odksztalcenia ¢, catka w zaleznosci (5.60) przedstawia na
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y 1O

GpA

c
O{L(PD _do Pp ¢

<t

Rys. 5.16. Graficznainterpretacja
pracy odksztalcenia plastycznego
(opisw tekscie)

pole figury OABC

wykresie umocnienia (rys. 5.16) pole figury
ograniczonej krzywa ptynigcia AB. Pole to
(tj. obszar figury OABC) wyraza wlasciwa
prace odksztalcenia w, — czyli pracg¢ po-
trzebna do odksztalcenia trwatego osrodka
ciaglego o objetosci jednostkowej [45, 71].

Jednak nie zawsze jest znane réwnanie
krzywej umocnienia c,(¢p), a charakterysty-
ka wzmocnienia materialu jest podana
W postaci wykresu lub tabeli. Dla utatwienia
obliczen wprowadza si¢ pojecie WspOl-
czynnika wypelnienia wykresu & (5.62),
ktory jest zdefiniowany jako stosunek pola
zawartego pod krzywa umocnienia (pole
zaznaczone na rys. 5.16) do pola prostokata
opisanego nate krzywej o bokach cpg i ¢g
[14, 45].

P

Gp((P)'d(p

0

(5.62)

" pole prostokqro ODBC G - Pp

gdzie: oznaczeniazgodne z rys. 5.16.
Po wprowadzeniu oznaczenia (5.62) do zaleznosci (5.60), przyjmuje ona po-

sta¢ ostateczna:

W,=V-&-0,-0 , (5.63)

Przy czym wartosci & i o, mozna odczyta¢ ze specjalnie przygotowanego wy-
kresu umocnienia lub tabeli dla danej wartosci odksztatcenia ¢.
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6. TARCIE W OBROBCE PLASTYCZNEJ

Tarcie odgrywa bardzo wazna role W przypadku procesdw obrébki pla-
stycznej. W szczegolnosci spostrzezenie to dotyczy tzw. tarcia zewnetrznego,
wystepujacego migdzy metalem odksztatcanym plastycznie a narzedziem. Tarcie
to wywiera istotny wplyw na przebieg ksztattowania plastycznego, a w efekcie
rowniez na wlasnosci uzytkowe wyrobu i trwatos¢ narzedzi. Sity tarcia oddzia-
lywuja na rozktad naprezen i odksztalcen w materiale ksztaltowanym w szcze-
golnosci w warstwach wierzchnich (przylegajacych do powierzchni, na ktore
dziatajaq narzedzia). W efekcie pola naprezen i odksztatcen nie sg jednorodne, CO
powoduje niejednorodno$¢ wlasnosci wyrobu ksztattowanego.

Tarcie wystepujace w procesach obrdbki plastycznej metali, w sposob za-
sadniczy rozni sig¢ od tarcia istniejacego w weztach mechanizméw, glownie ze
wzgledu na wystepowanie:

e duzych naciskéw powierzchniowych (przekraczajacych granice pla-
stycznosci jednego z metali pary tracej);

e duzych odksztatcen plastycznych ciata ksztaltowanego;

e zmian ksztattu i wielko$ci powierzchni tracych;

o malych predkosci poslizgéw na powierzchni stryku;

e wysokiej temperatury i zwiazanych z nia tlenkow (w przypadku obrobki
plastycznej na goraco).

W przewazajacej czesci procesow obrobki plastycznej tarcie jest zjawiskiem
niekorzystnym, gdyz prowadzi ono do [20, 21]:

e zuzywania sig narzedzi;

e zwigkszenia naciskow na powierzchni styku material-narzedzie, prowa-
dzacego do wzrostu energochtonnosci procesu ksztattowania;

e nierownomiernego plynigcia metalu, powodujacego niejednorodnosci od-
ksztatcen w objetosci wyrobu ksztalttowanego;

e tworzenia narostow i pogorszenia jakosci powierzchni wyrobu.

Jednakze w przypadku niektorych procesow obrobki plastycznej tarcie jest
nie tylko korzystne, ale wrgez niezbgdne do ich realizacji. W tabeli 6.1 zilustro-
wano wpltyw oddziatywania sit tarcia w gléwnych procesach ksztattowania pla-
stycznego.
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Tabela6.1.

Wphw tarcia na przebieg realizacji gtownych procesow obrobki plastycznej metali

Oddziatywanie sit tarcia

prawdopodaobienstwo zerwa-
nia dna wyttoczki.

Nazwa
Dodatnie (+) Ujemne (-)
Zmniejszenie napr¢zen roz- Nieréwnomiernos$¢ odksztatcenia
ciagajacych w dnie wyttoczkKi, | (moze prowadzi¢ do zerwania dna),
Tloczenie nastgpujace w wyniku tarcia | wystgpowanie naprezen wiasnych
w temperaturze | migdzy stemplem ametalem. | (moga by¢ przyczyna peknigc),
otoczenia W efekcie zmniejsza sig uszkodzenia powierzchni wytloczek,

zuzycie narzgdzi, wzrost sit ksztalto-
waniai straty energii.

Ciagnienie dru-
téw w temperatu-
rze otoczenia

Nieréwnomierno$¢ odksztatcen,
pogorszenie powierzchni wyrobu,
ciepto generowane przez tarcie moze
powodowa¢ zmiany strukturalne w
metalu, straty energii, zuzycie narzg-
dzi.

Woyciskanie, na
og6l w tempe-
raturze otoczenia

Nierownomierno$¢ odksztatcen mo-
gaca doprowadzi¢ do powstawania
peknie¢ wewnetrznych, uszkodzenie
powierzchni wyrobu, zuzycie narzg-
dzi, wzrost sit ksztaltowania i straty
energii.

Kucie matrycowe

Tarcie w rowku wyptywki
(szczegOlnie w obszarze

Nieréwnomiernosé¢ odksztatcen,
zuzycie narzgdzi, wzrost sit kucia,

cje walcowania.

na goraco mostkz'i) ulatwia wypetienie straty energii.

wykroju przez metal.

Weciaganie metalu pomigdzy | Nierownomierno$¢ odksztatcen,
Walcowanie walce, umozliwiajace realiza- | uszkodzenie powierzchni wyrobu,

zuzycie walcow, wzrost energii.

6.1. Modele tarcia stosowane w analizie procesow obr ébki
plastyczne

Ze wzgledu na ztozono$¢ zagadnienia niemozliwe jest jednoznaczne opisa
nie tarcia w procesach obrobki plastycznej. Wciaz trwaja poszukiwania coraz
doktadniejszych modeli matematycznych opisujacych tarcie, ktore zalezne jest
od szeregu parametréw, takich jak [64]:

o material (gatunek, ksztalt, topografia powierzchni, temperatura),
e narzedzia (gatunek, ksztalt, topografia powierzchni, sposob obrobki),
e gsmar (sktad chemiczny, grubos¢ warstwy, lepkos¢, odpornos¢ na $cieranie),
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e parametry procesu (naciski hormalne, zmiana powierzchni kontaktu i jg
wielko$¢ w trakcie ksztattowania, predkos¢ poslizgu),
e oOtoczenie (wilgotno$¢, zakurzenie, temperatura, zanieczyszczenia).
Ponizej opisuje si¢ gtdéwne modele tarcia, wykorzystywane obecnie w andli-
Zie procesdw obrobki plastycznej metali.

6.1.1. Model Amontonsa oraz Coulomba

Sformutowany zostat w XVII wieku przez francuskiego badacza

G. Amontonsa, wedtug ktorego sita tarcia T jest proporcjonalna do sity normal-

ng (nacisku) N i nie zalezy od powierzchni styku ciat tracych. Model ten opisuje
nastepujace rownanie [20, 21]:

T=uN, (6.2)

gdzie: pu — wspotczynnik tarcia.

Z kolei, w XVIII wieku C. A. de Coulomb rozszerzy!t prawo tarcia opraco-
wane przez G. Amontonsa. Stwierdzit on, ze z chwila wprowadzenia ciata
w ruch sila tarcia zalezy od obciazenia normalnego i sit migdzyczasteczkowych,
anie zalezy od predkosci. Do okreslania sit tarcia C. A. de Coulomb zapropo-
nowat stosowac zalezno$¢

T=uN+A, (6.2)
gdzie: A —sity migdzyczasteczkowe.

Nalezy zauwazy¢, ze silty miedzyczasteczkowe sa bardzo male w pordwna-
niu do sktadowej uN. Zatem w obliczeniach ze wzgledow praktycznych zwykle
przyjmuje si¢ A =0, co sprowadza zalezno$¢ C. A. de Coulomba do postaci za-
proponowang przez G. Amontonsa. Z tego powodu czgsto w literaturze spe-
cjalistyczng prawo tarcia opracowane przez G. Amontonsa podawane jest jako
prawo (model) tar cia Coulomba.

Odnoszac do powierzchni na jaka dziataja sity prawo (model) tarcia
Amontonsa mozna przedstawi¢ w ujgciu naprezeniowym jako:

T=U pn , (63)
gdzie: T —naprezenie styczne na powierzchni styku, p, —nacisk normalny.

6.1.2. Model tarcia stalego

W tym modelu (z ang. law of constant friction) napr¢zenie styczne t na po-
wierzchni styku uzaleznione jest od granicy plastyczno$ci materiatu przy czy-
stym $cinaniu Kk wedtug zaleznoS$ci

t=mk, (6.4)
gdzie: m — czynnik tarcia na powierzchni styku (nazywany czasami wspot-
czynnikiem szorstkos$ci narzedzi) przyjmujacy wartosci w zakresie 0 <m < 1.
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Z réwnania (6.4) wynika iz naprezenie T nie jest zalezne od stanu napr¢zen
lecz od wlasnos$ci metalu. Warto$¢ czynnika tarcia okresla jako$¢ potaczenia
tarciowego i wskazuje na ile warto$¢ t rozni si¢ od granicy plastycznosci przy
czystym $cinaniu k.

6.1.3. Zmodyfikowane modele

. /N 1
tarcia - 5, /l B
Model tarcia Amontonsa zale- B . model
ca si¢ stosowa¢ w analizie proce- ! tarcia statego
7 . - )
séw ksztaltowania na zimno oraz o
I3 I3 . fd
przypadkow, w ktorych wystepuja 3 zaleznosc
stosunkowo mate sily tarcia. Na- 3 rzeczywista
tomiast model tarcia statego do- %
brze spisuje si¢ w analizie proce- Py o —— model tarcia
, , . . S Z
sOw obrdbki plastycznej na gora- S | przeisciony Amontonsa
co. Czasami w obliczeniach lqcz_y Nacisk normainy p,
siec oba modele, tzn. w zakresie
matych naC1Sk9W ] normalnyc_h Rys. 6.1. Zalezno$¢ naprezenia stycznego T od
(pn/op<l,5) stosuje si¢ model tarcia nacisku powierzchniowego p,

Amontonsa, natomiast przy wigk-
szych naciskach wykorzystuje si¢
prawo tarcia stalego —rys. 6.1.

Czesto w obliczeniach numerycznych, w szczegdlnie opartych na metodzie
elementow skonczonych, stosuje si¢ zmodyfikowane modele tarcia [20 + 22].
W takim przypadku wzory (6.3) oraz (6.4) przyjmuja postaé:

2 Vo) Vv,
T=up, -—arctg(—] T (6.5
T o) vl
oraz
2 Vo) VY,
t=mk -—arctg(—) T (6.6)
T o) v

gdzie: v, — wzgledna predkos¢ poslizgu, o — wspotczynnik dobierany arbitralnie
z przedziatu 0,001+0,01 [20].

6.2. Metody wykor zystywane do oceny tarcia

Duzy udziat sit tarcia w procesach ksztattowania plastycznego metali wyma-
ga opisu tego zjawiska zarowno w sensie jakosciowym, jak i ilosSciowym. W tym
celu najczesciej wykorzystuje si¢ rownania (6.3) i (6.4), ktorych wlasciwe zasto-
sowanie wymaga znajomos$ci wspolczynnika tarcia p lub czynnika tarcia m.
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6. Tarcie w obrdbce plastycznej

Wartosci tych parametrow dla poszczegolnych par tracych wyznacza si¢ na pod-
stawie badan doswiadczalnych.

Istnieje wiele metod stuzacych do okreslania oporéw tarcia, ktére mozna po-
dzieli¢ na dwie grupy zasadnicze (rys. 6.2):

¢ metody analityczno-do$wiadczalne,
o metody doswiadczalne.

W metodach analityczno-doswiadczalnych warto$é wspotczynnika (czynni-
ka) tarcia wyznacza si¢ z zaleznosci okreslajacych silg¢ lub prace odksztalcenia
plastycznego w badanym procesie technologicznym obrébki plastycznej. War-
tos$¢ samej sity lub pracy odksztatcenia plastycznego jest wyznaczana metodami
doswiadczalnymi. Wedtug M. Gierzynskiej [18] zasadnicza wada metody anali-

Metody wyznaczania wspoéfczynnika tarcia
w obrobce plastycznej metali

metody metody
analityczno-do$wiadczaine doswiadczaine
ze wzordéw na sife oparte oparte oparte
| Jub prace na bezposrednim na pomiarach na pomiarach
odksztatcenia pomiarze kata tarcia odksztatcer naprezen
zr ‘?I_‘;,V;;'ah metoda speczania metoda metoda
H i’ | kowadfami | speczania walca ||  przeciggania
posiizgu stozkowymi drutu przez
" wzorcowe ciggadta
metoda
z mefody metoda L speczania
L elementow : e
skoﬁczonych — granicznego pierscienia metoda
kata chwytu | | walcowania na
walcach
metoda z czjnikami
= pomiaru
wyprzedzenia
metoda
speczania dwoch
metoda 2 probek na
H przeciggania kowadlach
pasa blachy z czujnikami
metoda
Y speczania probki
klinowej

Rys. 6.2. Klasyfikacja metod wyznaczania wspotczynnika (czynnika) tarcia
w obrdébce plastycznej metali
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tyczno-do$wiadczalnej jest to, ze przy wyprowadzaniu wzordw na site odksztat-
cania (prace¢ odksztatcenia) stosuje si¢ wiele zalozen upraszczajacych co rzutuje
na warto$¢ obliczanego w ten sposob wspotczynnika tarcia. Jednakze uwaga ta
w znikomym stopniu dotyczy stosowania w obliczeniach metody elementéw
skonczonych, ktéra jest uznawana obecnie za najdoktadniejsza metode¢ analizy
procesow obrobki plastycznej metali.

Metody doswiadczalne wykorzystywane do okreslania wspotczynnika
(czynnika) tarcia, w zalezno$ci od wielko$ci mierzonej, dzieli si¢ na nastgpujace
podgrupy:

¢ metody oparte na pomiarze kata tarcia,

e metody oparte na pomiarach odksztatcen,

e metody oparte na pomiarach naprezen stycznych i normalnych, wystepuja-
cych w strefie styku materiat-narzgdzie.

Ponizej w sposob bardziej szczegdlowy przybliza si¢ czgSciej stosowane
metody shuzace do oceny tarcia w obrobce plastycznej. Opis innych metod
Znalez¢ mozna w literaturze specjalistycznej, np. pozycje literatury [3, 12, 18,
19, 40, 64, 67].

6.2.1. Metoda specznia kowadlami stozkowymi

Metoda ta, opracowana przez Siebla i Pompa [49], polega na speczaniu pro-
bek cylindrycznych pomigedzy kowadlami stozkowymi. Pomiar polega na takim
doborze kata stozka a (rys. 6.3) by probka w trakcie ksztaltowania zachowywata
ksztalt walca (rys. 6.38). W tym przypadku sktadowa sity nacisku N zrzutowana
na powierzchni¢ stozka réwnowazy si¢ z sita tarcia T. Zatem mozna zapisaé, ze

Rys. 6.3. Wyglad probek otrzymanych w procesach spgczania kowadtami stozkowymi
(opis w tekscie)
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N-tga=T. (6.7)

Przyjmujac model tarcia opracowany przez Amontonsa (T=pN) uzyskuje si¢
ostateczna zalezno$¢ na wspotczynnik tarcia p
n=tgo . (6.8)

Jezeli podczas speczania probka przyjmuje ksztalt beczkowaty (rys. 6.3b) to
przyjety kat stozka o jest za maty. Natomiast, gdy ksztalt ten jest wklesty (rys.
6.3c) to kat a jest zbyt duzy.

Niedogodnoscia omawianej metody Oceny tarcia jest konieczno$é posiadania
duzej liczby kowadet o zréznicowanych katach stozkow, warunkujaca doktad-
nos$¢ okreslania wspotczynnika tarcia .

6.2.2. Metoda granicznego kata chwytu

Polega ona na okreslaniu granicznego kata chwytu, przy ktérym materiat zo-
staje wciagnigty w szczeling migdzy walcami. Schemat dziatania sit w chwili
chwytu przez walce zilustrowano na rys.
6.4. Korzystajac z warunku réwnowagi
sit mozna zapisac, ze:

N sina =T cosa . (6.9)

Po przyjeciu rownania Amontonsa (6.1)
otrzymuje si¢ wyrazenie na wspotczynnik
tarcia

n=tga. (6.10)

Warto$¢ kata chwytu o wyznacza sig z
zalezno$ci geometrycznych wystepuja-
cych w procesie walcowania. Z rys. 6.4
wynika, Ze:

coso = "B _q Z'Ah, (6.11)

R D

gdzie: Ah=hg-hy, D — $rednica walca.

Przeprowadzenie proby polega na
wprowadzeniu prostopadtoscienng prob-
ki pomigdzy walce, ktore sa tak ustawio-
ne aby chwyt metalu przez walce byt
niemozliwy. Nastgpnie stopniowo podno-
szony jest walec gorny, az do momentu
gdy prébka uchwycona przez walce zo-

Rys. 6.4. Schemat dziatania sit podczas
wal cowania, w momencie chwytania
metalu przez walce
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stanie odwalcowana. Naste¢pnie po zmierzeniu wysokosci probki po walcowaniu
hi1, uwzglednieniu jej wysoko$ci poczatkowe hg oraz $rednicy walca D, wyzna-
cza sig kat o 1 w konsekwencji wspolczynnik tarcia p.

6.2.3. Metoda speczania probki klinowej

Metoda ta opracowana przez E. Sarapina [65] polega na speczaniu ptasko-
wnika pomiedzy kowadtami, z ktérych jedno posiada powierzchni¢ nachylona
pod katem a (rys. 6.5). W efekcie zastosowania takich narzedzi probka jest spe-
czana na klin. Przed pomiarem na powierzchni bocznej probki nanosi si¢ piono-
wo rownolegle rysy, ktore po spgczeniu ulegaja zakrzywieniu w wyniku dziata-
nia sit tarcia, wystepujacych na powierzchni kontaktu materiat-narzedzie. Anali-
zujac ksztalt rys okresla si¢ polozenie linii oboje¢tnej A-B rozdzielajacej plynig-
cie metalu na czes$¢ ,,a” (przemieszczajaca si¢ na prawo) oraz ,,b” (ptynaca na
lewo) —rys. 6.5.

Z warunku rownowagi sil, dziatajacych w kierunku X, na kowadle gornym
(klinowym) mozna zapisa¢ nastgpujaca zalezno$¢:

N,sino+ N,sino+ T, cosa —T, cosa =0. (6.12)

Zaktadajac, ze $redni nacisk powierzchniowy na powierzchni styku wynosi pj
zapisuje si¢ nastgpujace zaleznosci na sity normalne:

Na =Py al
N, = p, b I}’ (6.13)
gdzie a, b — wymiary szeroko$ciowe zgodne z rys. 6.5, | — dlugos¢ probki

w kierunku prostopadtym do ptaszczyzny xy (dtugos¢ ta powinna by¢ znaczna,
tak by w probce wystapit ptaski stan odksztalcenia).

Natomiast sity tarcia (styczne) T, i T, oblicza si¢ korzystajac z zaleznosSci
Amontonsa (6.1). Zatem:

N,
v :
\]Vb ‘ AZ"—- —5
A

B

Rys. 6.5. Schemat dziatania sit w procesie spgczania probki klinowej (opis w tekscie)
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6. Tarcie w obrdbce plastycznej

Ta:Na“}. (6.14)

To=Nyp

Po podstawieniu wyrazen (6.13) i (6.14) do réwnania (6.12) otrzymuje si¢ waru-
nek

p,alsnoa+ p,blsina+pp, blcosa —pup, alcosa =0, (6.15)
z ktorego ostatecznie wyznacza si¢ warto$¢ wspotczynnika tarcia p
u=2" 0. (6.16)
a-b

Wedhig autorow pracy [65] dobre rezultaty uzyskuje si¢ przyjmujac kat
o=3,5° oraz stopnie zgniotu: 8+15% dla otowiu i aluminium oraz 33+-35% dla
miedzi.

6.2.4. Metoda speczania pierscienia

Metoda ta opracowana przez M. Burgdorfa [9], polegajaca na spgczaniu
probki w ksztalcie pierScienia migdzy rownoleglymi kowadtami ptaskimi, jest
obecnie najczesciej stosowang proba oceny warunkéw tarcia. W badaniach sto-
suje sig¢ zwykle probki, ktérych wymiary (rys. 6.6) spelniaja zaleznosé
d;:dw:hg=6:3:2. Speczanie prowadzi si¢ na ogét do momentu, w ktorym wyso-
ko$¢ probki zmniejszy si¢ o polowe.

Szerokie zastosowanie metoda speczania pierScienia zawdzigcza temu, ze
wspotczynnik tarcia wyznaczany jest tylko na podstawie wymiaréw od-
ksztatcanej probki. Nie ma koniecznosci pomiaru sit oraz nie jest wymagana
znajomos$¢ wlasnosci mechanicznych odksztatcanego metalu, co przektada sig¢ na
prostote¢ wykonywanych prac badawczych. Okreslenie wspolczynnika tarcia jest
efektem $cislej zaleznosci miedzy oporami tarcia i ksztaltem probki. W wyniku
oddziatywania sit tarcia ograniczone jest swobodne ptynigcie metalu w kierunku

h@

Rys. 6.6. Schemat procesu speczania probki pierscieniowe (opis w tekscie)
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zewngetrznym, przez co Srednice probki (zewngtrzna i wewngtrzna) sa mniejsze
niz podczas spgczania bez tarcia (rys. 6.6).

Do okreslania wspotczynnika (czynnika) tarcia wykorzystuje si¢ krzywe ka-
libracji (nomogramy), ktore przedstawiaja zalezno$¢ srednicy wewngtrznej od

m]
©
I\
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) L=0,02 T —
§ 12,6 —
S 10 o 2B T ——L
% ’ e ——
g 11,8 24
% 11,4 =005
5 1=0,06
% 11,0
Y 1=0,07
% 10,6 —1=008
S 10,2 0%
e 10,10
© 9,8 },1:0,11}
S g4 T —
s 9, 13 e EE——
& 90 %—""‘ T -
3,4 3,5 3,6 3,7 3,8 3,9 4,0 4,1 4,2

g ——
3 60 P~
S, T — T —
8 o — - L
> 20 / /
> 78 = /;/fféf//’
S L=
=2 74 ﬁf/ //éé,éé/
)
W= o=
c )
% 6,6 '\F.% / // ,&
<
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S 62 % A/
B y / e /
S 54 1~
Jg 5, L~
<
v 54

3,4 3,5 3,6 3,7 3,8 3,9 4,0 4,1 4,2

Wysokosc¢ probki po speczeniu [mm]

Rys. 6.7. Przyktadowe krzywe kalibracji opracowane przez M. Burgdorfa (opis w tekscie)
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6. Tarcie w obrdbce plastycznej

wysokosci probki po speczeniu oraz wartosci w lub m. Narys. 6.7 przedstawiono
nomogramy opracowane przez M. Burgdorfa, dotyczace spgczania probek
0 wymiarach poczatkowych: d, = 20 mm, d,, = 10 mm oraz h =7 mm.
Doktadno$¢ wyznaczenia warto$ci wspotczynnika tarcia w oparciu o Krzywe
kalibracji wiaze si¢ z doktadnoS$cia okreslenia $rednicy wewnetrznej pierscienia.
Jak wida¢ z rysunku 6.6 powierzchnia wewngtrzna pierscienia jest beczkowata.
Dlatego tez wyznacza si¢ jej Sredniceg zastgpcza d, korzystajac z zalezno$ci

1 2 n
g3 +3 @ (6.17)
gdzie: d’ — minimalna $rednica wewngtrzna, d” — $rednica wewngtrzna przy

kowadtach (rys. 6.6).

Trudnoséci z doktadnym okresleniem $rednicy wewnetrznej zwigzane sa
rowniez z anizotropia wlasno$ci metalu spgczanego. W takiej sytuacji probka po
odksztatceniu przyjmuje ksztatt owalny lub nieregularny. W takich przypadkach
nalezy przeprowadzi¢ pomiary $rednicy wewngtrznej w kilku ptaszczyznach
i usredni¢ wyniki. Innym sposobem jest splanimetrowanie powierzchni we-
wnetrznej otworu i na tej podstawie wyznaczenie jego Srednicy.

6.2.5. Metoda speczania walca

Metoda ta, przedstawiona w opracowaniu [22], bazuje na rezultatach spe-
czania probki walcowej miedzy kowadtami ptaskimi (rys. 6.8). Wartos¢ u lub m
wyznacza sie w drodze poréwnania wymiaréw (Srednic) probki zmierzonych
z obliczonymi numerycznie
MES. Obliczenia wykonuje si¢
wielokrotnie dokonujac za-
miany warunkow tarcia. Osta
tecznie wybiera si¢ te wartosci
p lub m, dla ktorych roznice
migdzy warto$ciami zmierzo-
nymi i obliczonymi sa mini-
malne. Prostota przeprowa-
dzenia proby sprawia, ze moze
ona by¢ wykonana w warun-
kach przemystowych. Tym
samym uzyskuje si¢ mozli-
wo$¢ wyznaczenia wspotczyn-
nika (czynnika) tarcia w wa-
runkach zblizonych do rze-
Rys. 6.8. Schemat spgczania probki walcowej czywistych procesow, realizo-

(opis w tekcie) wanych w okreslonym zakta-

ho
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dzie przemystowym. Za dodatkowa zalet¢ omawianej metody wyznaczania
wspotczynnika p (czynnika m) uznaje si¢ wykorzystanie MES. Umozliwia to
uwzglednienie w obliczeniach szeregu zjawisk takich jak: wymiana ciepta po-
migdzy probka a narzedziem, zmiennosci predkosci odksztatcenia, nigjednorod-
nosci rozktadu odksztalcen 1 naprezen itp.

6.3. Wartosci wspoélczynnikai czynnika tarcia w typowych
procesach obrdbki plastycznej

Do regulowania wielkosci tarcia w obrobce plastycznej stosuje si¢ réznego
rodzaju smary (substancje ptynne, maziste, stale i gazowe), ktére wprowadzone
miedzy materiat i narzedzie zmniejszaja opory tarcia. Od rodzaju smarowania
zaleza sity ksztattowania, zywotno§¢ narzedzi oraz stan powierzchni wyrobu.
Smary powinny posiada¢ nastgpujace cechy:

e zmniejszac tarcie na powierzchni styku materiat-narzedzie;

e spehiac funkcje czynnika rozdzielajacego, przeciwdziatajacego kontaktowi
metalu z narzedziem;

e posiada¢ dobre wilasnosci izolujace (jest to istotne podczas obrobki pla-
stycznej na goraco, gdzie wystgpuje intensywna wymiana ciepta migdzy
odksztatcanym metalem i narzedziami);

e Dby¢ obojetne chemicznie w stosunku do ksztattowanego metalu i narzegdzi
(w zakresie temperatur procesu);

e nie zawiera¢ czastek Sciernych i redukowaé zuzycie powierzchni narzedzi
i odksztalcanego metalu;

e nie zawiera¢ substancji trujacych, niebezpiecznych dla srodowiska oraz nie
wydziela¢ nieprzyjemnych zapachows;

e by¢ proste w stosowaniu oraz latwo-usuwalne z powierzchni narzedzi
i wyrobéw;

e Dby¢ tatwo dostepne i tanie.

W tabeli 6.2 zestawiono wartosci wspotczynnika p i czynnika tarcia m dla
podstawowych procesow obrobki plastycznej metali, realizowanych z wykorzy-
staniem r6znych $rodkéw smarnych. Zestawienie to wykonane zostalo na pod-
stawie opracowan [40, 55]. Uzyte w tej tabeli symbole oznaczaja:

e EP —dodatki wysokocisnieniowe zawierajace siarke, chlor i fosfor;

e MoS, —dwusiarczek molibdenu;

e P —przywieranie materiatu odksztatcanego do narzedzi
W przypadku, gdy dla danej pary tracej podana jest wartos¢ tylko jednego

Z parametréw opisujacych tarcie (u lub m) warto$¢ drugiego z nich mozna sza-

cowac¢ korzystajac z zaleznoSci:

m=2u . (6.18)
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Tabela6.2.

Wartosci wspélczynnika p i czynnika tarcia m w podstawowych procesach obrébki plastycznej
metali, w zaleznosci od zastosowanego srodka smarnego

Material Smar Wspf')lcz. Czy'nnik
tarciap tarciam
-1- -2- -3- -4-
CIAGNIENIE
emulsja (olej mineralnyttluszeze+EP) | 007 | -
stal weglowa fosforanowanieremulsieoleowe | | 010 | -
fosforanowanietmydto ] 015 | ..
mydta lub smar staty+MoS, 0,15 -
oal nierdzewna | SZezawianowanietmydto ] | 005 | ...
miedziowanietolel mineralny 0,15 -
Al, Mg, Cui stopy | syntetyczne oleje mineralne+tluszcze 0,15 -
powierzchnie utlenianetol g 015 i
tytani stopy chlorowary LT T
miedziowanie+mydto lub olej 0,10 -
KUCIE NA GORACO
breksmeru P 10
roztwor wodny soli NaCl
X 0,4 0,7
stal weglowa (nanarzedzie) LT
mydlo (nanarzedzie) ] 03 | 05
grafit w wodzie (na narzgdzie) 0,2 04
oal nierdzewnai | grafit w wodzie (na narzedzie) | 02 | 04
. szkto (na materiat) + grafit
stopy Ni (na narzegdzie) 0,05 i
: L mydto (na narzgdzie) P 1,0
Al Mgi ich stopy grafit w wodzie ( na narzgdzie) 0,3 0,5
: mydto (na narzgdzie) 0,3 0,5
Cui stopy grafit w wodzie (na narzedzie) 0,15 0,3
.. MoS; (na narzedzie) 0,2 0,5
Tii stopy szklo + grafit (na narzedzie) | 005 | -
KUCIE NA ZIMNO / WYCISKANIE
emulsja (olej mineralny+tluszez+EP) | 02 | -
olel mineralny+grafit lub MoS, 0,15 -
sabweglowa g salfonowany |04 [T
fosforanowanie+mydto+MoS, 0,05 -
olej minerdny+chlorowanie [ 02 [ -
stal nierdzewnai  |wapno+olge ] 015 | -
stopy Ni miedziowanietolgje | 01 | -
szczawianowanie+mydlo 0,05 -
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-1- | -2- | 3 ] -4-
KUCIE NA ZIMNO / WYCISKANIE
braksmaru | N N 05 .
olej mineralny-+pochodne thuszczow | | 015 | -
Al,Mgiichsopy |stearyniancynku |01 | -
lanolina; warstwa suchego mydta | | 007 | ..
fosforanowanie+mydto 0,05 -
roztworymydta | 01 | -
: emulsja (olej mineralny+ttuszcz) 0,1 -
Cut stopy grafit lub MoS, +smarstaly | 007 | -
stearynian cynku 0,05 -
olg mineralny+chlorowanie | 02 | -
Ti i stopy utlenianietsmar MoS, | 015 | -
warstwaCulubzn+smar | 01 | -
warstwy polimerowe 0,05 -
TLOCZENIE | GIECIE
roztwory mydet | 015 | -
olej mineralny+thuszeze+EP | 015 | -
L R N 007 | -
stal weglowa polietylenowe smary ptynne | | 007 | -
woski )] 005 | -
fosforanowanietmydto | 005 | -
folie polietylenowe 0,05 -
olgechlorowane | | 015 | -
stal nierdzewna, Ni | chloroparafina . | | 007 | -
i stopy szezawianowanietmydio | | 005 | -
folie polietylenowe 0,05 -
olej mineralny+tpochodne thuszezow | | 015 | -
Al i stopy mydla, woski, lanolina | | 007 | ..
emulse mydlane z olejami ro$linnymi 0,05 -
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7.1. Wiadomosci ogélne

W trakcie odksztatcania metalu moze wystapic jego rozdzielenie na dwie lub
wigcej czesci. Odksztalcenia, przy ktorych nastgpuje podzial osiagaja bardzo
rozne wartosci, w zaleznosci od wlasnosci materiatu oraz od warunkow ksztat-
towania

Rozdzielenie metalu moze nastapi¢ wedtug dwoch, zasadniczo rdéznych spo-
sobow [14]:

e przez naruszenie spojnosci metalu w wyniku zerwania wiazan atomowych,
e nadrodze odksztatcen plastycznych bez naruszenia spojnosci materiatu.

W pierwszym wymienionym wyzej przypadku, proces rozdzielenia metalu
nazywa si¢ pgkaniem, w efekcie ktorego powstaje ztom kruchy — powierzchnig
tego ztomu nazywa si¢ przelomem. Natomiast podczas rozdzielania metalu we-
dhug drugiego sposobu — powstgje ztom plastyczny.

Wedhug innej klasyfikacji wyr6znia si¢ dwa kolejne rodzaje ztomu. Wyko-
nane prace badawcze wykazaty, ze ztom moze powsta¢ w dwoch réznych ptasz-
czyznach w stosunku do kierunku dziatania naprgzen gléwnych, mianowicie
w plaszczyznie [14, 51, 52]:

e prostopadtej do najwigkszego naprezenia gtdéwnego o1 — powstaje wowczas
zlom rozdzielczy;
o najwigkszych naprgzen stycznych — ztom poslizgowy.

Na rys. 7.1 przedstawiono plaszczyzny, w ktorych powstaja wymienione
ztomy w procesach jednoosiowego rozciagania, jednoosiowego $ciskania i skre-
cania.

Na uwage zastuguje fakt, iz pekanie metali jest zawsze poprzedzone od-
ksztatceniami plastycznymi. Nawet wowczas, gdy pekanie zachodzi w zakresie
odksztatcen sprezystych w najblizszym sasiedztwie przetomu wystepuja od-
ksztatcenia plastyczne.

Analizujac mechanizm rozdzielania metalu na poziomie atomowym wyod-
rebnia si¢ trzy stadia jego powstawania [14, 16]:

e skupianie si¢ swobodnych dyslokacji na przeszkodach,

e powstawanie zarodkdéw peknigé w postaci szczelin lub pustek,

e rozwoj i taczenie si¢ utworzonych szczelin i innych istniejacych defektéw
az do rozdzielenia.
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Rys. 7.1. Powierzchnie ztomu rozdzielczego i poslizgowego w procesach:
a) jednoosiowego rozciagania, b) jednoosiowego $ciskania, ¢) skrgcania

Zaobserwowano réwniez, ze sa trzy rézne mechanizmy rozwoju i laczenia
szczelin oraz innych defektow:
e lupanie, w trakcie ktorego nastepuje kolejne odsuwanie od siebie atomow
lezacych w dwoch plaszczyznach sasiadujacych ze soba;
¢ pekanie miedzykrystaliczne, zachodzace wzdluz granic ziaren w sposob
podobny jak tupanie;
e przewezenie, polegajace na stopniowym powigkszaniu si¢ szczelin w efek-
cie odksztalcen plastycznych otaczajacego je metalu.
Ponizej, w dwoch podrozdziatach omowiono podstawowe sposoby rozdzie-
lania metalu, tj. rozdzielenie kruche oraz plastyczne (wiazkie).
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7.2. Zlom kruchy

W przypadku gdy dowolny material poddany zostanie dziataniu wzra-
stajacego obciazenia, to nastapi jego peknigeie lub przejécie w stan plastyczny.
W przypadku projektowania proceséw obrobki plastycznej nalezy tak dobierad
parametry procesu by pgkanie kruche nie wystepowato.

Pierwsze zarodki peknig¢ (mikropgknigcia) powstaja wskutek spigtrzania
swobodnych dyslokacji na przeszkodach, ktérymi sa na ogdt obce wtracenia,
niektore rodzaje granic ziaren, przecigcia ptaszczyzn poslizgow nalezacych do
roznych systemow itp. Wowczas, gdy przeszkody te sa dostatecznie trwate licz-
ba skupionych na nich dyslokacji moze by¢ na tyle duza, ze wytworzone wokot
nich pole napre¢zen doprowadza do zerwania wiazan atomowych (tworzone jest
mikropeknigcie). Z punktu widzenia spojnosci metalu za najbardziej niebez-
pieczne uznaje si¢ naprgzenia rozciagajace, ktore zwigkszaja odlegtos¢ migdzy
atomami i powoduja zerwanie wigzan atomowych. Natomiast naprezenia Sciska
jace prowadza do zmniejszenia odlegtosci miedzyatomowych i tym samym nie
moga doprowadzi¢ do pgkania metalu. W momencie, gdy tworzone sa mikro-
peknigcia (szczeliny) zmniejsza si¢ poziom naprgzen wlasnych. Przy dziataniu
obciazen zewnetrznych szczeliny moga by¢ stabilne lub rozrasta¢ si¢. Wedtug
teorii pekania kruchego Griffitha rozrost szczeliny nastgpuje wtedy, gdy
naprezenia rozciagajace osiagna warto$¢ krytyczna oy, (zalezna od wymiaru
szczeliny) okreslong zaleznoscia:

4E
T =\ (7.1)

gdzie: E — modut sprezystosci wzdtuznej (modut Younga), y - powierzchniowa
energia whasciwa, | — dlugo$¢ szczeliny.

Teoria Griffitha odnosi si¢ wytacznie do cial doskonale sprgzystych. Nato-
miast jak stwierdzono na podstawie badan rentgenograficznych, na powierzch-
niach kruchych przeloméw metali wystgpuje cienka warstwa metalu podlegaja-
cego duzym odksztalceniom plastycznym. Po uwzglednieniu pracy odksztatce-
nia plastycznego w, (przypadajacego na jednostke dhugosci szczeliny) oraz
uwzglednieniu, ze Wy>>y rownanie (7.1) na oy mozna zapisac jako:

4Ew
O =+ - . (7.2)

Mechanizm taczenia si¢ mikropeknie¢ w peknigcie gldwne nie zostat do-
tychczas w petni wyjasniony. Wiadomo natomiast jest, ze zwigkszanie rozciaga
jacych naprezen normalnych moze prowadzi¢ do szybkiego rozprzestrzeniania
si¢ szczelin poprzez granice ziaren, co wynika z rys. 7.2 — przedstawiajacego
zalezno§¢ migdzy krytycznym naprgzeniem rozciagajacym oy, a rozmiarem
ziaren d (prosta 1) oraz dtugoscia szczelin | (prosta 2). Obszar na lewo od pro-
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Cr dy d -12

]L l =172

Rys. 7.2. Zalezno$¢ migdzy krytycznym naprgzeniem rozciagajacym oy,
arozmiarem ziaren d (prosta 1) raz dtugoscia szczeliny | (prosta 2)

stg 2 jest obszarem pekania kruchego, w ktorym mikropeknigcia powstaja po
przekroczeniu napr¢zenia uplastyczniajacego okreslonego linia AB. W chwili
powstania peknigcia szczelina odpowiadajaca rozmiarowi ziaren dg ma dhugosé
Is, ktora jest mniejsza od $rednicy ziaren. Z rysunku 7.2 wynika, Ze metale
0 strukturze gruboziarnistg wykazuja wigksza sktonnos¢ do pgkania kruchego
(tworzone sa wigksze szczeliny) niz metale drobnoziarniste.

Wplyw stanu napre¢zenia na pekanie wyraza warunek pekania kruchego
(4.14), ktory w przypadku rys. 7.2 przyjmuje nast¢pujaca postac:

oy =Ry. (7.3)

W powyzszym réwnaniu Ry oznacza wytrzymatos¢ rozdzielcza materiatu za$
o, — naprgzenie zredukowane okreslane z hipotez wytgzeniowych: naj-
wigkszego naprezenia gléwnego (gdzie o, = o;), najwigkszego wydluzenia
sprezystego (6, = 61 - V(02 + 03)).

Mozliwos¢ pegkania kruchego metalu mozna przewidywaé stosujac wykresy
naprgzen granicznych, ktére oméwiono w podrozdziale 5.3.

7.3. Zlom plastyczny

Uniknigcie pgkania kruchego jest wstgpnym warunkiem, jaki nalezy spetnic¢
projektujac proces technologiczny obrébki plastyczngl metali. Jednakze w trak-
cie ksztaltowania plastycznego metalu moze powsta¢ ztom plastyczny
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(peknigcie wiazkie), ktory okresla granice odksztalcen trwatych jakie mozna
uzyska¢ w danym procesie obrobki plastyczne;.

Ztom plastyczny powstaje w wyniku tworzenia si¢ szczelin 1 nastgpnego
przewegzania materiatu osnowy. Najczesciej szczeliny powstaja w wyniku pekar
nia kruchych zanieczyszczen, wtracen niemetalicznych, obcych faz itp. Powstaje
wowczas szczelina o §rednicy ziarna zanieczyszczenia. Podobna role odgrywaja
pustki i pecherze gazowe znajdujace si¢ wewnatrz materiatu. Dalsze powicksza-
nie si¢ wymiaréw szczelin zachodzi nie wskutek pgkania, lecz w wyniku od-
ksztatcen plastycznych osnowy. Material znajdujacy si¢ pomigdzy poszczegdl-
nymi pustkami, podlegajac naprgzeniom rozciagajacym, przeweza si¢ az do
rozdzielenia. Na powierzchni utworzonego w ten sposéb ztomu rozdzielczego
wystepuje wiele wgtebien (krateré6w) o ostrych krawedziach, na dnie ktérych
widoczne s na ogot zanieczyszczenia zapoczatkowujace proces pekania. Szcze-
liny moga si¢ rowniez taczy¢ w wyniku oddziatywania naprg¢zen stycznych,
tworzac zlom poslizgowy. W takim przypadku wglebienia wystepujace na
powierzchni ztomu maja ksztalt wydtuzony w jednym kierunku (podobnie
do uktadu rybich tusek). Obserwujac powierzchni¢ przetomu mozna na podsta
wie wygladu wglegbien rozrézni¢ ztem plastyczny rozdzielezy od zlomu
poslizgowego.

Kryteria powstawania peknigé

Powstaniu ztomu plastycznego towarzyszy zwigkszanie si¢ odksztatcen pla
stycznych metalu. Zmiang energii materiatlu wywotana kumulowaniem si¢ od-
ksztatcen plastycznych prowadzacych do powstania ztomu mozna opisaé za
pomoca nast¢pujacego wyrazenia:

?cb(a) de=C, (7.4)
0

gdzie: d(c) — funkcja wyrazajaca wpltyw stanu naprgzenia na predkos$é po-
wstawania i laczenia si¢ szczelin, ¢ — graniczne odksztalcenie pekania,
C — stala materiatowa wyznaczana doswiadczalnie.

Ponizej wyszczegolnia si¢ wazniejsze kryteria powstawania ztomu pla-
stycznego, opracowane na podstawie zaleznosci (7.4), rozniace si¢ przyjeta
funkcja ®(c). Sa to:

o Kkryterium Freudenthala[15]

;
[oido=Cy, (7.5)
0
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kryterium Cockrofta— Lathama[11]
.

0
e znormalizowane kryterium Cockrofta— Lathama [51, 52]
v
[Z-do=c,, (7.7)
0Om
e kryterium Brozoi in. [8]
R
[—2— do=C,, (78)
0 3(0-1 - Um)
e kryterium Oyanei in. [43]
v
0 A o

kryterium Oh'ai in. [41]
v
| 1 dp=Cs. (7.10)
0 i

W powyzszych zalezno$ciach przyjeto nastgpujace oznaczenia: C; g — state
materialowe wyznaczane do$wiadczalnie w sposdb podany w opracowaniach
specjalistycznych [5, 22, 23, 52], A — stala materiatlowa [43], o; — naprezenie
Zastepcze (intensywnos$¢ naprezenia), o; — najwigksze naprezenie glowne,
om — Naprezenie srednie.

Na rys. 7.3 przedstawiono przyklad powstawania peknigcia wiazkiego
W probce pierScieniowej wykonanej ze Stopu tytanu o+f, podczas spgczania
z matymi predkos$ciami w temperaturze otoczenia oraz wyjasniono aspekty teo-
retyczne tego zjawiska [52].

Peknigcie probki pojawito si¢ w momencie, kiedy $rednie odksztatcenie wy-
nosito ¢ = 0,35. Jest ono zlokalizowane na zewngtrznej powierzchni wal cowej
(rys. 7.39), a jego linia jest nachylona do kierunku osiowego (zgodnego
z kierunkiem dziatania sily spgczajacej) pod katem 45°. Analizujac stan naprg-
zenia (rys. 7.3d) mozna przyjaé, ze linia peknigcia jest zawarta w plaszczyznie
najwigkszych napre¢zen stycznych. Nalezy wyjasni¢, ze widoczne na rys. 7.3a
dodatkowe rozwarstwienie obwodowe materiatu, nazywane peknieciem wtor-
nym, powstato w trakcie kontynuowania speczania uszkodzonej probki i jest
spowodowane przez istniejace juz pekniecie gtowne.

Na podstawie obliczonego rozktadu zniszczenia wg kryterium (7.7) — rys.
7.3b — mozna jedynie oszacowa¢ moment pojawienia si¢ peknig¢ wiazkich oraz
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d) ¢ =+7154 MPa

5,= -639 MPa

,=764Mpa O~ 06MPa

Rys. 7.3. P¢knigcie powstate w speczanej probee pier§cieniowej (a) oraz obliczony:
b) rozktad zniszczenia wg kryterium (7.7); c), d) stan napr¢zenia w punkcie p [52];
opisw tekscie

lokalizacje strefy materiatu, w ktorej moga one powsta¢. Natomiast okreslenie
prawdopodobnego przebiegu linii peknigcia (rys. 7.3) jest mozliwe na podstawie
dodatkowe analizy stanu naprezenia panujacego w punkcie p, dla ktérego obli-
czona warto$¢ zniszczenia (7.7) jest najwigksza (Scislej: rowna statej materiato-
wg Cz wyznaczongj w probie doswiadczalng)). Jak wynika z rys. 7.3, przebieg
linii peknigcia jest okreslony przez lokalizacjg plaszczyzn dzialania najwigksze-
go naprezen stycznych t13. Ponadto zauwazono, Ze obliczone naprezenie obwo-
dowe o; jest napr¢zeniem najwigkszym i ma charakter rozciagajacy. Taki stan
naprezenia przyczynia si¢ w znacznym stopniu do wystapienia peknig¢ wiazkich
w odksztatcanym materiale.

Podsumowujac, podczas analizy teoretycznej proceséw obrobki plastycznej
dokonywangj pod katem utraty spojnosci, oprocz poznania rozktadu zniszczenia
(7.4) powinno si¢ rowniez bra¢ pod uwage stan naprgzenia panujacy w okreslo-
ng strefie metalu. Pozwoli to okresli¢ orientacjg ptaszczyzny dziatania najwigk-
szych naprgzen stycznych oraz stwierdzié, czy najwigksze naprgzenie 6; ma
charakter rozciagajacy (tj. sprzyjajacy powstawaniu peknigc) [52].
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Odksztalcenie pekania i spéjnosci

Podczas rozdzielania materiatu, nast¢pujacego w efekcie mechanizmu prze-
wezania, doznaje on nieskonczenie duzych odksztalcen. W zwiazku z tym za
odksztalcenie pekania ¢ przyjmuje si¢ najwicksze z odksztatcen granicznych,
W poblizu powstania zlomu. Nalezy podkresli¢, ze w przypadku ustalonego
i nieustalonego schematu naprezen gtdéwnych odksztatcenie pekania zalezy tylko
od wiasnosci materiatu odksztatcanego. Moze by¢ ono zatem uznane za cechg
charakteryzujaca sktonno$¢ materiatu do utraty spdjnosci.

Do wyznaczania odksztalcenia pgkania stosuje sig¢ metody doswiadczalne.
Jedna z nich jest skrgcanie probki walcowej, prowadzone do momentu jg roz-
dzielenia (nastgpujacego zwykle na powierzchni). Nastepnie dokonuje sig po-
miaru kata skrecenia vy linii Srubowej, powstatej podczas skrecania z rysy nanie-
sionej pierwotnie wzdtuz tworzacej probki. Znajac kat y oblicza si¢ odksztatce-
nie pekania @, korzystajac z zaleznosci:

.1
=——1gy. 7.11
ol 73 gy (7.11)

Wyznaczone z proby skrecania wartosci odksztatcenia pekania, dla roznych
materialow ¢, zestawiono w tabeli 7.1. Podane w te tabeli wartosci odksztatce-
nia pegkania dotycza ustalonego stanu naprezenia wystgpujacego na powierzchni

probki  skrecanej, charakteryzowanego przez: o, =0, / V3, 0,=0,
03=-0, / NERY przypadku, gdy na ten stan naprg¢zenia zostanie natozone do-

datkowe trojosiowe naprezenie Sciskajace, odpowiadajace naprezeniu sredniemu
Om, t0 odksztalcenie pekania ¢ (rys. 7.2) wzroénie zgodnie z rownaniem:

¢ =0 +K,0n, (7.12)

gdzie: @,— odksztalcenie pekania bez udziatu naprezenia hydrostatycznego
o —haprezenie $rednie, K, — wspolczynnik zalezny od rodzaju materiatu.

Tabela7.1.
Odksztalcenia pekania ¢ dla réznych materialdw, wyznaczone w probie skrecania [14]
Material Odksztzqcerzie Material Odksztzqcerzie
pekania @ pekania @

Aluminium 4,2 Stal 16HG 15
Miedz 33 Stal 40H 11
Stal 10 15 Stal 2H13 14
Stal 25 1,0 Stal LH15 1,0
Stal 55 0,7 Stal NC6 0,7
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Wedlug Erbla i in. [14]
zwickszanie odksztalcenia ¢
nastepuje tylko do pewnej war-
toci napre¢zenia Sredniego op.
Po osiagnigciu tej warto$ci ma-
terial nie bedzie podlegat roz-
dzielaniu, bez wzgledu na wy-
wolane odksztatcenie (krzywa 1
—rys. 7.4). Ta warto$¢ napreze-
nia s$redniego nazwana ciSnie-

(o]

~

()] (o))
odksztatcenie pekania ¢*

EN

3 niem spéjnosci ps zalezna jest

-2 od rodzaju materiatu. Przykta-

P 4y dowo, dla auminium A1 wyno-

| P e | s ona 190 MPa, dia miedzi

300 -200 100 0 100 elektrolityczng 500 MPa, a dla
naprezenie $rednie o, [MPa] zelaza Armco 1200 MPa.

Cisnienie  spojnosci  naj-

Rys. 7.4. Zaleznos¢ odksztalcenia pekania ¢ od prawdopodpbme; ) zapobiega

naprezenia $redniego oy, dlaaluminium: powstawaniu peknie¢ wewnatrz

w przypadku zachowania warunku spdjnoscei (1), Ziaren. ROwnoczesnie jest ono

przy bezposrednim kontakcie cieczy

2 probka skrecang (2) [14] jednak zbyt mate by zapobiec

pekaniu obcych wtracen, ktore
maja gorsze wlasnosci plastycz-
ne niz material osnowy. Cisnie-
nie spojnoéci stwarza warunki
do ,,zaleczania” tych peknie¢ podczas odksztalcania, nastepujacego w wyniku
rozdrabniania obcych wtracen i spojenia ich z materialem osnowy. Spajanie to
moze zajs$¢ tylko wowczas, gdy dostatecznie blisko zostana zblizone do siebie
bardzo czyste powierzchnie materiatu. W przypadku, gdy ci$nienie spdjnosci
uzyskiwane jest w wyniku oddziatywania cieczy, to wnika ona w pgknigcia wy-
chodzace na powierzchnig probki (rozdzi€lajac powierzchnie metalu) i prowadzi
do powstania ztomu. Woéwczas odksztatcenie pekania ustala sie na statym po-
Ziomiei nie zalezy od naprezenia $redniego o, (Krzywa 2 —rys. 7.4).
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8. METODA ENERGETYCZNA

8.1. Wiadomosci podstawowe

Metoda ta oparta jest na zasadzie zachowania energii, ktora formutuje si¢
nastgpujaco: praca sit zewnetrznmych W, na odpowiadajqcych im prze-
mieszczeniach, konieczna do odksztalcenia plastycznego, jest rowna pracy sit
wewnetrznych, ktora sktada sie z pracy odksztatcenia plastycznego W, oraz pra-
¢y zwiqzanej z pokonaniem sit tarcia W,. Zasadg tg zapisuje si¢ jako:

W, =W, +W,. (8.1)

Praca sit zewngtrznych okre$lona jest przez prace narzedzi potrzebna do od-
ksztalcenia materiatu. Praca odksztalcenia plastycznego rowna jest iloczynowi
Jjednostkowej pracy odksztalcenia plastycznego w, oraz objgtosci ksztattowane-
go materiatu V (W, =w,V). Jednostkowa praca odksztalcenia plastycznego W,
dla materiatow ideanie plastycznych okreslona jest warto$cia granicy plastycz-
nosci materiatu o, i odksztalcenia zastgpczego ¢i, zgodnie z rys. 5.16. Nato-
miast, elementarna praca tarcia dW; réwna jest pracy naprg¢zenia stycznego T
wykonanej na elementarnym przesunigciu dl

dw, =tdl. (8.2

Naprezenie styczne t (rys. 8.1) mozna wyznaczy¢ znajac wielko$¢ nacisku po-
wierzchniowego p,, normalnego do powierzchni narzg¢dzia. Korzystajac z prawa
Amontonsa, t=up, — réwnanie (6.3), catkowita prace tarcia wyznacza si¢ na
drodze dwukrotnego catkowania zaleznosci (8.2)

wtzﬂrdl ds, (83)

gdzie S oznacza powierzchnig styku materialu uplastycznionego z narzgdziem,
L — warto$¢ przesunigcia materialu po powierzchni narzgdzia. Energia rozpro-
szona w wyniku tarcia okres$lona zaleznoscia (8.3) wymaga znajomos$ci pola
napregzen (warunkujacego wielko$¢ nacisku normalnego p,), ktorego nie wyzna-
cza si¢ w metodzie energetycznej. Dlatego tez czgsto w rozwiazaniach stosuje
si¢ prawo tarcia stalego, T =mk — zalezno$¢ (6.4). Pracg tarcia W, okresla sig
wowczas na podstawie zaleznosci

W, = [mkdids. (8.4)
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Pn

powierzchnia styku
narzedzie-materiat S |

‘$lad przesuniecia materiatu
| po powierzchni narzedzia
/

narzedzie v =10

materiat

Rys. 8.1. Schemat do wyznaczania naprezenia stycznego na powierzchni
kontaktu narzedzie — material (opis w tekscie)

8.2. Speczanie swobodne walca

Speczanie (rys. 8.2) jest jedna z podstawo-
wych operacji kucia swobodnego, w trakcie
ktorej narzedzia (kowadla) wywieraja nacisk
tylko na cze$¢ powierzchni metalu. Pozostate
powierzchnie nie sa ograniczone ksztaltem
rzedzi i odksztalcany metal moze plynaé
w kilku dowolnych kierunkach. W trakcie spe-
czania zmniejsza si¢ wysokos¢ odkuwki, przy
rownoczesnym zwigkszeniu jg przekroju po-
przecznego. Operacja ta poprawia znacznie
wlasno$ci metalu, zwiaszcza, gdy odkuwki
konuje si¢ bezposrednio z wlewkow [71]. Rys. 8.2. Proces speczania

Ze wzgledu na symetri¢ osiowa procesy swobodnego
speczania wyrobow  osiowo-Symetrycznych
rozpatruje si¢ w walcowym uktadzie odniesie-
nia {r, v, z}. Z tego samego powodu analize
ogranicza si¢ do jednej potowy spgczki. Schemat spgczania probki walcowsy,
migdzy dwoma sztywnymi kowadtami, pokazano schematycznie na rys. 8.3.

Praca wykonana przez sily zewnetrzne P nadrodze dz dana jest nastgpujaca
zaleznoscia

W, =Pdz=nr?dz p,. (8.5)
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Zakladajac, ze walec wykonany jest
P Zmateriatu  idealnie  plastycznego
*p " (op = op =const) jednostkowa pracg
T odksztatcenia plastycznego okresla sig
na podstawie ponizszego Wzoru

W, =0, do; . (8.6)

dz

2H

sktadowa osiowa odksztalcenia nie
zalezy od wspotrzednej r mozna zapi-
sacé, ze

T 1

| I
< I i;r I Przyjmujac, ze dla matych odksztatcen
S i -4

| |

I I

| |

I 1

dp, =——. 8.
o ¢, =~ (8.7)

Wykorzystujac warunek stalej objeto-
< & $ci otrzymuje si¢ dla analizowanego
przypadku zaleznos¢

Rys. 8.3. Schemat spgczania swobodnego

prébki walcowej (opis w tekscie) nridz=2nrdrh, (8.8)
z ktorej po przeksztatceniach uzyskuje
sig, ze

d_hz_ 2£= 2do, . (8.9)

Nastepnie wychodzac z warunku staiej objetoscei (do, + do, + do, = 0) wyznacza
si¢ warto$¢ sktadowej odksztatcenia de,

do, =-do, ~do, =T (8.10)

Warto$¢ odksztatcenia zastgpczego do; oblicza si¢ z definicji, uwzgledniajac
zalezno$¢ (8.10)

2
o - [ vt _( J(ﬂj (=) +(£j :
3 r
_ \E dz)" (dz)’ dz \E 3 z
3\ 2h 2h 3 2
Zatem jednostkowa praca odksztatcenia plastycznego okreslona jest zaleznoscia
dz

(8.11)

(8.12)
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na podstawie ktérej, po uwzglednieniu objgtosci probki, oblicza si¢ catkowita
prace odksztatcenia plastycznego

Wp=VWp=nr2hcod—hZ=nr2csodz. (8.13)

Prace tarcia okresla si¢ zaktadajac, Ze naprezenie styczne na powierzchni
styku S materiatu z narzgdziem nie zalezy od promienia r i mozna je obliczy¢
stosujac prawo Amontonsa (T = [ Py)

W, =p p, [u, ds. (8.14)
s
Przesunigcie metalu wzgledem narzedzi U, oblicza sig z zaleznosci
u, = [do, dr=do, r+C (8.15)
Uwzgledniajac, ze dla warunkow brzego-
wych r=0 i u=0, otrzymue 4
si¢ C=0. Po wykorzystaniu zalezno$ci o

(8.9) wyznacza si¢ przesunigcie promie-
niowe u,

1dz g
_ _1a S
u, =de, r= > r. (8.16) S
%}
Podstawiajac powyzsze wyrazenie do ©
réwnania (8.14) otrzymuje si¢
1dz
W, =p p, j ==Crds. (8.17)
Elementarna pow1erzchniq styku materiat- Rys. 8.4. Elementarna powierzchnia
narzedzie wyznacza si¢ na podstawie rys. styku material-narzedzie, w procesie
8.4jako speczania swobodnego walca
dS=rdvdr. (8.18)
Zatem ostateczna posta¢ wyrazenia na pracg tarcia ma postacé
2n r 2n r
1dz 1 dz dz
W, = ppnjj——r dr dv V=S P Ijr drdv-—p pnnrsr (8.19)

Bilansujac prace wtozona (8.5) z rozproszona, na odksztalcenie plastyczne
(8.13) i tarcie (8.19), otrzymuje sig:

nridzp,=nr?oc, dz+%u p,T r3(:1—z (8.20)

Stad wyznacza si¢ warto$¢ nacisku §redniego, w postaci bezwymiarowej
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P 1
oo 9 1,1 (8.21)
3 h
Otrzymane rozwiazanie jest stuszne wtedy, gdy spetniony jest warunek
up, <k. (8.22)
Z zaleznosci (8.21) otrzymuje si¢
o 1-— 8.23
“p(1-3uf ) 829
Nastgpnie uwzgledniajac, zgodnie z hipoteza Hubera, ze k =,/ V3 uzyskuje si¢
c p 1r
k=—2=-1 (1——;1 ) (8.24)
NERE
Podstawiajac zaleznos¢ (8.24) do nierownosci (8.22) uzyskuje si¢ warunek
P, 1
D<= 1-Zp—|, 8.25
up \/5( 3" h) (8.25)
z ktorego po przeksztatceniach wyznacza si¢ granicg stosowalnosci wzoru (8.21)
r_3
<= -3/3. (8.26)
h

W przypadku, gdy powyzszy warunek nie jest spelniony przyjmuje sig, ze na
prezenie styczne na powierzchni styku rowne jest granicy plastycznosci na $ci-
naniek, czyli
np,=k. (8.27)

Modyfikacji ulega wowczas wyrazenie na prace tarcia, ktore przyjmuje postaé

W, L (8.28)

3 h

W konsekwencji zmienia si¢ bilans pracy wtozonej i prac rozproszonych

3dz

nridzp,=nr codz+;nr (8.29)

Z bilansu tego po uwzglednieniu, ze k=o,/ V3 wyznacza si¢ $redni nacisk jed-
nostkowy w postaci bezwymiarowej

pn =1+ ?F (8.30)

Zalezno$¢ nacisku jednostkowego pr/oo od ksztattu speczki (okreslonego sto-
sunkiem wymiaréw r/h) oraz od wartosci wspotczynnika tarcia p przedstawiono
narys. 8.5.
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Rys. 8.5. Wptyw stosunku wymiardéw r/h i wspotczynnika tarcia p nanacisk stempla,
W procesie spgczania swobodnego walca

8.3. Przepychanie pasma

Przepychanie polega na tym, ze ksztaltowanie materiatu nastgpuje na skutek
dziatania osiowej sity Sciskajacej, oddziatywujacej na nieodksztatcony odcinek
potwyrobu (rys. 8.6).

Redukcja przekroju poprzecznego w procesie przepychania jest ograniczona
wartoscia sity P, ktéra nie moze by¢ wigksza od sity potrzebnej do uplastycznie-
nia nieodksztatlconego odcinka potwyrobu. Przepychanie stosuje si¢ w produkcji
takich wyrobdw jak $ruby, sworznie itp. Przepychaniu najczesciej poddaje sig
wyrob tylko na czesci dhugosei, gdyz zwykle operacja ta stosowana jest dla ze-
stopniowania $rednic. W przypadku ksztaltowania na zimno czgsci wyrobu
0 $rednicach zmniejszonych, ze wzgledu na wystepujace umocnienie materiatu,
posiadaja wytrzymatos¢ wigksza od wytrzymatosci odcinkéw nieodksztalconych
[16, 39, 74].

Schemat procesu przepychania pasma przez symetrycznie zbiezng szczeling
przedstawiono narys. 8.6.
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2H) E

mi P

Rys. 8.6. Schemat procesu przepychania pasma, w warunkach ptaskiego stanu odksztalcenia

Pracg sily przepychania pasma o szerokosci jednostkowej na drodze dx, wy-
znacza si¢ na podstawie zaleznosci:

W, =P, dx, =p, 2H dx, . (8.31)

Rozpatrzmy proces przepychania pasma z materiatu idealnie plastycznego

(op = ©0). W takim przypadku jednostkowa praca odksztalcenia plastycznego

wyrazona jest zaleznoscia (8.6). Natomiast prace odksztalcenia plastycznego,
odpowiadajaca przesunigciu pasma odksztatcanego o dx; okresla wzor

W, =2h, dx; 64 ¢;. (8.32)

Upraszczajac przyjmuje sig, ze kierunki X i y sa kierunkami glownymi. W takim
przypadku zaktadajac, ze proces zachodzi w ptaskim stanie odksztatcenia po-
szczegoOlne odksztalcenia elementarne sa roéwne:

_dn

h (8.33)

h
a elementarne odksztalcenie zastgpcze wynosi:
do, 2.0
] \/§ h "
Calkowita warto$¢ odksztatcenia zastgpczego ¢; oblicza si¢ jako
H H
dh 2  H
¢, = |dp, =—= | —=—"=In—. 8.35
Joo =155, (63

ho

do,

d(py =

(8.34)
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Po uwzglednieniu zaleznosci (8.35) praca odksztatcenia plastycznego wyrazi si¢
zalezno$cia:

4 H
Wp :ﬁho Xm (o)) Inh— . (836)

o
Zgodnie z hipoteza Hubera naprgzenie 6, = k+/3. Stad

H
Wi, = 4h, dx, kIn-~ (8.37)

o
Energi¢ dysypowana w wyniku tarcia oblicza si¢ z zaleznosci:
W, =2mkldl,, (8.38)
gdzie: m — czynnik tarcia, dl;,. — $rednia warto$¢ przesunigcia materiatu wzdtuz
ptaszczyzny matrycy. Z geometrii procesu (rys. 8.6) wynika, ze
1—H =M
sina
Srednig warto$¢ przesunigcia materiatu dlg. oblicza si¢ usredniajac przesunigcia
metalu na wejsciu i na wyjsciu z matrycy
_dx; +dx,

(8.39)

dl,. (8.40)
’ 2cosa
Korzystajac z warunku stalej objetosci, w postaci
hy dx, = H dx,, (8.41)
wyznacza si¢ §rednia warto$¢ przesunigcia dlg. w zaleznosci od dx;
ho
—+1
di, =H —dx.. (8.42)
2coso

Po podstawieniu wyrazen (8.39) i (8.42) do (8.38) otrzymujemy zaleznos$¢ na
energi¢ rozpraszana w wyniku tarcia:

dx, H?-h?
snoacosa H

W, =mk (8.43)

Zestawiajac bilans pracy wtozonej (8.31) oraz pracy odksztatcenia plastycz-
nego (8.37) i pracy tarcia(8.43) otrzymuje si¢ rOwnanie:

H dx, H?*-h¢
2H dx, = 4h, dx, k In—+mk 1 9, 8.44
P 2070  hy sino.coso.  H (8:44)
ktore po uwzglednieniu warunku (8.41) sprowadza si¢ do postaci
2 12
p,2H di, =4H di, kin 4k Pa H' =M (8.45)
hy sina.coso.  H
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Z powyzszej zaleznosSci oblicza si¢ warto$¢ nacisku jednostkowego stempla
w postaci bezwymiarowej p,/2k

&=|nﬂ+lm[i_&j 1 (8.46)

2k hy 2 (hy H)sin2a’

Ilustracjq graficzna otrzymanego wyrazenia na py/2k, w funkgji stosunku
grubosci pasma H/hg oraz kata a, przedstawia si¢ (dla r6znych wartosci czynni-
katarciam) narys. 8.7+8.12.

Warunkiem ograniczajacym przebieg procesu przepychania jest nie-
uplastycznienie si¢ materiatu przed wejsciem do matrycy. Warunek ten zapisuje
si¢ W postaci

Pp <2k, (8.47)
ktory po wykorzystaniu zaleznosci (8.46) wyrazony jest jako:
H 1 H h 1
In—+=m| —--2 <1. 8.48
hy, 2 (ho HJsinZOL (8.48)

1,0

0,8

1

06 \‘ | H/h,=1,7 I
f \\ ‘
. Hh,=1,5F
0,4 \— ‘
\

T
1

I
Hm=13 |

nacisk stempla p /2k

0,2

0,0

T T T T | T
0 0 20 30 40 50 60

kato [°]

Rys. 8.7. Zaleznos¢ py/2k od stosunku grubosci pasma H/hg i kata o, obliczona
dla procesu przepychaniaprzy m = 0,1
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Rys. 8.8. Zaleznos¢ py/2k od stosunku grubosci pasma H/hg i kata o, obliczona
dla procesu przepychaniaprzy m = 0,2
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Rys. 8.9. Zaleznos¢ py/2k od stosunku grubosci pasma H/hg i kata o, obliczona
dla procesu przepychaniaprzy m = 0,3
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stosunek grubosci pasma H/h,

Rys. 8.10. Zaleznos¢ py/2k od stosunku grubosci pasma H/hg i czynnikatarcia
na powierzchni narzedzia m, obliczona dla procesu przepychaniaprzy o = 5°
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Rys. 8.11. Zaleznos¢ py/2k od stosunku grubosci pasma H/hg i czynnikatarcia
na powierzchni narzedzia m, obliczona dla procesu przepychaniaprzy o = 15°
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Rys. 8.12. Zaleznos¢ py/2k od stosunku grubosci pasma H/hg i czynnikatarcia
na powierzchni narzedzia m, obliczona dla procesu przepychania przy o = 30°

8.4. Wyciskanie pasma przez matryce plaska

Wyciskanie jest jednym z podstawowych procesdw obrébki plastyczngj i po-
lega na przemieszczaniu odcinkow pretow, krazkow, plytek lub innych potfa-
brykatow przez otwor matrycy nadajacy zadany ksztalt. Wywieranie nacisku,
powodujace przemieszczanie sig¢ czastek materiatu wprowadzonego w stan pla-
stycznego plynigcia, jest realizowane za pomoca stempla stykajacego si¢ bezpo-
$rednio z ksztalttowanym materiatlem (wyciskanie mechaniczne) lub za posred-
nictwem osrodka nieciaglego materiatu (np. wyciskanie hydrostatyczne, wybu-
chowe).

Wyciskanie stosowane jest do wytwarzania wyrobow o roéznych ksztattach:
walcowych i1 stozkowych, gtadkich i stopniowanych, pelnych i wydrazonych,
0 przekroju okraglym i nieokraglym. Rozroznia si¢ dwie zasadnicze metody
wyciskania: wspotbiezne i przeciwbiezne [71, 74].

8.4.1. Wyciskanie wspétbiezne

W czasie wyciskania wspotbieznego (rys. 8.13) materiat 1 umieszczony we
wngtrzu rycypienta 2 zamknigtego z jednej strony matryca 4 (o ksztatcie klino-
wym lub ptaskim), zamocowanag w oprawce 3, wyptywa w postaci preta 5,
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wwyniku oddziatywania sit  ze-

wnetrznych pochodzacych od ttoczy-

ska 6, a przenoszonych na materiat za

2 posrednictwem przedttoczki 7, przy

czym wyplywanie materialu jest

- J zgodne z kierunkiem ruchu tloczyska

| T r— [71]. quopr!y przebieg ma wyciska-

(6)(7)(2)(1)(4)(3) (5) nie wspdtbiezne pasma.

Przy wyciskaniu w rycypiencie

Rys. 8.13. Wyciskanie wspotbiezne preta Z plaskim dnem tworzy S}Q,W m,a ter%a-

walcowego (opis w tekscie) le, przy wejsciu do czgsci kalibruja-

cg, klinowa dysza, przez ktéra ptynie

wyciskany materiat (rys. 8.14). Na

zewnatrz dyszy powstaje tzw. ,,martwa” strefa, ktora nie ulega odksztatceniu.

Nalezy rowniez pamigta¢ o tym, ze martwe strefy moga takze tworzy¢ sig

w przypadkach zastosowania matryc klinowych o duzych katach rozwarcia,

przewyzszajacych wielko$¢ graniczng 2oy WartoS¢ graniczng oy Wyznacza si¢

z warunku, by catkowita praca (moc) na kinematycznie dopuszczalnych prze-
mieszczeniach osiagneta warto$¢ najmniejsza.

Schemat procesu wyciskania wspotbieznego, materiatu idealnie pla-
stycznego, przez matrycg plaska w warunkach ptaskiego stanu odksztatcenia
przedstawiono narys. 8.14.

Przy abliczaniu nacisku stempla p,, wykorzystamy czesciowo rownania wy-
prowadzone w trakcie analizy procesu przepychania pasma.

Praca wykonana przez sitg¢ zewngtrzna P,, na drodze dx, okreslona jest za-
leznoscig (8.31). Zatem

:1—— p w

e

dx,

Rys. 8.14. Schemat procesu wyciskania wspotbieznego przez matrycg ptaska,
w warunkach plaskiego stanu odksztalcenia
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W, = p,, 2H dx, . (8.49)

Natomiast praca sit wewngtrznych sklada si¢ z, identycznej jak przy przepy-
chaniu, pracy odksztatcenia plastycznego W,

W, =4h, b, kIn-- (8550)
o
oraz pracy tarcia W, na powierzchni AB i pracy tarcia Wy, na powierzchni BC
rycypienta (w przypadku, gdy materiat w pojemniku matrycy znajduje sig
w stanie plastycznym). Prace na powierzchni nieciaglo$ci mozna obliczy¢ ko-
rzystajac z zaleznosci (8.43) przyjmujac, ze napr¢zenie styczne ma wartos¢ gra-
niczna T = k. Zatem

dx, H?-n?

W, =k —
Sina cosa, H

(8.51)
W przypadku, gdy material przed wejSciem do matrycy jest sztywny to na-
cisk stempla py, jest identyczny jak w procesie przepychania i okreSlony wzorem
(8.46). Natomiast wowczas, gdy warunek (8.47) ograniczajacy proces przepy-
chania nie jest spelniony, to materiat w czgs$ci réwnoleglej matrycy jest upla-
styczniony i wywiera nacisk na powierzchnie boczne. Nacisk ten powoduje stra-

tg energii, ktdra na przemieszczeniu dX, wyraza zalezno$¢:
W, =2kml, dx,. (8.52)

Z bilansu pracy wlozonej i dysypowanej otrzymuje si¢ rownanie

2 p2
b, 2H dx, = ah dx, kinH P H =
h, sSnacoso H

+i2kml, dx,, (853)

z ktorego po uwzglednieniu warunku stalej objgtosci w postaci
hy dx, = H dx,, (8.54)

po przeksztatceniach wyznacza si¢ warto§¢ nacisku jednostkowego stempla
W postaci bezwymiarowej

I
Pu_j H 1HH N _1 +im—L]. (8.55)
2k hy 2|{hy H)sin2a H
Graniczny kat a, okreslajacy wielko$¢ strefy martwej, oblicza si¢ z warunku

by catkowita energia dysypowana osiagngta warto$¢ minimalna (wraz z nia mi-
nimum osiaga nacisk $redni wyciskania). Warunek ten zapisuje sig jako:

opu/2) _ o (8.56)
oa
Rozniczkujac zaleznos¢ (8.55) wzgledem o otrzymuje si¢
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cos2o. =0, (8.57)
a stad wyznacza si¢ poszukiwana wartos¢ o
o =45°, (8.58)

Uwzgledniajac zaleznos¢ (8.58), z rownania (8.55) uzyskuje sig ostateczng po-
sta¢ wyrazenia na nacisk stempla w procesie wyciskania wspotbieznego przez
matrycg ptaska (w warunkach ptaskiego stanu odksztatcenia)

&:lni_Fl E_E+|ml_p
2k h, 2lh, H H)' (8.59)
gdzie i=0, gdylniJr1 H_h <1,
hy 2\h, H

i=1 wpozostatych przypadkach.

Tlustracje graficzng zaleznosci (8.59), w funkcji podstawowych parametrow
procesu (stosunku wymiardw H/hy oraz czynnika tarcia m) przedstawiono na
rys. 8.15, jednoczesnie przyjmujac statg warto$¢ stosunku I,/H = 5.

9’0 | | | | | | | | I |

80 o~

7,0 _
6,0 /,

] /// i
) 7
4,0 y

yrs
N I
v

nacisk stempla p,/2k
1

2,0

1,0

0:0 T T T T T T T T T

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
stosunek grubosci pasma H/h,

Rys. 8.15. Zalezno$¢ nacisku stempla p,/2k od warto$ci stosunku grubo$ci wyciskanego
pasma H/ho, obliczona przy réznych wartosciach czynnika tarcia m, gdy |,/H=5
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8.4.2. Wyciskanie przeciwbiezne

W procesie wyciskania przeciw-
bieznego (rys. 8.16) materiat 1 wypy-
chany jest matryca 2, przesUwana
wzgledem $cian rycypienta 4 przez
stempel 3. Przy wyciskaniu wyrobow
drazonych (rys. 8.16a) materiat 1
wyciskany jest przez otwor pier§cie-
niowy powstaly pomigdzy przed-
tloczka 6 1 Scianami rycypienta 4,
a przy wyciskaniu wyrobow pelnych
przez otwér w matrycy (rys. 9.16b).
W procesie tym kierunek ptynigcia
Mmateriatu jest przeciwny do kierunku
ruchu ttoczyska.

W procesie wyciskania przeciw-
bieznego mozna wyr6zni¢ trzy fazy:
poczatkowe  stadium  nieustalone,
w ktorym zmienia si¢ stan odksztat- Rys. 8.16. Wyciskanie przeciwbiezne tulei
cenia i napregzenia; stadium ustalone, (a) oraz preta (b) —opis w tekscie
w czasie ktérego stan odksztatcenia
i naprgzenia oraz obszar odksztalcen
plastycznych pozostaja praktycznie
niezmienione oraz koncowe stadium nieustalone, w ktorym obszar uplastycznio-
ny osiagga dno matrycy. Prezentowane rozwiazanie ogranicza si¢ do stadium
ustalonego, w ktorym odbywa sig zasadniczy proces wyciskania

Rozwazany proces wyciskania przeciwbieznego wyrobu drazonego, w wa-
runkach ptaskiego stanu odksztalcenia, przedstawiony zostal na rys. 8.17a
Ksztattowany material podzielono na cztery strefy: ,A” i ,B”, w ktérych mate-
rial jest uplastyczniony oraz strefy sztywne ,,C” i ,,D”. Zaklada sig, ze po-
wierzchnie rozgraniczajace poszczegolne strefy sa powierzchniami nieciaglosci
predkosci, a odksztalcany material zachowuje si¢ jak materiat idealnie plastycz-
ny. W obliczeniach pomija sig¢ tarcie, w strefie ,,C”, materialu o powierzchnie
stemplai matrycy. Materiat w strefie ,,A” pod wptywem nacisku stempla P ule-
ga speczeniu prostopadle do strefy ,B”.

Prace odksztalcenia plastycznego w strefie ,,A”, przyjmuje si¢ jak w procesie
speczania i zapisuje si¢ w postaci:

WA=V, c,del=2bh, o, do;', (8.60)
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Y e
-

Rys. 8.17. Wyciskanie przeciwbiezne tulei (a) i preta (b), w warunkach ptaskiego

stanu odksztatcenia

gdzie h, oznacza wysokos$¢ uplastycznionej strefy ,,A”, a ¢ — odksztalcenie

zastgpeze w tej strefie.

Wyrazenie okre$lajace pracg sil tarcia materiatu o powierzchnig czolowa
stempla, odpowiadajaca przemieszczeniu narzgedzia o wartos¢ dh, okreslone jest

iloczynem sit tarcia i przesunigcia $redniego db/2:

(8.61)

(8.62)

(8.63)

W, = 2b SL
2
Z warunku niescisliwosci dla strefy ,,A” zapisanego jako
bdh=h, db
uzyskuje sig, ze
db=b an .
hy
Po podstawieniu uzyskang zaleznosci do wzoru (8.61) prace tarcia W*° okresla
wyrazenie
WtAO =1 b2 @

(8.64)
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Stan odksztatcenia w strefie ,,A” okre$laja nastgpujace sktadowe

d(pz = _ﬁ
hy
dh 8.65
d(Px :h_ ' ( )
p
de, =0
a obliczone na ich podstawie odksztatcenie zastgpcze wynosi
V2 2 dh
do == /do? + do? + dp? =———. _
of =75 1/do} + doj + do} D (8.66)

Stad przemieszczenie stempla dh, wzgledem obszaru ,,A”, mozna zapisac jako

3
Podstawiajac powyzsze wyrazenie do zaleznosci (8.64), po uwzglednieniu, Ze

T = mK otrzymuje si¢
V3

2

W przypadku, gdy zalozy sig, ze przemieszczenie poprzeczne materiatu
wzdtuz powierzchni kontaktu ze stemplem jest takie same jak wzdluz po-
wierzchni nieciagltosci ze strefa sztywna ,,D”, to do wyznaczenia pracy $cinania
pomigdzy strefami ,,A” i ,,D” mozna wykorzysta¢ zaleznos$¢ (8.68). Poniewaz
przemieszczenie to wymaga aby migdzy tymi strefami wystgpowato naprezenie
styczne rowne granicy plastycznos$ci na $cinanie k, to podstawiagjac do wyrazenia
(8.68) m =1 otrzymuje si¢

3

2
Dla wyznaczenia pracy odksztatcenia plastycznego w strefie ,,B” nalezy ob-
liczy¢ warto$é odksztalcenia zastepczego doi® w tym obszarze. W tym celu wy-
korzystywany jest warunek przeptywu statej objgto$ci materiatu ze strefy ,,A” do
,B” W postaci

W, = mk 2 d? b2. (8.68)

WAP =k X2 do? b2, (8.69)

2bh, do? =2h,(B-h) do®. (8.70)
Uwzgledniajac zgodnie z (8.65) i (8.66), ze

2
dof' == do? (8.71)

Oraz, ze praca rozproszona ma warto$¢ dodatnia warunek (8.70) sprowadza si¢
do postaci

154



8. Metoda energetyczna

V3 b
do? =-————do/. 8.72
— B_p (8.72)
Z zasady stalej objetosci dla ptaskiego stanu odksztatlcenia mamy
do® =—dp®, (873)

zatem korzystajac z definicji wyznacza si¢ wyrazenie na odksztatcenie
zastepeze do;®

de? \f \ de® f dtpz d@z BLbd@iA, (8.74)

a nastepnie zaleznos$¢ na prace odksztaicema plastycznego w obszarze ,,B”
W7 =V o, def =2bh, o, do;* . (8.75)

Przyjmujac, ze na powierzchni styku strefy ,,B” z matryca naprezenie styCz-
ne t = mk nie zalezy od wspotrzednej z, elementarna praca tarcia wykonana na
przemieszczeniu elementu dz (o wartos¢ Ug) wzgledem powierzchni matrycy
wyraza si¢ zaleznoscia

W =tug dz. (8.76)
Wartos$¢ przesunigcia Ug oblicza si¢ z zalezno$ci
Ug _Id(dez_d@ZB z+C. (8.77)

Stata catkowania C nie zalezy od wspotrzednej z i dla warunkow brzegowych,
u=0przy z=0, mamy C = (. Zatem podstawiajac wyrazenie

ug =do? z (8.78)
do zaleznosci (8.76) uzyskuje si¢ wyrazenie na elementarng prace tarcia
dwW® =mk de? z dz. (8.79)

Calkowitg pracg tarcia WtOB wyznacza si¢ catkujac zaleznosc¢ (8.79)
W = Jmkd(pz zdz——mkd(pz h2, (8.80)

a po uwzglednieniu Zaleznos01 (8.72) otrzymuje sig, ze

w,® =ﬁ m Kk h2 b do. (8.81)
4 -b
Elementarna praca sit stycznych na pow1erzchniach $cinania pomiedzy stre-
fami ,,A” i ,,B” moze by¢ wyznaczona z zaleznosci (8.76). Nalezy wowczas
uwzglednié, ze napregzenie styczne na granicy tych stref rowne jest granicy pla-
styczno$ci materialu na $cinanie K oraz, ze wielko$¢ przesunigcia materiatu okre-
sla zaleznos¢
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Upg =Up +Ug, (8.82)
gdzie ug okreslone jest za pomoca wyrazenia (8.78), aua Wynosi
u, = [dpfdz=dof z+C =dof z. (8.83)

Poniewaz uy =0 dlaz = 0, to w powyzszym réwnaniu stata catkowania C rowna
jest zero. Zatem, przesunigcie Uag WYNOS

U = (do? + do? )z, (8.84)
a po wykorzystaniu zaleznosci (8.71) oraz (8.72)

V3 . 4 30D V3 B
Upg =| —do* + ———do] | z=-—=do zZ.

ae [2 Ty B 2 "B p (8.85)

Praca $cinania wykonana na powierzchni AB wynosi wigc

hy \/— h,

3 B V3 B
W, = [k U gdz =k = do zdz=""kh?——do}. 8.86
t .([ AB 2 Dj B—b'([ 4 PB_b ;i ( )

Poniewaz strefy ,,C” i ,,D” przyje¢to jako sztywne, to praca wykonana przez
sily styczne na powierzchniach $cinania pomigdzy strefami ,,B” i ,,C” oraz ,,.B”
i ,,D” jest taka sama. Elementarna prace mozna wyznaczy¢ stosujac zalezno$é

dw,B¢ = dw,B° =k tydx . (8.87)
Warto$¢ przemieszczeniatg Wynosi
tg = [do}dx=de} x+C. (8.89)
Stata catkowania oblicza si¢ korzystajac z nastepujacego warunku brzegowego
x5 8.89
tg =0. (8.89)
Podstawiajac (8.89) do réwnania (8.88) otrzymuje si¢
C=-do® B, (8.90)
a nastgpnie wyrazenie opisujace warto$¢ przemieszczenia tg
ty =do® x—do? B=dp® (x - B). (8.91)

Calkujac zaleznos¢ (8.87) uzyskuje si¢ wyrazenie na pracg catkowita tarcia

° B2 _p?

B
W =W =K [ do? (x-Blix =k do? x[%— Bj
b

=k dq)E[Bb— ] (8.92)

b

Wykorzystujac zaleznosci (8.72) i (8.73) otrzymuje si¢ ostateczna posta¢ wyra-
zenia okreslajacego prace $cinania mig¢dzy strefami ,,B” 1,,C” oraz ,,B” 1,,D”
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3, b B? -b? V3
WBC=WBD=£k dof’ ~Bb [=~—k do{ b (B-b). 8.93
t t > "B_b @i 2 4 o b( ) (8.93)
Catkowita praca rozproszona, w analizowanym procesie wyciskania prze-
ciwbieznego tulei, wynosi

W =W+ WP+ WA+ WA + 2% + 208 + WS¢ + 2w, PP (8.94)

Podstawiajac wzory okreslajace poszczegdlne sktadowe pracy rozproszonej

otrzymuje sig
W=2bh, o, dol +2b h, oo do + mkg do b? + kg dol b% +

+2£mkh2ld A \/ékhz—d A (8.95)
4 b 4 b

\/ékd(p, b(B - b)+2‘/§kd<p, b(B-b).

Uwzgledniajac, ze

6, =3k (8.96)
po uszeregowaniu wyrazow uzyskuje si¢
b(m+ 1)
W =2bh, o, do mb+ B) + 2 8.9
» 00 00| 4400 = o Ry (o B+ (897)

Praca wykonana przez sit¢ zewngtrzng P, dziatajaca na stempel na drodze dh,
okreslona jest zalezno$cia

W =Pdh=p2bdh, (8.98)
a po uwzglednieniu wyrazenia (8.67)
W, =+/3bh, pdo. (8.99)

Z bilansu pracy wlozonej (8.99) i dysypowang (8.97) otrzymuje si¢ wyraze-
nie okre$lajace nacisk jednostkowy stemplaw postaci bezwymiarowej
P, 2B +b(m-1) N mb+ B .
2k 4h, 4b(B —b)

Jak wynika z zaleznoS$ci (8.97) o wartosci pracy decyduja parametry ustalane
oraz wysoko$¢ strefy uplastycznionej h,. W przyjetym schemacie stanu od-
ksztatcenia wysokos$¢ h, musi mie¢ takq warto$¢, aby catkowita praca na kine-
matycznie mozliwych przemieszczeniach osiagnela najmniejsza warto$¢. Musi
wigc by¢ spelniony warunek:

(8.100)
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W _
oh,
Roézniczkujac zaleznosé (8.95) wzgledem h, otrzymuje sig

H _\/b(B —b)[2B +b(m-1)]
P mb + B '

Z zaleznosci (8.100) i (8.102) wynika, ze zaréwno o rozlegtosci strefy upla-
stycznionej jak i o wartosci nacisku p/2k decyduje gléwnie warto$¢ stosunku
wymiarow B/b, natomiast sity tarcia nie wptywaja w tak duzym stopniu na h,.
Wplyw warto$ci stosunku B/b na warto$¢ hy/b przedstawiono narys. 8.18, nato-
miast narys. 8.19 zilustrowano wptyw tych parametrow na p/2k. Wykresy wy-
konano dla roznych wartosci sit tarcia, okreslonych czynnikiem tarciam.

W sposob analogiczny do przytoczonego powyzej mozna rozpatrzy¢ proces
wyciskania przeciwbieznego pasma. Schemat takiego procesu, wraz z podzialem
na strefy, przedstawiono narys. 8.17b.

0. (8.101)

(8.102)

45

4,0 1 /%_
35 // -
3,0 =

20

w

o

I I

N
S

stosunek wymiaréw h/b
N
&

ol
&}

=
S

S
S}

S
S}

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
stosunek wymiarow B/b

Rys. 8.18. Zaleznoé¢ wymiaréw hy/b od stosunku B/b (0znaczenia zgodne z rys. 8.17a),
obliczona dla procesu wyciskania przeciwbieznego, przy m=01i m=1
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10,0 Il Il Il Il Il Il Il Il Il

9,0

8,0

7,0

6,0

nacisk stempla p/2k

3,0 m=0,

[
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
stosunek wymiaréw B/b

Rys. 8.19. Zalezno$¢ nacisku powierzchniowego p/2k od B/b w procesie wyciskania prze-
ciwbieznego, przy m=0 oraz m=1
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9. METODA ROWNAN ROZNICZKOWYCH ROWNOWAGI

9.1. Wiadomosci podstawowe

Metoda réwnan rézniczkowych réwnowagi® (nazywana réowniez metoda
uproszczonej analizy) opiera si¢ na réwnaniach rownowagi i warunku pla-
styczno$ci. Czasami stosowane uproszczenia sa tak duze, ze obliczone pole na
prezen nie jest statycznie dopuszczalne, a tym samym rozwiazanie nie stanowi
jakiej$ oceny, lecz powinno by¢ traktowane jako rozwiazanie przyblizone o nie-
znanym stopniu tego przyblizenia. Tylko wowczas, gdy zatozenia prowadza do
statycznie dopuszczalnych pdl naprezen otrzymane rozwiazanie stanowi ocene
dolna. Pomimo podanych uproszczen metoda ta jest bardzo czgsto stosowana,
awigkszos¢ wzorow wystgpujacych w literaturze uzyskana zostata na jej pod-
stawie.

Metoda rownan rézniczkowych réwnowagi polega na rozpatrzeniu wa
runkow rownowagi elementarnej objgtosci, wycigtej myslowo z odksztatcanego
ciata. Przy stosowaniu tej metody najczgsciej wprowadza si¢ nastgpujace zato-
zenia upraszczajace [42, 71, 73]:

e zadanie sprowadza si¢ do uktadu osiowo-symetrycznego lub ptaskiego, przy
czym w przypadku uktadu ptaskiego moze by¢ rozpatrywany plaski stan
odksztalcenia lub ptaski stan naprezenia;

e clementy o ksztalcie ztozonym dzieli si¢ umownie na objgtosci, w ktorych
stan naprgzenia mozna w przyblizeniu przyja¢ jako ptaski lub osiowo-
symetryczny;

e rownania plastycznos$ci przyjmuje si¢ w formie uproszczonej, odpowia-
dajacej przyjetym stanom (osiowo-symetrycznemu lub ptaskiemu).

Dzigki przyjetym uproszczeniom otrzymuje si¢ z reguly jedno rézniczkowe

rownanie rownowagi, w ktorym pochodne czastkowe zastepuje si¢ pochodnymi
zwyklymi.

® Pierwsza publikacja na temat metody réwnan rézniczkowych réwnowagi (z ang. slab method)
pojawita si¢ w 1923 roku i przedstawiata sposob analizy spgczania probki walcowej. Autorem byt
Erich Siebel (1891-1961), zwiazany z niemieckim o$rodkiem naukowym, ktéry sukcesywnie
rozszerzal zastosowanie tej metoda na inne procesy obrobki plastycznej. Podobny sposob analizy
procesu walcowania wzdluznego pasma blachy przedstawit Th. Von Karman (1925), a procesu
ciagnienia drutéw — G. Sachs (1927). W drugiej potowie XX wieku, metoda ta bylta powszechnie
stosowana w warunkach przemystowych do wykonywania obliczen inzynierskich.
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W omawianej metodzie analizy zwykle zaktada si¢ znajomos$¢ kierunkow
gléwnych oraz pomija si¢ skladowe styczne stanu naprezenia w warunku pla-
stycznos$ci. Jednakze sktadowe te z kolei uwzglednia si¢ w warunku réwnowagi.
Niejednokrotnie prowadzi to do sprzeczno$ci, ze pomimo wystepowania sily
tarcia na powierzchni kontaktu materiatu z narzedziem przyjmuje si¢ kierunek
naprezen glownych prostopadty do tej powierzchni.

Stosujac metodg réwnan rézniczkowych réwnowagi wyznacza si¢ rozktad
naciskéw 1 nacisk $redni na powierzchni kontaktu metalu z narzedziem, co wy-
starcza (po uwzglednieniu powierzchni styku) do okreslenia sily odksztatcenia.

9.2. Speczanie swobodne bloku

Przeprowadzenie analizy procesu spgczania swobodnego bloku o przekroju
prostokatnym, migdzy dwiema sztywnymi ptytami (rys. 9.1), wymaga poczynie-
nia nast¢pujacych zatozen upraszczajacych:

o skiadowe naprgzenia o, i oy nie zaleza od wspolrzedne;j y, a wige naprezenia
te sq stale na grubosci;

¢ wplyw naprezenia stycznego Ty, Na uplastycznienie materiatu jest pomijalnie
matly, w efekcie warunek plastycznosci dla ptaskiego stanu odksztalcenia
sprowadza sie do postaci

c,—o,=2K, (9.1)
a naprezenie styczne nie powoduje nierbwnomiernego odksztatcenia si¢ ma-
teriatu;
e wspotczynnik tarcia p jest staly na calej powierzchni styku materiatu z na-
rzedziem,;
e rozpatrywany materiat zachowuje si¢ jak materiat idealnie plastyczny.

Rozpatrujac rownowage nieskonczenie matego elementu, o wymiarach 2h
oraz dx (rys. 9.1), w kierunku osi x otrzymuje si¢ zalezno$¢é

(0, +do,)2h—o,2h—21,,dx=0. (9.2)

Zgodnie z prawem tarcia Amontonsa-Coulomba naprezenie Ty, Na powierzchni
styku narzg¢dzie-material wynosi

Ty =uPp. (9.3)

Podstawiajac powyzsze wyrazenie do zaleznosci (9.2) po przeksztatceniach
uzyskuje sig
do, n
—X-=p=0. 94
= hP (94)
Wykorzystujac zaleznos$¢ (9.1) po uwzglednieniu (zgodnie z zasada akcji i reak-
cji), ze
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y Gy =—p (9.5)

% / otrzymuje si¢ warunek plastycznosci
i W postaci

i o, +p=2k. (9.6)

Po zrézniczkowaniu powyzszej za-
lezno$ci wzgledem x i po podsta
wieniu do warunku (9.4) otrzymuje

sie
d
X _p el dx (9.7)
p h
e | \ ]
T lo. Po scatkowaniu powyzszego roéwna-
v A/Ii 9/ / A nia uzyskuje si¢ zaleznos¢
Inp:—%x+InC, (9.8)
Rys. 9.1. Schemat dziatania naprezen z ktorej oblicza sig nacisk jednost-
W procesie spgczania bloku, w warunkach kowy
ptaskiego stanu odksztatcenia
p=C exp(—% x) : (9.9

Stata catkowania C, wystepujaca w rownaniu (9.8) oblicza si¢ z warunku brze-
gowego powierzchni x = +b, na ktlrej naprezenie o = 0. Wykorzystujac uprosz-
czony warunek plastycznosci (9.6) dlatych powierzchni zapisuje si¢

p=2k. (9.10)
Z poréwnania zalezno$ci (9.9) i (9.10) oblicza sig stata catkowania C

C =2k exp(% bj . (9.11)

Podstawiajac stata catkowania C (9.11) do zaleznosci (9.9) uzyskuje si¢ wyraze-
nie na nacisk jednostkowy

p=2k exp{h (b - x)} (9.12)

ktore przeksztatca si¢ do postaci bezwymiarowej (odnoszacej si¢ do granicy
plastyczno$ci metalu)
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P _exol B (b-
E—exp{h(b x)] (9.13)

Z powyzszego rownania wynika, ze rozklad naciskow jednostkowych na po-
wierzchni styku jest nierownomierny. W plaszczyznie symetrii (rys. 9.1), dla
ktorg x = 0, nacisk jest najwigkszy i wynosi

p n

—=exp —b]|. 9.14

2 p[h ) (9.14)
Nacisk malgje w kierunku powierzchni boczng (x = b), przy ktorej osiaga war-
to$¢ minimalng p/2k = 1.

Ze wzgledu na nierd6wnomierny rozktad nacisku jednostkowego p na po-

wierzchni styku, oblicza si¢ $redni nacisk jednostkowy p, korzystajac z wzoru

10
a=—pdx. 9.15
P =1 ! p (9.15)
Podstawiajac zaleznos¢ (9.12) do (9.15) otrzymuje sig
1% n
hn=—|2kexp —(b—x)|dx. 9.16
P =1 ! p{ - )} (9.16)
Powyzsza catkg rozwiazuje si¢ przez podstawienie
%(b ~x)=a
h : (9.17)
da=-——dx
n
Otrzymane rozwiazanie, po sprowadzeniu do postaci bezwymiarowej, wyrazone
jest rwnaniem
p, h b
—L=—/|exp pn—|-1]. 9.18
2 ub[ p[“h) } 619

Przedstawione rozwiazanie jest stuszne dopdty, dopoki warto$¢ naprgzenia
stycznego na powierzchni styku narzgdzia z materiatem nie przekroczy wartosci
granicy plastycznos$ci materiatu przy czystym $cinaniu

Ty =H pSk . (919)

Podstawiajac maksymalng warto$¢ nacisku p dana zaleznoscia (9.14) do wa-
runku (9.19) otrzymuje sig

21 exp(% bj <1. (9.20)

Stad za$ uzyskuje si¢
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—<=In_- (9.21)

Niespelienie powyzszego ograniczenia oznacza, ze w Srodkowej czgsci stempla
(gdzie naciski sa najwigksze) naprezenia styczne bytyby wigksze od granicy
plastycznosci na $cinanie K. Poniewaz nie jest to mozliwe w procesie realnym,
zaktada sig, ze sktadowa naprezenia stycznego T przyjmuje wartosci

T, =u p<k, da a<x<b, (9.22)
1,y =k, dla 0<x<a, (9.23)

gdzie a jest wartoscia graniczna wspoétrzednej X, rozdzielajaca rozpatrywane
podobszary. Warto$¢ graniczna a wyznacza si¢ korzystajac z warunku

np=k, da x=a. (9.24)
Po uwzglednieniu zalezno$ci (9.12) powyzszy warunek sprowadza si¢ do postaci
2u exp[% (b- a)} =1, (9.25)

z ktorego po przeksztalceniach uzyskuje si¢ nastgpujaca zaleznos¢ na wartos¢
graniczng a

a:EIn2p+b. (9.26)
n

Z zalezno$ci tej wynika, ze a zalezy od warunkow tarcia i wymiarOw specza-
nego bloku, przy czym dla wspotczynnika tarcia p = 0,5 otrzymuje si¢ a = b, co
oznacza, ze na calej powierzchni styku naprezenie Ty, przyjmuje warto$¢ gra-
niczna rowna K.

W celu wyznaczenia nacisku stempla w zakresie 0 < x < a, po podstawieniu
w réwnaniu (9.2) warto$ci K, w miejsce naprgzenia stycznego Ty, otrzymuje sig:

(o, +do,)2h—5,2h -2k dx=0. (9.27)
Stad po przeksztatceniach uzyskuje sig
do, _k_p. (9.28)
dx h

Nastepnie rozniczkujac zaleznos¢ (9.6) uzyskuje si¢ doy = -dp. Po uwzglednie-
niu powyzszego 1 po kolejnych przeksztalceniach otrzymuje si¢ réwnanie roz-
niczkowe

dp = —% dx, (9.29)

z ktorego wyznacza si¢ zalezno$¢ na nacisk powierzchniowy
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p:—%x+C. (9.30)

Stata catkowania C oblicza si¢ korzystajac z warunku, ze dla x = a, nacisk jed-
nostkowy p wyznaczony z zaleznosci (9.12) musi by¢ rowny p obliczonemu
z rownania (9.30)

2k exp{% (b- a)} = —% a+C. (9.31)
Stad
C =2k exp[% (b- a)} + % a. (9.32)

Podstawiajac do pierwszego sktadnika rownania (9.32) zaleznosc¢ (9.26) na war-
to$¢ graniczna a otrzymuje si¢

C=2kexp — b—DInZM b +Ea:2kexp Ini +£a=£+5a. (9.33)
h h 20) h  u h

Nastepnie, po uwzglqdmemu otrzymanego wyrazenia na stala catkowania
w roéwnaniu (9.30), uzyskuje si¢ wyrazenie na nacisk jednostkowy

p= k{l + 1(a - x)} (9.34)
p h
i na nacisk jednostkowy w postaci bezwymiarowej
p 4t 1.
o~ ZL + h(a x)] (9.35)

Poniewaz i w tym przypadku rozktad nacisku jednostkowego na powierzchni
styku jest nierbwnomierny, wyznacza si¢ $redni nacisk jednostkowy korzystajac
zwzoréw (9.13) i (9.35):

%:%{52{1 r11(a X}dx+_|.exp[h(b x)}dx}. (9.36)

Po scatkowaniu i zgrupowaniu wyrazow uzyskuje si¢ ostateczna postaé wy-
razenia na $redni nacisk jednostkowy w postaci bezwymiarowej

., 1(a®* a h 2n
%Z%[zf +———j. (9.37)
TRRTET

Zalezno$¢ $rednich naciskow pn/2k od stosunku wymiaréw spgczanego blo-
ku b/h i wspotczynnika tarcia p obliczona z réwnan (9.18) i (9.37) przedstawio-
no narys. 9.2. Nalezy zauwazy¢, ze zastosowanie metody roéwnan rézniczko-
wych rownowagi do analizy procesu spgczania bloku pozwala nie tylko na wy-
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Rys. 9.2. Zaleznos¢ p,/2k, od stosunku wymiaréw b/h i wspotczynnika tarcia p,
W procesie spgczania bloku

znaczenie sity speczajacej i naciskow $rednich, lecz rowniez na obliczenie roz-
ktadu naciskéw wystepujacych na powierzchni styku materiatu z narzedziem.

9.3. Kuciew matrycach otwartych

Kucie matrycowe wypltywkowe jest procesem technologicznym realizowa-
nym w matrycach otwartych (rys. 9.3), gdzie nagrzany material uktada sig
w wykroju matrycy dolng 1, a nastgpnie pod wptywem uderzen lub nacisku
Mmatrycy gornej 3 materiat odksztatca si¢ i wypelnia wykrdj 2, przyjmujac jego
ksztatt. Nadmiar metalu po wypetnieniu wykroju wyptywa pomigdzy matryce
w plaszczyznie podziatu 5 tworzac wyplywke 4, ktorej objeto$¢ moze stanowic
20-30% objetosci materiatu wsadu.

Przy kuciu w matrycach otwartych wypehienie wykroju moze odbywac sig
przez speczanie, dziurowanie lub wyciskanie. Jezeli odkuwki maja ksztatt bar-
dziej ztozony to proces wypelnienia moze odbywaé si¢ na drodze rownocze-
snego speczania i dziurowania czy tez spgczania, dziurowania i wyciskania.

Proces wypehienia wykroju dla kazdego schematu mozna podzieli¢ na kilka
etapow. Jak wykazaly badania doswiadczalne [20, 21, 50, 70, 72] zar6wno stan
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naprezenia jak i schemat ptynigcia

ulega zmianie w poszczegdlnych —T 11|

etapach procesu kucia. Zmienia si¢ “?xﬂﬂ%\ “‘2’74#@
rowniez sila odksztalcenia, ktora ol
nawyzsza  warto$¢  przyjmuje Lif}*/ E ©
w ostatnim etapie ksztaltowania, T e ,O—)r//_/_/;___@
kiedy to odkuwka ma najnizsza SN ﬁﬁﬁ_—#j'w@ﬂ\ 5
temperature i najwigksze wymiary. ‘ \—J .
W zwiazku z tym site odksztalcenia e @\@
wyznacza si¢ dla koncowego etapu s mm = '\@
kucia

Kucie matrycowe w warunkach
ptaskiego stanu odksztatcenia rozpa-
truje si¢ w sposob podobny do spe-
czania swobodnego. Z tego tez po-
wodu czesSciowo w podanej analizie wykorzystane beda wzory wyprowadzone
w poprzednim podrozdziale 9.2. Wyznaczenie sity kucia przeprowadza si¢ dla
zaawansowanego stadium procesu, kiedy materiat po wypekieniu wykroju ma-
trycy wyplywa na boki tworzac wyptywke —rys. 9.4.

Zaklada si¢, ze mate-
riat ptynie tylko w $rod-
kowej czg$ci odkuwki
0 wysokosci 2h réwnej
wysoko$ci  mostka na
wyptywke.  Rozpatrujac
tylko ten obszar dokonuje
si¢ jego podzialu na dwa
podobszary — zgodnie
z rys. 9.5. Podobszar ,A”
obejmuje material od-
kuwki na  szerokosci
0<x<h,a podobszar ,B” Rys. 9.4. Koficowy etap procesu kucia wyptywkowego,
dotyczy materiatu zgnia- realizowanego w matrycach otwartych
tanego w mostku wy-
ptywki b < x <b+l. Ponadto zaktada sig, ze na powierzchniach y = +h podobszaru
,»A” wystepuje czyste Scinanie (ty, = K). Natomiast warto$¢ naprezenia stycznego
Ty W podobszarze ,,B” zalezy od warunku (9.26). Rozpatrzmy przypadek,
w ktorym warunek ten jest spetniony w catym podobszarze ,B”, czyli:

azhM2  p<p, (9.39)

1

Rys. 9.3. Kucie w matrycach otwartych
(opis w tekscie)

L’

X

2H

1
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— a —
) o ST
‘ el = _T,= k = t—’txy_ u GJ’
‘ ¥
V)
c.+do ] o, i1 0, tdol] o, <
f 1
1
- _ - _ |
GyTT"y_k o 1Ty =HO,
y
b podobszar A |podobszar B /

Rys. 9.5. Rozktad naprezen w srodkowej uplastycznionej czgéci odkuwki

apo uproszczeniu

a=h!N2 <o, (9.39)
u
Dlatego przypadku sktadowa napre¢zenia o,/2k w podobszarze ,B” rownajest —
p/2k i okreslona zalezno$cia (9.13)

B

c
Z_IZZ_GXP[%(bH_X)} dla b<x<b+l. (9.40)
Wykorzystujac warunek rownowagi dla ptaskiego stanu odksztatcenia w postaci
o, —o, =2k (9.41)
lub
Ox %y g, (9.42)
2k 2k
wyznacza si¢ sktadowa naprezenia o,/2k w rozpatrywanym podobszarze ,, B”
B
O 2142y, (9.43)
2k 2k
ktora po uwzglednieniu zaleznosci (9.40) przyjmuje ostatecznie postac
B
Z—r(:l—exp{%(bntl—x)}, da b<x<b+l. (9.44)

Nastepnie rozpatrujac rownowagg elementu wydzielonego w podobszarze ,,A” —
rys. 9.5 zapisuje si¢

(o, +do,)2h—o,2h— 2k dx=0. (9.45)
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Stad po przeksztatceniach wyznacza si¢ rownanie rézniczkowe rownowagi wy-
dzielonego elementu

do, k

= 9.46
dx h (9:40)

Po calkowaniu powyzszego rownania uzyskuje si¢ zalezno$¢
cf=k%+C. (9.47)

Stata calkowania C wyznacza si¢ z warunku brzegowego na powierzchni roz-
graniczajacej oba podobszary, tzn. dla x = b, gdzie ¢} =c° . Zatem korzystajac
zwzorow (9.44) i (9.47) otrzymuje sig

we)l b
2k {1— exp(—h IH =k m +C. (9.48)
Stad
— _ Bk
C=2k {1 exp[ " Iﬂ k o (9.49)

Wstawiajac powyzsza zalezno$¢ do réwnania (9.47) otrzymuje si¢ wyrazenie
na

ol =2k {1- exp(%lﬂ—kb;hx, (9.50)
ktore w postaci bezwymiarowej zapisuje si¢ jako
A
o v b-x
XL =1-exp = |[-——. 9.51
2% p{ h j 2 (951)

Nastepnie wykorzystujac warunek plastycznosci (9.42) oblicza sig¢ sktadowa
naprezenia cﬁ , W postaci bezwymiarowej, w rozpatrywanym podobszarze ,,A”

A
Oy e By ]-B=X, (9.52)
2k h 2h
Sredni nacisk oblicza si¢ z zaleznosci
b __A bl _B
pn 1 Gy d Gy
L= | =—dx+ | ==dx|. )
2k b+|(-([2k L 2K } (9:53)

Wykorzystujac wzory (9.40) i (9.52), po scatkowaniu i zgrupowaniu wyrazow,
otrzymuje si¢ ostatecznag posta¢ wyrazenia na $redni nacisk jednostkowy wyra-
zony w postaci bezwymiarowej
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Po_ 1 |h (1 hy_b*
E_mlL exp(hlJ[bJrMJ 4h] (9.54)

W przypadku, gdy warunek (9.39) nie jest spetniony w catlym obszarze
b <x <b+l, nalezy w pierwszej kolejnosci wyznaczy¢ warto$¢ graniczna a.
W tym celu korzysta si¢ z zalezno$ci (9.26), ktéra dla analizowanego przypadku
przybiera postac¢

In2u

n

W podang sytuacji, rozpatrzonej w podrozdziale 9.2, do obliczania $redniego
nacisku powierzchniowego stosowana jest zalezno$¢ (9.37)

P, 1 [a®* a h 2h
B e e 9.56
2k 2(b+|){2h TS u} (9.5

a=h

+b+l1. (9.55)

Zalezno$¢ srednich naciskéw jednostkowych pn/2K, w funkcji stosunku wy-
miaréw b/h oraz wartoéci wspotczynnika tarcia p, obliczona na podstawie wzo-
row (9.54) i (9.56) podaje si¢ na rys. 9.6. Natomiast na rys. 9.7 przedstawia si¢
wpltyw wymiaréw | i h mostka rowka na wyptywke (przy roznych wartosciach
b/h) na warto$¢ nacisku p,/2k.

5 ¥ i | —
N n {
2 — 50 —
N i =0, B
3 24 =% ——
S . Yy F
T = % -
§ 16 /5/

Q2 B L
i 1 = N
8 8 —

E = L
% _/ -
g — -
‘o 0 T T T T T T T T T T

20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120
stosunek wymiaréw b/h

Rys. 9.6. Zalezno$¢ naciskow jednostkowych pp/2k od stosunku wymiaréw b/h,
uzyskana przy réznych warto$ciach wspolczynnika tarcia p
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24 1 1 1 1 1 1 ! 1 1 1 |
22 b/h=100
20
18— b/h=80
16

14
12 b/h=60

10

b/h=40

$redni nacisk jednostkowy p /2k
Il

N A O @

_ b/h=20 L
T T T T T T T T ﬁ T T
17,0 1,5 20 25 30 35 40 45 50 55 60
stosunek wymiaréw l’h

Rys. 9.7. Wptyw wymiaréw rowka na wyptywke (I/h) na warto§¢ naciskow jednostkowych
pn/2K, przy roznym stosunku wymiaréw b/h, gdy wspotezynnik tarcia p=0,1

9.4. Tloczenie blach

W analizie procesow tloczenia blach wykorzystuje si¢ model powloki bto-

nowej, ktoremu przypisuje si¢ nastgpujace cechy [38]:

e zdolnos¢ przenoszenia sit jednostkowych F; =619 i F, = 6,9 dziatajacych
w kierunkach gtéwnych 11 2, lezacych w ptaszczyznie stycznej do powtoki;

e idealna wiotko$¢, tzn. niezdolno$¢ przenoszenia momentéw zginajacych
i sit poprzecznych;

e zdolno$¢ do odksztatcen plastycznych zachodzacych w warunkach pta-
skiego stanu napr¢zenia, gdy spetniony jest warunek plastycznosci

®(0,,0,)=0,, (9.57)
przy czym w analizie procesow tloczenia na ogoét pomija si¢ odksztalcenia
sprezyste, zaktadajac sztywno-plastyczny model ksztalttowanego ciata;

e idealna jednorodnos¢ powtoki, zgodnie z ktora jednostkowa sita upla-
styczniajaca Fp, = opg jest jednakowa w kazdym punkcie powtoki; warunek
ten jest spetniony, gdy powltoka ma stala grubos¢ (g = const.) i wykonana
jest z materiatlu o jednorodnych wtasnosciach plastycznych (o, = const.);
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e W miejscu zetknigcia powloki z narzedziem nie wystepuje tarcie; w efekcie
nacisk p wywierany przez narzgdzie dziata prostopadle do powierzchni po-
wioki.

Wymienione powyzej cechy powloki tatwiej spetniaja wyttoczki o grubosci
duzo mniejszej od jej pozostalych wymiaréw, ktore sa ksztalttowane
Z jednorodnej blachy w procesie realizowanym z udziatem bardzo matych sit
tarcia (np. poprzez wytlaczanie zachodzace pod wplywem cisnienia cieczy).
W innych procesach wytlaczania przyjecie teorii blonowej obarczone jest big-
dami wynikajacymi z niespetnienia jedngj lub kilku cech przyporzadkowanych
modelowi powtoki btonowej.

9.4.1. Warunki rGwnowagi

Na rys. 9.8 pokazano element wyodrgbniony w kotowo-Symetrycznej po-
wloce, ktorego wymiary okres$laja dwie wspotosiowe powierzchnie walcowe
(o promieniach r i r+dr) oraz dwie ptaszczyzny przechodzace przez o§ powtoki
i tworzace ze soba kat d®. Na wyodrebniony w ten sposob element dziataja:
naprgzenia obwodowe o3, naprgzenia potudnikowe o, oraz cisnienie p Wywiera-
ne prostopadle do powloki. Ze wzgledu na symetri¢ samej powloki jak
i dziatajacych na nia obciazen, analiz¢ ogranicza si¢ do rozpatrzenia warunkow
rownowagi sit dziatajacych w dwoch kierunkach: stycznym i normalnym do
zarysu powloki w plaszczyznie prze-
chodzacej przez jej o$ symetrii.

Rozpatrujac rdwnowage sit dzia-
tajacych w kierunku stycznym do
rozpatrywanego elementu powloki
pomija si¢ sit¢ pochodzaca od cisnie-
nia p, ktore dziata prostopadle do
obranego kierunku. Sita pochodzaca
od naprgzen o, dziatajaca na we-
wngtrzny  bok elementu  wynos
c,0rd®, natomiast sita dziatajaca na
bok  zewngtrzny  réwna  jest
(ootdo2)g(r+dr)d®. Naprezenia o3
dzialajace na dwa pozostate boki
elementu (0 powierzchni gdr/cosc)
daja sile¢ wypadkowa (dziatajaca
wzdtuz promienia, prostopadle do os
symetrii  powloki) o  wartoSci

Rys. 9.8. Schemat dziatania naprezen na Glgd rd®/coso..
element powtoki blonowej
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Warunek rownowagi sit dziatajacych w kierunku stycznym zapisany jako
(5, +do,)g(r+dr)do -o,g rd@—%drdﬁa cosa =0, (9.58)
SO

po wymnozeniu oraz uproszczeniach przyjmuje postaé
c,dr + do,r + do,dr —c,dr =0. (9.59)

Pomijajac w powyzszej zalezno$ci wyrazenie do,dr, jako mata wyzszego rzgdu,
otrzymuje si¢ rownanie

dro,+rdo,-dro, =0, (9.60)
z ktérego po podzieleniu obu stron réwnania przez rdr uzyskuje sig¢

do, ,92-01_¢ (9.61)
dr r

Drugie roéwnanie wyznacza si¢
zwarunku réwnowagi sit dzialaja-
cych w kierunku normalnym do roz-
patrywanego elementu (rys. 9.9).
Jezeli zatozy sig, ze promien krzywi-
zny powtoki w ptaszczyznie potudni-
kowej przechodzacej przez 0§ syme-
trii wynosi p,, a promien krzywizny
w plaszczyznie prostopadiej do po-
przedniej (o $rodku O; lezacym na
osi powtoki) réwny jest p; to dtugo-
$ci bokéw wyodrebnionego elementu
rowne begda odpowiednio pda i pidy
(gdzie da oraz dy oznaczaja katy, pod
ktérymi wida¢ element ze $rodkow
krzywizn O, oraz O,). Jezeli na kra-
wedzie wyodrebnionego w ten spo-
sob elementu dziata¢ beda naprezenia Rys. 9.9. Schemat powtoki blonowej
o1 | 0, a na powierzchni¢ nacisk wykorzystywany do wyznaczenia

p . warunku réwnowagi w kierunku
normalny p, to warunek rownowagi normalnym
sit dzialajacych w kierunku normal-
nym zapisuje si¢ w postaci:
poda g c,dy +p,dy g 5,da = p p,do p,dy . (9.62)

Po podzieleniu obu stron réwnania przez g-p;dap.dy ostatecznie otrzymuje sie

G, ©

2,22 B (9.63)

P P2 G
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9.4.2. Rozklad naprezen

Otrzymane warunki réwnowagi (9.61) i (9.63) wraz z warunkiem plastycz-
nosci (9.57) tworza uktad trzech rownan, z ktérego mozna obliczy¢ napr¢zenia
61, 02 | nacisk p. Poniewaz nacisk p wystepuje tylko w réwnaniu (9.63) to do
wyznaczenia rozktadow naprezen oy i 6, W funkcji promienia r, wykorzystuje
si¢ warunek rownowagi (9.61) przeksztatcony do postaci:

do, dr
= (9.64)

oraz warunek plastycz-
nosci.

Na rys. 9.10 przed-
stawiono, w ukos$nokat-
nym uktadzie wspotrzed-
nych, warunek plastycz-
nos$ci Treski dla ptaskiego
stanu naprezenia. Ponie-
waz przyjety model po-
wiloki wiotkiej nie moze
by¢ stosowany do anali-
zowania procesoéw $ciska-
nia rozwazania zawegzimy
do przypadkéw, w kto-
rych naprgzenia potudni-
kowe sa rozciagajace
(02>0). W takim przy-
Rys. 9.10. Warunek plastycznos$ci Treski, przedstawiony padku warunek pl astycz-

w uko$nokatnym uktadzie wspotrzednych nosci Treski zapisuje si¢
jako (rys. 9.10):

c,=0,, gdy 0<o,<0c,, (9.654)
c,=0,, gdy O<o;,<o,, (9.65b)
G,-6,=6,, gdy O<o;<0o,. (9.65¢)

Kazdy z podanych powyzej warunkéow plastycznosci odpowiada
okreslonemu schematowi naprezen i tylko w tym zakresie moze by¢ stosowany.
Zatem w zalezno$ci od zastosowanego sposobu obciazenia powloki rozréznic
mozna trzy nastgpujace zakresy naprezen:
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Zakres|

Zakres ten, odpowiadajacy bokowi AB sze$ciokata z rys. 9.10, reprezentuje
rozciaganie pierscieni o swobodnej krawedzi wewngtrzngl. W tym przypadku
dla wyznaczenia rozkladu naprezen o, nalezy rozwiaza¢ uktad réwnan (9.65a)
oraz (9.64). Podstawiajac 6, W migjsce o, do réwnania (9.64) po scatkowaniu
otrzymuje sig

In(GZ—Gp)Z—lnr-l-C. (9.66)
Dla okreslenia statej catkowania C przyjmuje si¢, ze dla r = ro naprezenie 6, = 0.
Po podstawieniu tych wartosci do rownania (10.66) uzyskuje si¢ zalezno$§¢

In(-c,)=-Inr +C. (9.67)

Po odjgciu od siebie rownan (9.66) i (9.67) oraz przeksztalceniach ostatecznie
otrzymuje sig

o, = cp( —rTO) , (9.68)
przy czym z warunku plastyczno$ci mamy 61 = Gp.

Spetnienie warunku o, >0 wymaga zeby r > r,. Zatem otrzymany rozktad
naprezen odpowiada pier§cieniowi, ktorego krawgdz wewngtrzna o promieniu ro
jest wolna od obciazen, gdy na krawgdz zewngtrzna dziataja naprezenia o, Na
rys. 9.11 zilustrowano graficznie rozktad naprezen dla procesu rozciagania po-
wlok z otworem (o promieniu ro).

1,2
1,0
0,8 ?
0,6 c,/c, o
0,4 L~
02 - ~ C
0;0 T T T T T T T T T T
00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50
! stosunek promieni r/r,

! L J—
! O,

naprezenie wzgledne

Rys. 9.11. Rozktad naprgzen w procesie rozciagania powloki z otworem
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Zakresl|

Zakres ten odpowiada bokowi BC szesciokata z rys. 9.10. Warunek pla-
stycznosci (9.65b) dla tego przypadku przyjmuje posta¢ 6, = o, = const. W tym
przypadku do,/dr =0, a zalezno$¢ (9.64) moze by¢ spetniona tylko dla jedno-
rodnego stanu dwuosiowego rozciagania (odpowiadajacego punktowi B — rys.
9.11), dlaktérego

6,=0,=6. (969)

Zakres|l|

Zakres ten odpowiada bokowi CD szesciokata z rys. 9.10, dla ktdérego
-6,<061<0 oraz 0< o, <o, Dla tego przypadku rozwiazujac uktad réwnan
(9.64) i (9.65¢) otrzymuje si¢ zaleznos¢

%2 _ _Inr+cC. (9.70)

Op

Oznaczajac przez R promien krawedzi swobodnej powtoki, dla ktérej o, =0
otrzymuje sig

G,=0, InE. (9.71)
r
Nastepnie korzystajac z roéwnania (9.65c¢) oblicza si¢ naprezenie oy, ktore

Wynosi
G,=0, (In?—lj. (9.72)

Z warunku (9.65¢) wynika, ze 0 <InR/r <1, czyli R/le <r <R. Oznacza to,
ze rozktad naprezen okreslonych zaleznosciami (9.71) i (9.72) moze wystapic
W pierscieniu, na ktorego krawe¢dz wewngtrzna (o promieniu wigkszym od R/e)
dziata naprg¢zenie o, Przypadek takiego rozciagania pokazano na rys. 9.12.
W sytuacji, gdy promien wewngtrzny jest mniejszy od R/e naprezenia o, przyto-
zone do krawedzi wewngtrznej nie moga wywotac plastycznego plynigcia pier-
$cienia. Wowczas ma miejsce lokalne uplastycznienie materiatu w obszarze
przylegajacym do miejsca oddzialywania naprezen cs.

Analiza rozktadu naprgzen w procesach ksztaltowania blach, wykonana przy
zatozeniu warunku plastycznos$ci Hubera przedstawiona jest w literaturze specja-
listyczngj, np. w opracowaniach [37, 38].
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Rys. 9.12. Rozktad naprgzen w procesie ciagnienia powloki z otworem

9.4.3. Nacisk powierzchniowy

W przypadku gdy znany jest rozktad naprezen o1 i 65, W funkcji promieniar,
mozna wyznaczy¢ na podstawie rownania (9.63) nacisk normalny p wywierany

przez narzedzie.

Dla zilustrowania metodyki postgpowania przy okreslaniu nacisku przedsta-

wia si¢ analizg procesu ciagnienia w
(rys. 9.13) wytloczki o promieniu
zewngtrznym rownym R. Rozpatru-
jac geometri¢ powloki w punkcie A
lezacym w odleglosci

ry=r, —p,Ccosa (9.73)

od osi symetrii wyznacza si¢ promien
krzywizny powtoki p;, w pltaszczyz-
Nie prostopadtej do powierzchni ry-
sunku, ktory wynosi

p1=—( "2 —pzj, (9.74)

gdzie: p, — promien krzywizny
W plaszczyznie poludnikowej. Ujem-
ny znak promienia p; wynika z tego,
7e jego zwrot jest przeciwny do
zwrotu wektora nacisku powierzch-
niowego p.
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Rys. 9.13. Rozktad naciskow w procesie
ciagnienia powtoki blonowej
(opis w tekscie)



9. Metoda rdwnan réozniczkowych rownowagi

W procesie wytlaczania schemat obciazenia powtoki odpowiada zakresowi
III stanu naprgzen, w ktorym krawedz zewngtrzna pierScienia odksztatcanego
jest wolna od obciazen. Zatem zgodnie z zaleznosciami (9.71) i (9.72) napreze-
niac; i 6, w punkcie lezacym na promieniu ra Wynosza:

c,=0,In—
p
Ta

. (9.75)
c,= Gp(lnﬁ—l]

I
gdzie rp jest uzaleznione od kata o, w sposob okreslony wyrazeniem (9.73). Po
podstawieniu zaleznosci (9.74) oraz (9.75) do réwnania rownowagi (9.63) obli-
cza si¢ nacisk p, w funkcji kata o.. Wyznaczony w ten sposodb nacisk p (pokaza-
ny narys. 9.13) przyjmuje najwigksze warto$ci w punkcie B, dla ktorego:

p1=n,

c,=0_Iln—,
Ch (9.76)

G,=0 InB—l.
1 p r

Stad ostatecznie oblicza si¢ nacisk maksymalny, ktory dla rozwazanego
przypadku ksztattowania wynosi

InB InB—l
I I
Pg =Gy > £ ; (9.77)
2 1
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10. METODA OCEN GRANICZNYCH

10.1. Wiadomosci podstawowe

Metoda ocen granicznych jest metoda przyblizona pozwalajaca na dwu-
stronne oszacowanie obcigzen uplastyczniajacych, potrzebnych do realizacji
procesow obrébki plastycznegj. W przypadku ogolnym metoda ta nie daje mozli-
woSci wyznaczenia rzeczywistego pola naprezen oraz rzeczywistego pola pred-
kosci. Jedynie w przypadku szczegdlnym, gdy oszacowania dolne i gorne sa
sobie rowne otrzymuje si¢ rozwiazania $ciste, a przyjgte pola naprezen i predko-
$ci przemieszczen sa rzeczywiste.

Do wyznaczenia obciazen granicznych potrzebna jest znajomo$¢ lub zatoze-
nie a priori dopuszczalnych pdl naprgzen, pol predkosci odksztatcen, warunku
plastycznos$ci i prawa plastycznego ptynigcia. Warunkiem wystarczajacym jest
aby znane lub zatozone pole naprezen bylto statycznie dopuszczalne, a pole
predkosci odksztatcen tylko kinematycznie dopuszczalne. Dopuszczalno$¢ tych
pol oznacza, ze spetniaja one pewne zwiazki i odpowiednie warunki brzegowe.

Pomimo zatozen upraszczajacych trafno$¢ otrzymanych rozwiazan w wielu
przypadkach potwierdzaja wyniki badan weryfikujacych. Natomiast prostota
analizy i niska pracochtonno$¢ czyni metode ocen granicznych bardzo przydatna
w praktyce, przy wstgpnych opracowaniach procesu technologicznego. Wow-
Czas rozwiazanie $ciste nie jest wymagane, a znajomo$¢ obcigzen uplastycznia
jacych pozwala na prawidlowy dobor maszyn lub ich zaprojektowanie tacznie
z oprzyrzadowaniem.

Rozpatrzmy pewien o$rodek ciagly (ciato A) ograniczone powierzchnia S
(rys. 10.1). Wewnatrz tego ciala dopuszcza si¢ istnienie powierzchni nieciaglo-
$ci L. Zaktada sig, ze na czgs$ci powierzchni tego ciata S, zadane jest obciazenie
powierzchniowe p;° = pio(xj), a na pozostatej powierzchni tego ciata S, zadane

jest pole predkosci przemieszezen Ul =u’(x i) - Wewnatrz tego o$rodka moze
wystepowac pole sit masowych in:fio(Xj). W przyjetym sposobie oznaczen
indeks gorny ,,0” oznacza znajomo$¢ wartosci tych wielkosci. Wystepujacemu
obciazeniu odpowiadaja rzeczywiste pole naprezen o = cjj(X¢) i rzeczywiste
pole predkosci przemieszezen U; =u;(X,), i predkosci odksztatcen ¢ = ;; (%)
wynikajace ze S$cislego rozwiazania rozpatrywanego problemu. Jednakze
to rozwigzanie S$ciste nie jest znane. Twierdzenia ekstremalne pozwalaja
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Rys. 10.1. Ciato A (osrodek ciagly), ograniczone powierzchnia S,
ilustrujace sposdb wyznaczania dolnej i gornej oceny obciazenia granicznego

na oszacowanie warto$ci oceny dolnej i oceny gornej wartosci obciazenia upla-
styczniajacego [4].

10.1.1. Ocena dolna wartoS$ci obciazenia granicznego

Przyjmijmy w ciele A zrys. 10.1 dowolny stan napre¢zenia oi = 6i°(Xy), Kto-

ry spetnia nastgpujace warunki statyczne:

e rownanie rOwnowagi wewngtrznej,

o warunki brzegowe na powierzchni S,

e warunek plastyczno$ci.

Ze wzgledu na spetnienie powyzszych warunkow przyjety stan naprezenia oy’
nazywa si¢ statycznie dopuszczalnym, w odroznieniu od rzeczywistego stanu
napre¢zenia o spelniajacego  rowniez
warunki kinematyczne dla rozpatrywane-
go problemu (rys. 10.2).

Twierdzenie o ocenie dolngj zapisu-
je sig¢ w postaci: Przy plastycznym ply-
nieciu ciata A moc rzeczywistych sit po-
wierzchniowych p; rozwijana na rzeczy-
wistym polu predkosci przemieszczen \;
jest wieksza lub rowna mocy sii po-
wierzchniowych p;®, wynikajqcych z do-
wolnie  przyjetego  statycznie  do-
puszczalnego stanu naprezenia o na
tymze, rzeczywistym polu predkosci
przemieszczen. Twierdzenie to zapisuje
si¢ jako:

Rys. 10.2. Schemat do wyznaczania
oceny dolnej obciazenia granicznego
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SJ;pi u; dszs{pf u; ds. (10.1)

Wiynika stad, ze dla dowolnie przyjgtego statycznie dopuszczalnego stanu
naprg¢zenia otrzymuje si¢ tylko oceng dolna rzeczywistych sit powierzchnio-
wych, powodujacych ptynigcie plastyczne ciata A.

10.1.2. Ocena gérna wartoS$ci obcigZenia granicznego
Zaléozmy teraz w ciele A (rys. 10.1) dowolny mechanizm plynigcia pla-
stycznego, w postaci pola predkosci przemieszczen U :uik(xj) i odpowia-

dajace temu polu predkosci — pole predkosci odksztalcen (p:j =('p:} (x;), ktore

spetniaja:
e kinematyczne warunki brzegowe na powierzchni S,
e warunek zwartosci osrodka,

 warunek nieujemno$ci mocy dysypowanej o;; cp:j >0.

Sa to warunki kinematyczne i dlatego pole predkosci U oraz odpowiadajace
mu pole predkosci odksztatcen (p:j nazywa si¢ kinematycznie dopuszczalnym
mechanizmem plastycznego ptynigcia, w odrdznieniu od rzeczywistego mecha
nizmu plynigcia okreslonego polami U;i ¢; — wynikajacymi z rozwigzania $ci-
stego (rys. 10.3).

Twierdzenie o ocenie gorng podaje si¢ jako: Przy plastycznym plynieciu
ciata A moc rzeczywistych sil powierzchniowych p; rozwijana na rzeczywistym
polu predkosci przemieszczen U, jest mniejsza lub réwna mocy dysypowanej na

kinematycznie dopuszczalnym polu predkosci odksztatcen q):j przez odpowiada-

Jjace mu pole c:} (rys. 10.4). Twierdzenie to zapisuje si¢ jako:
.0 k -k <k 0,4k «k
Sy \ L, Sp \%

gdzie: [L]ik] — skok predkosci na powierzchniach nieciagtosci przemieszczen,
n; —wersor normalny do powierzchni nieciaglosci L, w punkcie x;, pozostate
oznaczeniajak poprzednio.

Z rownania (10.2) wynika, ze moc sit powierzchniowych zewngtrznych na
zadanym rzeczywistym polu predkosci przemieszczen jest mniejsza lub rowna

mocy sit na kinematycznie dopuszczalnym polu predkosci. W przypadku gra-
nicznym, gdy Uf = u; oraz ¢ = ¢; to (zgodnie z rys. 10.4) o = o, anie-
rownosc¢ (10.2) sprowadza sig¢ do rownosci.
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I'(c,)=0 2

( v ) r (Gi/') =0

Rys. 10.3. Kinematycznie dopuszczane ¢; Rys. 10.4. Schemat do wyznaczania
i rzeczywiste ¢, pole predkosci oceny gornej obcigzenia granicznego

Reasumujac, z przytoczonych twierdzen ekstremalnych o dolng oraz gor-
nej ocenie wynikaja nastgpujace wnioski:

e Z dwu statycznie dopuszczalnych rozwiazan to jest blizsze rzeczywistemu,
ktore dopuszcza wigksze obciazenie;

e 7z dwu kinematycznie dopuszczalnych rozwigzan to jest blizsze rzeczy-
wistemu, ktore dopuszcza mniejsze obciazenie;

e 1rownos¢ ocen gornej i dolnej oznacza, ze otrzymane rozwiazanie jest roz-
wiazaniem $cistym.

W dalszej cze$ci niniejszego rozdziatu przedstawia si¢ przyktady zastoso-
wania metody ocen granicznych w analizie proceséw ciagnienia, ktore sa pod-
stawowa metoda wytwarzania: drutow, rur oraz pretdw okraglych i ksztatto-
wych. Proces ten odznacza si¢ m.in. takimi zaletami jak: bardzo duza wydajnos¢
oraz bardzo wysoki uzysk materiatu, praktycznie niespotykany w innych proce-
sach obrobki plastycznej metali [35, 70].

Proces ciagnienia stosowany jest jako jedyny w przypadkach, gdy:

e nalezy wykona¢ drut o $rednicy ponizej 5 mm,
e konieczne jest wykonanie rur o matych grubosciach $cianek,
e stawiane sa wysokie wymogi odnosnie wiasnosci mechanicznych

i doktadnosci powierzchni wyrobu [39].

10.2. Ciagnienie pasmaw plaskim stanie odksztalcenia
przy zatozeniu pdl jednorodnych

10.2.1. Ocenadolna

W celu okres$lenia statycznie dopuszczalnego pola naprezen dokonuje sig
podziatu catego przekroju materiatu na podobszary, ktore numeruje si¢ w sposob
pokazany na rys. 10.5. Przyjmuje sig, ze: obszar ,,A” jest wolny od naprezen
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(cf = 09 =0), w obszarze ,,B” sktadowa napr¢zenia 02 > -2k , za$ obszar ,,C”
jest catkowicie uplastyczniony. Zaktada sig¢ rowniez znajomos$¢ kierunkow
gtownych w obszarze ,,C”, przyjmowanych réwnolegle i prostopadle do zbieznej
powierzchni narzg¢dzia (takie zatozenie jest stuszne w przypadku, gdy po-
wierzchnia narzedzia jest idealnie gladka). Z fizyki procesu wiadomo jest, ze
naprezenia ¥ i 6%, sa réznych znakow, czyli maja zwroty zgodne z rys. 10.5.
W obszarze ,D”, ze wzgledu na sasiedztwo z obszarem ,,E” znane sa kierunki
gtéwne. Z fizycznego punktu widzenia wiemy réwniez, ze sktadowa naprgzenia
o? >0 oraz, ze w obszarze ,,E” sktadowa naprezenia c§ = 0.

Na podstawie rys. 10.5a mozna stwierdzi¢, ze obszar przekroju pasma cia-
gnionego w sposob jednoznaczny okreslaja nastepujace parametry: o, h, Ho.
Natomiast geometria podobszaré6w sparametryzowana jest katami B i y, z kto-
rych tylko jeden jest niezalezny. Przyjete w ten sposdb pole naprgzen speinia
warunki brzegowe. Dla spetnienia warunku plastyczno$ci przeprowadza si¢ kon-
strukcj¢ wykreslna, zestawiajac na ptaszczyznie naprgzen {r, G} kota Mohra dla
poszczegoblnych podobszaréw.

a)

b)

Rys. 10.5. Ciagnienie pasma przez idealnie gtadkie, symetrycznie zbiezne ciagadto:
a) podziat pasma na podobszary, b) konstrukcja k6t Mohra w celu wyznaczenia
statycznie dopuszczalnego obcigzenia
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Konstrukcje tg rozpoczyna si¢ od podobszaru ,,C”, w ktorym z zatozenia ma-
teriat jest uplastyczniony. Koto Mohra dla tego obszaru ma promien rowny gra-
nicy plastycznoéci na $cinanie K i oznaczone jest litera C. Srodek tego kota Oc
umieszcza si¢ dowolnie na osi ¢ (rys. 10.5b), ze wzgledu na nieznajomo$¢ po-
czatku uktadu odniesienia {t,c}. Poniewaz znane sa kierunki gtéwne w podob-
szarze ,,C”, zatem mozliwe jest wyznaczenie bieguna kota Mohra Bc.

Wyznaczajac koto Mohra dla podobszaru ,.B” wykorzystuje si¢ wtasno$ci
bieguna Bc. Stan naprgzen na powierzchni lgc (rozgraniczajacej obszary ,,B”
i ,,C”) wyznacza prosta rownolegta do lgc, poprowadzona z bieguna Bc i przeci-
najaca koto C w punkcie Tgc. Punkt ten zawiera sig¢ rowniez w kole opisujacym
stan naprezenia na powierzchni lzgc W podobszarze ,,B”. Poniewaz kierunki
glowne w podobszarze B sa zgodne z osiami ¢ i 7, to biegun Bg dla kota B lezy
na os c. Polozenie bieguna Bg okresla punkt przecigcia prostej wychodzacej
Z punktu Tgc, prowadzong réwnolegle do lgc, z osia ©.

Znajomo$¢ potozenia punktow Bg i Tpc jest wystarczajaca do wykreslenia
kota Mohra dla podobszaru ,,B”. W celu znalezienia $rodka Og tego kota wykre-
$la si¢ symetralng cigciwy BgTgc. W miejscu przeciecia si¢ symetralnej z osia ¢
znajduje si¢ poszukiwany srodek Og. Promien r wykreslonego kota mus spet-
nia¢ warunek r <k . Z przyjetego dla podobszaru ,,B” zatozenia o =0 wynika,
ze biegun Bg jest polozony w poczatku uktadu wspotrzednych {r, G}, 0znaczo-
nym przez O. Stan napr¢zenia w podobszarze ,A” reprezentuje punkt B, po-
krywajacy si¢ z poczatkiem uktadu odniesienia.

W celu okreslenia kota Mohra dla podobszaru ,,D”, prowadzimy z bieguna
B¢ prosta rownolegta do linii Icp, rozgraniczajacej strefy ,,C” i ,,D” —rys. 10.5a.
Prosta ta w przecigciu z okrggiem C wyznacza punkt Tcp, ktory nalezy rowniez
do kota D. Poniewaz w podobszarze ,,D” kierunki gtowne sa rownolegle do osi
o i 7, to biegun Bp tego kota musi leze¢ na osi 6. Zngjduje si¢ on wigc w miej-
scu przecigcia prostej, przechodzacej przez punkty Be i Tep, z osia 6. Zngjo-
mos¢ potozenia punktow Tcp | Bp W sposob jednoznaczny okresla koto Mohra
dla podobszaru,,D”.

D

Dla podobszaru ,E” mamy o) =0, oraz o5 =0. Zatem okrag kota Mohra

dla tego podobszaru musi przechodzi¢ przez punkty O i Bp, przy czym bieguny
Be i Bp pokrywaja si¢ (rys. 10.5b).

Oceng dolna naprezenia ciagnienia p© w analizowanym procesie ciagnienia
okresla sktadowa napr¢zenia alE . Jednakze warto$é¢ p© zalezna jest od przyjete-
go podzialu na podobszary, wynikajacego z przyjetych wartosci katow P i y
(rys. 10.58). Na podstawie konstrukcji z rys. 10.5b mozna zapisac, ze:

p© =1 (ctgp + ctgy), (10.3)
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gdzie
I =ksin2a . (10.4)
Z trojkata przedstawiajacego strefe ,,C”, wynika iz:
(H—-h)ctga=hctgp + H ctgy. (10.5)

Z powyzszego rOwnania okresla si¢ zalezno$¢ na ctgy

ctgy = ctgo — %ctg b (20.6)

Nastepnie dodajac do obu stron rownania (10.6) ctgB otrzymuje si¢

H-h
ctg B + ctgy =T(ctgoc +ctgp). (10.7)

Po podstawieniu zaleznosci (10.4) i (10.7) do réwnania (10.3) po prze-
ksztatceniach uzyskuje si¢ oceng dolna, w nastgpujacej postaci bezwymiarowsey:

p? H-h_
TR sin2o (ctga + ctg ). (10.8)
Wyznaczona warto$¢ oceny dolnej zalezna jest od przyjetego parametru ka-
towego B. Z twierdzen ekstremalnych wiadomo jest, ze uzyskiwane rozwiazanie
jest tym blizsze rzeczywistemu, im wicksze jest p. Nalezy zatem znalez¢ mak-
symalna warto$¢ funkcji (10.8). Jednakze analizowana funkcja p©(B) nie posia-
da ekstremum. Z tego wzgledu w celu znalezienia rozwiazania narzuca si¢ na
funkcje (10.8) dodatkowe ograniczenia wynikajace z fizyki procesu. Polegaja
one na tym, ze promienie wykreslonych kot Mohra nie moga by¢ wigksze od
granicy plastycznosci materiatu przy czystym $cinaniu. Ponadto metal w strefie
,»E” nie moze ulec uplastycznieniu, gdyz wowczas zamiast ciggnienia nastgpito-
by przewezenie (zerwanie) pasma odksztatcanego.
Jezeli zatozymy, ze zar6wno obszar ,,C” jak i ,,D” jest uplastyczniony to
promienie odpowiadajacych im kot Mohra beda maksymalne i roéwne k. Wow-
czas zgodnie z oznaczeniami z rys. 10.6b mamy

b3 =g,
b5 =2, (10.9)
b, =2P.
Stad za$ otrzymuje sig, ze
n=_. (10.10)
Z rys. 10.6a wynika natomiast, ze
a+B+n=g. (10.11)

Rozwiazujac uktad rownan (10.10) i (10.11) otrzymuje si¢ warunek
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Rys. 10.6. Maksymalizacja oceny dolnej w procesie ciagnienia pasma:
a) i b) rozpatrywane przypadki statycznie dopuszczalnych pdl naprezen

T o
=—-—, 10.12
B=7"3 (10.12)
przy ktorym ocena dolna jest maksymalna. Podstawiajac do zaleznosci try-
gonometrycznej

sin(a +
ctga +ctgp = M : (10.13)
sina sin
warunek (10.12) otrzymuje si¢
o .o
COS— + smE
ctga +ctgp = (10.14)

. (04 .o .
sina| cos— —sin—
( 2 2)
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Po pomnozeniu licznika i mianownika strony prawej przez licznik oraz po wy-
korzystaniu trygonometrycznych wzorow potdéwkowych uzyskuje sig

l+sina

ctga+ctgf=——.
sina cosa

(10.15)

Wykorzystujac powyzsza zalezno$¢ w wyrazeniu (10.8) otrzymuje si¢ wzor
na warto$¢ maksymalna oceny dolnej
P H-h
2k H
W procesie ciagnienia przez symetrycznie zbiezna, gtadka matrycg.
Interpretacje graficzna otrzymanej zaleznosci na p/2k, w funkcji H/h oraz
kata o, przedstawia si¢ na rys. 10.7.

(1+sina) (10.16)

W przypadku gdy na powierzchniach matrycy pojawiaja sig sity tarcia na-
stgpuje odchylenie kierunkow glownych (w obszarze ,,C”) w kierunku prze-
mieszczania si¢ narzedzia o kat tarcia p — rys. 10.8. W tg sytuacji znajdujac
biegun B¢ dla kota C (rys. 10.5b) nalezy przyja¢ w miejsce a warto$¢ (a+p).
Spowoduje to jedynie zmiang zaleznosci (10.4) do postaci

| =ksin2(o+p). (10.17)
1 1 1 1 1 1 1 1 1 Il
= 0,8 u4400 —
e
o A /// 0.=200 [
s S 06 ~ — ~10°
<9 i ~ =10 T
$5 05 ’// ;7/
s 3 04 ,A,// B
& - / L
8% 03 ///
2 i L
& 02 —
S i L
< 0,1
010 T T T T T T T T T T

7,0 1,1 12 13 14 1,5 16 1,7 18 19 20
stosunek grubosci pasma H/h

Rys. 10.7. Zalezno$¢ warto$ci naprezenia ciagnienia p©/2k, obliczona metoda
dolnej oceny, od stosunku grubosci pasma ciagnionego H/h oraz kata
zbieznosci a idealnie gladkiego ciagadta
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Rys. 10.8. Zmiana kierunku dziatania naprgzen gtéwnych w strefie ,,C”, wywotana
dziataniem naprezen stycznych 1t na powierzchni styku metal-narzedzie (opis w tekscie)

W konsekwencji zmieni si¢ wzor (10.8) na oceng dolna, ktoéra w tej sytuacji
wyniesie
p® H-h
2k 2H
gdzie kat tarcia p = 0,5arcsin m.
Poniewaz wzor (10.7) nasumg cotangensoéw nie zalezy od czynnika tarcia m,
to maksymalna warto$¢ oceny dolnej mozemy zapisa¢ jako:

) ;
p H-h . l+sina
= = sn2(o+p)———. 10.19
2k H (a p) sin2a ( )

sin2(a. + p)(ctga + ctg B), (10.18)

10.2.2. Ocenagérna

Wyznaczenie naprezenia ciggnienia metoda oceny gornej rozpoczyna si¢ od
przyjecia kinematycznie dopuszczalnego pola predkosci, w postaci przesuwaja-
cych si¢ wzajemnie po sobie sztywnych blokow, powstatych w wyniku podziatu
przekroju ciagnionego wyrobu na podobszary —rys. 10.9a. Ze wzgledu na syme-
trie rozwazania ogranicza si¢ do jednej polowy ciagnionego pasma.

Dziatanie przyjetego mechanizmu odksztatcenia polega na wymuszonym si-
Ia ciagnienia przemieszczaniu si¢ podobszaru ,,A” wzdtuz ptaszczyzny symetrii
z predkoscia va. Podobszar ten wymusza ruch podobszaru ,,B” wzdluz ptaszczy-
zny matrycy klinowe, ktory z kolei wciaga stopniowo do matrycy podobszar
,C”, rtownolegle do plaszczyzny symetrii.

Na rys. 10.9b przedstawiono hodograf predkosci. Rozpatrujac jego geome-
tri¢ wyznacza si¢ sktadowe predkosci przemieszczen lub poslizgu. Korzystajac
z twierdzenia sinusow dla trojkata O’C’B’ zapisuje sig, ze:

Vg Ve

sin180° - ¢) “sn(o-a)’ (10.20)
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b)

Rys. 10.9. Ciagnienie ptaskownika przez ciagadto klinowe:
a) schemat podziatu ptaskownika na obszary; b) hodograf predkosci

Vac Ve
= : 10.21
sina sin(¢—a) (1023)

Natomiast rozpatrujac trojkat O’A’B’ uzyskuje si¢
Vae _ Vs
sno  Sinn
Po przeksztatceniach z uktadu rownan (10.20), (10.21) i (10.22) otrzymuje sig
sin(¢p - a)
Ve —V sino
sn¢ sSna
sin(¢—a) sinn
Aby uzalezni¢ interesujace nas sktadowe predkos$ci przemieszczen i poslizgu od

predkosci ciagnienia Vo wykorzystuje si¢ dodatkowo warunek niescisliwosci
materialu, w postaci:

(10.22)

(10.23)

Vag =

Voh=v; H. (10.24)

Po uwzglednieniu powyzszego warunku zaleznosci, wyrazone uktadem réwnan
(10.23), sprowadza si¢ do postaci
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vo =y N Sne
" "Hsin@g-a)’
Ve —v h  sina
" "H sn@¢-a)’
h sn¢ sha
Vae Vo T G oy an
H sin(d —a) sinn

(10.25)

Predko$¢ poslizgu materialu na powierzchni kalibrujacej matrycy réwna jest

predkosci ciagnienia

Vao =V -

(10.26)

Dhugo$¢ powierzchni nieciaglosci predkosci wynika z geometrii narzedzia

i przyjgtego podziatu przekroju na podobszary:

| ~H-h

%" dna

L
_ H

% sing
lho =1y

(10.27)

Moc dysypowana na powierzchniach nieciagtosci predkosci i na powierzchni

matrycy wyznacza si¢ z rOwnania:
Wy =k (Vaglag + Veclac +Valog +Vaolao M),
gdzie: m — czynnik tarcia.
Natomiast moc wlozona W,, okresla sig z zaleznosci
W, = p®y, h.

Bilansujac moc wtozong i dysypowana uzyskuje si¢

P h=k—| - ——h+— .
H|sn(-a)sn“n sSn(¢—-a)sing

h { snésina sino.
sing

W(H—h)}+kmlk

(10.28)

(10.29)

(10.30)

Po uporzadkowaniu wyznacza si¢ oceng gbrng naprezenia ciagnienia w postaci

bezwymiarowej
pt® 1 sinasng, , sina
2k 2Hsin(g-a)| sin’n sing sin
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10. Metoda ocen granicznych

Warto$¢ oceny gornej naprezenia ciagnienia zalezy od potozenia punktu P
wzdtuz osi symetrii (rys. 10.9a). Poniewaz za najlepsze oszacowanie gorne uwa
za si¢ takie, ktore daje najmniejsza wartos$¢, nalezy tak dobra¢ polozenie tego
punktu aby warunek ten byt spetniony.

W celu znalezienia warto$ci minimalnej oceny gornej naprg¢zenia ciagnienia
nalezy ja uzalezni¢ tylko od jednego parametru katowego; w réwnaniu (10.31)
wystepuja dwa parametry katowe ¢ i n. Korzystajac z twierdzenia cosinusow dla
trojkatnego podobszaru ,,B” zapisuje si¢

2 2 2
(LJ :(H_‘hj +( H j oM H se-a).  (1032)
sinm sina sing sina sing

Z powyzszej zalezno$ci wyznacza si¢ wystepujace w rownaniu (10.31) wyraze-
nie

2 2
1 :[H—hj 1 +(EJ L _,(H-MHeoso-0) a9

sin®n h ) sn’a \h) snZ¢ h?  snasing

Po podstawieniu tej zalezno$ci do rownania (10.31) uzyskuje si¢ wyrazenie na
oceng gorng naprezenia ciagnienia, uzaleznione tylko od jednego parametru
katowego ¢

P = : L {H +H_2]si.n_a{M+ m(H —h)}ﬂ+
o) h

2k 2Hsn(o- sing h
(H h)H

(10.34)
~————cos(¢— )} +—=.

Warto$¢ optymalna kata ¢ okreslajaca minimalng wartos¢ p/2k wyznacza sig
przez obliczenie pochodnej prawej strony wyrazenia (10.34) wzgledem ¢ i przy-
rownanie jej do zera. W ten sposob uzyskuje si¢ wyrazenie

o= arctg{ﬁ{cosa - \/%[H m 1 h_ hj]} . (10.35)

Korzystajac z rownania (10.34) mozna przeanalizowaé zalezno$¢ wartosci
naprezenia ciagnienia od nastgpujacych parametrow:
e kata ciagadta o (rys. 10.10i 10.11),
e stosunku grubosci pasma H/h (rys. 10.12),
e czynnikatarciam (rys. 10.10 +~ 10.12).
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\
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] 1=02h | |
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Rys. 10.10. Zalezno$¢ wartosci naprezenia ciagnienia pt/2k od kata a, obliczona metoda
gorng oceny, przy: H/h = 1,2, I, = 0,2h oraz r6znych warto$ciach czynnika tarcia m

| L l L l Il l Il Il l Il Il l 1 | l 1
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0o 1\ N\~ :
07 \\ m=0,2 ,// i
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ocena gorna naprezenia ciagnienia p

0,4
S03
02 Hh=1,6| [
] 1=02h | |
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kat zbieznosci ciggadta o [ ° ]

Rys. 10.11. Zalezno$¢ warto$ci naprezenia ciagnienia p(+)/2k od kata o, obliczona metoda
gorng oceny, przy: H/h = 1,6, I, = 0,2h oraz r6znych warto$ciach czynnika tarcia m
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0,9
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Rys. 10.12. Zalezno$¢ wartosci naprezenia ciagnienia p™/2k od stosunku grubosci
pasma H/h, obliczona metoda gornej oceny, przy: a = 15°, |, = 0,2h oraz réznych
wartosciach czynnika tarcia m

10.3. Ciagnienie pasma w plaskim stanie odksztalcenia
przy zalozeniu pdl niejednorodnych

Procesy ciagnienia w plaskim stanie odksztalcenia mozna analizowa¢ meto-
da ocen granicznych zakladajac niejednorodno$¢ pol, statycznie badz kinema-
tycznie dopuszczalnych. Stosuje si¢ tutaj mozliwo$¢ wydzielenia podobszaréw
w postaci segmentow walcowych. W podobszarach tych oblicza si¢ z warunkow
rownowagi pole naprezen (spetniajace warunek plastycznosci i warunki brzego-
we dla naprgzen) oraz dobiera si¢ promieniowe pole predkosci przemieszczen
(spetniajace warunek zwartosci i kinematyczne warunki brzegowe).

10.3.1. Ocenadolna

Wyznaczenie oceny dolnej rozpoczyna si¢ od podziatu ciagnionego pasma
na podobszary — rys. 10.13. Zaktada sig, ze uplastyczniony metal wystepuje
W podobszarze ,,C”, ktory jest ograniczony plaszczyznami narzedzia oraz po-
wierzchniami walcowymi r=a i r=b. W obszarze tym wystgpuje osiowo-
symetryczny stan napr¢zenia, w sasiednim obszarze ,,D” napr¢zenia sa zerowe,
za$ w podobszarach ,,A” i ,B” wystepuja naprezenia jednoosiowe. Metal w stre-
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2H

Rys. 10.13. Schemat podziatu ciagnionego pasma na podobszary w celu wyznaczenia
statycznie dopuszczalnego pola naprezen

fie ,,A” nie moze ulega¢ uplastycznieniu ze wzgledu na realizacj¢ procesu cia-
gnienia.

Wtasciwy proces ksztaltowania plastycznego zachodzi w podobszarze ,,C”,
dla ktorego znane sa kierunki gléwne. Statyke tego procesu mozna opisaé stosu-
jac rownania rownowagi w naprezeniach glownych — podrozdziat 1.2 oraz pod-
rozdziat 1.7.2, mianowicie

C c__C
do; , Or ~%

dr r
oraz warunek plastycznosci

0. (10.36)

oy —o5 =2k, (10.37)

gdzie: k — granica plastycznosci przy czystym $cinaniu (K = o,/2 — warunek pla-
styczno$ci Treski, k= Gp/\/S — warunek plastyczno$ci Hubera). Z réwnania
(10.37) wyznacza si¢ zalezno$¢ na G¢C, ktora podstawia si¢ do rownania (10.36)
otrzymujac

Cc
L PL (10.38)
dr r
Po rozdzieleniu zmiennych i scatkowaniu powyzszego rownania uzyskuje si¢
oS =-2kInr+C. (10.39)
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Stalq catkowania C oblicza sie z warunku brzegowego o,° = 0 dlar = b, z ktére-
g0 otrzymuje si¢

C=2kInb. (10.40)
Ostatecznie naprezenie promieniowe w obszarze ,,C” okre$lone jest wyrazeniem
ol =2k 2. (10.41)

r

Z warunku plastycznos$ci (10.37) uzyskuje si¢ zaleznos¢ na sktadowa obwo-
dowa naprgzenia:

b
of = —Zk[l— In?j . (10.42)
Na powierzchni rozgraniczajacej strefy ,,B” 1 ,,C”, dla ktorej r =a, sktadowa
promieniowa naprgzen wynosi

o, =2k |n§. (10.43)

Natomiast na powierzchni rozgraniczajacej strefy ,,A” i ,,B” dziata naprgzenie
skierowane réwnolegle do osi pasma ciagnionego, ktore jest rowne napre¢zeniu
ciagnienia p,. Rozpatrujac rownowage podobszaru ,,B” (rys. 10.14) zapisuje si¢
rownanie

) — ) oh — c
P™ =p,"2h= J.Gr cos¢dl . (10.44)
lec
W zatozonym cylindrycznym ukladzie odniesienia {r,$,z} rdézniczka po-
wierzchni, dlar = 0, wynosi

Rys. 10.14. Réwnowaga podobszaru ,,B” z rys. 10.13 oraz schemat dziatania naprezen na
podobszar ,C” (G,-,), gdzie 1, — dlugo$¢ granicy miedzy podobszarami ,,B” i ,,C”
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di=ad¢. (10.45)
Zatem
p{?2h =2k Ing a [cosp d¢, (10.46)
a po scatkowaniu
p\2h = 2k alng 2sino. . (10.47)
Zrys. 10.14 wynika, ze
sno =—,
b ﬂa : (10.48)
a h’

Po podstawieniu powyzszych zalezno$ci do rownania (10.47) oraz niezbednych
przeksztatceniach ostatecznie otrzymuje si¢ nastgpujacy WzOr wyrazajacy oceng
dolnag

-)
PR (10.49)
2k h

10.3.2. Ocenagérna

W przypadku przyjgcia niejednorodnego pola predkosci zmienia si¢ wartos¢
oceny gorng (uzyskangj dla pdl jednorodnych), bowiem dodatkowo w oblicze-
niach uwzgledniana jest praca odksztalcenia plastycznego wewnatrz wydzielo-
nych obszarow. W procesach ciagnienia przez matryceg klinowa wykorzystuje sig
mozliwo$¢ wydzielenia obszarow w postaci segmentéw walcowych.

Wyprowadzenie gornej oceny naprezenia ciagnienia przy zatozeniu niejed-
norodnych pol predkosci podano w pracy [4].

Kinematycznie dopuszczalne pole predkosci (rys. 10.15) obgmuje upla-
styczniony obszar ,,B”, w postaci segmentu walcowego ograniczonego ptaszczy-
Znami matrycy i powierzchniami walcowymi o promieniach ry i r, oraz obszary
sztywne ,,A” 1,,C”. Zaktada si¢, ze w obszarze ,,B” material ptynie w kierunku
promieniowym przyjetego walcowego uktadu odniesienia z predkoscia v(r).

Na powierzchniach walcowych lag i Isc wystepuja nieciagtosci predkoscei.
Spowodowane jest to tym, ze w obszarze ,,B” materiat ptynie w kierunku réwno-
legtym do ptaszczyzny symetrii ciagnionego wyrobu. Dla zachowania zwartosci
osrodka na tych powierzchniach musi by¢ spelniony warunek (zgodnie ze sche-
matem przedstawionym narys. 10.15):
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a)
A
2H |-
b)
Rys. 10.15. Ciagnienie ptaskownika przez symetrycznie zbiezne ciagadto: a) schemat
podziatu ptaskownika na obszary; b) kinematycznie dopuszczalne pole predkosci
Vg, =V, COSO, (10.50)
Vg,, =Vc COSO . (10.51)
Nieciagtosci predkosci na tych powierzchniach wynosza:
Vag =V SING, (10.52)
Vg =V SiNG. (10.53)

Rozktad predkosci przemieszczen wewnatrz obszaru ,,B” wyznacza si¢ z warun-
ku niescisliwosci. Wykorzystuje si¢ w tym celu zasadg strumienia pola wekto-
rowego przez powierzchni¢ wyodrgbnionego elementu obszaru ,,B” (rys. 10.16),
ktora dla ptaskiego stanu odksztalcenia zapisuje si¢ jako:

Vg, dopr=vg dor. (10.54)

Po uwzglednieniu zaleznosci (10.50) z réwnania (10.54) wyznacza si¢ biezaca
warto$¢ predkosci, wydzielonego elementu obszaru ,,B”:

Vg = Vs %cosd) . (10.55)
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Na powierzchni graniczng Igc dla
r =r, otrzymuje sig

n
Vg, :vAr—cosq). (10.56)
2
Pole predkosci odksztatcen
w obszarze ,,B” okreslone jest po-
lem  predkosci  przemieszczen
w tym obszarze. Korzystajac z de-
finicji sktadowe predkosci od- Rys. 10.16. Wyodrcbniony element
ksztatcenia, we  wspolrzednych podobszaru , B zrys. 10.15
wektorowych {r,$,z} wyraza sig

wzorami [61]:
.oV
¢, = arr : (10.57)
.V
(p¢=Tr, (10.58)
. 1(1ov, OV, V,
== ==L+ —=-"1. .
Pre Z(r op or r (1059)

Pozostale sktadowe tensora predkosci odksztalcenia dla ptaskiego stanu od-
ksztalcenia sa rowne zeru.

Uwzgledniajac, ze dla obszaru ,,B” sktadowa predkosci v, dana jest zalezno-
$cig (10.55), natomiast sktadowa v, rownajest zero, uzyskuje sig:

. r
OB =—v, r—12 oS0, (10.60)
oP =v, :—12 coso, (10.61)
- (B) _ 1 n .
Pry ——EVA r—zsmq). (10.62)

Zastepcza predkos¢ odksztatcenia wyznaczona z definicji wynosi

. 21.eR (@R of-®mR _ [2. T 1.
o =\(§\/(<P58)) +(<P§>B)) +2((P(rqB>)) ﬂ/g VA_rlz \/COS 29+ cos 2¢+§9n2¢=
:ivAi\/1+ 3cos® ¢ :ivAiJl—Esinzd) :
V3 hr? V3 hr? 4

Uzaleznienie predkosci odksztalcenia od promienia r i kata ¢ $wiadczy o jego
niejednorodnosci w obszarze ,,B”.

(10.63)
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Oszacowanie gdérne naprgzenia ciagnienia okresla si¢ z bilansu mocy wtozo-
neg i dysypowang:
Wy, =W, + Wy . (10.64)
Moc dysypowana w wyniku odksztalcenia plastycznego w obszarze ,,B” wyzna-
cza si¢ z zaleznoSci:

W, =g, j o®dv . (10.65)

Ve
Elementarna obj¢tosci wydzielonego elementu obszaru ,,B” oblicza si¢ ze wzoru
dvV =rdodr. (10.66)

Po uwzglednieniu w wyrazeniu (10.65) zalezno$ci (10.63) oraz (10.66) otrzymu-

je sie
. dr §
W, = co rn VAI Hl——sm ¢ do. (10.67)

Po czg$ciowym catkowaniu (wzglqdem r) uzyskuje sig

Wiy =00 s N2 E(3/2), (1069

E(o,v/3/2) =]1"/1—§sin2¢ do (10.69)
0

jest catka eliptyczna drugiego rodzaju, o nieznanym rozwiazaniu analitycznym.
Rozwiazanie tej catki metoda numeryczna przedstawiono na rys. 10.17 (w funk-
cji kata o).

gdzie

1,2
1,0 - — -
0,8
0,6 -
0,4 - — -
02 — -
010 T | T T | T T | T T | T T | T T | T T | T T | T T | T

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

kat ciggadfa o [° ]

catka eliptyczna E(a, \3/2)

Rys. 10.17. Rozwiazanie calki eliptyczneg drugiego rodzaju E(oc,\/§ /2), w funkcji kata o
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Moc dysypowana na powierzchniach nieciagtosci predkosci oraz na po-
wierzchniach matrycy wyznacza si¢ z rownania

Wy = [kvug dl+ [kvge di+ [mkvgg dl + [mk v, dI. (10.70)
Ing lsc log loa
Pierwsza catke okreslajaca moc dysypowana na powierzchni nieciagtosci lag,
wyznacza si¢ wykorzystujac zalezno$ci na nieciagtosci predkosci (10.52) oraz
na powierzchnig elementarna
dl=r, do. (10.71)
Zatem

Wg =2[kv, singr, do=2k v, 1, (1—cosa). (10.72)
0
Moc dysypowana na powierzchni nieciagtosci lgc, okreslona jest przez druga

catke wyrazenia (10.70). Warto$¢ nieciaglosci predkosci Vgc Wyrazona jest za-
leznoscia (10.53), ktora po wykorzystaniu zasady stalej objetosci materiatu

V, [ Sino =V, I, Siho (10.73)
sprowadza si¢ do postaci
n .
Voc =Va - SiN9. (10.74)
2
Natomiast elementarna powierzchnia nieciagtosci okreslona jest przez
dl=r, dd. (10.75)
Stad
Wye =2[kv, :—1§n¢ r, dop=2k v, r, (L- cosa) . (10.76)
0 2

Trzecia catka okresla moc rozpraszana, na powierzchniach zbieznych matry-
cy, w wyniku tarcia. Predkos¢ poslizgu vog wyznacza si¢ z zaleznosci (10.55)
przyjmujac za kat ¢ jego warto$¢ graniczna rowna o.. Elementarna powierzchnia
nieciaglosci w przyjetych wspotrzednych walcowych (w warunkach ptaskiego
stanu odksztatcenia) rOwna jest rézniczce promienia pomnozonej przez szero-
ko$¢ jednostkowa

dl =dr. (10.77)
Stad
) 2 I I
Wog =2.[mk Vi ?COSOL dr=2mkv, r, COSOL|nT- (10.78)
n 1
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Ostatnia catka wyrazenia (10.69) okresla moc rozpraszang w wyniku tarcia
materiatu o powierzchni¢ kalibrujaca narzedzia. Predkos¢ poslizgu voa rowna
jest predkosci obszaru ,,A”, a wigc

|
Woy = 2[ mk v, di = 2mk v, I, (10.79)
0

Moc wtozong oblicza sig korzystajac z zaleznosci
Wy, =2p® hv,. (10.80)

Z bilansu mocy wlozonej i dysypowanej uzyskuje si¢

i% n In'2 E(a,\/§/2) +4kr, (1-cosa) +

V3 n

;
+2mk r, coso In-2 + 2mk |, .
n

p™ 2h =
(10.81)

Z geometrii procesu i przyjgtego podziatu wynika, ze
n=—- (10.82)
oraz, ze

Tl = (10.83)

Po uwzglednieniu powstzych zalezno$ci w rownaniu (10.81) uzyskuje si¢

4 1 1- cosa
) = E 3/2) + 2k — =
p \/§Go sma (o, \/_/)

10.84
cosa., H 1, ( )
+mk | = In—+ =% |.

sna h h

Natomiast po wykorzystaniu warunku plastycznosci Hubera (o, = k\/§) oraz po
uporzadkowaniu wyrazow wyprowadza si¢ zalezno$¢ na naprezenie ciagnienia
W postaci bezwymiarowej

(+) _
p (E(oc N3/2) Ctg Jlnﬂﬁcﬂm_lk (1085)

2k sina h sina 2h

Narys. 10.18 przedstawiono zalezno$é¢ p™/2k od stosunku grubosci pasma
H/h, anarys. 10.19 — od kata zbiezno$ci matrycy o (przy réznych wartosciach
czynnikatarciam). Natomiast narys. 10.20 zilustrowano zalezno$¢ p™/2k od
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Rys. 10.18. Zalezno$¢ warto$ci napr¢zenia ciagnienia p(+)/2k od stosunku grubosci pasma
H/h, obliczona metoda gornej oceny, dla réznych wartosci czynnika tarcia m,
przy: a=15° oraz I,=0,1h
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Rys. 10.19. Zalezno$¢ warto$ci naprezenia ciggnienia p™/2k od kata o, uzyskana metoda
gornej oceny, dla réznych warto$ci czynnika tarcia m, przy: H/h=1,2 oraz I,=0,1h
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kata o, wyznaczona przy roznym H/h. Wykresy wykonano przy zalozeniu, ze
dtugoséé¢ odcinka kalibrujacego wynosi 1,=0,1h. Z danych zamieszczonych na
tych wykresach widaé, ze istnieje optymalna warto$¢ kata o, przy ktérych gorna
OCena naprgzenia ciagnienia osiaga minimum. Ta optymalna warto$¢ kata o
wzrasta wraz ze wzrostem czynnika tarcia m oraz z podwyzszeniem wartosci
stosunku wymiaréw H/h przeciaganego pasma.

1 0 ‘ | ‘ | } |
, g /
< 0,9 \ ﬁ/h=1’? /// y // /_
N i L
Lo\ "~
° / / i
S 07 | - -
2 H/h=1,5 i
& 0,6 7 /
Q ] L
2 05 4 \ =13 // //
kA = P .
g o4 _
g 0,3 i / i
] H/h=1,y o F
0,2 m=ro L
i 1=0,1h | |
0!1 T ‘ T T ‘ T T ‘ T T ‘ T T ‘ T I ‘ I T ‘ T } T ‘ T

0 10 20 30 40 50 60 70 80
kat zbieznosci ciagadta o [° ]

Rys. 10.20. Zalezno$¢ wartosci naprezenia ciagnienia p™/2k od kata o, uzyskana meto-
da gbrnej oceny, dla roznych wartosci stosunku grubo$ci pasma H/h,
przy: m=0,1 oraz ,=0,1h
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11. METODA LINII POSLIZGU | CHARAKTERYSTYK

11.1. Wiadomosci podstawowe

Czgstym zjawiskiem wystgpujacym w niektorych procesach obrobki pla-
stycznej jest pojawienie si¢ na powierzchni odksztatcanego materiatu charakte-
rystycznych linii, wykazujacych prawidtowy i regularny przebieg. Linie te two-
rza ortogonalng sie¢ krzywych i sa zawsze nachylone pod katem 45° do kierun-
ku naprezen gtownych, a wigc przebiegaja zgodnie z kierunkiem najwigkszych
naprezen stycznych. Zauwazono, ze wzdhuz tych charakterystycznych linii wy-
stepuje wzajemne przesunigcie materiatu i z tego powodu nazwano je liniami
poslizgu.

Metoda charakterystyk stosowana jest do analizy rozktadu naprezen i od-
ksztalcen oraz obliczania wielkosci naciskow wystepujacych w ptaskich i osio-
wo symetrycznych procesach obrobki plastycznej metali. Szybki rozwdj tef me-
tody tlumaczy si¢ tym, ze pozwala ona okresli¢ nie tylko site ksztaltowania ale
umozliwia réwniez wyznaczenie pola naprezen i predkosci plynigcia w przekro-
ju odksztatcanego ciata, ktore sa niezbedne przy projektowaniu procesu techno-
logicznego.

11.1.1. Linie poslizgu i charakterystyk

W dowolnym punkcie przekroju osrod-
ka ciagtego znajdujacego sie w ptaskim
stanie odksztalcenia plastycznego, istnieja
dwa wzajemnie prostopadle do siebie kie-
runki, wzdhuz ktorych naprezenia styczne
osiagaja warto$¢ maksymalna. Idac nie-
przerwanie od punktu do punktu i wyzna-
czajac kierunki maksymalnych naprezen B
stycznych otrzymuje si¢ siatke ortogonalna,
sktadajaca si¢ z dwoch rodzin linii o i f3

. . X
(rys. 11.1). Styczne do tych linii pokrywaja 0
si¢ z kierunkami maksymalnych naprgzen
stycznych, a linie te nazywaja sig liniami Rys. 11.1. Siatka linii poslizgu

poslizgu.
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Statyke plaskiego stanu odksztalcenia opisuja w uktadzie kartezjanskim
{x,y} dwa réwnania rownowagi wewngtrznej — zalezno$¢ (1.59) — oraz warunek
plastycznosci:

(0, ~ o, F + 42 =ak?, CERY

gdzie: k jest granica plastyczno$ci materiatu na $cinanie, przy czym k = o,/2 dla
warunku plastyczno$ci Treski lub k = cp/\/3 dla warunku plastycznosci Hubera
(op — granica plastycznosci przy jednoosiowym rozciaganiu).

Wyznaczenie wielkosci naprezen w kazdym punkcie ciata sprowadza sig
wiec do rozwiazania ukfadu trzech réwnan (1.59) i (11.1) z trzema nie-
wiadomymi oy, oy, T. Metoda rozwigzania tego uktadu podana przez Levy’ego
polega na wprowadzeniu w miejsce napr¢zen dwoch nowych niewiadomych,
mianowicie funkcji oy, (naprezenie $rednie) zaleznej od sumy naprezen glow-
nych oraz kata ¢, jaki tworzy wigksze z naprgzen gtownych z osia x (rys. 11.2).
Warunek plastyczno$ci w punkcie A mozna przedstawi¢ za pomoca kota Mohra
Przyjmujac, ze naprgzenia gtowne tworza uporzadkowanie 6;>63>cG,, warunek
ten dany zaleznoscia (11.1) na ptaszczyznie naprezen {c,t}, przedstawia koto ze
srodkiem w punkcie A’, o promieniu réwnym k (rys. 11.3). Srodek tego kota
okresla warto$¢ naprezenia sredniego, zwanego réwniez ci$nieniem hydrosta-
tycznym:

Gm Z%(Gl—(iz):%(ﬁx —Gy). (11.2)

Podstawienie Levy'ego wynika bezposrednio z przedstawionego kota
Mohra i wyraza si¢ uktadem réwnan:

Rys. 11.2. Schemat pokazujacy kierunki Rys. 11.3. Koto Mohra dla ptaskiego
dziatania naprezen gtownych w punkcie A stanu odksztatcenia
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11. Metoda linii poslizgu i charakterystyk

o, =0, +kcos2¢,

=0, —kcos2¢, ;. (11.3)
T,y =KsSin2¢.

Podstawienie to spetnia tozsamos$ciowo warunek plastycznosci (11.1), a réwna-

nia rownowagi (1.59) po wykorzystaniu zaleznosci (11.3), zawieraja tylko dwie
niewiadome funkcje (o, oraz ¢) i przyjmuja postac:

Oy

%n _oksin2g 2 4 2k cos2p X -,
ox ox oy (11.4)
oo, .

—+2ksin2¢@+2kcosz¢@=0.
oy oy ox

Jest to uktad dwu réwnan rozniczkowych czastkowych, quasi-liniowych, typu
hiperbolicznego, z dwiema niewiadomymi funkcjami o, i ¢ zmiennych nieza-
leznych x iy, ktory rozwiazuje si¢ metoda charakterystyk. Rozwiazanie to
(przyktadowo podane w [61]) prowadzi w pierwszej czesci do rownan kierun-
kow charakterystycznych, ktore nazywa si¢ rownaniami char akterystyk:

dy T
o= tg[d) + 4] . (11.5)

Otrzymane dwa kierunki charakterystyczne tworza dwie rodziny linii wzajemnie
ortogonalnych, ktére oznacza si¢ literami alfabetu greckiego o i 3, tak aby two-
rzyly uktady prawoskre¢tne {a,3}. Otrzymuje si¢ to wowczas, gdy zatozy sig, ze:

dy T
o) dx tg(d) 4)'

dy T
B) o —t9(¢+ 4}

W drugiej czgsci rozwiazania uktadu réwnan (11.4) otrzymuje si¢ zwiazki po-
migdzy funkcjami o, i ¢ zachodzace wzdtuz kierunkéw charakterystycznych
(11.6). Zwiazki te na odpowiednich rodzinach charakterystyk maja postac:

a) o, — 2K d=const,
B) o, + 2k ¢ =const.

Charakterystyki odgrywaja zasadnicza rol¢ w teorii ptaskiego stanu od-
ksztalcenia, nie tylko dlatego, ze umozliwiaja uzyskanie efektywnych roz-
wiazan, ale rowniez z powodu ich znaczenia fizycznego. Z réwnan (11.7) bez-
posrednio wynika, Ze sa one nachylone w kazdym punkcie pod katem +n/4 lub
-/4 wzgledem kierunkow gtéwnych okreslonych katem ¢. Kierunki charakte-
rystyk sa zatem kierunkami dziatania maksymalnych naprezen stycznych, abo
inaczej liniami poslizgu.

(11.6)

(11.7)
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11.1.2. Wilasnosci linii poslizgu

Linie pos$lizgu (charakterystyk) cechuja wlasnosci geometryczne i fizyczne,

ktore wykorzystywane sa przy konstruowaniu rozwigzania. Najwazniejsze z nich

to:

210

Linie poslizgu rodziny o i B tworza siatke ortogonalng. Wtasno$¢ ta wynika
bezposrednio z rownania (11.5).

Wzdhuz linii poslizgu przyrost naprg¢zenia Sredniego oy, jest proporcjonalny
do przyrostu kata ¢. Wiasno$¢ ta wynika ze zwiazkoéw na charakterystykach
(11.7) i danajest dlarodziny o zalezno$cia

do, =2k d¢, (11.8)

adlarodziny 3
do,, =—2k do. (11.9)

Kat pomigdzy stycznymi do dwoch linii
poslizgu jednej rodziny, prowadzonymi
w punktach ich przecigcia z ta sama linia
drugiej rodziny, ma stata wartos¢ nieza-
lezna od wyboru tej ostatniej. Jest to tak
Zwana pierwsza zasada Hencky’ ego.

Jezeli pewien odcinek AB linii poslizgu
jest prostoliniowy (rys. 11.4), to prosto-
liniowe sa roéwniez odcinki wszystkich
linii poslizgu tej samej rodziny, zawarte
pomigdzy dwiema liniami poslizgu dru-

gig rodziny, przechodzacymi przez A
punkty A i B.
Jezeli pewien odcinek linii poslizgu jest B

prostoliniowy, to wzdluz niego wielko-
$ci naprezen nie zmieniaja sig. Wlasnosé
ta jest oczywista, gdyz dla wszystkich
punktéw tego odcinka kat a jest staty,
awigc stata musi by¢ rowniez warto$¢
Om, co bezposrednio wynika z rownan
(11.7).

Jezeli znane jest naprezenie $rednie Gpgj W dowolnym punkcie siatki linii
poslizgu to mozna obliczy¢ 6, w kazdym innym punkcie tg satki np.
0 wspoétrzednych (m, n) —rys. 11.5. W tym celu stosuje si¢ zalezno$¢:

Sin(mny = Omgi,j) + 2K (¢(i,i) =20, j) + P(mn) ) (12.10)

Rys. 11.4. Przyktad siatki
zawierajacej odcinki
prostoliniowe; gdzie: AB = A’'B’



11. Metoda linii poslizgu i charakterystyk

e Przyrost naprgzenia Sredniego Acy przy przejsciu z jednej charakterystyki
na sasiednia tej samej rodziny, wzdhuiz charakterystyki drugiej rodziny, nie
zalezy od wyboru tej ostatniej, a wigc jest staly.

o Jezeli obie rodziny linii poslizgu sa prostoliniowe (rys. 11.6), to w obrgbie
tych linii istnieje jednorodny stan napr¢zenia. Wtasnos¢ ta wynika bezpo-
srednio z wezesniej podanej whasno$ci prostoliniowego odcinka linii posli-
Zgu i oznacza, ze w kazdym punkcie rozpatrywanego obszaru stan napr¢ze-
niajest identyczny.

e Prostoliniowe odcinki linii poslizgu jednej rodziny, ograniczone tymi sa-
mymi liniami poslizgu drugiej rodziny maja jednakowa dtugos$¢. Wiasnos¢
tawynika z poprzednich.

Rys. 11.5. Sposdb obliczenianaprezen Rys. 11.6. Naprgzenie 6, roztozone jest
w punktach (m,j) i (m,n) przy znanym rownomiernie, obie linie po$lizgu sa
naprezeniu w punkcie (i,j) prostoliniowe w obrebie danego obszaru

11.1.3. Siatki elementarne linii poslizgu

Wyznaczenie siatek charakterystyk ma podstawowe znaczenie przy rozpa-
trywaniu konkretnych zagadnien. W wielu przypadkach mozna je zestawial
z siatek o budowie elementarng).

Narys. 11.7 przedstawiono typowe elementarne siatki charakterystyk spoty-
kane w rozwiazaniach konkretnych probleméw. Pole ABC pokrywa najprostsza
siatka ztozona z dwoch rodzin prostych, o jednorodnym stanie naprg¢zenia
(w celu uproszczenia, linii poslizgu wewnatrz tego obszaru nie rysuje sig).
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W wycinkach kota CBE i CAF siatke
biegunowa tworza prostoliniowe pro-
Mienie, zbiegajace si¢ w jednym punk-
cie, i tuki kotowe zatoczone z tych
punktow. Kat v tego wycinka moze by¢
dowolny. Wzdluz prostoliniowych
charakterystyk kat ¢ =const ale ma
oczywiscie rozna wartos¢ na kazdej
znich. Podobnie mamy o, =const
wzdtuz tych charakterystyk. Wielkos¢
on na kazdej z nich oblicza sig¢ z od-
powiednigj zaleznosci on+2kd = const
lub o,-2kp=const, ktora obowiazuje
wzdtuz charakterystyk drugiej rodziny.
Siatka pokrywajaca pole ECFG nie
moze by¢ otrzymana w sposob elemen-
tarny. Jednakze jest ona tak czesto
spotykana w zastosowaniach, ze war-
tosci ¢ i oy W jej punktach weztowych Rys. 11.7. Siatki elementarne linii
zostaly stabelaryzowane i sa podane poslizgu (opis w tekscie)
w monografiach specjalistycznych, na
przyktad pozycje literaturowe [61, 69].

11.1.4. Wyznaczenie predkosci ptynigcia

Po obliczeniu naprezen, w sposob opisany w poprzednich punktach, ko-
nieczne jest sprawdzenie rozktadu predkosci plynigcia. Moze si¢ bowiem oka-
zaé, ze otrzymane rozwigzanie mimo iz spetnia rownania rownowagi, zwiazki
pomigdzy naprgzeniami i odksztalceniami oraz warunki brzegowe, jest kinema-
tycznie niedopuszczalne, to znaczy daje sprzecznosci w polu predkosci. Takie
rozwiazania sa niepoprawne i moga stanowi¢ tylko orientacyjna oceng. Poza tym
wyznaczenie pola predkosci ptynigcia umozliwia analizg przebiegu odksztatce-
nia, ustalenie stref odksztatconych plastycznie i obszarow martwych, w ktorych
zachodzi tylko odksztatcenie sprezyste.

Punktem wyjscia do wyznaczenia pola predkosci dla odksztatcanego metalu
jest stowarzyszone prawo plynigcia (11.11) oraz warunek niescisliwosei (11.12).

ov, oV ov
( ay +a_ny (o, —cy)—4a—xxrxy =0, (11.12)
ov
Ny Ny g (11.12)
ox oy
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Powyzszy uktad rownan (11.11) i (11.12) zawierajacy dwie niewiadome Vy i Vy
jest typu hiperbolicznego i moze by¢ rozwiazany metoda charakterystyk.

W pierwszej czesci rozwiazania otrzymuje si¢ rownanie kierunkow charak-
terystycznych, okreslone zaleznoscia (11.5), ktore sa identyczne jak dla pola
naprezen. Wynika stad, ze siatki linii poslizgu dla naprgzen i predkosci prze-
mieszczen sa identyczne.

W drugiej cze$ci rozwiazania kinematyki otrzymuje si¢ zwiazki kine-
matyczne na charakterystykach. Zwiazki te w lokalnym uktadzie odniesienia
{o,B} maja postac:

a) dv, —v, d¢=0, } (1113

B) dvg+v, dp=0.

Zaleznosci te podane przez H. Geiringer™®
[42, 61] maja proste znaczenie geometryczne.
Rozpatrzmy dwa sasiednie elementarne odcinki
BC i CD linii a (rys. 11.8). Kat nachylenia
zmienit sie przy przejsciu od B do C o widkosé
dd, a predkosci wzrosty o dv, i dvg. Przyrost
predkosci skierowanej wzdtuz BC po odrzuce-
niu matych wyzszego rzedu wynosi dv,, + vd¢.
Zaleznosci (11.13) oznaczaja wigc, ze predkosée
wydluzenia wzglednego na liniach po$lizgu jest
rowna zeru.

Druga wazna wtasno$cia charakterystyk jest
fakt, ze tylko one moga by¢ liniami nieciagltosci
predkosci [62].

W konkretnych rozwiazaniach pole predko-
$ci moze by¢ wyznaczone w Sposob numerycz-
ny metoda roznic skonczonych, po zastapieniu
w réwnaniach (11.13) rézniczek roznicami
skonczonymi. Procedura obliczeniowa polega
na kolegjnym rozwiazywaniu zagadnien brzego-

Rys. 11.8. Geometryczna , L .
interpretacja rownan wych. Sposob ten nie jest jednak czgsto stoso-

H. Geiringer (11.13) wany, poniewaz znacznie prosciej mozna wy-
znaczy¢ pole predkosci budujac wykreslnie

1% Hilda Geringer (1893-1973) — poczatkowo zwiazana z Uniwersytetem Wiedehskim, nastgpnie
podjeta pracg w Instytucie Matematyki Stosowanej na Uniwersytecie Berlinskim. W latach 1921-
27 byta asystentem R. von Mises’a. Jej prace naukowe znaczaco wzbogacily matematyczne pod-
stawy teorii plastycznosci. Wybuch I Wojny Swiatowej spowodowat, ze H. Geringer byta jednym
z wielu naukowcdow, ktdrzy musieli emigrowaé poza Europg.
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plan predkosci. Wazna zaleta planu predkosci jest wizualizacja wynikéw, po-
zwalajaca bezposrednio otrzymac obraz ruchu czastek.

Plan predkosci buduje si¢ na plaszczyznie predkosci, na ktorej wszystkie
wektory predkosci odktada si¢ od wspolnego bieguna. Przy budowie hodografu
wykorzystuje si¢ geometryczne zalezno$ci pomigdzy siatka charakterystyk
i odpowiadajaca jej konstrukcja na ptaszczyznie predkosci. Zaleznosci te znalezé
mozna w literaturze specjalistycznej, przyktadowo pozycje [4, 62, 71].

W ninigjszg pracy ze wzgledu na jej objgto$¢ ograniczono sig tylko do obli-
czen statyki (wyznaczenia naprezen, obcigzen uplastyczniajacych). Nalezy jed-
nak zauwazy¢, ze dla wigkszosci przytoczonych rozwiazan konstrukcje planow
predkosci znalez¢ mozna w literaturze specjalistycznej [4, 31, 61, 71].

11.2. Speczanie bloku

Pierwsze rozwiazanie zagadnienia $ciskania prostokatnego bloku w warun-
kach ptaskiego stanu odksztalcenia, wykorzystujac metodg linii poslizgu podat
L. Prandtl [49]. Jednakze, jak wykazat R. Hill i in. [27] rozwiazanie to jest
stuszne w przypadku, gdy materiat oraz ptyty odksztalcajace sa nieskonczenie
szerokie.

11.2.1. Speczanie przy czynniku tarciam=1

W przypadku, gdy wartos¢ czynnika tarcia m=1 (u>0,39), naprezenie
styczne na powierzchni styku osiaga swa maksymalna warto$¢ rowna, granicy
plastycznosci na $cinanie K. Rozwiazanie dla tego przypadku spgczania przed-
stawione jest m.in. w pracach [26, 27, 58].

Wyznaczenie pola linii poslizgu rozpoczyna si¢ od wykreslenia obszaru
0 jednorodnym stanie naprgzenia, trojkata OAQO’, przy czym ze wzgledu na sy-
metri¢ rozwazania mozna ograniczy¢ do jednej, np. lewej czgSci prasowanego
bloku —rys. 11.9. Punkt O jest punktem osobliwym, ze wzgledu na nieciagtosé
obciazenia, z ktérego wychodzi wachlarz promieniowych charakterystyk. Po-
niewaz brzeg OO’ jest nieobcigzony, a jednak uplastyczniony to z faktu tego
wynika, ze w trojkacie OAO’ wystepuje jednorodny stan naprezenia: oy = 0,
oy = -2k lub o, = -k, ¢ =0. W polu OAB linie poslizgu wychodzace promienio-
wo z punktu A, naleza do rodziny a, a zatem wzdtuz tych linii naprgzenie $red-
nie o, (ze wzgledu na stata warto$¢ kata ¢) jest state. Natomiast korzystajac ze
zwiazku na charakterystyce 3 mozna zapisac, ze

Omeoe) + 2K dop) = Omeoay T 2K don) - (11.14)

Po przeksztalceniach oraz uwzglednieniu, ze ¢os) = /4, Gmon) = K, doa) =0
uzyskuje si¢ warto$¢ naprezenia Sredniego na linii OB
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Rys. 11.9. Siatkalinii poslizgu dla przypadku zgniatania ptaskownika
przy b/h=5450razm =1

T T
c =—k-2k—=—-k|1+—]. 11.15
m(0B) 4 ( Zj ( )
Nacisk jednostkowy na linii OB réwny jest sktadowej naprezenia oy, czyli

T
Pos) = Oy gy = Omiop) ~ K COS2¢ ) = O gy = —k(1+ Ej : (11.16)

Zgodnie z zaloZzeniem sita tarcia na linii styku OB ma by¢ réwna k, zatem
z otrzymanego wyrazenia (11.16) wynika graniczna warto$¢ wspolczynnika
tarciap. Mamy bowiem

pu=k (11.17)

stad

n=X__1 ~039.
p

1+

(11.18)

N3

Konstrukeji siatki charakterystyk w krzywoliniowym czworokacie ABCB’
dokonuje si¢ przez rozwiazanie zagadnienia charakterystycznego. W tym celu
zastepuje sie lukowa charakterystyke o linia famang sktadajaca si¢ z kolejnych
cigciw taczacych sasiednie wezty (rys. 11.10a). Ze wzgledu na symetrig procesu,
konstrukcje siatki charakterystyk prowadzi si¢ tak by jej linie przecinaly sig
z osig X pod katem /4. W weztach na charakterystyce 3o wykresla si¢ normal-
ne do cigciw, konczacych si¢ w danym wezle. I tak kreslac normalna do cigciwy
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taczacej wezty (0,0) i (1,0), wychodzaca z punktu (1,0) otrzymuje si¢ w wyniku
przecigcia sig tej normalnej z osia X punkt (1,1) — rys. 11.10b. Wykreslona nor-
malna taczaca punkty (1,0) i (1,1) jest sieczna poszukiwanego tuku charaktery-
styki o. Nastepnie w wezle (1,1) wykresla si¢ normalng do tej sieczngj, ktora
przecinajac si¢ z normalna wykreslona z wezta (2,0) wyznacza nastgpny wezet
siatki charakterystyk (2,1). Konstrukcje taka powtarza si¢ az do wykreslenia
wszystkich weztow w obszarze trojkata krzywoliniowego ABC —rys. 11.10c.
Nastepnie konstruuje si¢ przedtuzenie charakterystyki w obszar trgjkata
krzywoliniowego ograniczonego brzegiem charakterystyki as, ha odcinku BC
i brzegiem BF. Jest to problem mieszany. Ze wzgledu na zatozenie, zgodnie
z ktérym 1 na powierzchni styku rowne jest k, brzeg ptyty stanowi obwiednig
charakterystyk o, ktore dochodza do tego brzegu stycznie, podczas gdy charak-

c)

d)

Rys. 11.10. Schemat postgpowania przy wykreslaniu siatki linii poslizgu dla procesu
speczania ptaskownika
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terystyki B dochodza normalnie. PotoZzenie weztow siatki wyznacza si¢ metoda
wykreslna. Z wezta (5,1) kresli si¢ normalna do odcinka taczacego punkty (5,0)
i (5,1). W miejscu przecigcia si¢ normalnej z brzegiem OF znajduje si¢ poszu-
kiwany wezet (6,1). Nastepnie wykresla si¢ pozostate wezty lezace na charakte-
rystyce as, wykorzystujac w tym celu konstrukcj¢ opisana przy wyznaczaniu
wezta (2,1) (zagadnienie charakterystyczne) oraz w przypadku wezta (6,6) kon-
strukcje dla punktu (1,1) — rys. 11.10d. Konstrukcje przedtuzenia powtarza si¢
dopGty, dopdki skrgina charakterystyka o nie przejdzie przez $rodek Symetrii
przekroju poprzecznego F. Doktadno$¢ opisanej metody rowna jest potowie
przyjetego podziatu katowego i wynosi dla analizowanego przypadku +4,5°.

W tabeli 11.1 zestawiono wartosci wspotrzednych X 1 y oraz funkcji ¢ i oy,
W poszczegolnych punktach weztowych, dla analizowanego przypadku spgcza-
nia(b/h =5,450razm = 1).

Znajomos$¢ warto$ci parametru katowego ¢ oraz naprezenia Sredniego op,
W poszczegolnych punktach weztowych pozwala na wyznaczenie sktadowych
tensora naprgzenia w tych punktach. W tym celu wykorzystuje si¢ wzory
Levy’ego w postaci:

Oy.p =CmG) ~ kcos2¢y; ;)
Cx.y = Omaijy T KCOS2( (11.19)
l-Xy(i,J) - I(szq)(i,i)'

Obliczone warto$ci zestawiono w tabeli 11.2.

Wyznaczenie nacisku plyt $ciskajacych
Nacisk p wywierany przez ptyte na odcinku OD (rys. 11.11) rowny jest na-

prezeniu normalnemu o,. I tak dla odcinka OB, bedacego prostoliniowym od-
cinkiem charakterystyki as nacisk ten jest staty i wynosi (patrz tab. 11.2).

Pac _ Ps.0) _ GY(s,o) =-1285, (11.20)
2k 2k 2k

a nastgpnie wzrasta na odcinku BD osiagajac kolejno dla poszczegélnych we-
ztow brzegowych nastgpujace wartosci:

(e}
Punkt (61) ©1 _ V6D _ g 550

2k 2K
Punkt (7,2) Mfy””:—],gm, (11.21)
2k 2k
(e)
Punkt 83) A _ Y63 _ 5 o0g
2k 2k
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Tabela11.1.

Wartosci funkcji ¢, o oraz wartosci wspotrzednych punktéw weztowych x iy, dla przypadku
speczania przy b/h=5,45 i m=1

aB 0 1 2 3 4 5 6 7 8
xh | 1,000 | 1.144 | 1260 | 1,345 | 1,397 | 1,414 | — | — | —
o | yh | 0000|-0169|-0358|-0563|-0.779-1000| -~ | — |
o |0000|-0,157|-0,314|-0471|-0628|-0780| - | - | -
/2 | -0500 | -0,657 | 0,814 |-0,971 | -1.128 | -1.285| - | - | -
xh | 1144 | 1342 | 1514 | 1.656 | 1,763 | 1.829 | 1.832 | — | —
L | yn |o169 | 0000 |-0202-0434|-0691|-0967|-L000| — | -
o |0,157 | 0,000 |-0,157 | -0.314|-0.471|-0.628 | 0,785 | - | --
/2 | -0.657 | -0,814 | 0,971 | -1,128 | -1.285 | -1.442 | -1.600| - | -
xh | 1.260 | 1,514 | 1.751 | 1.962 | 2,139 | 2.273 | 2,298 | 2.301 | —
, | ¥h | 03580202 | 0000 |-0247|-0535| 0,801 |-0,963|-1000| -
o 10314 0,57 | 0,000 |-0.157|-0.314 | -0.471 | -0,628 | -0,785| ---
u/2k | 0814|0971 | -1,128 | 1,285 | -1.442 | -1.600 | -1.757 | -1.914 | -
x/h | 1,345 | 1,656 | 1,962 | 2,251 | 2,512 | 2,735 | 2,806 | 2,834 | 2,837
4| Y | 0563|0434 | 0247 | 0,000 |-0,306 |-0,699 | -0,844 | -0958 | -1,000
o | 0471|0314 | 0157 | 0,000 | -0.157 | -0.314 | -0.471 | -0,628 | -0,785
ou/2k |-0971|-1,128 | -1,285 | -1,442 | 1,600 | -1.757 | -1.914 | -2,071 | -2,228
x/h | 1,397 | 1,763 | 2,139 | 2,512 | 2,871 | 3,200 | 3.343 | 3,425 | 3.457
, | vy | 0779 | 0691 | 0535 | 0306 | 0,000 |-0,385 | -0,619|-0,816 | -0,951
o 106280471 | 0314 | 0157 | 0,000 | -0.157 | -0.314 | -0,471 | -0,628
ou/2k | -1,128|-1,285 | -1,442 | -1,600 | -1,757 | -1.914 | -2.071 | -2,228 | -2,385
x/h | 1,414 | 1,829 | 2,273 | 2,735 | 3,200 | 3,650 | 3,892 | 4,058 | 4,153
s | Y | 1000|0967 | 0801 | 0,699 | 0,385 | 0,000 |-0.283|-0554 0,784
o 0785|0628 | 0471 | 0314 | 0,157 | 0,000 | -0.157 | -0,314 | -0,471
ou/2k | -1,285 | -1,442 | -1,600 | -1,757 | -1,914 | 2,071 | -2.228 | -2.385 | -2,542
xh | — | 1,832 2,298 | 2,806 | 3,343 | 3,892 | 4.223 | 4,477 | 4,649
6| yh | — | 1000|0963 0844|0619 028300000297 |-0579
o | — |0785|0628| 0471|0314 | 0157 | 0,000 |-0,157 | -0,314
o/2k | — |-1600|-1,757|-1,914 | 2,071 | 2,228 | -2,385 | -2,542 | -2,699
xh | — | -— | 2301 2,834 | 3.425 | 4.058 | 4477 | 4,825 | 5,089
Sl yn |~ | — |1000| 0958 | 0816 0554 | 0297 | 0,000 |-0,309
o | — | — |o0785| 0628|0471 0314|0157 | 0,000 |-0,157
o2k | — | — |-1914|-2071|-2,208| 2,385 | -2,542 | -2,699 | -2.856
xh | — | — | — | 28373457 | 4153 | 4,649 | 5089 | 5451
g| YN | — | — | — |1000| 09510784 0579|0309 | 0000
o | — | — | — |o0785| 0628 0471|0314 | 0,157 | 0,000
o2k | — | — | — |-2228|-2,385|-2,542 | -2,609 | -2,856 | -3,013

218



11. Metoda linii poslizgu i charakterystyk

Tabela11.2.

Wartosci sktadowych stanu naprezenia w punktach weztowych, dla przypadku speczania bloku
przy b/h=5,45 i m=1

aB 0 1 2 3 4 5 6 7 8

oy,/2k |-1,000|-1,133|-1,219|-1,265|-1,281 | -1,285 | --- --- ---
0 | /2k | 0,000 |-0,182]|-0,410|-0,677|-0,974 |-1,285| --- --- ---
1,/2k | 0,000 | 0,155 | 0,294 | 0,405 | 0,476 | 0,500 | --- --- ---
oy/2k |-1,133|-1,314 | 1,447 | -1,533|-1,579 | -1,597 | -1,600 | --- ---
1| o,/2k |-0,182|-0,314|-0,496 | -0,724|-0,992 | -1,288 | -1,600 | --- ---
T/2k | 0,155 | 0,000 | 0,155 | 0,294 | 0,405 | 0,476 | 0,500 | -- ---
oy/2k | 1,219 | 1,447 |-1,628 | -1,761 | -1,847 |-1,893 | -1,911 | -1,914 | ---
2 | oy2k |-0,410|-0,496 |-0,628 | -0,810|-1,038|-1,306 | -1,602 | -1,914 | ---
T/2k | 0,294 | 0,155 | 0,000 | 0,155 | 0,294 | 0,405 | 0,476 | 0,500 | ---
oy/2k | -1,265|-1,533|-1,761 | -1,942 | -2,075 | -2,161 | -2,208 | -2,225 | -2,228
3 | o2k |-0,677|-0,724|-0,810|-0,942|-1,124 | -1,352 | -1,620 | -1,916 | -2,228
T4/2k | 0,405 | 0,294 | 0,155 | 0,000 | 0,155 | 0,294 | 0,405 | 0,476 | 0,500
oy/2k |-1,281 |-1,579|-1,847 | -2,075 | -2,257 | -2,389 | -2,475 | -2,522 | -2,539
4 | o,/2k |-0,974|-0,992|-1,038|-1,124 | -1,257 | -1,438 | -1,666 | -1,934 | -2,230
1,/2k | 0,476 | 0,405 | 0,294 | 0,155 | 0,000 | 0,155 | 0,294 | 0,405 | 0,476
oy/2k | 1,285 |-1,597 | -1,893 | -2,161 | -2,389 | -2,571 | -2,703 | -2,789 | -2,838
5 | o/2k [-1,285|-1,288|-1,306 | -1,352 | -1,438 | -1,571 | -1,752 | -1,980 | -2,248
1,/2k | 0,500 | 0,476 | 0,405 | 0,294 | 0,155 | 0,000 | 0,155 | 0,294 | 0,405

oy/2k | --- |-1,600|-1,911 |-2,208|-2,475 | -2,703 | -2,885 | -3,018 | -3,104
6 | o2k | --- |-1,600|-1,602 |-1,620|-1,666 |-1,752|-1,885|-2,067 |-2,295
To/2k | --- | 0,500 | 0,476 | 0,405 | 0,294 | 0,155 | 0,000 | 0,155 | 0,294
oy/2k | - -- |-1,914|-2,225|-2,522 | -2,789 | -3,018 | -3,199 | -3,332
7| od2k | - -- |-1,914|-1,916|-1,934 | -1,980 | -2,067 | -2,199 | -2,381
Tol2k | --- | 0,500 | 0,476 | 0,405 | 0,294 | 0,155 | 0,000 | 0,155
oy/2k | - - -~ |-2,228|-2,539|-2,838 | -3,104 | -3,332 | -3,513
8 | o2k | - --- -~ |-2,228|-2,230|-2,248 | -2,295| -2,381 | -2,513
Tol2K | - --- --- | 0,500 | 0,476 | 0,405 | 0,294 | 0,155 | 0,000

Ze wzgledu na zalozenie, ze obszar DEF jest sztywny to rozklad naprezen
W nim jest nieokres$lony, a tym samym nieznany jest rozktad nacisku na odcinku
DF. Jednakze z réwnowagi obszaru DEF mozna wyznaczy¢ wartos¢ Sredniego
nacisku ppr. Rozpatrujac rownowage DEF (rys. 11.12a) wzgledem osi y otrzy-
muje si¢ nastgpujacy warunek

E E
Poe AXpe =Icm cosn ds—jk snnds. (11.22)
D D
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nacisk p/2k
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Rys. 11.11. Rozktad nacisku p/2k na powierzchni ptyty (w warto$ciach bezwzglgdnych),
wyznaczony dla analizowanego przypadku podanego narys. 11.9

a) Por

SRERRETT

Rys. 11.12. Okreslenie nacisku plyty na odcinku DF: a) wydzielony sztywny element DFE,
b) elementarny odcinek charakterystyki brzegowej DE

Korzystajac z rysunku 11.12b mozna zapisac, ze

ds cosn = dx,
ds sinn=dy. } (11.23)
Zatem
E E
Poe AXpe = [0, dx— [kdy, (11.24)
D D

a $redni nacisk ppg Wynosi
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E E
Dop = — Ucm dx - [k dyJ. (11.25)
AXpe \ 5 5

Linia charakterystyk ag taczaca punkty D i E wyznaczona jest przez cigciwy
migdzywezlowe. Z tego tez wzgledu mozliwe jest zastapienie catkowania su-
mowaniem, przy czym poniewaz $rednie naprezenie o, Wyznaczone jest tylko
w punktach weztowych to do obliczen przyjmuje si¢ $rednie wartosci oy, obli-
czone wg zaleznos$ci

O | ZE(G”“& o+ O ) (11.26)

Zatem zgodnie z powyZzszym mozna zapisac, ze

E 7 7

1

I(Sm dXZZGmJ AXJ :ZE(O-m(SJ) +Gm(8,j+l) XX(&J*]-) - X(S,j)) (1127)
D i=3 i=3

oraz

E 7 7
Jldy=>kay, 4 (Vo) ~ Yiagen )=k - (11.28)
D j=3 j=3

Wykorzystujac powyzsze zaleznosci zapisuje si¢ dla analizowanego przypadku,
$redni nacisk jednostkowy ppe W postaci bezwymiarowsj, jako
Poe _ 1 ; ijAX-— h _
2k Axpe 2k ) 2AXye
Dla danych przedstawionych w tabelach 11.1 i 11.2 wyznaczenie warto$ci od-
jemng w rownaniu (11.29) przedstawiono w tabeli 11.3.
Po uwzglednieniu, ze Xpg = 2,764 otrzymuje si¢
Poe . 6728 1

(11.29)

= =-2,615. 11.30
2k 2,764 2-2,764 ( )
Tabela1l.3.
Schemat obliczer catki okreslonej zaleznosciq (11.27), wchodzqcej w skiad réwnania (11.29)
. O
2k 2k
3 0,620 -2,306 -1,430
4 0,696 -2,463 -1,714
5 0,496 -2,620 -1,300
6 0,440 -2,777 -1,222
7 0,362 -2,934 -1,062
Suma -6,728

221



Z. Pater, G. Samotyk ,,Podstawy teorii i analizy obrébki plastycznej metali”

Uzyskane wyniki rozktadu nacisku przedstawione zostaly w formie wykresu na
rys. 11.11. Wartos¢ $redniego nacisku pg na powierzchni styku mozna wyzna-
czy¢ wykorzystujac otrzymany rozktad nacisku (rys. 11.11), w oparciu o réwna-
nie:

ps’r _ 1XF
E—Bj‘p dx. (11.31)

11.2.2. Speczanie przy czynniku tarciam<1

W przypadku, gdy czynnik tarcia m na powierzchni kontaktu jest mnigjszy
od 1 (odpowiada to speczaniu przy p < 0,39) to naprezenie styczne na tej po-
wierzchni przyjmuje warto$ci mniejsze od granicznych, rownych k. Rozwiazanie
zagadnienia spgczania bloku, przy takich parametrach tarcia ma odmienny cha-
rakter od omowionego uprzednio. Siatke linii poslizgu dla przypadku speczania
przy m = 0,26 oraz b/h = 4,88 podaje sie na rysunku 11.13.

Rozwiazanie zaczyna si¢ jak poprzednio od zalozenia prostoliniowej linii
poslizgu OA. Wielko$¢ przylegajacej do tej linii biegunowej siatki linii poslizgu
ograniczona jest katem y. Warto$¢ tego kata wynika z warunku tarcia na po-
wierzchni styku, zapisywanego réwnaniem tarcia stalego. Po wykorzystaniu
podstawienia Levy’ego otrzymuje si¢ nastepujacy uktad rownan:

T =mk
Xy“"_Di( . , (11.32)
TX)’(O,D) - Slr"4)(0,D)

Rys. 11.13. Siatka linii poslizgu dla przypadku spgczania bloku,
przy m = 0,26 oraz b/h = 4,88 (opis w tekscie)
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z ktorego oblicza si¢ warto$¢ parametru katowego ¢op) W trojkacie podstem-
plowym OBD:

dop) = % arcsin(m) , (11.33)

Ze wzgledu na fakt, ze w trojkacie OBD wystgpuje jednorodny stan naprezenia
mamy ¢og)y = ¢op). Wartos¢ kata wierzchotkowego y wynika bezposrednio ze
zwiazku na charakterystyce o 1 rozwazanym przypadku wynosi

Y =008 ~ P00 =P08) (11.34)

gdyz ¢ =0, ze wzgledu na symetrig bloku spgczanego.

Podstawiajac dane wejsciowe dla analizowanego przypadku spgczania
(m =0,26) otrzymuje si¢ y = 0,2618 (15°). Korzystajac ze zwiazku na charakte-
rystyce o mozna zapisac, ze

Om(0g) =Omp) =m0 + P00 ~ P =—05+0-y=-05-v. (1135

Wyznaczenie stanu naprg¢zenia w czworokatach ABCB’ i BCED, polega na
rozwigzaniu zagadnien charakterystycznych w oparciu o znane juz wartosci na
liniach ABD i AB’. Nastepnie rozwiazuje si¢ zagadnienie mieszane utworzone
przez dane na linii po$lizgu DE i warunek t,, = mK, wzdhiz powierzchni kontak-
tu DF. Nastgpny krok stanowi przedluzenie rozwiazania na pozostala czgs$¢
osrodka. Cecha charakterystyczna rozwigzania jest stala warto$¢ parametru ka-
towego ¢ w punktach weztowych, znajdujacych si¢ na powierzchni kontaktu
material-narzedzie.

W tabeli 11.4 zestawiono wartosci parametréw X, Y, ¢ i oy, uzyskane dla po-
szczegolnych punktéw wezlowych analizowanego rozwiazania. Szczegodlna
cecha otrzymanej siatki linii po$lizgu jest wystgpowanie obszaréw z jednorod-
nym stanem naprezenia w postaci szeregu trojkatow prostokatnych, przylegaja-
cych do linii styku oraz czworobokow I, 11 (rys. 11.13) wzdtuz poziomej osi
symetrii. Obszary te w miar¢ oddalania si¢ od brzegu OO’ sg coraz mniejsze.

Wyznaczenie nacisku ha powierzchni styku przeprowadza si¢ w sposob ana-
logiczny jak dla przypadkow speczania przy m =1 (u > 0,39). Na odcinku OG
rozktad nacisku p okreslony jest wartoSciami o, W poszczegolnych punktach
brzegowych lezacych na tym odcinku. Natomiast warto§¢ nacisku §redniego poy
nalezy obliczy¢ z warunku rownowagi obszaru GHS.

W sposdb odmienny od prezentowanego w ninigjszym podrozdziale wyzna-
cza si¢ siatke linii poslizgu przy zatozeniu statej wartosci wspotczynnika tarcia
n. Wowcezas ze wzgledu ma wzrastajace naprezenie o, zwigkszeniu ulega row-
niez warto$¢ naprezenia Ty(Ty = Moy) wzdluz powierzchni kontaktu. Schemat
rozwiazania, przy zatozeniu p =const < 0,39, podany zostatl przez Alexandera
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[1]. Rozwiazanie takie zawarte jest rowniez w poprzednich opracowaniach auto-
réw, np. [73].
Tabela11.4.

Wartosci funkcji ¢, o oraz wartosci wspotrzednych punktéw weztowych x iy, dla przypadku
speczania przy blh = 4,88 im = 0,26

p

. 0 1 2 3 4 5 6 7 8
xh [ 1000]1083]1158[1224]1633] - [ — [ — | —
o | ¥h ] 0000 |-0001-0189|-0293(-1000| - | - | - | -
¢ | 0000|-0087|-0174|-0262|-0262| --- | - | - | -
/2 | 0,500 | -0,587 | -0,674 | 0762 | 0,762 | - | - | - | -
xih | 1,083 [ 1,182 | 1,274 | 1,375 | 1,800 | 1,856 | - | - | -
. | ¥h ] 0091 0000|-0100|-0,208|-0,208|-1,000| - | - | --
¢ | 0087|0000 |-0087|-0174|-0174|-0262| - | - | -
/2K | -0,587 | -0,674 | -0,762 | -0,849 | 0,849 | -0,936 | - | - | --
xth | 1,158 | 1,274 | 1,383 | 1,485 | 1,997 | 2,062 | 2132 | - | —
, | ¥/ | 0189 | 0100 | 0,000 |-0110|-0,778|-0,881|-1,000 | - | --
¢ | 0174|0087 | 0,000 |-0,087 | -0,087 | -0,174 |-0,262 | - | -
/2K | -0,674 | -0,762 | -0,849 | -0,936 | -0,936 | -1,024 | -1,111 | - | --
xih | 1,224 | 1,375 | 1,485 | 1,605 | 2,186 | 2,273 | 2,352 | 2,426 | -
g | ¥/ | 0293|0208 | 0110 | 0,000 [-0633 -0,746 | -0,872 |-1,000| -~
¢ | 0262|0174 | 0,087 | 0,000 | 0,000 | -0,087 |-0,174 | -0,262 | -
/2K | -0,762 | -0,849 | -0,936 | -1,024 | -1,024 | -1,111 | -1,198 | -1,285| ---
xih | 1,633 | 1,800 | 1,997 | 2,186 | 2,877 | 3,029 | 3,171 | 3273 | 35555
4 | Yh | 1000 | 0208 | 0,778 | 0,633 | 0,000 | -0,166 | -0,351 | -0,511 | -1,000
¢ | 0262|0174 | 0,087 | 0,000 | 0,000 | -0,087 | -0,174 | -0,262 | -0,262
6,/2k | -0,762 | -0,849 | -0,936 | -1,024 | -1,234 | -1,198 | -1,285 | -1,373 | -1,373
xih | — [ 1856|2062 | 2273|3029 3211 | 3,383 | 3513 | 3,823
g | ¥h | - | 1000|0881 | 0746 | 0166 | 0,000 [-0188-0,358 | -0,845
¢ | — | 0262|0174 | 0,087 | 0,087 | 0,000 |-0,087 |-0,174 | -0,174
onl2k| - |-0,936-1,024 |-1,111|-1,198 | -1,285 | -1,373 | -1,460 | -1,460
xh | - | - [2132] 2352|3171 | 3383|3588 | 3,750 | 4,118
6| ¥h| -~ | - |L000| 0872|0351 0,88 | 0,000 -0,176 |-0,657
¢ | — | -~ |0262|0174| 0174 | 0,087 | 0,000 |-0,087 | -0,087
onl2k| -~ | -~ |-1,111|-1,198]-1,285]|-1,373 | -1,460 | -1,547 | -1,547
xh | — | —— | — |2426]3273] 3513|3750 | 3943 | 4,369
2l ym | -~ | -~ | — | 1000|0511 | 0358 | 0,176 | 0,000 |-0465
o | —- | - | -~ |0262]|0262| 0174 | 0,087 | 0,000 | 0,000
onl2k| - | -~ | -- |-1,285|-1,373|-1,460 | -1547 | -1,634 | -1,634
xh | — | — | — | — |3555]3823|4,118 4,369 | 4876
g| Yh | — | — | — | - |1000| 0845 0657 | 0465 | 0,000
6 | — | —~ | - | — |o0262|0174 0,087 | 0,000 | 0,000
opl2k| = | - | - | - |-1,373|-1,460 |-1547 | -1,634 | -1,634
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11. Metoda linii poslizgu i charakterystyk

11.3. Ciagnienie pasma

Geometria procesu ciagnienia charakteryzowana jest stosunkiem grubosci
pasma (przed i po procesie) H/h oraz katem zbiezno$ci $cian matrycy a. W za-
leznos$ci od relacji pomigdzy tymi parametrami rozroznia si¢ dwa schematy bu-
dowy linii charakterystyk. Przypadek graniczny pomiedzy tymi schematami
stanowi ciagnienie pasma (przy danym o) z (H/h),, okreslonym zaleznoscia

(H/h), =1+2sina.. (11.36)

Ponadto, przy budowaniu siatek wazna jest znajomos$¢ sit tarcia na po-
wierzchniach narzedzia, charakteryzowana np. czynnikiem tarcia m.

11.3.1. Ciagnienie z H/h < (H/h)y

Konstrukcje siatki (rys. 11.14a) przeprowadzono przy zalozeniu, ze po-
wierzchnie robocze narzedzia sa idealnie gladkie (m = 0) oraz, ze nacisk p, wy-
wierany przez material na powierzchnie narzgdzia jest rtOwnomiernie roztozony.
W analizowanym przyktadzie przyjeto o = 30° oraz H/h = 1,5.

Zgodnie z przyjetymi zatozeniami konstrukcje siatki rozpoczyna si¢ od wy-
kresélenia trojkata A 0,0 B (rys. 11.14b) charakteryzujacego si¢ rownomiernym
stanem naprgzenia z prostoliniowa siatka charakterystyk. Narozne punkty A i B
sa punktami osobliwymi (ze wzgledu na nieciagto$¢ obciazenia), z ktérych wy-
chodza wachlarze siatek biegunowych. Rozwiazanie prowadzi sie w ten sposob,
aby charakterystyki obu rodzin zbiegly si¢ na plaszczyznie symetrii, dochodzac
do tej plaszczyzny pod katem +n/4. Kolejne etapy postgpowania przy wykresla-
niu siatki zilustrowane sa na rys. 11.14c+h. Doktadno$¢ katowa zastosowane,
uproszczongj metody konstrukcji siatki charakterystyk wynosi +d¢, a wigc
w analizowanym przypadku +5°.

Znajomo$¢ siatki charakterystyk oznacza znajomos$¢ zarowno katow ¢ jak
I warto$ci wspotrzednych poszczegoélnych punktow weztowych — tabela 11.5.

W celu okreslenia naprgzenia ciagnienia nalezy najpierw okreslic wartos¢
napr¢zenia Sredniego w wezle 0,0. Wyznacza si¢ go z warunku rownowagi sit
dziatajacych na obszar sztywny charakterystyki brzegowej o). Na obszar ten
dzialajq sity wewnetrzne (rys. 11.15a). Przyjmujac szerokos¢ ciagnionego pasma
rowna jednosci, otrzymuje si¢ (po zrzutowaniu sit na 0§ X) nastepujace rGwnanie

A A
jcmgnn ds + Ikcosn ds=0. (11.37)
25 25
Zapisujac, zgodnie z rys. 11.15b, zZe:
dx =ds cosn, (11.38)
dy=dssinm, (12.39)
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Rys. 11.14. Konstrukcja siatki po§lizgu dla procesu ciagnienia przez idealnie gtadkie
ciagadto przy a=30° oraz H/h=1,5: a) siatka linii po$lizgu, b+h) kolejne etapy postgpowania
przy wykreslaniu siatki (linie rodziny o oraz )
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11. Metoda linii poslizgu i charakterystyk

Tabela 11.5.
Wartosci funkcji ¢ oraz wartosci wspétrzednych punktow weztowych x i y, przy a=30°i H/h=1,5

B 0 1 2 3 4 5

) -0,5236 | -0,3491 | -0,1745 0,0000 0,1745 0,3093
0 x/a -0,5000 | -0,4157 | -0,2924 | -0,1340 0,0549 0,2179
yla 0,8660 1,0077 1,3112 1,5000 1,6585 1,7569

) -0,6981 | -0,5236 | -0,3491 | -0,1745 0,0000 0,1348
1 xla -0,7428 | -0,6918 | -0,5884 | -0,4331 | -0,2280 | -0,0378
yla 0,9088 1,1982 1,4821 1,7510 1,9955 2,1617

) -0,8329 | -0,6584 | -0,4838 | -0,3093 | -0,1348 0,0000
2 xla -0,9332 | -0,9201 | -0,8464 | -0,7088 | -0,5061 | -0,3055
yla 0,9126 1,2431 1,5818 1.9176 2,2385 2,5000

a) A .
i
|
{ Ay, X5 'MXA
i <
At
HW A 20
\ 4
1Ay, | 2.1
{ AyS:L 22
Y,
{ Ay, | 24X k
T T T T T T - o [F
| 2,5 /
ds n

Rys. 11.15. Schemat do wyznaczania warto$ci naprezenia Sredniego Go,).
a) obszar sztywny ptaskownika przed wejsciem w szczeling ciagadta;
b) wydzielony elementarny element z charakterystyki brzegowej

warunek rownowagi sit przeksztatca sig do
A

A
[ondy+ [kdx=0. (11.40)
25 25
Poniewaz charakterystyka brzegowa o, zadana jest w postaci odcinkow pro-
stych (rys. 11.15a) taczacych poszczegdlne wezty, to mozliwe jest zastapienie
catkowania sumowaniem
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5 5
2O Aoy + KA, =0, (11.412)
j=0 j=0
gdzie
Om(j) =Omo da =0, (11.42)
1 .
Om(j) ZE(Gm(z,j) +Gm(2‘j_1)) da j=1..5. (11.43)

Ze zwiazkow na charakterystyce 3o mozna zapisac, ze
On(20 =m0 + (000 ~de0): (11.44)
natomiast ze zwiazkow na charakterystyce o) uzyskuje sig
Oniap =m0 + Kb ~020))= Onoo + K000 + o) ~2en).  (1145)
Z geometrii procesu (rys. 11.15a) wynika, ze

5
2A =H, (11.46)
=0
5
LX) =X~ X (11.47)

j=0
Korzystajac z powyzszych zaleznosci przeksztatca sig pierwszy sktadnik rowna-
nia(11.41) do postaci zawierajacej naprezenie Srednie G, W wezle (0,0)

5
Z(:)Gm(j)Ay(j) = [Gm(o,o) + 2k(¢(0,0) =920 )]AYO +
j=

+ [Gm(O,O) + 2k(¢(o,0) —20(20) )+ k(¢(2,j) = 20(2,j9) )]Ay(j) =

5
i=0

; . (11.48)
= [Gm(o,O) + 2k(¢(0,0) ~00p) )]Z AY )+, k[(d’(z,j) 92, )— 2020, ]Ay( )=
=0 =1
5
=OnogH + 2k(¢(0,0) ~0p0) )H + k;(‘b(z,j) 00 =20 )(y(z,n Y )
j=
Natomiast drugi sktadnik rownania (11.41) mozna zapisa¢ w postaci
5
kZ:Ax(i) = k(x(z,s) — X(n) ) (11.49)

=0

Podstawiajac zaleznosci (11.48) i (11.49) do rownania (11.41) uzyskuje si¢
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5
SmogH + 2k(¢(o,0) — 920 )H + k;(q)(z,j) + 02, ~ 2(1)(2,0))' (11.50)

' (y<2,1) - y(z,,-_l))+ k(X<2,5) - X(A))Z 0.

Po przeksztatceniach z rownania tego otrzymuje si¢ nastgpujaca zalezno$¢ na
naprezenie Srednie w punkcie (0,0) w postaci bezwymiarowej

Omo _

1 1
x - H (4’(0,0) ~ 9020 JH +§Z(¢(2,j) 005 ~ 24)(2,0))'

= (11.51)
1
Ve T Ve E (25 ~ MM /|
Vo = Yeosn)+ 5 () = %ew))
Podstawiajac do powyzszego rownania odpowiednie wartosci ¢, x/a, y/a — tabela

11.5 — oraz uwzgledniajac, ze H = 3a oraz x()/a = -0,866 uzyskano dla analizo-
wanego przypadku

One0) _ g 6248, (11.52)
2k

Wartosci napregzenia $redniego dla poszczegolnych punktéw weztowych wy-
znacza si¢ wykorzystujac zwiazki na charakterystykach. Znajac naprezenie Sred-
nie oblicza si¢ z kolei sktadowe stanu naprezenia w danym punkcie W tym celu
wykorzystuje si¢ podstawienie Levy’ego dane uktadem rownan (11.3). Wyli-
czone wartosci poszczegolnych sktadowych stanu naprgzenia dla analizowanego
przypadku zestawiono w tabeli 16.6.

Tabela 11.6.
Wartosci stanu naprezenia w poszczegolnych punktach wezlowych obliczone dla procesu ciqgnie-
niaprzy o =30°ocrazH/h =15

B 0 1 2 3 4 5

ol 2k -0,3748 | -0,0672 | 0,1941 0,3988 0,5432 0,6155
0 o,/2k -0,8748 | -0,8333 | -0,745 | -0,6012 | -0,3965 | -0,1992
T,/ 2K -0,4330 | -0,3214 | -0,1710 | 0,0000 0,1710 0,2900
oxl2k -0,3634 | -0,0257 | 0,2818 0,5432 0,7479 0,8646
1 oy/2k -0,5371 | -0,5257 | -0,4842 | -0,3965 | -0,2521 | -0,0993
T,/ 2K -0,4924 | -0,4330 | -0,3214 | -0,1710 | 0,0000 0,1332
ol 2k -0,3629 | -0,0153 | 0,3172 0,6155 0,8646 1,0174
2 oy/2k -0,2680 | -0,2666 | -0,2500 | 0,1992 | -0,0993 | 0,0174
T,/ 2K -0,4977 | -0,4840 | -0,4118 | 0,2900 | -0,1332 | 0,0000
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Srednie naprezenie ciagnienia wyznacza si¢ z warunku rownowagi sit dziata-
jacych na obszar sztywny przeciagnigtego pasma. Na obszar ten dzialaja sily
wewngetrzne wzdluz charakterystyki brzegowej Bs) oraz sila zewngtrzna pocho-
dzaca od napregzenia ciagnienia. Dlajednostkowej szerokosci ciagnionego pasma
otrzymuje si¢ po zrzutowaniu sit na 0§ X nast¢pujace rOwnanie:

B B
_[cm sinn ds + J'k cosnds=ph. (11.53)
2,5 2,5
Rozwiazujac powyzsza zalezno$¢ oblicza sig wartos¢ pe.
Znacznie prostszym rozwigzaniem jest jednakze wyznaczenie nacisku jed-
nostkowego p na powierzchni roboczej narzgdzia, na podstawie ktorego
(w oparciu 0 warunek rownowagi zewngetrznej ciagnionego materialu) okresla

si¢ naprezenie ciagnienia. Nacisk p wynika bezposrednio z kota Mohra (rys.
11.16).

P=0neg K- (11.54)
Warunek rownowagi zewngtrznej podaje rownanie
p.h—plsna=0. (11.55)
Z geometrii procesu otrzymuje si¢, ze
| = H_ mill (11.56)
sSna

Stad $rednie naprezenie ciagnienia w postaci bezwymiarowe;j

&_ p H—h: Gm(o,o)+1 H-h
2k 2/ h =

(11.57)

2k 2k h

rm—
 ——
 ——
—
—
’—>
‘\—>

Rys. 11.16. Wyznaczenie naprezenia ciagnienia: a) obciazenie zewngtrzne dziatajace
namateriat ciagniony; b) koto Mohra
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11. Metoda linii poslizgu i charakterystyk

W analizowanym przypadku uzyskuje sig

Pe _o5624. (11.58)
2k

Nalezy zauwazy¢, ze uzyskane rozwiazanie spetnia ograniczenie sitowe, jakim
jest nieuplastycznienie si¢ juz przeciagnigtego pasma, czyli

Pe g, (11.59)

11.3.2. Ciagnienie z H/h = (H/h)y

Proces ciagnienia przy granicznej wartosci stosunku grubosci pasma charak-
teryzuje sie szczegoOlnie prosta siatka charakterystyk (rys. 11.7). Sposdb kon-
strukcji omawianej siatki poslizgu (przy m = 0) polega na wykresleniu trojkata
A (0,0) B (charakteryzujacego si¢ rOwnomiernym stanem naprezenia), a nastep-
nie na wykresleniu z punktu B siatki biegunowej o tacznym kacie wierzchotko-
wym réwnym katowi pochylenia §cianki matrycy a.

Wartos$¢ napregzenia $redniego w punkcie (0,0) wyznacza si¢ z warunku row-
nowagi sil dziatajacych na obszar sztywny charakterystyki o,

C C
jcm dy+jk dx=0. (11.60)
A A

Po zastapieniu catkowania sumowaniem oraz po wykorzystaniu zwiazkéw na
charakterystyce o, g otrzymuje sig

1
Sm(o,0AYo + E[Zc’m(om + 2005~ d00) Jaygs + k(e —x,)=0.  (1161)

T

v kierunek '
A v y Kier >
B ciggu i

I
|
i
|
|
|
|
|
|
|
I
|

Rys. 11.17. Siatka linii poslizgu dla przypadku ciagnienia z graniczna wartoscia stosunku
grubosci pasma, przy o = 15°, H’h =152 orazm =0
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Poniewaz
b3 ~ oo =, (11.62)

to po przeksztatceniach uzyskuje si¢ zaleznos¢ na naprgzenie srednie w punkcie
(0,0) w postaci

Znion) _ _i[a Ayos +(xe = %)]- (11.63)

2k 2H

Przy zatozeniu, ze o = 15°, H=50 mm, a h =32,9 mm (dla danych tych spet-
niony jest warunek graniczny) uzyskuje si¢

Omoo _ 03915, (11.64)
2k

Natomiast napr¢zenie ciagnienia w postaci bezwymiarowej obliczone z za-
leznos$ci (11.57) wynos

Pe _ 04633 (11.65)
2k

Rozwigzanie to spelnia ograniczenie sitowe.
Do wyznaczenia naprezenia ciggnienia w postaci bezwymiarowej mozna
wykorzysta¢ rowniez empiryczna zalezno$é [16]:
p. 21+ a)sna

S il (11.66)
2k 1+ 2sna

11.3.3. Ciagnienie z H/h > (H/h)q

W przypadku ciagnienia z H/h > (H/h),, konstrukcja siatki linii poslizgow
rozni si¢ od poprzednio omoéwionych przyktadow (rys. 11.18). Przy zatozeniu
idealnie gladkiej powierzchni matrycy (m = 0), jak réwniez rownomiernego, co
najmniej odcinkami, rozktadu nacisku jednostkowego na powierzchni styku
materiat-matryca charakterystyki dochodza do powierzchni narzedzia pod kata-
mi +7/4.

Konstrukcje siatki charakterystyk rozpoczyna si¢ od wykreslenia trojkata
A(0,0)B charakteryzujacego si¢ rownomiernym stanem naprezenia (rys. 11.19a).
Przyjmuje sig, ze odlegtos¢ punktu B od A rowna jest 2h. Punkt A jest punktem
osobliwym ze wzgledu na nieciagto$¢ obciazenia. Z punktu tego wychodzi wa-
chlarz promieniowych charakterystyk do punktu (0,5) — rys. 11.19b. W nastep-
nej kolejnosci konstruuje si¢ przedtuzenia poczynajac od osi symetrii az do mo-
mentu, gdy charakterystyka brzegowa przejdzie przez punkt C. Kolgne etapy
postepowania przy konstruowaniu siatki zilustrowane sa na rys. 11.19c oraz rys.
11.19d. Czynnosci te powtarza si¢ az do momentu, kiedy charakterystyka osia-
gnie punkt D.
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ciggu |

,,,,, v ykeruneks
:

Rys. 11.18. Siatka linii poslizgu dla ciagnienia pasma przy H/h =2,177, 0 =25°im =0

Wartosci funkcji ¢ oraz wspotrzgdnych poszezegolnych punktéw weztowych
dla siatki przedstawiongj narys. 11.18 (gdy H/h = 2,177 oraz o = 25°) zestawio-
no w tabeli 11.7.

Tabelall.7.
Wartosci funkcji ¢ oraz wartosci wspétrzednych punktow weztowych X iy, przy a=25° oraz
H/h=2,177

aB 3 | 2| a 0 1 2 3 4 5
s | - | -0.4363| -0.4363 | -0.3491 | -0.2618 | -0.1745 | -0,0873 | 0,0000
0 x/a -- - 1,8126 | 1,3289 | 1,2817 | 1,2247 | 1,1588 | 1,0834 | 1,0000
yia | - - |-08452| 04837 | 055977 | 07071 | 0:8112 | 0,9090 | 10000
o | — |-04363|-04363 |-0,3491 | -0.2618 | -0,1745 | -0,0873] 0,0000 | --
1| xa | - | 21149 | 20342 | 1,4896 | 1.4250 | 13522 | 1.2694 | 11743 | -
yia | - |-09862|-0,7646| 055502 | 0.6727 | 0.7883 | 0:8963 | 0,0000 | -
o | -0,4363| -0,4363 | 0,349 | -0,2618 | -0,1745 | -0,0873| 0,0000 | -
2 xla | 2,6252 | 2,4157 | 2,3202 | 1,6531 | 1,5706 | 1,4784 | 1,3731 -- --
yia | 11775 | 08767 | -0,6461 | 0,6354 | 0.7649 | 0,8851 | 1.0000 | - -

Wyznaczenie naprezenia ciagnienia p. rozpoczyna si¢ od okre$lenia napre-
zenia $redniego w punkcie (0,0). W tym celu rozpatruje si¢ warunek rownowagi
sit dzialtajacych na obszar sztywny charakterystyki brzegowej oy
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Rys. 11.19. Metodyka postgpowania przy wykreslaniu siatki linii poslizgu dla przypadku
ciagnieniaprzy H/h > (H/h)q,

2,-3 2,-3

jcsm sinnds + Ik cosnds=0. (11.67)
2,3 2,3

Po zastapieniu catkowania sumowaniem oraz wykorzystaniu zwiazkow na cha-
rakterystykach, w sposob analogiczny jek dla przypadku H/h < (H/h)g,, wyzna-
cza sig warto$¢ om. W analizowanym przykladzie uzyskuje sig

Omoo) __53069. (11.68)
2k

Majac dang warto$¢ naprgzenia $redniego w wezle (0,0) oblicza si¢ (11 Oraz
Om(2-2). Korzystajac ze zwiazkow na charakterystykach otrzymuje sig
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% =-0,3942, (11.69)
Omed) _ g 4815, (11.70)
2k

Wielko$¢ naprezenia ciagnienia p. okre§la si¢ z warunku rownowagi ze-
wnetrznej ciagnionego wyrobu. W tym celu nalezy wyznaczy¢ warto$¢ nacisku
jednostkowego p na powierzchni roboczej narzedzia. Zgodnie z zalozeniem
rownomiernego (co ngmnig odcinkami) rozktadu nacisku jednostkowego
(rys. 11.20) mozna zapisac, ze

pl = Gm(ovo) - k ’ (1171)
p2 = Gm(l,—l) - k ) (1172)
P3=0m@ o K- (11.73)

Po zrzutowaniu wszystkich sit zewnetrznych dziatajacych na ciagniony wyrob
uzyskuje sig:

3
p.h=>Yp; I sina. (11.74)
i=1

Stad, po wykorzystaniu zaleznos$ci (11.71)+(11.73) otrzymuje si¢

Rys. 11.20. Rozktad naprgzen dla przypadku z rys. 11.18
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Pe  1&(Omia-ivy 1 .
== |———=—"|l sSna. 11.75
2k h ,Z_;‘[ 2k 2 ( )
W analizowanym przypadku naprezenie ciagnienia wynosi
Pe _0,9958. (11.76)
2k

Spelnione jest zatem ograniczenie sitowe wynikajace z nieuplastycznienia si¢
juz przeciagnigtego pasma.

W przypadku ciagnienia wyrobow przy zatozeniu szorstkiej powierzchni
matrycy (m > 0) konstrukcja siatki poslizgu ulega zmianie. Przyktad zmodyfi-
kowanej siatki, gdy m =0,5 przedstawiono na rys. 11.21. Zmianie ulega kon-
strukcja trojkata A(0,0)B, ktOrego katy sa funkcja czynnika tarcia, aich wartosci
wynosza

B, =45° — p = 45° —%arcsin(m), (11.77)
B, =45°+p =45+ Yarcsin(m). (11.78)
Dhugos¢ odcinka AB spetia nierownos¢ | < 2h, ajego wartos¢ wynosi doktadnie
2-h
|=‘/_—. (11.79)
2-cosf,

Szczegotowa metodyka postgpowania przy wykreslaniu siatki linii posli-
zgOw oraz jg analizaw takim przypadku przedstawionajest w literaturze specja-
listycznej, przyktadowo w pozycjach [13, 66].

Rys. 11.21. Siatka linii poslizgu dla ciagnienia pasma przy H/h = 2,177, « =25°im = 0,5
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12. METODA ELEMENTOW SKONCZONYCH

12.1. Wiadomosci podstawowe

Metoda elementow skonczonych (MES) jest obecnie powszechnie sto-
sowanym numerycznym narzedziem obliczen inzynierskich. Rozw6j metody
elementow skonczonych, szczegolnie w przeciagu ostatnich trzydziestu lat, jest
$ci$le zwigzany zrozwojem techniki komputerowej. Pierwsze prace stosujace
MES zostaly opublikowane jeszcze w latach czterdziestych ubiegtego wieku.
W tym samym czasie powstaly pierwsze komputery, np. ENIAC w 1946 roku.
Poczatkowo obliczenia przeprowadzane za pomoca metody elementéw skon-
czonych dotyczyly obiektow o bardzo prostej geometrii (najczesciej modeli jed-
nowymiarowych 1D) i o statych wtasnosciach materiatowych oraz zjawisk opi-
sanych liniowymi roéwnaniami rézniczkowymi. Poczawszy od lat siedemdziesia-
tych XX wieku MES zaczeto stopniowo stosowaé do rozwigzywania problemow
nieliniowych, ale dalg dla obiektéw o stosunkowo prostych geometriach, mode-
lowanych jako 1D lub 2D (obiekty plaskie). Gwattowny rozwdj techniki kompu-
terowe w latach osiemdziesiatych ubieglego stulecia, zwiazany z coraz wieksza
moca obliczeniowa komputerow oraz mozliwoscia operowania i przechowywa-
nia bardzo duzych zbioréw danych, umozliwit zastosowanie metody elementéw
skonczonych do obliczen problemow nieliniowych dla obiektéw o dowolnie
ztozonych geometriach, szczego6lnie 3D (obiekty przestrzenne). Sposrod auto-
row, ktorzy szczegodlnie przyczynili si¢ do rozwoju MES (w zakresie analizy
procesoOw obrobki  plastycznej) przede wszystkim nalezy wymienié
O.C. Zienkiewicza [ 75], R.H. Gallaghera[17], C.H. Leei S. Kobyashi’ego [36],
az polskich J. Szmeltera[63] | M. Pietrzyka[46].

Istota metody elementow skonczonych w obrgbie modelowania proceséw
obrobki plastycznej jest zamiana obicktow rzeczywistych (materiatu ksztalttowa
nego, narzedzi) na modele dyskretne, ktorych geometria jest odzwierciedlana
skonczona iloscia elementdw potaczonych ze soba skonczona liczba weztéw.
Do wezldéw tych sa przypisane odpowiednie wiasnosci okreslajace jednoznacz-
nie ich przemieszczenia, cechy modelowanego obiektu oraz zalezno$ci zacho-
dzace zaré6wno w obrebie jednego elementu jak i pomiedzy sasiadujacymi ele-
mentami. W weztach wystepuja rowniez sity weztowe, ktOre powstaja w wyniku
przemieszczenia. Sity te daja rownowage wezlow, elementow i catego uktadu.
Na podstawie przemieszczen weztdw obliczane sa odksztalcenia, a nastepnie
naprezenia we wszystkich punktach obszaru. Metoda ta podaje sposob taczenia
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zatozonych elementéw w jedna catos¢, biorac pod uwage roéwnania réwnowagi
elementéw, warunki brzegowe dla przemieszczen i sit, przemieszczenia, od-
ksztatcenia, warunki ciaglosci, prawo plastycznego ptynigcia i warunek pla-
styczno$ci. W rownaniach MES wystepuja rowniez parametry specjalne (np.
macierz Jacobiego, funkcja kary — z ang. penalty function), ktore zapewniaja
spelnienie okreslonych cech obiektu (np. niescisliwos¢ modelu) lub wplywaja na
zachowanie stabilnosci obliczen numerycznych. Szczegétowy opis uzyskiwania
rozwigzania metoda elementéw skonczonych, dla zagadnien dotyczacych ob-
rébki plastycznej przedstawiony jest np. w pracach [16, 21, 36, 46, 51+54].

MES stanowi obecnie uznawany standard w analizie zadan z zakresu me-
chaniki. O ogromnym zainteresowaniu ta metoda $wiadczy m.in. liczba konfe-
rencji naukowych poswigconych tematyce wykorzystania MES do analizy pro-
bleméw z zakresu nauki i techniki. Wzrasta rowniez ilos¢ programéw kompute-
rowych przeznaczonych do projektowania i optymalizacji réznych procesow
wytwoérczych. Pakiety te mozna podzieli¢ na programy uniwersalne stosowane
w mechanice konstrukcji (np. Nastran, Abaqus, Ansys, Algor) oraz przeznaczo-
ne do projektowania specyficznych procesdow wytwarzania np. kucia (Deform,
Forge 2 i 3, MSC.SuperForm, Qform 3D, SimuFact), tlocznictwa (Optris,
Indeed, Dynaform, Pam-Stamp 2G), obrébki skrawaniem (Radios, Forge 2).

Do gtownych zalet metody elementow skonczonych nalezy zaliczyc¢:

e algorytmiczno$¢ metody, tj. mozliwo$¢ korzystania ze standardowych pro-
cedur rozwigzania;

o funkcyjna form¢ metody, pozwalajaca otrzymac rozwiazanie dla dowolnych
warunkOw granicznych oraz roznych ksztalttow obiektéw model owanych;

e mozliwo$¢ uogolnienia wynikow.

Zalety te czynia MES bardziej przydatna do rozwiazywania roznych za-
gadnien niz ktoérakolwiek z pozostatych metod. Dokladno$¢ tej metody przy
umiejgtnym podziale obszaru odksztatcenia na elementy i doborze odpowiednigj
ich liczby, moze by¢ oceniana wyzej od doktadno$ci najbardziej doktadnej me-
tody eksperymentalng [71]. Mimo to, MES jest bezustannie rozwijany i udo-
skonalany. Najnowsze implementacje komputerowe tej metody pozwalaja prze-
prowadza¢ symulacje procesow ksztaltowania wyrobow, dla ktorych uzyskiwa-
ne wyniki w bardzo matym stopniu odbiegaja od rzeczywistosSci.

Ze wzgledu na réznorodnos¢ zadan inzynierskich, obecnie mozna wyroznié
kilka odmiennych form metody elementéw skonczonych —rys. 12.1. W praktyce
funkcjonuja dwie podstawowe klasyfikacje MES [21].

Wedtug pierwszgj klasyfikacji —w oparciu o obszar zastosowania MES, wy-
rdznia si¢ metode do obliczen zagadnien o naturze statycznej, quasi-statycznej
oraz dynamicznegj. Ten podziat jest zwiazany z tym, ze dla réznych klas proble-
mow inzynierskich stosuje si¢ w praktyce zar6wno odmienne réwnania MES
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Analiza statyczna
(obliczenia wytrzymatosciowe)

Analiza quasi-statyczna
(symulacja procesoéw technologicznych)
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ksztaltowanie z duzymi predkos$ciami
(ksztattowanie wybuchowe, przebijanie,
testy udarowe itp.)

testy uderzeniowe
(kolizja pojazdow,
kolizje cze$ci maszyn itp.)

\

l

Rys. 12.1. Obszar zastosowania metody elementow skonczonych (MES) w technologii

maszyn oraz w mechanice, gdzie: F — sita, m —masa, a — przy$pieszenie
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(wlacznie z algorytmami rozwiazywania ich) jak i rowniez rozniace si¢ migdzy
soba 0gdlne zasady model owania.

Druga klasyfikacja dzieli MES na dwie grupy, ze wzgledu na sposob roz-
wigzania jego réwnan. Mianowicie, wyréznia si¢ MES implicit oraz MES
explicit. Pierwszy typ metody elementow skonczonych obejmuje te odmiany
MES, w ktérych do rozwigzania réwnan sa stosowane algorytmy catkowania
nigiawnego. Natomiast w MES typu explicit do rozwiazania rownan uzywa si¢
algorytmu catkowania jawnego w czasie rzeczywistym. Ze wzgledu na
konieczno$¢ uwzglednienia czasu jako parametru w sposob jawny, ten drugi
algorytm ma zastosowanie tylko w rozwiazywaniu zagadnien o charakterze
dynamicznym.

12.1.1. Ogdlne zasady modelowania MES

Modelowanie MES zagadnien inzynierskich realizuje si¢ wedlug nastepuja-
cg procedury:

e na podstawie obiektu rzeczywistego buduje si¢ obiekt dyskretny podzielony
na pewna skonczong ilo$¢ geometrycznie prostych elementow;

e formutyje si¢ uktad niewiadomych, ktory sktada si¢ z poszukiwanych wiel-
kosci przypisanych do weztow;

e dobiera si¢ funkcje ksztattu (funkcje weztowe), ktore okreslaja rozktad ana-
lizowanych wielko$ci wewnatrz elementow;

e Uktada si¢ rownania rozniczkowe opisujace analizowany obiekt dyskretny,
anastepnie przeksztalca sig je do postaci rownan algebraicznych;

e wykonuje si¢ asemblacje uktadu niewiadomych, rownan algebraicznych
i funkcji ksztattu wraz z ich modyfikacja bazujac na warunkach brzegowych
obiektu dyskretnego — efektem jest uklad rownan MES, w ktérym liczba
réwnan jest rowna ilosci weztow przemnozonej przez liczbe niewiadomych
przypisanych weztowi.

Rozwiazanie uktadu rownan MES jest réwnoznaczne z uzyskaniem wyniku.
Iloé¢ rownan w tym uktadzie jest $cisle zalezna od ilosci elementow, liczby
stopni swobody elementu (tj. iloSci weztow przemnozonych przez liczbe nie-
wiadomych przypisanych pojedynczemu weztowi) oraz klasy geometrii obiektu
(dwuwymiarowy lub przestrzenny). Sa one wyrazone matematycznie w formie
macierzy wielowymiarowych — dlatego tez, rozwiazanie uktadu réwnan MES
o tak duzej ztozonos$ci obliczeniowej jest mozliwe tylko poprzez zastosowanie
odpowiednich algorytméw numerycznych zai mplementowanych do postaci pro-
gramu komputerowego [21].

Podziat obszaru na okreslong ilo$¢ elementow odbywa si¢ na drodze dyskre-
tyzacji. Proces dyskretyzacji jest wykonywany zazwyczaj automatycznie metoda
zalgorytmizowana. Ze wzgledu na sposob realizacji dyskretyzacji obszaru wy-
réznia si¢ podziat [76]:
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Rys. 12.2. Podziat na elementy
obszaru opisanego modelem geome-
trycznym w sposob regularny (a)

i nieregularny (b) [76]

regularny (rys. 12.2a) — jest on wy-
konywany na podstawie zarysu
geometrycznego obszaru, a algorytm
dazy do uzyskania siatki elementow
0 duzym stopniu jednorodnosci, co
w efekcie zapewnia dobra doktad-
no$¢ obliczen;

nieregularny (rys. 12.2b) — rOwniez
jest wykonywany w oparciu 0 model
geometryczny, jednak w tym przy-
padku kosztem jakosci dyskretyzacji
uzyskuje si¢ siatke w sposob szybszy
(zalecany do obszaréw o bardzo zio-
zonym ksztalcie geometrycznym);
swobodny — jest to metoda bezpo-
$redniej budowy siatka elementéw
(poprzez podanie wspoirzednych
wezlow) bez wykorzystywania mo-
delu geometrycznego obszaru.

Doktadnos¢ uzyskania rozwiazania MES (ry) zalezy przede wszystkim od
gestosei siatki elementow. Jak wynika z rys.13.3, osiagnigcie pewnego pulapu
granicznej gestosci dyskretyzacji gy obszaru powoduje takie zblizenie rozwia-
zaniary do rozwiazania $cistego rs, ze dalsze zwigkszanie gestosci dyskretyzacji
jest nieuzasadnione. Powoduje jedynie zwigkszenie ilosci rownan (posrednio:
czasu obliczen) bez widocznej poprawy doktadnosci obliczen.

Innym sposobem  po-
prawy doktadno$ci rozwia-
zania MES bez konieczno-

Y

Ad, = Ad,

Ad,

Sci zwiekszania rozmiaru
rownan MES jest stosowa
nie jedynie migscowego
Zaggszczania siatki elemen-
tow. Taki zabieg jest sto-

doktadnosc¢ rozwigzania

r,- rozwigzanie Sciste
r,- rozwigzanie MES

sowany w podobszarach
bedacych w sasiedztwie

karbow, miejscach przyto-

Gor

Rys. 12.3. Wplyw gestosci dyskretyzacji na doktadnosé

rozwiazania

MES

gestosc
dyskretyzacji

zenia obciazenia skupione-
go, przy skokowych zmia-
nach ksztaltu, na granicy
migdzy osrodkami o roz-
nych  wiasnosciach itp.
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Uzasadnienie  stoso-
wania takiego rozwia-
zania Wwyjasnia rys.
12.4, ktéry nawiazuje
do aproksymacji funk-
cji jedng zmienng za
pomoca np. odcinkoéw
liniowych. W obsza-
rach, w ktorych funk-
cja wykazuje duza
zmiennos¢, gestosé
dyskretyzacja powinna
by¢ wigksza niz W po-
zostatych,  ustabili-
zowanych obszarach
funkgji.

fx) |

AX, << AX,

N

g —
1
AX, LA X

Rys. 12.4. Uzasadnienie stosowania zaggszczania dyskrety-
zacji na przykladzie zadania aproksymacji funkcji f(x)

Istotnym etapem modelowania MES jest dobor wiasciwego rodzaju
elementow skonczonych uzytych do dyskretyzacji obszaru. Istnieje wiele r6z-
nych typoéw elementow, ktore wyrdznia okreslony zespot cech. W celu ich skla
syfikowania wprowadzono pewne kryteria, do ktorych zalicza si¢ wymiar ele-
mentu, jego ksztatt geometryczny, typ i stopien wielomianu funkcji opisujace;j
element oraz ilo$¢ weztdéw w elemencie.

Podstawowa klasyfikacja elementdw jest podziat ze wzgledu na wymiar.
Wyrdznia sig elementy [71, 76]:

e jednowymiarowe, ktore sa opisywane w przestrzeni jednowymiarowsj i nie
sa stosowane do analizy procesow obrobki plastycznej (np. sa wykorzysty-
wane w analizie konstrukcji kratownic);

e dwuwymiarowe (rys. 12.5a+f) — reprezentuja przestrzen dwuwymiarowa
i s3 stosowane w analizie procesow, gdzie przyjmuje si¢ ptaski stan od-
ksztatcenia, plaski stan naprezenia (np. procesy ksztattowania blach) lub
0Siowo-symetryczny stan naprgzenia i odksztatcenia;

e trojwymiarowe (rys. 12.5a+l), ktéore sa uzywane w analizie procesow
W przestrzennym stanie napr¢zenia i odksztatcenia.

Kolejna, czesto stosowang klasyfikacja jest podzial elementow ze wzgledu
na ich geometrig¢. Elementy skonczone moga by¢:

o trojkatne (rys. 12.5a+c);

e czworokatne (rys. 12,5d+1);
e czworoscienne (rys. 12.5g+1), nazywane rowniez elementami tetragonalnymi;
e prostopadtoscienne (rys. 12.5j+1), okreslane jako elementy heksagonalne.
Podstawowymi typami elementéw skonczonych stosowanych powszechnie
do modelowania procesow obrobki plastycznej sa elementy wyzej wymienione,

242



12. Metoda elementéw skoriczonych

d) e) f)

Rys. 12.5. Typowe rodzaje elementow skonczonych o konturach prostych — opis w tekscie

w ktorych wezty wystepuja tylko w narozach, a boki ($ciany) sa proste (ptaskie).
Takie elementy posiadaja mozliwie najmniejsza ilo§¢ stopni swobody, co deter-
minuje stosunkowo krotki czas obliczen oraz nie wymaga zbyt duzych zasobow
pamigciowych komputera. Jednak takie zalozenie powoduje, ze w skrajnych
przypadkach, podczas opisywania obszaru o nieregularnym i zakrzywionym
brzegu, dyskretyzacja jest mato doktadna. W takiej sytuacji zaleca si¢ stosowac

Rys. 12.6. Elementy ptaskie
0 konturach zakrzywionych
(opis w tekscie)

elementy o konturach zakrzywionych, ktore
niestety powoduja zwigkszenie stopnia zio-
zonosci obliczen.

Na rys. 12.6 umieszczono przyktady ele-
mentu plaskiego trojkatnego i czworokatnego
0 konturach zakrzywionych. Elementy tego
typu sa elementami o zwigkszonej iloSci we-
ztéw oraz charakteryzujq si¢ uzyciem dodat-
kowych funkcji modelujacych, a wspotrzedne
znormalizowane (Scisle wiaza sie z geometrig
danego elementu) posiadaja osie zakrzywio-
ne. W przypadku elementu trdjkatnego (rys.
12.6a) uzywa si¢ trzech wspdtrzednych
znormalizowanych {ni,m»,ns}, gdzie trzecia
wspotrzedna jest zalezna od dwoch pozosta-
tych wspotrzednych niezaleznych, natomiast
w elemencie czworokatnym (rys. 12.6b) —
dwoch wspotrzednych niezaleznych {n,&}.

Warunkiem koniecznym jest, aby kontury
elementu zakrzywionego byly odwzorowa-
niem ciaglym i r6zniczkowalnym w obszarze
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wspotrzednych uogolnionych oraz globalnych (tj. wspotrzednych kartezjanskich
lub walcowych przyjetych, odnoszacych si¢ do catosci obszaru analizowanego
i podzielonego na elementy). Odwzorowanie to powinno by¢ wyrazone wielo-
mianem klasy C', gdy sa rozpatrywanie tylko odksztalcenia sprezyste lub klasy
C?, jezeli odksztalcenia sa plastyczne.

Ze wzgledu na sposob opisu geometrii elementu zakrzywionego oraz wyra-
zenia pola przemieszczen jego wezlow, wyrdznia si¢ nastepujace klasy elemen-
téw zakrzywionych [71]:

e izoparametryczne, gdzie geometria i pole przemieszczen sa opisane tymi
samymi funkcjami ksztaltu we wszystkich weztach;

e superparametryczne — wszystkie wezly elementu stuza do opisu geometrii,
ajedynie wybrane we¢zty maja dodatkowo przypisane pole przemieszczen;

e subparametryczne — wigksza cz¢§¢ wszystkich weztéw elementu jest uzyta
do opisu pola przemieszczen niz do okreslenia geometrii.

Ostatnig klasyfikacja elementéw skonczonych jest ich podziat ze wzgledu na
ilos¢ weztow wystepujacych w jednym elemencie. Zazwyczaj, podzial ten jest
dokonywany $cisle w obrgbie trzech tzw. rodzin elementéw ptlaskich trojkat-
nych, czworokatnych oraz tetra- i heksagonalnych. W obrebie elementow pta-
skich trojkatnych wyré6znia si¢ elementy skonczone [71, 76]:

e pierwszego rzedu (rys. 12.58), gdzie wezty znajduja si¢ tylko w narozach,
a funkcje ksztaltu sa wspotrzednymi znormalizowanymi powierzchniowymi
i sq klasy C° —w efekcie tego pole przemieszczen jest ciagle i zmienia si¢
liniowo wzdtuz krawedzi; niestety funkcje te nie zapewniaja ciagltosci pola
naprezen, ktdrych warto$ci sa state w obrebie jednego elementu, a przecho-
dzac do sasiedniego elementu nast¢puje zmiana skokowa ich wartosci;

e drugiego rzedu (rys. 12.5b), w ktorych trzy dodatkowe wezty sa umieszczo-
ne centralnie na krawedziach elementu, a funkcja aproksymujaca pole
przemieszczen jest wielomianem drugiego stopnia, dzigki temu uzyskuje si¢
doktadniejsze rozwiazanie, gdzie odksztalcenia i naprgzenia zmieniaja si¢
liniowo wzdtuz krawedzi;

e trzeciego stopnia (rys. 12.5c), ktore posiadaja trzy wezly w narozach, po
dwa wezly rozmieszczone rownomiernie na krawedziach oraz dodatkowy
wezel w $rodku elementu — wielomian aproksymujacy pole przemieszczen
jest trzeciego stopnia z az dziesigcioma wspotczynnikami (tyle ile jest we-
ztow), a pole odksztatcen i naprezen w obrebie elementu jest opisane funk-
cja kwadratowa.

Elementy skonczone wyzszego rzedu pozwalaja na uzyskanie doktadniej-
szych wynikow, daja mozliwo$¢ lepszego odwzorowania krzywoliniowego
brzegu obszaru analizowanego oraz doktadniejszej aproksymacji pola prze-
mieszczen wewnatrz elementu. Zaleca sig, aby tego typu rozwiazania uzywac
podczas modelowania elementami zakrzywionymi lub gdy doktadno$¢ wyniku
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jest ngjwyzszym priorytetem. Budowanie wielomianéw, aproksymujace rozktad
parametrow, ktorych stopien jest wigkszy niz trzy jest nieoptacalny.

W podobny sposéb mozna rowniez sklasyfikowaé pozostate typy elementow
(czworosciennych, tetragonalnych i heksagonalnych). Przyjmuje sig, ze elemen-
ty czworokatne oraz prostopadto$cienne zaliczane sa do jednej rodziny tzw.
serendipowskigj [71]. Przyktad elementéw skonczonych z tej grupy umieszczo-
no narys. 12.5d+f oraz 12.5 j=1 i mozna je podzieli¢ na elementy:

e pierwszego rzedu (rys. 12.5d, j), gdzie funkcja aproksymujaca pole prze-
mieszczen jest wielomianem niepetnym drugiego stopnia, ale zapewnia cia-
glos¢ i liniowo$¢ zmiany parametru opisywanego wzdtuz krawedzi elemen-

tu;

e drugiego rzedu (rys. 12.5e, k) — funkcja opisujaca pole przemieszczen jest
wielomianem pelnym trzeciego stopnia w obrgbie elementu oraz drugiego
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Rys. 12.7. Przyktad przebudowy
siatki elementéw skonczonych
(opis w tekscie)

stopnia wzdhuz krawedzi,

o trzeciego rzedu (rys. 12.5f, 1), gzie wie-
lomian aproksymujacy pole przemiesz-
czen jest trzeciego stopnia i jest taki sam
dla catego elementu.

Elementy tetragonalne (rys. 15.5g=+i) sa
klasyfikowane w taki sam sposob jak elemen-
ty ptaskie trojkatne. Cechy funkcji aproksy-
mujacych parametry charakterystyczne row-
niez s takie same.

Kolgnym waznym zagadnieniem metody
elementow skonczonych, szczegolnie w kon-
tek$cie analizy procesdw obrobki plastyczneg,
jest przebudowa lub adaptacja siatki €lemen-
tow skonczonych, ktora jest wykonywana w
trakcie analizy. Funkcja przebudowy siatki
elementéw (z ang. remeshing) jest stosowana
w przypadku, gdy pierwotna siatka zostanie
znieksztalcona w stopniu powodujacym gene-
rowanie znaczacych bledow obliczen. Naj-
czgSciej uzywany algorytm remeshing'u
oparty jest na metodzie postgpujacego brzegu
(AFM, z ang. Advencing Front Method) [50].
Ideg przebudowy siatki elementdéw ilustruje
przyktad spegczania bloku przedstawiony na
rys. 12.7. Siatka elementéw silnie znieksztat-
conych (rys. 12.7b) jest w cato$ci kasowana,
ale warto$ci parametrow w wezlach sa zapa
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migtywane. Nastgpnie na miejscu starej siatki jest budowana nowa siatka sktada-
jaca si¢ z elementéw o poprawnej geometrii (rys. 12.7¢). Wykorzystujac zapa-
migtane parametry, na drodze aproksymacji wylicza si¢ nowe wartosci parame-
trow weztowych z co najmniej trzech najblizszych skasowanych punktow we-
ztowych.

Odmienna metoda modyfikacji siatki elementéow jest jej adaptacja (rys.
12.8). Zaktada sig, ze elementy dla ktorych obliczone odksztatcenie przekracza
warto$§¢ graniczna zostaja podzielone symetrycznie — tj. do elementu zostaja
dodane nowe wezly, ktore sprawiaja ,,ztudzenie” jego podziatu na cztery mniej-
sze elementy. Wspotrzedne dodanych wezlow oraz ich parametry weztowe sa
okreslane na drodze interpolacji liniowej na podstawie wezlow bazowych. Ce-
lem stosowania tej procedury modyfikacji siatki elementéw skonczonych jest
zapewnienie wigkszej doktadnosci obliczen w miejscach newralgicznych (np.
podczas ttoczenia blachy takimi miejscami sa promienie zaokraglen).

L
Ao B

Rys. 12.8. Adaptacja siatki elementow skonczonych: a) podziat elementu ptaskiego
trzyweztowego, b) podzial elementu ptaskiego czterowgztowego (adaptacja czteropoziomowa),
¢) koncowa postac siatki elementow skonczonych (4315 elementow) dla wyttoczki o ztozonym

ksztalcie, gdzie poczatkowa ilo$¢ elementow plaskich czteroweztowych wynosita 400 [21]

12.1.2. Analiza quasi-statyczna metoda implicit

Jednym z podstawowych sposobow rozwiazania rownan MES jest algorytm
typu implicit, ktory polega na numerycznym catkowaniu niejawnym réwnan
liniowych lub quasi-liniowych. Rownania MES sa budowane w oparciu o repre-
zentacjg przemieszczeniowa, naprezeniowa lub mieszana.

Metoda elementow skonczonych bazujaca na wymienionym sposobie budo-
wy 1 rozwigzania modelu stosowana jest do analizy:
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e statycznej obejmujacej obliczenia p6l naprezenia i odksztatcenia w zakresie
stanu sprezystego pod katem wytrzymatosci projektowanych konstrukcji in-
zynierskich;

e (Quasi-statycznej, majacej na celu obliczenie pola naprezen i odksztalcen
w zakresie spr¢zysto-plastycznym lub sztywno-plastycznym.

Analiza quasi-statyczna metoda elementow skonczonych jest wykorzysty-
wana gldwnie do symulacji pewnej grupy procesow technologicznych. W ob-
robce plastyczng tego typu MES jest uzywany do symulowania procesow pla-
stycznego ksztattowania bryt (kucia, prasowania, walcowania, wyciskania, cia-
gnieniaitd.). Podczas wykonywania obliczen zaktada sig, ze nie uwzglednia sig
efektow inercyjnych oraz innych zjawisk zaleznych od czasu, a kolejne etapy
symulacji procesu sa rozpatrywane jako przypadki statyczne.

Zazwycza] rownanie MES jest budowane w oparciu 0 model przemieszcze-
niowy, ktory jest formulowany na podstawie funkcjonatu @ catkowitej energii
potencjalnej w odniesieniu do elementu skonczonego. Funkcjonat @ speia
zasade minimum catkowitej energii potencjalnej uktadu

U=U,+U,, (12.1)

mowiaca, ze sposrod wszystkich dopuszczalnych (. ciqglych, rozniczkowalnych
i spetniajqcych geometryczne warunki brzegowe) pol przemieszczen U, minimal-
nq wartos¢ catkowitej energii potencjalnej rozpatrywanego osrodka ciqgtego
daje te pole rzeczywiste u,, ktore zapewnia dodatkowo spetnienie warunkow
rownowagi i statycznych warunkéw brzegowych. We wzorze (12.1) U, wyraza
energi¢ potencjalng odksztalcenia, a Up — potencjat obcigzenia zewngtrznego.

Wartos¢ funkcjonatu @ zalezy tylko od jednej zmiennej wyrazonej w postaci
pola przemieszczen

u=N-r, (12.2)

gdzie: r - wektor przemieszczeniowych parametréw weztowych, bedacych jed-
noczesnie wspotrzednymi znormalizowanymi; N — macierz zawierajaca funkcje
ksztattu elementu aproksymujace pole przemieszczen dla poszczegdlnych para-
metrow wektorar.

Podstawowym opisem modelu przemieszczeniowego jest uktad réwnan al-
gebraicznych wzgledem parametréw wektora r. Uklad ten jest reprezentowany
przez réwnanie macierzowe rownowagi €l ementu

K-r=F, (12.3)

gdzie K jest macierza sztywnosci, adekwatna do przyjetych niezerowych para-

metrow weztowych r, natomiast F jest wektorem wewngtrznych sit weztowych.
Model przemieszczeniowy jest najczesciej wybierany do budowy réwnan

MES, poniewaz wymaga on ustalenia warunkow brzegowych geometrycznych.
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Takie podejscie jest naturalne dla analizy obiektow bedacych uktadem narze-
dzie-materiat odksztatlcany — rozwiazanie takiego modelu nie sprawia wigkszych
trudnosci.
Zapiszmy teraz warunek rownowagi sit dziatajacych na materiat odksztatca-
ny podczas analizy quasi-statycznej, mianowicie
F-P=0, (12.4)

gdzie P reprezentuje zbior zewngtrznych sit weztowych, ktore sa zwiazane
Z wywieranym naciskiem na material przez narzedzia.
Bazujac na rownaniu (12.3) mozna zapisa¢ warunek (12.4) w postaci

K-r-P=0. (12.5)

Otrzymane wyrazenie (12.5) nazywane jest rGwnaniem sztywnosci, ktore jest
podstawowym opisem analizy quasi-statycznej opartej o MES typu implicit.

Rownanie sztywnosci (12.5) jest wyrazeniem nieliniowym, gdyz sktadniki
macierzy sztywnosci K sa zalezne od obliczanych przemieszczen weziowych r.
Poniewaz zaleca sig, aby opis modelu dyskretnego byt liniowy, wszystkie row-
nania i opisy o charakterze nieliniowym sg zamieniane na postaé¢ tzw. quasi-
liniowa. Niestety proces linearyzacji modelu MES wymaga zastosowania algo-
rytmow numerycznych o naturze iteracyjnej. Dlatego tez obliczenia cechujg sig
stosunkowo duza zlozono$cia czasowa, a czg¢stym problemem jest trudno$¢ uzy-
skania zbieznoSci rozwiazania—tj. linearyzacji nieliniowego opisu modelu. Pod-
stawowe metody linearyzacji nieliniowych réwnan stosowanych w MES zesta-
wiono w tabeli 12.1.

Generalnie, proces rozwiazywania zadan ksztaltowania plastycznego bryl, za
pomoca andizy quasi-statycznegj metoda typu MES implicit, jest wyjatkowo
skomplikowany. Oprécz omowionego procesu budowy modelu przemieszcze-
niowego oraz przedstawionych w tabeli 12.1 technik linearyzacji réwnan nieli-
niowych nalezy dodatkowo w obliczeniach uwzgledni¢ szereg zasad teorii pla
stycznosci. W symulacjach MES najczes$ciej przyjmuje si¢ nastepujace zalozenia
upraszczajace [50]:

e osrodek ciagly jest w stanie rownowagi;

e stan naprezenia, obciazenie zewnetrzne i/lub wewngtrzne zastepuje si¢ si-
tami uogdlnionymi przytozonymi do punktow weztowych;

o sily weztowe (warto$¢, kierunek i zwrot) nie ulegaja zmianie w trakcie
przemieszczania si¢ punktow na odcinku elementarnym, zgodnym z przyje-
tym wektorem przemieszczen I,

o odksztatcany osrodek na elementarnym przemieszczeniu zachowuje sig li-
niowo;

e wykonana praca na elementarnym przemieszczeniu nie zalezy od drogi;

e przemieszczenia wezlow reprezentuja przemieszczenia catego elementu.
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Tabela 12.1.
Metody iteracyjne linearyzacji nieliniowych réwnan stosowane w MES [50]

Metoda Opis metody

Polega ona na podziale zalezno$ci nieliniowej na odcinki stosu-
jac interpolacj¢ liniowa. Z matematycznego punktu widzenia
Przyrostowa jest to zastapienie rozwiazania réwnania nieliniowego wielo-
krotnym rozwiazaniem réwnan liniowych. Jest to metoda mato
doktadna.

Jest odmiana metody przyrostowej. W kazdej iteracji przyjmuje
si¢ przyblizona posta¢ macierzy sztywnos$ci, ktora prezentuje
gradient zaleznoéci naprezen od odksztalcen w danym punkcie
weztowym.

Zmienngj sztywnosci

Otrzymuje si¢ w kazdej iteracji sukcesywne rozwiazanie nie-
wiadomych, gdzie kazdy wynik z poprzedniego kroku obliczen
jest wykorzystywany do okreslania zmiennych réwnania linio-
Kolgnych przyblizen |wego w kolging iteracji. Przy czym, rozwiazanie linearyzacji
w tej metodzie, moze by¢ zbiezne lub rozbiezne. W przypadku
uzyskania zbiezn0osci, kazda kolejna wyliczona warto$¢ zbliza
si¢ do wartosci rzeczywiste.

Zaktada sig, ze istnieje pewna dodatkowa zalezno$¢ addytywna
(macierz Jakobiego), ktdra jest funkcja poszukiwanych niewia-
domych i jednoczesnie wyraza ,,miarg odlegtosci” rownania od
Newtona-Raphsona | rozwiazania rzeczywistego. Macierz ta moze mie¢ postaé jed-
nakowa dla wszystkich iteracji lub w kazdym etapie obliczen
dobierana jest indywidualnie (tzw. macierz zmienna). Metoda
ta jest obecnie metoda najdoktadniejsza.

Sposob rozwiazania rownan MES w analizie quasi-statycznej zalezy od
przyjetego modelu materialowego modelowanego osrodka. Pierwszym sposo-
bem jest rozwiazanie metodg wariacyjna, w ktorej przyjmuje si¢, ze materiat
jest traktowany jako os$rodek sprezysto-plastyczny, a jego ksztaltowanie prze-
biega przy zachowaniu najmniejszej energii odksztatcenia. Drugi sposob polega
na uzyciu metody macierzowsej. Zaktada ona, ze materiat jest modelowany jako
osrodek sztywno-plastyczny lub (czesciej) sztywno-lepkoplastyczny. Roznica
pomiedzy tymi dwoma metodami jest taka, ze w metodzie macierzowej zamiast
bilansu pracy rozpatrywany jest funkcjonat mocy, natomiast zamiast przemiesz-
czen weztow — ich predkosci. Dodatkowo, w metodzie macierzowej wystepuje
mnoznik Lagrange’a, ktéry odpowiada za matematyczne spetnienie warunku
niescisliwosci materialu ksztattowanego. Ponadto, nie uwzglgdnianie w oblicze-
niach odksztalcen sprgzystych z punktu widzenia numerycznego jest zaleta
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(szczegdlnie w przypadku, gdy odksztatcenia plastyczne sa zdecydowanie wigk-
sze niz sprezyste), gdyz powoduje to radykalne zmniejszenie ogodlnego czasu
trwania symulacji MES (w poréwnaniu z metoda wariacyjna).

12.1.3. Analiza dynamiczna metoda explicit

Idea MES dla zastosowan dynamicznych jest dyskretyzacja obiektu rzeczy-
wistego w oparciu o system budowy modelu ruchu dynamicznego. Narys. 12.9
przedstawiono schematycznie zasad¢ budowy takiego modelu dla zagadnienia
kontaktowego, ktére jest typowe dla analizy
obrobki plastycznej. Rownanie réwnowagi
dynamiczng) (w odniesieniu np. do jednego
elementu) wyraza si¢ jako

,/P(t) F +Fp =P(t)-F, (12.6)

gdzie: F| — sita inercji wynikajaca z bez-

wladnosci obiektu; Fp — sita ttumienia wi-

skotycznego; P(t) — sita zewngtrzna (wymu-

szenia) w funkcji czasu, F — sita wewngtrz-

na (weztowa) wynikajaca z przyjetego mo-

/ delu tarcia, wzajemnych oddzialywan we-
s ztowych oraz warunkow realizowania
zagadnienia kontaktowego. Po rozwinieciu
poszczegblnych wyrazow zaleznos$ci (12.6)
oraz uwzglednieniu wszystkich elementow,
z ktorych sktada sig model dyskretny,
otrzymuje si¢ rownanie ruchu dynamiczne-

Rys. 12.9. System budowy modelu )
ruchu dynamicznego: a) obiekt go:
rzeczywisty, b) moddl, gdzie: . ,
€ — wspoélczynnik ttumienia M-r+D-r= P(t)_ F, (12'7)
wiskotycznego, t - naprezenie
styczne, M — masa, r —wektor
przemieszczenia

gdzie r — wektor przemieszczen wezto-
wych, M — macierz mas, D — macierz ttu-
mienia wiskotycznego, P(t) — wektor sit
zewnetrznych, F — wektor sit wewnetrz-
nych.

Réwnanie ruchu dynamicznego (12.7) jest zalezne od czasu t, ktory jest pa-
rametrem jawnym. Zatem rozwiazanie tego réwnania wymaga dyskretyzacji
W oparciu o ten parametr, co jest realizowane za pomoca jednego z dwoch
schematOw catkowania w czasie rzeczywistym. Pierwszy z nich nazywa si¢ me-
toda Newmarka, natomiast drugi — metoda roznic centralnych. Idea tych sposo-
bow zostata zilustrowananarys. 12.10.
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Rys. 12.10. Schemat linearyzacji funkcji (rozwiazania $cistego) podczas catkowania
réwnania dynamicznego w czasie rzeczywistym: @) metoda Newmarka (catkowanie nie-
jawne — implicit), b) metoda ro6znic centralnych (catkowanie jawne — explicit) [21]

Metoda Newmarka (rys. 12.10a) zaktada, ze réwnanie dynamiczne ruchu
rozwigzywane jest dla czasu t,.; okreslajacego moment zakonczenia aktualnego
kroku czasowego. Schemat niejawnego catkowania roéwnania ruchu po czasie t
wymusza linearyzacjg przyspieszen jako funkcji zaleznej od czasu. Takie zato-
Zenie sprawia, ze algorytm niejawnego catkowania charakteryzuje si¢ cechami:

e rownowaga uktadu musi by¢ bezwzglednie spetniona w czasie ty.q;

o wielkos$¢ kroku czasowego nie wplywa na stabilnos¢ obliczen;

e warto$¢ wyzej wspomnianego kroku czgsto jest duza co sprawia, ze ilos¢
krokow obliczeniowych oraz doktadno$¢ rozwiazania (ze wzgledu na line-
aryzacjg przyspieszen — rys. 12.10a) jest zdecydowanie mnigjsza;

e czgsto wystgpuja problemy w uzyskaniu zbieznosci rozwigzania dla przyjeg-
tego kroku czasowego, co wymusza iteracyjnos¢ algorytmu linearyzacji;

e rozwigzanie roOwnania ruchu poprzez catkowanie nigawne po czasie t wy-
maga uzycia komputera o bardzo dobrych parametrach obliczeniowych.

Alternatywa dla wyzej opisanej metody jest schemat catkowania jawnego po
czasie rzeczywistym — czyli metoda réznic centralnych (rys. 12.10b). Zaktada
ona, ze rOwnanie dynamiczne ruchu rozwigzywane jest dla czasu t, okre$lajace-
go moment rozpoczegcia kroku czasowego. Powoduje to, ze linearyzacji nalezy
podda¢ funkcjg przemieszczen (rys. 12.10b), co w pordéwnaniu z metoda
Newmarka jest bardzig naturalne, a wyniki sa obarczone mniejszym biedem.
Algorytm ten (rys. 12.11) sprowadza si¢ do rozwiazania uktadu réwnowagi
sktadajacego si¢ z trzech réwnan powstatych na podstawie rownania ruchu
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budowa réwnania réwnowagi rozwigzanie w czasie f,

dynamicznej (12.7)

rozwigzanie uktadu réwnan

| réznic centrainych (12.8) - (12.10)
rozwigzanie w czasie t, f
l wyznaczenie stanu naprezenia
i odksztatcenia w poszczegdlnych weztach
rozwigzanie w czasie t,,, i

wyznaczenie wektorow sit wezfowych

]
sprawdzenie warunkéw kontaktowych

f

rozwigzanie w czasie t,

Rys. 12.11. Schemat blokowy przedstawiajacy algorytm catkowania
W czasie rzeczywistym t

(12.7) oraz zaleznosci wynikajacych z rys. 12.10b. Uktad ten nazywany jest
réznicami centralnymi i przyjmuje postaé:

i,=M,*-(P,-F,-D,-f,) , (12.8)
l;n+1/2 = I:n—1/2 + % : (Atm-l + Atn ) rn ) (129)
lha=nh+ Atn+1 : r'-n+1/2 ) (1210)

gdzie: oznaczenia zgodne z réwnaniem (12.7) oraz rys. 12.10. Macierze masy M
1 thumienia wiskotycznego D maja posta¢ diagonalna. Takie zatozenia sprawiaja,
ze transformacja ich w trakcie obliczen nie jest konieczna, a rozwiazanie zadania

MES jest proste i szybkie. Powyzsze rownania roznic centralnych umozliwiaja

wyznaczenie wprost wektorow przyspieszen, predkosci i przemieszczen punk-
téw weztowych w chwili czasu t,.
Podstawowymi cechami metody roznic centralnych sg [21]:

e rownowaga uktadu musi by¢ spetniona w czasie t,, natomiast nie musi by¢
spetniona w czasie th.g;

e calkowanie rownania ruchu jest stabilne tylko w przypadku, gdy warto$¢
kroku czasowego At, jest mniejsza od wartosci krytycznej obliczanej dla
kazdego kroku z osobna;

e czgsto warto$¢ kroku czasowego jest mata (w stosunku do kroku obliczone-
go metoda Newmarka) co powoduje, ze ich ilo$¢ jest znaczna (ale zapewnia
dobra jakos¢ wynikow);

e rozwiazanie rownania rGwnowagi nie wymaga stosowania obliczen o cha-
rakterze iteracyjnym;
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o wielko$¢ uktadu réwnan rownowagi w pordwnaniu z metoda Newemark
jest zdecydowanie mniejsza co sprawia, ze obliczenia mozna wykonywac
przy uzyciu standardowo wyposazonego komputera klasy PC.

Poréwnujac ze soba te dwie metody stwierdza si¢, ze metoda roznic central-
nych (w skrocie explicit) jest metoda efektywna i niezawodna. Dlatego tez obec-
nie obliczenia MES zadan o charakterze dynamicznym sa wykonywane w opar-
ciu o solver typu explicit.

Jedynym ograniczeniem tej metody jest maksymalna warto$¢ kroku oblicze-
niowego At, ktory decyduje o stabilnosci rozwiazania. Dopuszczalna wartos$é
wspomnianego kroku czasowego jest wyznaczana z nastepujacej zaleznosci [21,
51]:

£170°
At=x-1 (—J , (12.11)

p
gdzie: x — wspotczynnik skalujacy (zazwyczaj nie wigkszy niz 0,9), | — cha
rakterystyczny wymiar liniowy (zawsze jest to minimalna dlugo$¢ najmnie;j-
szego elementu), E — modut Younga, p — gesto$¢ materiatu.

Z zaleznosci (12.11) wynika, ze dlugo$¢ kroku czasowego (a zarazem stabil-
nos¢ obliczen — rys. 12.12) Scisle zalezy od wielkosci elementéw skonczonych
oraz od wspotczynnika skalujacego k. Zatem nalezy dazy¢ do budowania siatki
0 elementach jednorodnych i dostatecznie duzych (aby czas obliczen byt mozli-
wie ngimnigjszy) oraz nie mozna przekracza¢ wartosci krytycznej kroku czaso-
wego. Jezeli At bgdzie zbyt duzy (k > 1), to wyniki symulacji bgda obarczone
bledem, a najczgstszym efektem tego jest przesadne przemieszczenia weziOW
powodujace absurdalne znieksztatcenie geometrii odkuwki (rys. 12.12b).

- ety = - PN 4 |

a) <l Ty b) T2 |
— Eahnmmanr e \
| 1 |

TREER

Rys. 12.12. Przyktad przedstawiajacy wpltyw warto$ci kroku czasowego At na stabilnos$¢
symulacji MES explicit procesu wal cowania: d) At mniejszy od wartosci krytycznej (x = 0,9),
b) At wigkszy od warto$ci krytyczng (ic = 2,0) [21]
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Szczegodlna osobliwoscia MES typu explicit jest wystgpowanie na poziomie
elementu charakterystycznego stanu energetycznego, ktorego warto$¢ wypad-
kowa jest réwna zero. Osobliwos¢ ta wystepuje tylko w elementach powierzch-
niowych czterowgztowych oraz brytowych o$miowegztowych, w ktorych obli-
czane parametry sa aproksymowane do jednego punktu referencyjnego (nie be-
dacego weztem). Zjawisko to jest niepozadane i objawia si¢ poprzez okreslona
formg niestabilnosci geometrycznej elementu. Ze wzgledu na jej charakter — tj.
wystepujace oscylacyjne zmiany postaci elementu przypominajace swoim
ksztattem klepsydrg — stan ten jest nazywany mianem ,hourglass”.

Osobliwo$¢ ta mozna kontrolowac¢ np. przez wprowadzenie do réwnan MES
dodatkowej macierzy sztywnosci sprezystej, ktora powoduje wyeliminowanie
niepozadanych znieksztalcen elementu. Jednakze, rozwiazanie to nie zapewnia
globalnej statecznosci stanu ,,hourglass”. Alternatywnym sposobem, ktory jest
najczgsciej stosowany, jest zapobieganie zjawiska utraty formy geometrycznej
elementu za pomoca wymuszonego thumienia wiskotycznego. Algorytm oparty
na tym rozwigzaniu zapewnia automatyczna stabilizacje geometrii elementu
i jest w pelni kontrolowany przez uzytkownika [21].

Na rys. 12.13 przedstawiono przyktad symulacji walcowania poprzeczno-
klinowego (WPK) wyrobu petnego, w ktérym uwidoczniono wptyw zjawiska
utraty statecznos$ci geometrii elementéw na wynik ostateczny. Rys. 12.13a obra-
zuje przypadek, gdzie kontrola omawianej osobliwosci jest prawidtowo wyko-
nana. Z kolei, na rys. 12.13b umieszczono sytuacje odmienng — wida¢ na nim
charakterystyczne zwichrowanie elementéw w strefie odksztalcenia odkuwki.

Rys. 12.13. Wptyw zjawiska ,.hourglass” nawyniki analizy MES typu explicit: a) zjawisko
kontrolowane, b) zjawisko niekontrolowane, ) zjawisko cze$ciowo kontrolowane [21]
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Natomiast narys. 12.13c zilustrowano przypadek, w ktérym wybrano zta meto-
de kontroli zjawiska ,,hourglass”. W rezultacie, proces walcowania utracit sta-
bilnos¢ (wystapit poslizg niekontrolowany odkuwki), ktora wynika tylko i wy-
tacznie z bledu numerycznego.

W dalszej czg$ci niniejszego rozdziatu przedstawia sig kilka przyktadow ilu-
strujacych zastosowanie MES w analizie procesow obrobki plastycznej metali.
Prezentowane rozwiazania uzyskane zostaly gldwnie w oparciu o oprogramo-
wanie komercyjne MSC.SuperForm, bazujace na reprezentacji przemieszcze-
niowg MES (analiza quasi-statyczna), umozliwiajace Symulowanie numeryczne
proceséw realizowanych w plaskim, osiowo-Symetrycznym i przestrzennym
stanie odksztatcenia.

12.2. Kucie bezwyplywkowe

Przy kuciu bezwyptywkowym (w matrycach zamknietych) dopuszczalny
stopien odksztalcenia jest wickszy niz w procesach kucia wyptywkowego
(w matrycach otwartych), ze wzglgdu na wystgpujacy korzystny stan trojosio-
wych naprgzen Sciskajacych. Z tego tez powodu przy kuciu w matrycach za-
mknigtych praktycznie nie zachodzi niebezpieczenstwo wystapienia peknigc
wewngtrznych.

Stosujac MES mozna doktadnie przesledzi¢ przebieg ptynigcia materialu
w procesach kucia bezwyptywkowego. Znajomo$¢ kinematyki ptynigcia metalu
jest bardzo wazna, gdyz umozliwia wlasciwy dobor parametréw procesu, prawi-
dtowa konstrukcj¢ oprzyrzadowania, doktadne okreslenie sity kucia, jak rowniez
moze stanowi¢ podstawe opracowania systemu automatycznego sterowania pro-
cesem.

Wezesniejsze opracowania dotyczace kinematyki plynigcia materiatu w pro-
cesach kucia bezwyptywkowego [7, 70] opieraty si¢ na pracochtonnych bada-
niach ksztaltowania materiatu modelowego (otowiu lub plasteliny). Zastosowa-
nie MES w analizie proceséw obrobki plastycznej metali stworzylo nowe moz-
liwosci o charakterze poznawczym i uzytecznym, do ktorych zalicza sig rowniez
mozliwo$¢ doktadnego $ledzenia kinematyki ptynigcia materiatu.

W procesach kucia bezwyplywkowego wypetnienie wykroju moze odbywac
sie przez speczanie, dziurowanie i wyciskanie. W przypadku odkuwek majacych
ksztalt prosty (rys. 12.14a) wykroj wypehnia sig przez spgczanie. Jezeli odkuwka
ma wglebienia (rys. 12.14b) to wykrdj wypetnia si¢ przez spgczanie i dziurowa-
nie. Natomiast wowczas, gdy odkuwki posiadaja wystepy (rys. 12.14c¢), o $red-
nicach mnigjszych od $rednicy materiatu wyjsciowego, to wypetienie wykroju
realizowane jest poprzez spgczanie i wyciskanie.

Obliczenia numeryczne, bazujace na MES, wykonano dla trzech odkuwek
podanych narys. 12.14. Analizg zagadnienia prowadzono przyjmujac nastgpuja-
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Rys. 12.14. Odkuwki wykorzystane w analizie MES procesu kucia bezwyptywkowego

ce parametry procesu: material odkuwek — otow w gatunku Pbl, wymiary wsadu
60 x 90 mm, predkosé przesuwu suwaka prasy 0,0012 m/s, wspotczynnik tar-
cia p = 0,32, temperatura kucia 20°C. W obliczeniach pominigto zagadnienia
termiczne i przyjgto, ze krzywa ptynigcia ksztaltowanego materiatu okres$lona
jest zaleznoScia

o, =248¢"", (12.12)

gdzie: o, —naprgzenie uplastyczniajace, ¢ — predkos¢ odksztatcenia

Proces wypekiania wykroju dla kazdej z rozpatrywanych odkuwek mozna
podzieli¢ na kilka etapow. W celu zilustrowania zakresu etapow oraz przyblize-
nia mechanizmu odksztalcenia poszczeg6lnych odkuwek wykonano wykresy
zaleznosSci sity ksztaltowania, w funkcji przemieszczenia suwaka, ktore pokaza-
nonarys. 12.15 + 12.17.

Przy wypehieniu wykroju przez speczanie wyrdznia si¢ dwa etapy (rys.
12.15). W pierwszym ma miejsce swobodne spgczanie materiatu. Etap ten kon-
czy si¢ z chwila zetknigcia si¢ materiatu z boczng $ciang wykroju. W etapie dru-
gim nastgpuje dalsze spgczanie materiatu, az do catkowitego wypetnienia narozy
wykroju. Nalezy zwroci¢ uwage na fakt, ze w Il etapie procesu ksztaltowania
bardzo matym przyrostom drogi stempla odpowiadaja duze przyrosty sity kucia.

W procesie wypetnienia wykroju przez dziurowanie wyrdzni¢ mozna cztery
etapy (rys. 12.16). W etapie pierwszym czopy dziurujace wglebiaja si¢ w mate-
riat odkuwki. Etap ten konczy si¢ w momencie zetknigcia si¢ materiatu z gorna
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Rys. 12.15. Wykres sity kucia w procesie spgczania w matrycach zamknigtych

i dolna powierzchnia wykroju matrycy. W etapie drugim material podlega swo-
bodnemu ptynieciu w kierunku promieniowym, wypetniaja si¢ wtedy wewnetrz-
ne naroza ksztattowanej odkuwki. Ta faza procesu konczy si¢ w chwili, w ktorej
nastgpuje zetknigcie materialu z bocznymi Sciankami matrycy. Nalezy zwrocic
uwage na fakt, ze (w przypadku nieprawidtowo dobranych parametrow procesu)
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w etapie tym moze wystapi¢ ksztaltowanie zaku¢ na bocznych powierzchniach
czopow dziurujacych.

W etapie trzecim zachodzi dalsze zaglebianie si¢ czopéw w materiat oraz
wypetianie wykroju w wyniku spgczania. W ostatniej fazie procesu, charakte-
ryzujacej si¢ szybkim wzrostem sity ksztattowania, zachodzi catkowite wypet-
nienie narozy zewngtrznych ksztattowanej odkuwki.
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Rys. 12.16. Wykres sity kucia w procesie kucia bezwyptywkowego, gdy wypelnienie
wykroju odbywa si¢ przez dziurowanie
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Proces wyciskania zachodzi w czterech etapach — rys. 12.17. Pierwszy etap
podobnie jak w przypadku spegczania konczy si¢ w momencie, gdy materiat do-
chodzi do bocznych $cianek wykroju. Ponadto w etapie tym na odkuwce zostaja
zaznaczone lekko wyciskane czopy. W etapie drugim, w dalszym ciagu realizo-
wany jest proces speczania, az do catkowitego wypetnienia zewngtrznych naro-
zy odkuwki. Etap trzeci trwa do momentu kiedy wciskane czopy dotkna dna
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Rys. 12.17. Wykres sity kucia w procesie kucia bezwyptywkowego, gdy wypetienie
wykroju odbywa sig¢ przez wyciskanie
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wykroju. W ostatnim etapie nastgpuje catkowite wypelnienie narozy ksztaltowa-
nych czopdw odkuwki.

12.3. Dziurowanietulei gruboscienngl w dwuwalcowej walcarce
skosnej

Walcowanie sko$ne jest wiodaca metoda wytwarzania tulei grubo$ciennych.
W procesie tym wykorzystuje si¢ dwa lub trzy walce (ustawiane skos$nie do osi
walcowanej tulei), glowke dziurujaca kalibrujaca wewngtrzna srednicg rury oraz
(w przypadku metody dwuwalcowej) prowadnice utrzymujace ksztaltowany
pOtwyrdb w przestrzeni migdzywalcowej. Najtrudniejsze warunki pracy w pro-
cesie walcowania sko$nego ma gtowka dziurujaca, ktora podczas ksztaltowania
nagrzewa si¢ do bardzo wysokich temperatur. W potaczeniu z duzymi naciskami
wystepujacymi na powierzchni styku metal-gtowka wymusza to czesta wymiang
glowki dziurujacej na nowa [32].

Pomimo ponad stuletniej historii zastosowan przemystowych procesu dziu-
rowania w walcarkach skosnych technologia ta nie zostata dotychczas poznana
w stopniu satysfakcjonujacym, co jest wynikiem bardzo ztozonej kinematyki
ptynigcia metalu. Poprawy tego faktu upatruje si¢ w mozliwosciach stwarzanych
przez intensywnie rozwijajace si¢ metody modelowania numerycznego objgto-
sciowych procesow ksztaltowania plastycznego metali. W niniejszym podroz-
dziale przedstawia si¢ wyniki analizy procesu dziurowania, wykonanej w opar-
ciu o MES| opisang w opracowaniu [44].

12.3.1. Opis zastosowanego modelu MES

Do analizy procesu dziurowania w walcarce skosnej wykorzystano ko-
mercyjny pakiet oprogramowania M SC.SuperForm, korzystajacy z reprezentacji
przemieszczeniowej MES. Przyjeto, ze ze wzgledu na ztozono$¢ zagadnienia
proces dziurowania w walcarce skosnej powinien by¢ symulowany wylacznie
w warunkach przestrzennego stanu odksztatcenia.

W ramach analizy rozpatrzono proces dziurowania tulei grubos$ciennej
w wal carce dwuwalcowej z prowadnicami tarczowymi typu Dieschera. Schemat
tego procesu pokazano narys. 12.18, na ktérym zaznaczono réwniez podstawo-
we parametry geometryczne. Przyjeto, ze wsadem do walcowania jest probka
cylindryczna (o wymiarach &60 x 120 mm) ze stali w gatunku 100Cr6. Za-
tozono, ze walce obracaja si¢ w tym samym kierunku z jednakowa predkoscia
obrotowa wynoszaca N =60 obr./min., za§ prowadnice tarczowe obracaja si¢
(przeciwnie) z predkoscia 6,8 obr./min. Przyjgto rowniez, ze gniot w czg$ci mig-
dzywal cowej wynos 16%, a wspotczynnik owalizacji rowny jest 1,05.

Na kolginym rys. 12.19 pokazano opracowany na potrzeby obliczen model
MES procesu dziurowania, wg schematu z rys. 12.18. W sktad modelu wchodza
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332,92

Rys. 12.18. Schemat analizowanego procesu dziurowaniaw walcarce sko$nej, wyposazonej
w prowadnice tarczowe typu Dieschera
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dwa walce beczkowe oraz dwie prowadnice tarczowe (zamodelowane jako ciata
sztywne), gtowka dziurujaca i wsad. Dodatkowo dla wprowadzenia wsadu
W przestrzen migdzywalcowa wykorzystano popychacz (niewidoczny na rys.
12.18). Do modelowania wsadu zastosowano o§miowegztowe elementy prostopa-
dtoscienne. Wybor rodzaju elementow wynikat z koniecznosci wielokrotnego
stosowania w trakcie obliczen aktualizacji siatki elementéw modelujacych pot-
wyréb walcowany. Moment, w ktorym nastgpowata przebudowa siatki uzalez-
niono od przyrostu odksztatcenia. Gtowke dziurujaca zamodelowano za pomoca
4200 elementoéw, ktore mogly odksztatcaé si¢ wylacznie w zakresie sprezystym.
Przy tym wezty gtowki znajdujace si¢ w osi obrotu zostaty utwierdzone.

W abliczeniach zastosowano termomechaniczny schemat obliczen. Przyjeto,
ze wsad nagrzewany jest do temperatury 1180°C, a temperatura narz¢dzi sztyw-
nych (walce i tarcze prowadzace) jest stata podczas calego procesu ksztalttowa
niai wynos 50°C. W przypadku gtéwki zatozono, ze poczatkowa temperatura

MsC

Walec 1

Wsad

" Tarcza 1

.— Popychacz

Giowka
Tarcza 2
- == " .f'
Walec 2 <L g - ';>/

Rys. 12.19. Model MES procesu dziurowania w walcarce sko$nej z prowadnicami
tarczowymi typu Diescher’a, z ktérego okreslano obciazenie gtowki dziurujacej
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tego narzedzia jest identyczna z temperaturg otoczenia i wynosi 30°C. Na pod-
stawie opracowania [47] przyjgto, ze wspotczynnik wymiany ciepta migdzy
narzedziami a materialem ksztaltowanym wynosi 4000 W/m?K. Natomiast war-
tos¢ tego wspotczynnika, okreslajacego wyming ciepta migdzy metalem a oto-
czeniem, wynosi 200 W/m?K..

Model ksztattowanego materiatu — stali w gatunku 100Cr6 — przyjgto z bi-
blioteki programu MSC.SuperForm. Natomiast model materiatu, z ktérego wy-
konano gltowke dziurujaca w sposob jednoznaczny opisuja: modut sprezystosci
wzdhuznej — 324000 N/mm? wspotczynnik Poissona — 0,3, gestosé — 8120
kg/m®, wspotczynnik przewodzenia ciepta 27,6 W/mK, cieplo wiasciwe 456
JkoK.

W analizie zalozono model tarcia statego, uzalezniony od predkosci poslizgu
metalu wzgledem narzedzi. Ze wzgledu na brak smarowania oraz celowe chro-
powacenie walcow (dla tatwiejszego wciagania wsadu w przestrzen migdzywal -
cowa) przyjeto, ze czynnik tarcia dla walcéw osiaga warto$¢ graniczng m = 1,0.
Natomiast ze wzgledu na fakt, ze podczas dziurowania obracajacy si¢ potfabry-
kat wprawia w ruch obrotowy gtowke w obliczeniach pominigto tarcie na po-
wierzchni kontaktu materiat — gléwka. Konsekwencja takiego zalozenia byto
zmnigszenie czynnika tarcia migdzy prowadnica tarczowa a metalem do warto-
$ci 0,3 (w celu zrownowazenia sit tarcia dzialajacych na prowadnicy tarczowe;j
i gtdwce dziurujacej).

12.3.2. Wyniki obliczen

Na podstawie wykonanych obliczen przesledzono zmiany ksztattu potwyro-
bu zachodzace podczas procesu dziurowania. Zmiany te pokazano narys. 12.20,
na ktérym dla poprawy czytelnosci wygaszono jedna z prowadnic tarczowych.
Na poczatku procesu wsad chwytany jest przez walce, ktore wprawiaja go
w ruch obrotowy i przemieszczaja w kierunku osiowym. Realizowany jest wow-
czas proces obrotowego obciskania dwoma narzgdziami, ktory trwa do momentu
gdy czolo potwyrobu wejdzie w kontakt z gléwka. Nastgpnie rozpoczyna si¢
proces ksztattowania otworu wewngtrznego tulei, ktorego rozmiar okreslony jest
Wymiarem zastosowanej glowki dziurujacej. Po czasie wynoszacym okoto 3
sekundy w kontakt z potwyrobem wchodza prowadnice tarczowe, ktore obraca
jac si¢ zwigkszaja sity osiowe sprzyjajace wciaganiu potwyrobu na glowke dziu-
rujaca. Proces dziurowania przechodzi w stan ustalony, charakteryzujacy sig
wzgledna stabilnoscia sit ksztattowania, po czasie wynoszacym okoto 5 sekund.

Korzystajac z MES mozna doktadnie przesledzi¢ zmiany stanu odksztatcenia
zachodzace w trakcie dziurowania w walcarce sko$nej. Na rys. 12.21 pokazano
rozktady odksztalcen wyznaczone dla ustalong fazy dziurowania (t=5,5 9)
W ptaszczyznach wzdluznych oraz poprzecznych. Z danych zamieszczonych na
tym rysunku wynika, iz odksztatcenia rozktadaja si¢ w sposob warstwowy. Przy

263



Z. Pater, G. Samolyk ,,Podstawy teorii i analizy obrébki plastycznej metali”
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Rys. 12.20. Progresja ksztattu polwyrobu podczas dziurowania w walcarce skosnej,
obliczona na podstawie modelu MES pokazanego narys. 12.19
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Rys. 12.21. Strefa odksztalcenia w fazie ustalonej (t = 5,5 S) procesu dziurowania tulei
w walcarce sko$nej, wraz z rozktadem intensywnos$ci odksztatcenia
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czym najwigksze odksztalcenia wystepuja w warstwach zewnetrznych uksztal-
towang tulel rurowej. Na podstawie rys. 12.21 mozna réwniez przesledzi¢ jak
zmienia sig przekrdj poprzeczny potwyrobu na catej dlugosci strefy ksztalttowa-
nia. W wyniku oddziatywania walcow nastgpuje owalizacja przekroju poprzecz-
nego, ktdra przyjmuje wartosci najwigksze w strefie cylindrycznej gtéwki dziu-
rujacej. Owalizacja ta jest ostatecznie usuwana po przej$ciu metalu przez glow-
ke, gdzie tuleja uzyskuje pozadany ksztatt kotowy.

Na rysunku 12.22 pokazano rozktady naprezenia $redniego o, W prze-
krojach wzdtuznych potwyrobu oraz gtowki dziurujacej. Z rozktadow tych wy-
nika, Ze najmniejsze napr¢zenia wystgpuja w miejscu, gdzie nosek glowki od-
dzialuje na ksztattowany metal. Nalezy zauwazy¢, ze w analizowanym przykta-
dzie formowanie otworu tulei odbywa si¢ wytacznie w efekcie odksztalcania
siatki elementow, ktora jest wielokrotnie przebudowywana. Moze to prowadzi¢

Ptaszczyzna

Ptaszczyzna

[MPa]
100 -80 -60 40 -20 0 20 40 60 80 100
. D R . S — 1]

Rys. 12.22. Rozklady naprezenia $redniego w potwyrobie oraz gltdwce, wyznaczone dla
fazy ustalongj procesu dziurowania(t =5,5s)
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do zawyzenia wartosci obliczanych naciskow powierzchniowych oraz naprezen

na nosku gtéwki, w stosunku do wartosci rzeczywistych. Bowiem, w praktyce

w wyniku dziatania w strefie osiowej potwyrobu znacznych naprgzen rozciaga

jacych (dobrze widocznych na rys. 12.22) dochodzi do rozluznienia struktury
metalu utatwiajacej ksztattowanie otworu.

Precyzyjna oceng wytezenia glowki w czasie ksztattowania mozna uzyskac

Z analizy rozktadow naprezen gléwnych, wyznaczonych dla tego narzgdzia

i pokazanych na rys. 12.23. Z kolei na rys. 12.24 przedstawiono jak podczas

dziurowania zmienia si¢ temperatura glowki. Z analizy danych zamieszczonych

narys. 12.23i 12.24 wynika, ze w najbardziej obciazonej czgsci glowki — nosku

wystepuja trojosiowe na

prezenia $ciskajace. Taki

stan naprgzen jest korzyst-
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dhluzania (dwuosiowe $ci-
skanie z jednoosiowym roz-
¥ ciaganiem). Jednakze w tej
drugie o, - VA e 8 czgéci gtowka ma nizsza
. temperature, przez co jest
bardzig sztywna i odporna
na odksztatcanie.

Rozktad temperatur
W potwyrobie, odpowiada-
jacy 6 sekundzie ksztal-
towania, pokazano na ko-

S
pierwsze o, %

s

frzecie o, lginym rysunku 12.25.
Na rys. 12.26 pokazano
-100 -80 -60 -40 -20 0 20 jak zmienia si¢ temperatura

na powierzchni gltowki,

w wytypowanych siedmiu

Rys. 12.23. Rozklady naprezen gtéwnych w gtowcee, weztach. Istotng informacja

wyznaczone dla fazy stabilnej procesu uzyskana z obliczen jest fakt,
dziurowania(t =5,59) .. .1

iz nosek gtowki nagrzewa
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Rys. 12.24. Rozklady temperatury w poétwyrobie oraz gldwce, wyznaczone na
podstawie modelu MES z rys. 12.19
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rel
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[ [ |

Rys. 12.25. Rozktady temperatury W potwyrobie (w ptaszczyznie walcow), wyznaczone
dlafazy ustalone procesu dziurowania

temperatura [°C]

Rys. 12.26. Zmiany temperatury na powierzchni gtowki dziurujacej w trakcie procesu
dziurowania w walcarce skosnej
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si¢ do temperatury okoto 1150°C, w czasie okoto 1,5 sekundy. Zatem w obli-
czeniach numerycznych procesu dziurowania, w ktorych przyjmuje si¢ gtowke
jako cialo nieodksztalcalne (sztywne) nalezy zaklada¢ temperaturg tego narze-
dzia niewiele mniejsza od temperatury ksztattowanego materiatu (np. 900°C).
Zgodnie z rys. 12.27 stwierdza sig, ze najwigksze naciski jednostkowe wy-
stgpuja na nosku gltowki dziurujacej, gdzie osiagaja one wartosci w zakresie
100+-180 MPa. Znacznie mniejsze naciski (ponizej 50 MPa) odnotowuje si¢
w strefie stozkowej gtowki, przy czym naciski te lokalizowane sa w ptaszczyz-
nie walcow. Wyznaczone wartosci naciskow jednostkowych pokrywaja sig
z warto$ciami podanymi w literaturze specjalistyczng [32], odnoszacymi si¢ do
ksztattowania stali stopowych. Swiadczy to o prawidtowym zamodelowaniu
procesu dziurowania w walcarce sko$nej, wyposazonej w prowadnice tarczowe.

P
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Ly |
]
T
IR

ptaszczyzna x -y
ptaszczyzna y -z

i)

ptaszczyzna x -z

-180 -160 -140 -120 -100 -80 -60 -40 20 O
C I [ 7 T [ [ ]

Rys. 12.27. Naciski jednostkowe na powierzchni glowki dziurujacej w fazie ustalonej
procesu dziurowania w walcarce skosnej (t = 5,5 9)
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12.4. Modelowanie pekania metalu w wybranych procesach
ksztaltowania plastycznego

W biezacym podrozdziale przedstawia si¢ wyniki symulacji numerycznych
procesow ksztattowania plastycznego, w ktorych dochodzi do rozdzielenia od-
ksztalcanego metalu, nastepujacego w efekcie przekroczenia granicznego od-
ksztalcenia pekania. W obliczeniach wykorzystano kryterium powstawania zto-
mu plastycznego, podane przez Cockrofta— Lathamai opisane zaleznos$cia (7.6).

12.4.1. Obciskanie obrotowe pretéow okraglych

Obciskanie obrotowe pretow okraglych (walcowanie poprzeczne na ptaskich
beczkach walcow) opisuje przypadek obciazenia wystepujacy w procesach rota-
cyjnej obrobki plastycznej, do ktorych zalicza si¢ m.in.: kucie na kowarkach,
dziurowanie metoda Mannesmanna, walcowanie poprzeczno-klinowe, walcowa-
nie walcami §rubowymi. Proces ten mozna realizowa¢ za pomoca dwoch narze-
dzi (walce, szczeki plaskie i wklgste) lub trzech walcow. Stabilno$¢ procesu
obrotowego obciskania moze by¢ naruszona gléwnie z powodu wystapienia
poslizgu (pomigdzy metalem a narzedziami) lub ze wzgledu na peknigcia po-
wstajace wewnatrz odkuwki.

Pekniecia wewnetrzne, nazywane rowniez efektem Mannesmanna, wyste-
pujace w procesach obciskania obrotowego moga przyjmowac¢ dwojaki ksztalt.
| tak, podczas ksztaltowania dwoma narzedziami powstaja peknigcia w ksztalcie
wzdhuiznych, osiowych szczelin (rys. 12.28b). Natomiast wowczas, gdy obciska-
nie realizowane jest trzema walcami peknigcia przybieraja ksztalt pierScieni
(rys. 13.28a).

Wedlug Thompsona oraz Hawkyarda [68] gtowna przyczyna powstawania
peknie¢ w procesach obciskania obrotowego jest niskocyklowe zmeczenie mate-

Rys. 12.28. P¢knigcia osiowe wystepujace w odkuwkach obciskanych obrotowo
za pomoca: a) trzech walcow, b) dwdch narzedzi [10]
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rialu. W wigkszo$ci przypadkéw ksztaltowania warstwy materiatu (w strefie
centralng) odkuwki) w kierunku normalnym do powierzchni narzedzi podlegaja
$ciskaniu, natomiast w kierunku prostopadtym do kierunku normalnego — roz-
ciaganiu. Po wykonaniu ¥ obrotu warstwy rozciagane podlegaja $ciskaniu,
asciskane rozciaganiu. Wystgpowanie w strefie osiowej takiego stanu napreze-
nia moze doprowadzi¢ do powstawania peknig¢ zmgczeniowych.

Moment powstawania pgknigé wewnatrz odkuwek ksztattowanych metoda
obciskania obrotowego mozna przewidywac stosujac MES oraz kryterium peka-
nia (7.6), opracowane przez Cockrofta — Lathama. Do wykonania obliczen nie-
zbedna jest znajomo$¢ stalej materiatlowej C, okreslajacej krytyczna wartos$¢
pracy (wykonang przez najwigksze naprgzenie rozciagajace) doprowadzajacej
do pekania metalu. Dla wyznaczenia statej materiatowej C, w przypadku ksztat-
towania odkuwek ze stali weglowej C45 (wg EN), przy temperaturze 1000°C,
zasymulowano procesy obciskania zrealizowane przez Andreevai in. [2]. Anali-
zujac wartosci osiagane przez catke (7.6) stwierdzono, ze pegkanie nastgpowac
bedzie wowczas, gdy stata C osiagnie wartos¢ 3,32. Korzystajac z powyzszej
informacji wykonano nastepnie symulacje proceséw obciskania obrotowego,
realizowanych za pomoca dwoch segmentoéw ptaskich oraz trzech walcow. Obli-
czenia wykonano zakladajac, ze ksztattowanie przebiega¢ bedzie przy 6 = 1,1
oraz T = 1000°C.

Na rys. 12.29 pokazano, uzyskany w wyniku obliczen, przebieg ksztal-
towania peknigcia osiowego w procesie obciskania obrotowego szczgkami pta-
skimi. Z rysunku tego wynika, iz pgkniecie inicjowane doktadnie w osi probki
poczatkowo postepuje w kierunku zblizonym do dziatania maksymalnych na-

3,56

3,0

o o © 0 |
s S - R 2,0
. — 1,5

1,0

0 © W Q -

0,0

Rys. 12.29. Propagacja pgknigeia osiowego w procesie obciskania obrotowego narzegdziami

ptaskimi, obliczona MES przy zatozeniu kryterium pgkania Cockrofta—Lathama, w prébce

ze stali C45 ksztattowanej przy temperaturze 1000°C — w skali szaro$ci pokazano rozklady
kryterium zniszczenia, okreslonego catka (7.6)
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prezen stycznych. Nastgpnie rozszerza si¢ ono osiagajac ksztalt zblizony do

owalnego i ostatecznie (W wyniku intensywnego ptynigcia metalu w kierunku

stycznym) ulega skregceniu osiagajac ksztalt zblizony do litery S. Nalezy zauwa-

zy¢, ze peknigcia osiowe o ksztalcie zblizonym (wyznaczone do$wiadczalnie)
Zamieszczono w opracowaniu Andreevai in. [2].

W przypadku obciskania obrotowego trzema wal cami, realizowanego w wa-

runkach okreslonych przez 6 = 1,11 T = 1000°C, nie stwierdzono pgkania mate-

rialu. Na uwage zastuguje

jednakze, prezentowany na

e ! 0.15 rys. 12.30, rozktad zniszczenia

0,09 Wskazuje on bowiem na cha-
0,06 rakterystyczny ksztatt pier-
0,03 cieniowy, potwierdzagjacy, iz
0,00 w tym przypadku obciskania
ewentualne peknigcie nie wy-
stgpuje w osi probki lecz
w pewnej odlegtosci od jg
srodka. Tym samym wyniki

metalu obliczony wg kryte-

0,12 rium Cockrofta — Lathmana.

Rys. 12.30. Rozktad kryterium zniszczenia metalu,
obliczony MES przy zalozeniu kryterium pgkania

Cockrofta - Lathama, w prébce ze stali C45 obliczen numerycznych, jed-
obciskanej obrotowo trzema walcami przy noznacznie potwierdzity spo-
temperaturze 1000°Ci 6 =11 strzezenia praktyczne, prezen-

towane przez autoréow Oopra-
cowan [2, 10].

12.4.2. Ciagnienie pretow

Przebieg proceséw wydtuzania (ciagnienia, wyciskania) ograniczony jest
mozliwo$cia wystapienia peknig¢ wewngtrznych, o charakterystycznym polksig-
zycowym ksztalcie, pokazanych na rys. 12.31. Pe¢knigcia te powstaja podczas
ksztattowania przy zle dobranych parametrach procesu wydtuzania.

Analiza mechaniczna w 0siowo-symetrycznym stanie odksztalcenia

W tg czesci podrozdziatu przedstawia sie wyniki analizy numerycznej uka-
zujacej tworzenie peknigé w procesie ciagnienia preta z miedzi, dla ktorej krzy-
wa plynigcia okresla nastgpujace rownanie:

o, =450(¢ +0,01)** [MPd], (12.13)

gdzie ¢ jest intensywnoscia odksztatcenia
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Rys. 12.31. P¢knigcia wewngtrzne obserwowane w pretach ciagnionych, przy niewlasciwie
dobranej technologii wydtuzania [33]

Ponizej przedstawia si¢ wyniki symulacji procesu ciagnienia preta (w tempe-
raturze otoczenia) o wymiarach poczatkowych @14 x 264 mm, za
modelowanego za pomoca 2280 elementow ptaskich — w sposob pokazany na
rys. 12.32. W abliczeniach przyjeto, ze: wspotczynnik tarcia na powierzchni
metal-narzgdzie wynosi p = 0,05, modut sprezystosci wzdtuznej materiatu cia-
gnionego rowny jest 1,2-10° MPa, za$ wspotczynnik Poissona wynosi 0,33. Za-
tozono rowniez, ze ciagnienie realizowane jest z predkoscia 1,5 m/s.

W analizowanym przypadku ksztaltowania przyjgto osiowo-Symetryczny
stan odksztalcenia oraz, ze pgknigcie metalu wystapi wowczas, gdy catka (7.6)
osiagnie warto$¢ graniczna rowna 0,15. Taka wartosé¢, dla badanego materiatu
zostala wyznaczona eksperymentalnie przez Komoriego i podana w opracowa-
niu[33].

wsad \narzedzie
RRRRAR g

T,

0§ symetrii

Rys. 12.32. Przyjety w obliczeniach MES podzial ciagnionego preta na 2280 elemen-
tow plaskich czworokatnych czteroweztowych (rys. 12.5d)
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Na kolggnym rys. 12.33 pokazano sposOb tworzenia si¢ peknigé we-
wnetrznych w analizowanym procesie ciagnienia. Ponadto, na rysunku tym
przedstawiono rozktad funkcji zniszczenia (7.6), wykorzystywanej w obli-
czeniach numerycznych.

0,00 002 004 006 008 010 0,12 0,14 0,16
BN [ I I — [ |

Rys. 12.33. Obliczony MES mechanizm tworzenia si¢ peknie¢ w procesie ciagnienia preta
wykonanego z miedzi — rozktad funkcji zniszczenia (7.6)

Analiza termo-mechaniczna w przestrzennym stanie odksztalcenia

Przedstawiony w poprzedniej czeséci przyktad modelowania procesu ciagnie-
nia obrazuje pewne podejscie, w ktorym przyjmuje si¢, ze peknigcia sa symulo-
wane poprzez procedure usuwania elementow. Praktyka wykazuje, ze ten sposdb
obliczen nie zawsze pozwala uzyska¢ zadawalajacy wynik. Ponizej przedstawia
si¢ przyktad modelowania procesu ciagnienia, gdzie nie stosuje si¢ procedury
usuwania elementu, a mozliwo$¢ i miejsce pekania ocenia si¢ tylko na podstawie
rozktadu zniszczenia.

Symulacj¢ procesu ciagnienia preta o Srednicy poczatkowej @13 mm wyko-
nano uzywajac komercyjny program DEFORM-3D, zakladajac przestrzenny
stan odksztalcenia oraz termo-mechaniczny model MES (rys. 12.34). Wyrab jest
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wykonany z miedzi CW003A, dla ktoérej przyjeto nastepujaca krzywa ptynigcia
materiatu wedtug modelu Johnsona-Cooka

0,03
o, =(1237+4351- %) (1+ 0,022~In(]))-|:1—(T 1;:?] } . (1214)

gdzie: o, — granica plastycznosci, ¢ — odksztalcenie rzeczywiste, T —temperatu-
ra bezwzgledna wyrobu.

Podczas modelowania wykorzystano symetri¢ geometryczna (zaznaczone na
rys. 12.34 dwie ortogonalne powierzchnie symetrii), a obszar materiatu podzie-
lono na 40 tys. elementow tetragonalnych (rys. 12.5g). Przyjeto, ze $rednica
poczatkowa wsadu jest rowna do = 13 mm, kat stozka roboczego o = 18° oraz
o = 30°, dtugos¢ powierzchni kalibrujacej Iy = 0,5mm oraz I = 4,0mm a $redni-
ca koncowa d; wynosi tyle, by uzyska¢ stopien redukcji przekroju poprzecznego
preta € = 15% i € = 25%. Wartosci parametrow procesu sa tak dobrane, aby uzy-
ska¢ ekstremalne warunki ksztalttowania. W obliczeniach zastosowano kryterium
pekania (7.7).

Warunki kontaktowe zamodel owano modelem tarcia Coulomba przyjmujac,
ze wspotczynnik tarcia p=0,05, n=0,1, n=0,2 oraz u=0,3. Temperatura
materialu, narzgdzi oraz otoczenia wynosita T =20°C - proces realizowany na
Zimno, ale z uwzglednieniem modelu termo-mechanicznego, dla ktérego przyje-
to, ze przewodnos¢ cieplna wynosi 43 W-m™'K™. Predko$¢ ciagnienia wynosita
Vo = 150 mm/s

Zamieszczony narys. 12.35 przypadek ciagnienia ilustruje rozktad zniszcze-
nia w materiale, gdy wartosci parametréw procesu sa zdecydowanie zawyzone
w stosunku do zalecen projektowych. Strefy potencjanych peknig¢ sa bardzo
wyrazne. Ponadto, doktadna analiza wynikbw MES wykazata, ze tak dobrane

narzedzie L

1/2 d,
lj5d,

ptaszczyzny symetrii $ —v_

Rys. 12.34. Przyjety w obliczeniach MES model procesu ciagnienia — opis w tekscie
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parametry powoduja zna-
czace pogorszenie jako$ci
powierzchni preta. Co
wigcej, rOwniez i na niej
mozna wyszczegolnié
liczne strefy, w ktorych
warto$ci zniszczenia 0sia-
gaja poziom porowny- s,,efy\ﬁ,,
walny ze strefami peknig¢ Peknigc
wewngtrznych. Ale juz
w przypadku  ciagnienia Rys. 12.35. Rozktad zniszczenia (7.7) obliczony
przez ciagadio z katem w symulacji MES, gdy oi: 30°, ¢ = 25%, n =0,20

. oraz I, =4,0mm
o =14°, symulacja wy-
kazata, ze w materiale nie
pojawiaja sig strefy peknige.

Szczegdlowe wyniki analizy numerycznej w oparciu o przedstawiony model
MES zestawiono w tabeli 12.2. Model owanie tworzenia peknie¢ w przedstawio-
ny sposob jest wystarczajace do prawidlowego prognozowania utraty spdjnosci
w materiale ciagnionym i jest szczeg6lnie uzyteczne w przypadku symulowania
procesow ksztattowania wyrobdw o przekroju nieokragtym, ktore nie wykazuja
symetrii osiows).

Tablica12.2.
Zestawienie wybranych wynikow z obliczeri MES

0,80

0,40

0,00

Parametry ciagnienia Wyniki
€ o[°] u I [mm] | max. warto$¢ funkcji (7.7) OdStngﬁ?;Z[yrs:;f fami
14 0,05 brak wyraznych stref pekania wewnetrznego
0,05 0,62 7,20
18 0,10 0,80 7,70
0,20 0,95 8,30
15% 0,3 0,5 1,33 9,00
0,05 0,86 8,10
20 0,10 0,97 8,42
0,20 1,45 9,10
0,30 2,50 9,11
0,05 0,80 9,20
18 0,10 1,10 9,22
25% 0,20 4,0 2,10 9,30
0,30 zerwanie preta
30 0,20 zerwanie preta
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12.5. Wytlaczanie swobodne

Proces wytlaczania swobodnego wytloczek cylindrycznych jest ngjprost-
szym sposobem ksztattowania wyrobdw o powierzchni nierozwijalng. W pod-
rozdziale tym zostanie przedstawiony przyktad obliczen metoda elementOw
skonczonych typu explicit procesu wytlaczania poprzez ciagnienie kotnierza,
ktory jest realizowany w ramach Laboratorium Obrébki Plastycznej. Symulacje
wykonano przy uzyciu programu Dynaform, ktory jest wyposazony w solver
0 nazwie LS-Dyna®.

Mode geometryczny oraz numeryczny analizowanego procesu wyttaczania
przedstawiono narys. 12.36. Zatozono, ze krazek o $rednicy @50 mm i grubosci
wynoszacej g = 0,54 mm lub 1,58 mm jest wykonany z aluminium bedacego
w stanie wyzarzonym. Do obliczen przyjeto nastgpujace parametry materiatowe:
gestosé p = 2,7-10° kg/mm®, modut Younga E = 70 GPa, wspdtczynnik Poissona
v = 0,34, granica plastycznosci o0 = 26,015 M Pa oraz wspotczynnik anizotropii
normalng r=1,8. Narzedzia sa obiecktami sztywnymi, wykonanymi ze stali
konstrukcyjng (p = 7,8-10° kg/mm?, E = 210 GPa, v = 0,3). Stempel porusza si¢
zgodnie z wektorem przemieszczenia (rys. 12.36b), a jego predkos¢ wynosi
15 mm/s. Ponadto, w andlizie przyjeto model tarcia Amoutonsa, dla ktorego
wspodtczynnik tarcia pomigdzy krazkiem a narz¢dziami wynosi p = 0,08.

kierunek

|
2) R i b) - ruchu stempla
—mweell | )
- £
| o
— %]
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%] J 12
! Ro5 N &«;
o258| i | % BE
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250 g
[ .2
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0‘)‘
0
~

matryca ciggowa

Rys. 12.36. Wyttaczanie swobodne wyttoczki cylindrycznej: a) model geometryczny wraz
zwymiarami charakterystycznymi, b) model MES, w ktorym uzyto elementow ptaskich
czterokatnych (rys. 125d) —opisw tekscie [21]
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] .
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0,557

0,540

0,522
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Rys. 12.37. Kolejne fazy wytlaczania wyttoczki
(9 = 0,54 mm) oraz obliczony rozktad zmiany jej

grubosci (warto$ci podane w mm)

Geometria zarowno mate-
rialu wsadowego, jak 1 narze-
dzi jest opisana za pomoca
elementow ptaskich czterokat-
nych (rys. 12.5d), w ktorych
wymiar reprezentujacy gru-
bos¢ krazka blachy jest wyra-
zony poprzez parametr licz-
bowy. Podczas obliczen, spe-
cjany algorytm wylicza zmia-
n¢ grubosci blachy zaktadajac,
7e panuje w niej plaski stan
napregzenia.

Na rys. 12.37 zamieszczo-
no wyniki obliczen MES pro-
cesu wytlaczania wytloczki
0 poczatkowej  grubosci
g =0,54 mm. Przedstawia on
progresj¢ ksztaltu wytloczki
oraz rozktad zmiany jej grubo-
sci.

Jest to przypadek, dla kt6-
rego wzgledna grubosé¢ blachy
wynosi

% ~0,011 (12.15)

1 jest mniejsza od warto$ci
graniczngj obliczang na pod-
stawie wzoru

(%jgr =0,05-(1-m). (12.16)

gdzie: m — wspotczynnik wy-
tlaczania — w analizowanym
przypadku wynosi 0,52, nato-
miast  warto$¢  graniczna
(12.16) rownajest 0,024.

W takig sytuacji niezasto-
sowanie podczas wytlaczania
dociskacza prowadzi do po-
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fatldowania $cianek bocznych kotnierza wyttoczki. Jest to pewna forma wybo-
czenia wynikajaca z utraty stateczno$ci blachy. Nalezy jednocze$nie pamigtac,
ze w tej strefie materiatu naprezenia obwodowe maja charakter $ciskajacy. Jak
wynika z rys. 12.37, réwniez grubos¢ blachy ulega zmianie. Najwigksze pocie-
nienie obserwuje si¢ w czgsci dennej na wysokosci zaokraglenia powierzchni
czotowej stempla. Natomiast w gornej strefie kotnierza nastepuje zgrubienie.

Natomiast na rys. 12.38 przedstawiono rozktad grubosci §cianki wyttoczki,
dla ktorej wzgledna grubos¢ g/D = 0,032 i jest wigksza od warto$ci granicznej
(12.16). Wyttoczka ta jest uksztattowana w sposob prawidtowy. Stwierdzono
przy tym, ze najwigksze pocienienie §cianki wyttoczki nie przekracza 8%. Na-
tomiast najwigksze zgrubienie §cianki znajduje si¢ w czgsci kotnierzowej i wy-
nosi ponad 20%.

a) b) +21,7%
+18,8%
+15,8%
+12,8%
+10,0%
+7,0%
+4,0%
+1,0%
-1,9%
-4,8%
-7,8%

maksymaline zgrubienie $cianki

/

L

maksymaine
pocienienie $cianki

Rys. 12.38. Procentowa zmiana grubosci $cianki wyttoczki, gdzie poczatkowa wartos¢
0o = 1,58 mm; a) widok od strony stempla, b) widok od strony matrycy ciagowej
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parametr materiatowy, warto$¢ zniszczenia,
macierz thumienia wiskotycznego,

modut sprezystosci wzdhuznej (Younga),
sita wewngtrzna,

modut sprezystosci poprzecznej (Kirchoffa),
modut $ci§liwosci, macierz sztywnosci,
charakterystyczny wymiar liniowy,

macierz mas,

sita powierzchniowa,

granica wytrzymatosci rozdzielczej,

pole powierzchni,

temperatura, sita tarcia,

tensor napr¢zenia i odksztalcenia,

energia,

objetosc,

praca odksztatcenia plastycznego,

moc,

stopien zgniotu,

wymiary geometryczne materiatu odksztatcanego,
granica plastyczno$ci materiatu przy czystym scinaniu,

charakterystyczny wymiar liniowy,

czynnik tarcia, wyktadnik w krzywej umocnienia,

wyktadnik w krzywej umocnienia,
cosinusy kierunkowe $cianki sko$ne;j,
naciski powierzchniowe,

wektor przemieszczen weztowych,
CZas,

przemieszczenie, pole przemieszczen,
predkos¢ liniowa,

wytezenie materiatu,

jednostkowa praca odksztatcenia plastycznego,

kartezjanski uktad wspotrzednych,
uktad wspotrzednych walcowych,
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uktad wspotrzednych walcowych,

uktad wspotrzednych oparty na kierunkach gtownych,
odksztatcenie wzgledne,

predkos¢ odksztalcenia,

energia wlasciwa, parametr katowy Levy’ego,

odksztatcenie postaciowe (katowe),

odksztalcenie rzeczywiste (logarytmiczne),

niezmiennik stanu odksztatcenia, intensywnos¢ odksztatcenia,
wspotczynnik tarcia,

liczba Poissona,

gesto$¢ materiatu,

naprezenie,

niezmiennik  stanu  naprgzenia  (naprgzenie  postaciowe
Huberowskie), intensywno$¢ naprezenia,

napr¢zenie normalne,

niezmiennik stanu naprg¢zenia, naprg¢zenie hydrostatyczne
($rednie),

napregzenia wystgpujace na plaszczyznie oktaedrycznej,
granica plastyczno$ci materiatu,

naprezeni e zredukowane,

naprezenie styczne,

niezmiennik stanu odksztalcenia i naprezenia,



STRESZCZENIE

W podregczniku zamieszczono podstawowe informacje na temat zagadnien
z zakresu teorii sprezystosci i plastyczno$ci, tarcia, pgkania metalu poddanego
ksztaltowaniu oraz analizy proceséw obrobki plastycznej. Adresowany jest on
do studentéw kierunkow technicznych, w szczegolnosei studiujacych na kierun-
kach mechanika i budowa maszyn, inzynieria materiatowa i metalurgia. Zawar-
tos¢ ksiazki podzielono na dwanascie tematycznych czgsci. W pierwszych pigciu
rozdziatach oméwiono zagadnienia dotyczace naprezenia, odksztatcenia, zwiaz-
kéw pomiegdzy naprezeniem i odksztalceniem dla stanu sprezystego i1 plastycz-
nego, energii 1 pracy odksztatcenia, wytezenia materiatu 1 hipotez wytezenio-
wych. W trakcie omawiania tych zagadnien podano szereg definicji, podstawy
teoretyczne oraz sposoby graficznego przedstawiania omawianych zagadnien.
W rozdziale szostym przyblizono tematyke tarcia w obrobee plastycznej metali
— przedstawiono modele oraz metody oceny tarcia. Rozdziat sidodmy dotyczy
zagadnien utraty spojnosci materiatlu podczas jego ksztattowania. Omowiono
przyczyny i sposéb modelowania peknig¢ kruchych oraz plastycznych. Pozostate
rozdziaty dotycza metod analizy procesow obrobki plastycznej. Omoéwiono me-
todg energetyczna, rownan rézniczkowych rownowagi, ocen granicznych, linii
poslizgu i charakterystyk oraz metode elementow skonczonych. Kazdy rozdziat
zawiera kroétkie wprowadzenie i oméwienie podstaw teoretycznych dangj meto-
dy oraz zawiera liczne przyktady praktyczne. Omawiajac metode elementow
skonczonych (MES) skupiono si¢ na rozwiazaniach, ktore sa wykorzystywane
do analizy ksztaltowania bryt oraz symulowania ttoczenia blach. Zamieszczone
przyktady maja na celu ukazanie mozliwosci praktycznych modelowania MES,
w szczegbdlnoscei pod katem wyjasnienia aspektow teoretycznych procesow ob-
robki plastyczng metali. Dodatkowo, podczas omawiania waznych zagadnien
tre§¢ podrgeznika wzbogacono w liczne przypisy, gdzie zamieszczono opisy
sylwetek wybranych osob $wiata nauki, ktore znaczaco przyczynity si¢ do roz-
woju teorii obrobki plastycznej metali.
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