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Rozdziat |
WIADOMOSCI WSTEPNE

1.1. Elementy przestrzeni wiasciwe i niewtasciwe

1.1.1. Przedmiot geometrii wykresinej

Geometria wykreslna jest nauka o sposobach odwzorowywania elementow
przestrzeni i utworéw geometrycznych na ptaszczyznie oraz rozwigzywania
zadan konstrukcyjnych odnoszacych sie do tych utworéw. W procesie dydakty-
cznym tego przedmiotu student powinien naby¢ réwniez umiejetno$¢ od-
twarzania utworu geometrycznego na podstawie ptaskiego obrazu (rysunku).

1.1.2. Elementy przestrzeni

Elementami przestrzeni sg punkty, proste i plaszczyzny. Punkt, prosta
i ptaszczyznasgto pojecia w aksjomatyce geometrii elementarnejjako pierwotne,
nie wymagajgce definiowania. Elementy przestrzeni oznaczamy nastepujgco:
punkty duzymi literami alfabetu facinskiego, cyframi arabskimi lub cyframi
rzymskimi, np. A, B, C,... 1, 2, 3,... |, I, lll,..., mozna tez stosowac oznaczenia
z indeksami np. Als A2, A3,
proste matymi literami alfabetu tacifnskiego, np. a, bc,...p, g, r,... X, y z,... oraz
oznaczenia z indeksami np. al5 a2, a3,...
ptaszczyzny matymi literami alfabetu greckiego np. a, fi, y,... oraz oznaczenia
z indeksami np. a2 as3..
Elementy whasciwe sg to te, ktore
wystepujg w geometrii elementarnej
(Euklidesowej), otaczajace nas. W ge-
ometrii elementarnej przyjmujemy
nastepujacy aksjomat (pewnik) Euk-
lidesa: przez dany punkt wiasciwy
B nie lezacy na danej prostej wias-
ciwej a przechodzijednaitylko jedna
prosta wiasciwab réwnolegtado pro-
stej a (ilustracja graficznana rys. 1.1.).
Wobec tego, w geometrii elementar-
nej rownolegtymi nazywamy te, ktore
Rys. 1.1. Przez dany punkt wiasciewy B nie lezacy “J® ma™ C wspolnego punktu wias-
na danej prostej wasciwej a przechodzi jedna pro- Ciwego.
sta whasciwa b



. 6.

Elementy niewtasciwe sg to elementy meograniczenie (nieskonczenie) odlegte,
elementy w nieskoriczonosci.

Punkt niewtasciwy jest punktem
wspélnym  prostych  réwnolegtych.
Wszystkie proste o tym samym kierun-
ku (réwnolegte) majg ten sam punkt
wspolny niewlasciwy (przecinajg sie
w tym samym punkcie niewlasciwym).
Wobec tego punkt niewtasciwy nazywa-
my réwniez kierunkiem. Kazda prosta
wiasciwa zawiera nieskonczenie wiele
punktow wiasciwych ijeden punkt nie-
wiasciwy. Prosta wiasciwg uzupetniong
punktem niewasciwym nazywamy pro-

Rys. 1.2. Proste rownolegte a i b przecinaja
stg rzutowa.

sie w punkcie niewtasciwym C"

/V 00

Rys. 1.3. Prosta wiasciwa l||a przebija ptaszczyzne a w punkcie niewtasciwym N®

Prosta niewtasciwa jest prostg wsp6lng ptaszczyzn réwnolegltych. Paszczyz-
ny réwnolegte a i fi przecinajg sie w krawedzi niewtasciwej k” (rys. 1.4). Wszystkie
ptaszczyzny o tym samym ustawieniu majg te sama krawedz wspdlng niewtas-
ciwg (przecinajg sie w tej samej krawedzi niewtasciwej). Kazda ptaszczyzna
zawiera nieskonczenie wiele punktéw i prostych wtasciwych oraz jedng (tylko)
prostg niewlasciwg, na ktorej lezg wszystkie punkty niewlasciwe plaszczyzny.
Plaszczyzne wiasciwg uzupetniong punktem niewlasciwym nazywamy plasz-
czyzna rzutowa.

Ptaszczyzna niewtasciwa jest zbiorem wszystkich punktéw niewtasciwych
i prostych niewtasciwych przestrzeni. Przestrzerr euklidesowg E uzupetniong
ptaszczyzng niewtasciwg nazywamy przestrzenig rzutowg R,R= Euo,cc. Zatem



przestrzen rzutowa jest zbiorem wszystkich punktow wiasciwych i punktow
niewlasciwych, wszystkich prostych wiasciwych i prostych niewtasciwych oraz
wszystkich ptaszczyzn wiasciwych i jednej (tylko) ptaszczyzny niewtasciwej.

Rys. 1.4. Pfaszczyzny rownolegte a i fi przecinajg sie w krawedzi niewtasciwej K™

1.1.3. Utwory geometryczne

Utworem geometrycznym nazywamy zbior elementow, tj. punktdw, prostych
i ptaszczyzn. Utworami geometrycznymi sg wiec np. Wielokaty, wielosdany, linie
krzywe i powierzchnie.

1.2. Niektore zaleznosci miedzy elementami przestrzeni

Rys. 1.5. Dwa punkty okres$laja (wyznaczaja) jedng
i tylko jedng prostg 1=AB

Rys. 1.6. Dwie ptaszczyzny a i /? okreslajg (wy-
znaczaja) jedng i tylko jedng prostg k=anf}



Rys. 1.7. Trzy punkty niewspoéHinio-
we okreslajg jedng i tylko jedna
ptaszczyzne

Rys. 1.8. Trzy dowolne ptaszczyzny
niewspotliniowe i niewspdtptasz-
czyznowe a, fi, y okre$laja jeden
i tylko jeden punkt P=an/?ny

Rys. 1.9. Prosta a i punkt A nie-
przynalezne do siebie okreslajg jed-
ngitylkojedna ptaszczyzne (a= aA)



Rys. 1.10. Prosta a ptaszczy-
zna a nieprzynalezne do sie-
bie okreslajg punkt P=ana

Rys. 1.11. Dwie proste ai b przy-
nalezne do punktu P okre$laja
jedna i tylko jedng ptaszczyzne
a=ab. Dwie prostea i b przyna-
lezne do ptaszczyzny a okreslaja
tylko jeden punkt P=anb

Rys. 112. Dwa punkty
1i 2 przynalezne do ptasz-
czyzny a(l,2ea) okreslaja
prostg a przynalezng do pta-
szczyzny a(ac=a)
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Rys. 1.13. Dwie plaszczyzny a i p przynalezne do punktu P (Pean/?)
okreslajg prosta k przynalezng do punktu P (Pek)

Oznaczenie przynaleznosci elementow:
punkt i prosta do siebie przynalezne — Aea,
prosta i ptaszczyzna do sibie przynalezne —aca
punkt i ptaszczyzna do siebie przynalezne — Aea,
Oznaczenie rownolegtosci i nieréwnoleglosci elementow:
proste rownoletg ai b —al|b,
proste nieréwnolegte a i b —a||b,
prosta a i ptaszczyzna a réwnolegte — aj|a,
prosta a i ptaszczyzna a nieréwnolegte —a(|a,
ptaszczyzny a i /? rGwnolegte — a\fi
ptaszczyzny a i fi nieréwnolegte — alj/J,
Oznaczenia prostopadtosci i nieprostopadtosci elementow:
proste prostopadte aib —a J b,
proste niepiostopadte aib —a L b,
prosta a i ptaszczyzna a prostopadte —a J_a,
prosta a i ptaszczyzna a nieprostopadte —a j_ a,
ptaszczyzny prostopadle ai fi —aJ P,
ptaszczyzny nieprostopadte di fi —a | fi .

13. Rzutowanie

1.3.1. Rzut $rodkowy

Przyjmujemy dowolng plaszczyzne n, przewaznie poziomg albo pionowa,
zwang rzutnig lub ttem, na ktdra odwzorowuje sie elementy przestrzeni i utwory
geometryczne. Przyjmujemy punkt wiasciwy O nie lezacy na rzutni, zwany
Srodkiem rzutowania. Kazda prosta przechodzaca przez $rodek rzutowania
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jest tzw. prostg rzutujacg lub promieniem rzutujagcym. W celu odwzorowania
danego punktu na rzutnie n (rys. 1.14) prowadzimi przez punkty O i A prostg
rzutujaca a i wyznaczamy punkt przebicia Alrzutni n prostg a. Punkt Alnazywa
sie rzutem $Srodkowym lub perspektywg punktu A. Podobnie wyznaczamy Bl
Jezeli punkt C lezy na rzutni, to jego rzut Srodkowy (Zjednoczy sie zpunktem C.
Dla poszczeg6lnych punktéow P, Q, R lezacych na prostej rzutujacej p, ich rzuty
Srodkowe jednoczg sie w punkcie PI=Qi=RIi.

Przyjmujemy rzutnie n oraz dowolng prosta k||7t, bedaca kierunkiem
rzutowania. Srodek rzutowania jest zatem punktem niewtasciwym O@ W celu
odwzorowania danego punktu A na rzutnie n (rys. 1.15), prowadzimy przez ten
punkt prosta rzutujaca al|k i wyznaczamy punkt przebicia Alrzutni n prostg a.
Punkt Alnazywa sie rzutem réwnolegtym punktu A. Podobnie wyznaczamy Bl
Jezeli punkt C lezy na rzutni, to jego rzut rownoleghy (Zjednoczy sie z punktem
C. Dla poszczeg6lnych punktéw P, Q, R,.. prostej rzutujgcej p ich rzuty
réwnolegte jednoczg sie w punkcie Pr=Qi=Ri.

Zaleznie od tego czy kierunek rzutowaniak jest prostg prostopadtg do rzutni

(kJ_7) czy nie prostopadtg do n, nazywamy rzut rownolegty rzutem prostokat-
nym lub rzutem uko$nym.

1.3.3. Rzuty cechowane

Rzuty cechowane (rys. 1.16) sg to rzuty prostokatne elementéw i utwordw
geometrycznych najedng rzutnie, na 0g6t pozioma, zwang ptaszczyzng porow-
nawczg. Rzutnia dzieli przestrzen na dwie pétprzestrzenie: dodatnia, znajdujaca
sie nad rzutnig i ujemna, pod rzutnig. Odcinkiem prostopadtym do rzutni
przypisujemy znak + lub —w zaleznosci od tego, czy nalezg do p6tprzestrzeni
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Rys. 1.15. Rzut réwnolegly o kierunku
Kk irzutni n

Rys. 1.16. Rzuty cechowane na rzutnie n



dodatniej, czy ujemnej. Przyjmujemy jednostke miary dtugosci ,j”. Liczba
wzgledna okre$lajaca odlegtos¢ danego punktu, wzgledem ptaszczyzny porow-

nawczej nazywa sie cechg tego punktu. Rzut prostokagtny Al opatrzony cechg
nazywa sie rzutem cechowanym punktu A.



Rozdziat 11

ODWZOROWANIE ELEMENTOW

2.1. Rzuty Monge’a (na dwie rzutnie). Uktad odniesienia

2.1.1. Zasada rzutéw Monge’a

Rzuty Monge’a sg to jednoczesne rzuty prostokatne elementow lub utwordw
geometrycznych na dwie, trzy lub wiecej, wzajemnie prostopadle rzutnie,
tworzgce uktad odniesienia (rys. 2.1.).

2.1.2. Uktad odniesienia

Uktad odniesienia w metodzie rzutéw Monge’a sktada sie z dwdch wzajemnie
prostopadtych rzutni: poziomej nli pionowej n2. KrawedZ tych rzutni (cze$¢
wspalng) oznaczamy literg x i nazywamy osig rzutéw lub osig ,,iks”.

OS$ rzutow dzieli kazdg rzutnie na dwie potrzutnie: poziome -\-ni i —ni oraz
pionowe + 721 —n2. Uk}ad odniesienia dzieli przestrzen na cztery czesci, zwane
cwiartkami, ktore oznaczamy kolejnymi cyframi rzymskimi l, 11, 111, IV —jak na
rys. 2.2.
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Rys. 2.2. Sprowadzenie ukta-
du odniesienia do ptaszczyz-
ny rysunku. Cwiartki prze-
strzeni

Rys. 2.3. Uktad odniesienia sprowadzony do ptaszczyzny rysunku
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Sprowadzanie uktadu odniesienia do ptaszczyzny rysunku odbywa sie przez
obrotrzutni poziomej o kat 90° dokota osi x tak, ze pdtrzutnia poziomadodatnia
znajdzie sie pod osig X, (rys. 2.3). Taki sam efekt otrzymamy obracajgc rzutnie
pionowag o0 kat 90° dokota osi x lecz w kierunku przeciwnym. Tak ztozone rzutnie
przenosimy na ptaszczyzne rysunku p.

2.2. Rzuty punktu

Przyjmujemy uklad odniesienia. Dany jest punkt A lezacy w | éwiartce
przestrzeni. Wyznaczamy kolejno rzuty punktu A na rzutnie pozioma i pionowg
odpowiednio AliAll, prowadzac przez punkt A proste rzutujace w i g (rys. 2.4.).

Rys. 2.4. Rzuty prostokatne punktu A w ukfadzie odniesienia

A’jest rzutem poziomym, A 1lrzutem pionowym punktu A. Proste wi g prze-
chodzace przez punkt A okre$lajg ptaszczyzne e, ktora przecina 0$ x w punkcie
Ax. Sprowadzamy ukiad odniesienia wraz z rzutami Ali A1l do ptaszczyzny
rysunku.

Odlegto$¢ punktu A od rzutni poziomej, odcinek AA1 = AAX= w nazywa
sie wysokos$cig punktu A, a odlegto$¢ punktu A od rzutni pionowej, odcinek
AANl = A*AX — g nazywa sie giebokocig.

Wysokosci punktéw lezacych nad rzutnig pozioma, a wiec w ¢wiartkach 1 i1l

sg dodatnie, a lezacych pod rzutnig poziomg w ¢wiartkach I11 i IV sg ujemne oraz
gtebokosci punktéw lezacych przed rzutnig pionowa, a wiec w éwiartkach 1 i1V
sa dodatnie, a lezacych za rzutnig pionowa w ¢wiartkach Il i 111 sg ujemne.

Punkty E, F lezace na rzutni poziomej (rys. 2.5) majg wysoko$¢ rowng O,
a punkty G, H lezace na rzutni pionowej (rys. 2.5) maja gtebokos¢ rowng O.
Punkt K, lezacy na osi x na wysokosc¢ i gtebokos¢ réwng O.
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F=F
g9=9
ET H'  K=K=K"
FII Gl
6E=E"
h=h"
Rys. 2.5.

Rzuty Al, A1l punktu A okreslajg jednoznacznie jego polozenie w przestrzeni.
Prosta AlAn, prostopadta do osi x nazywa sie prostg odnoszaca.

23. Rzuty prostej. Rzuty dwdch prostych
a b)
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2.3.1. Rzuty prostej dowolnej

W celu wyznaczenia rzutéw dowolnej prostej a prowadzimy przez te prostg
dwie plaszczyzny rzutujgce: plaszczyzne poziomo rzutujacg ex— krawedz tej
ptaszczyzny z rzutnig poziomg jest rzutem poziomym ar prostej a oraz
ptaszczyzne pionowg — rzutujgcg e2— krawedZ tej plaszczyzny z rzutnig
pionowajest rzutem pionowym ari (rys. 2.6a) prostej a. Po sprowadzeniu ukfadu
odniesienia do ptaszczyzny rysunku rzuty prostej przedstawiajg sie tak, jak na
(rys. 2.6b). Podobny efekt uzyskamy, gdy zamiast prowadzenia przez prostg
ptaszczyzn rzutujgcych obierzemy na prostej dwa punkty A i B, i znajdziemy
rzuty tych punktow. Rzut poziomy prostej al=AIBI, rzut pionowy aJi=AirBir.

Rzuty prostej jednoznacznie okre$laja jej potozenie w przestrzeni, to znaczy
napodstawie rzutow prostej mozemyjednoznacznie odtworzy¢ potozenie prostej
w przestrzeni (wzgledem uktadu odniesienia).

2.3.2. Slady prostej

Slady prostej sa to punkty w ktorych prosta przebija rzutnie (rys. 2.7ai b). Hf
$lad poziomy prostej a, jest to punkt przebicia rzutni poziomej prostg a, Vi $lad
pionowy prostej a jest to punkt przebicia rzutni pionowej prostg a.

Rys. 2.7. Slady prostej a

2.3.3. SzczegOlne potozenie prostych

Prosta pozioma p (rys. 2.8).
Prostg réwnolegta do rzutni poziomej nazywamy prostg poziomg. Nazywa-
my jg rowniez gtdwng pierwsza. Wysokosci punktow tej prostej sg jednakowe,
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wigc rzut pionowy jest réwnolegty do osi rzutéw, a rzut poziomy wskazuje, pod
jakim katem prosta jest nachylona do rzutni pionowej. Slad poziomy prostej
poziomej jest punktem niewlasciwym.

Prosta czotowa ¢

Prostg czotowg lub prostg gtoéwng drugg nazywamy prosta rownolegtg do
rzutni pionowej. Giebokosci punktow tej prostej sg jednakowe, wiec rzut
poziomy rostej jest rownoleglty do osi X, a nachylenie rzutu pionowego do osi
x przedstawia nachylenie rzutu poziomej. Slad pionowy prostej czotowej jest
punktem niewtasciwym.

Prosta pionowa, aj nl(rys. 2.9)
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Prosta pionowa jest prostg prostopadtg do rzutni poziomej. Jej rzut poziomy
jest punktem, a rzut pionowy jest prostg prostopadtg do osi x.

Prosta celowa b ] _n2 (rys. 2.10.)

Prosta celowajest prostg pros-
topadtg do rzutni pionowej. Jej
rzut pionowy jest punktem, a rzut
poziomy prostag prostopadig do
0Si X.

Rys. 2.10. Prosta, celowa

Prosta prostopadta do osi x, d J_x (rys. 2.11)

Rzuty dr i da prostej d prostopadiej do osi x nie okre$lajg jednoznacznie
prostej d w przestrzeni.

Rys. 2.11. Prosta porostopadta do osi x

W celu jednoznacznego okre$lenia prostej nalezy na niej przyja¢ dwa dowolne
punkty A i B.
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2.3.4. Rzuty dwaoch prostych

Dwie dowolne proste w przestrzeni moga zajmowac¢ wzgledem siebie
nastepujace potozenia: 1) moga sie przecinac, 2) by¢ do siebie rownolegte, 3)moga
by¢ wzgledem siebie skosne (wichrowate).

Proste przecinajace sie (rys. 2.12)

Rzuty punktu P przeciecia sie prostych m i n lezg na jednej prostej
odnoszacej. | odwrotnie, ze stwierdzenia, ze odpowiednie rzuty dwdch prostych
m i n parami przecinajg sie w dwdch punktach (mlznlimllz n") lezacych na
jednej odnoszacej wynika, ze proste m in majg punkt wspdlny P, ktérego rzutami
sg wymienione punkty przeciecia rzutow prostych m i n, P1 = n;nm'
i P1= annmn.

)

Rys. 2.12. Proste przecinajace sie min

Proste réwnolegte m||n
Rzuty prostych rownolegtych sg do siebie odpowiednio rownolegte: n*"Iim1
i mMHN1L (rys. 2.13).

o b)

Rys. 2.13. Proste réwnolegte m i n
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Proste sko$ne (wichrowate) ki 1
Punkty przeciecia sie rzutéw prostych sko$nych nie lezg na jednej prostej

W szczeg6lnych przypadkach rzuty jednoimienne mogg sie nie przecinaé, ale
tylko jedne poziome lub czotowe.

2.4. Odwzorowanie plaszczyzny

Odwzorowanie ptaszczyzny polega na odwzorowaniu elementéw, ktére ja
okreslaja. Ptaszczyzna moze byé okreslona kilkoma sposobami, a mianowicie:
1) PYaszczyzna okre$lona dwiema przecinajacymi sie prostymi.

Przyktad tak okre$lonej plaszczyzny — plaszczyzna okre$lona prostymi
a i b przecinajagcymi sie w punkcie B, co mozemy zapisa¢ symbolami: a=ab,
anb = B —pokazano na rys. 2.15.

Rys. 2.15. Ptaszczyzna okre$lona prostymi przecinajacymi sie, a=ab
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2) Ptaszczyzna okre$lona dwiema prostymi réwnolegtymi

Rys. 2.16. Ptaszczyzna okre$lona dwiema prostymi réwnolegtymi,
a=ac3allc

Na rys. 2.16 pokazano przyktadowo rzuty dwdch prostych rownolegtych
a i c okreslajacych ptaszczyzne a= ac.

3) Plaszczyzna okre$lona prosta ¢ i punktem B nie lezgcym na niej
Przyktad tak okre$lonej ptaszczyzny zilustrowano na rys. 2.17.

Rys. 2.17. Ptaszczyzna okreslona prostg ¢ i punktem B, a=Bc

4) Plaszczyzna okre$lona trzema punktami A, B, C niewspoHiniowymi

Przyktad tak wyznaczonej ptaszczyzny ilustruje rys. 2.18.

Do okreslenia ptaszczyzny uzycie wiecej niz trzech punktéw nie jest celowe.
Powyzsze cztery przypadki okreslenia ptaszczyzny sg sobie réwnowazne.

taczac punkty AB,C otrzymujemy tréjkat ABC, ktéry tez w sposdb
jednoznaczny okre$la ptaszczyzne. Ten sposéb okreslenia plaszczyzny jest
o wiele bardziej obrazowy niz okreslenie jej trzema punktami.
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All
0]
>8"

cC”

Rys. 118. Ptaszczyzna okres$lona trzema niewspotiniowymi punktami, a= ABC

5) Plaszczyzna okre$lona $ladami, oc=hava

Jest to szczegllny przypadek okre$lenia ptaszczyzny za pomocg dwdch
prostych zwanych $ladami plaszczyzny przecinajgcych sie na osi x. Kiedy odx,
$lady przetna sie w nieskoficzonosci (w punkcie niewtasciwym osi x). Sladami
ptaszczyzny nazywamy krawedzie przeciecia tej ptaszczyzny z rzutniami (krawe-
dzig dwoch plaszczyzn a i fi nazywamy ich czes$¢ wspdlna, tj. prostg k=an/f).

Sladem poziomym ha plaszczyzny a jest krawedz przeciecia tej ptaszczyzny
z rzutnig pozioma, a Sladem pionowym va ptaszczyzny a jest jej krawedz
przeciecia z rzutnig pionowga. Wyrazenia w nawiasach (rys. 2.19) oznaczajg rzuty
Sladéw, ktére zazwyczaj pomijamy. Punkt przeciecia osi x ptaszczyzng nazywa-
my weztem plaszczyzny i oznaczamy Xa.

Przejscie od wybranego do innego sposobu odwzorowania ptaszczyzny nie
nastrecza wiekszych ktopotéw, przyktady na rys. 2.20.
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Rys. 2.20. Zmiana sposobu odwzorowania ptaszczyzny: a) okreslenie Sladéw plaszczyzny okreslonej
prostymi réwnoleglymi; wyznaczenie prostych czolowej i poziomej ptaszczyzny okreslonej, b)
prostymi réwnolegtymi a i b, ) prostymi przecinajacymi sied i e



Rys. 2.22.
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2.4.2. Szczegoblne potozenie ptaszczyzn

Ptaszczyzna poziomo-rzutujgca, a  Ax (rys. 2.21)

Ptaszczyzng prostopadig do rzutni poziomej nazywamy ptaszczyzne pozio-
mo-rzutujaca.

Ptaszczyzna pionowo-rzutujgca /JJ_n2 (rys. 2.22)

Ptaszczyzna podwojnie rzutujgca yJ x

Plaszczyzng podwojnie rzutujacg nazywamy ptaszczyzne prostopadia jednoczes-
nie do obu rzutni (rys. 2.23).

Ptaszczyzna pozioma alltt! (rys. 2.24)
Ptaszczyzng poziomg nazywamy plaszczyzne réwnolegtg do rzutni poziomej.
Jest ona szczeg6lnym przypadkiem plaszczyzny pionowo-rzutujace;.

mn

Rys. 2.24. Ptaszczyzna pozioma a

C*

Rys. 2.25. Przyktady okreslenia ptaszczyzny czotowej
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Ptaszczyzna czotowa N|7u2 (rys. 2.25)
Ptaszczyzng czotowg nazywamy ptaszczyzne rdwnolegta do rzutni pionowe;j.

2.5. Pominiecie oktadu odniesienia

Na rys. 2.26a przedstawiono poglagdowo rzuty plaszczyzny a okreSlonej
punktem A'i prostg b (a=Ab) na rzutnie n1o n2 oraz pfaszczyzne pozioma y.

Rzuty ptaszczyzny a= Ab w uktadzie odniesienia okreslonym rzutaminl in2
przedstawia rys. 2.26b, a rzuty tej samej ptaszczyzny w ukfadzie odniesienia
okre$lonym rzutami n2iy —rys. 2.26¢. Jak wida¢, posta¢ rzutow nie zalezy od
wyboru rzutni poziomej, jedynie rzut pionowy w drugim przypadku ,,przyblizy}”
sie do osi (gtebokosci wszystkich punktow zmienity sie o te samg wartosc). Do
podobnego wniosku dojdziemy zmieniajacy rzutnie pionowg na plaszczyzne
czotowa.

Wyborprzedstawionych rzutni nie wptywa na koricowe rozwigzanie, o ile to
rozwigzanie nie bedzie zwigzane z konkretng rzutnia, np. wyznaczanie $ladéw
ptaszczyzny, Sladow prostej. Dlatego jesli w czasie rozwigzania nie bedziemy
uzywac $ladow, to wybdr konkretnego uktadu odniesienia (w przedstawieniu
ptaskim osi x) nie jest konieczny. Nalezy zauwazy¢, ze dla jednoznacznego
okres$lenia prostej czy ptaszczyzny nalezy okresli¢ kierunek odnoszacej, najlepiej
przez okreslenie obu rzutéw tego samego punktu. W przypadku prostej czotowej
czy poziomej odnoszace sg prostopadte do jednego z rzutéw: poziomego prostej
czotowej lub pionowego prostej poziomej.

Rys. 2.26a.



Rys. 2.26.b)c).
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Rozdziat 111

ELEMENTY PRZYNALEZNE

3.1. Punkt i prosta do siebie przynalezne, Aea

Jezeli punkt i prosta sg do siebie przynalezne, to odpowiednie (jednoimienne)
rzuty punktu i prostej do siebie przynalezg (rys. 3.1.8).

Na rys. 3.1b punkt B i prosta b nie przynalezg do siebie bo np. B'i b" nie sg
odpowiednie (jednoimienne).

3.2. Prosta i ptaszczyzna do siebie przynalezne

Prosta i przynalezna do ptaszczyzny, jezeli dwa rdzne punkty sa przynalezne
do tej ptaszczyzny.

Na rys. 3.2 i 3.3 przedstawiono przynalezne do siebie prostg i ptaszczyzne
a przy réznych sposobach okreslenia ptaszczyzny.

33. Punkt i ptaszczyzna do siebie przynalezne

Punkt lezy na plaszczyZnie, gdy lezy na prostej lezacej na tej ptaszczyznie.
Na rys. 3.4 i 3.5 podano przykiady i spos6b wyznaczania rzutéw punktu
przynaleznego do ptaszczyzny okreslonej r6znymi sposobami.
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Przykfady

1. Wyznaczy¢ rzut pionowy pieciokagta ABCDE, jesli dany jestjego rzut poziomy
i rzuty pionowe punktow A,B,E-
Rozwigzanie w rozbiciu na etapy pokazano na rys. 3.6.

Rys. 3.6b) Na rzucie poziomym prowadzimy przekatne B/Ei i A'", ktére przecinajg sie
w punkcie K7. Z rzutu poziomego Ki=AiCinBiEi prowadzimy odnoszaca do przecie
cia z rzutem pionowym B"E" przekatnej BE i zaznaczamy punkt K". Rzut pionowy C"
znajdujemy w punkcie przeciecia przedtuzenia prostej A7/ K" z odnoszaca z punktu C1
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Rys. 3.6c) Rzut pionowy D" punktu D znajdujemy analogicznie prowadzac przekatng AD. taczac
odcinkami rzuty pionowe punktéw B,C,D i E otrzymujemy szukany rzut A" BJi C" DiJ E1l
pieciokata

2. Wyznaczy¢ rzuty trojkata PQR lezacego na plaszczyZnie. Dany jest rzut
poziomy (rys. 3.7a) lub pionowy (rys. 3.7b) trojkata, szukany jest rzut brakujacy.
Rozwigzanie na rys. 3.7. )
0

Rys. 3.7a). Tréjkat PQR przynalezny do
ptaszczyzny a) a=mn, m|n
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Rys. 3.7.b) Trojkat PQR przynalezny do
ptaszczyzny a=mn, A=mnn



Rozdziat IV

ELEMENTY WSPOLNE

4.1. Punkt wspolny dwaéch prostych, P= anb

Rzuty wspolnego punktu dwdch prostych a i b (punktu przeciecia sie
prostych) lezg na prostej odnoszacej, rys. 4.1.

Rzuty punktu przebicia ptaszczyzny rzutujacej prosta znajdujemy niemal
natychmiast, rys. 4.2a i b.

Przykltadowo na rys. 4.2b w przecieciu ali alrzutéw poziomych prostej
a i plaszczyzny poziomo-rzutujacej a znajdujemy P7rzut poziomy szukanego
punktu przebiecia P; nastepnie wystawiamy z P7 odnoszgca, ktora przetnie a"
rzut pionowy prostej a w punkcie P/J bedacym oczywiscie rzutem pionowym
punktu przebicia P.

Kilka dalszych przyktadéw wyznaczania punktu przebicia plaszczyzny
rzutujacej dowolng prostg przedstawia rys. 4.3. Przykiad a) i d) rozwigzujemy tak
samojak narys. 4.2b. Natomiast tok rozwigzania przyktadéw b) i c)jest taki sam
zjedna roznica: poniewaz dana ptaszczyzna a jest wowczas pionowo-rzutujaca,
to najpierw w przecieciu all z a" wyznaczamy P11, a P1 okreslimy prowadzac
z Pu odnoszaca do przeciecia z a*.
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Rys. 42. Punkt przebicia ptaszczyzny poziomo-rzutujacej a prosta a; P=ana, a | nl

rrw S ol

Rys. 4.3. Wyznaczanie punktu przebicia P prostg a z ptaszczyzng rzutujacg a
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Przykiad:

Wyznaczy¢ krawed?Z przeciecia ptaszczyzny dowolnej fi ptaszczyzng rzutujg-
c3 a

Rozwigzania dla r6znie okreslonych ptaszczyzn p przedstawia rys. 4.4. Jeden
z rzutdw szukanej krawedzie pokrywa sie rzutem plaszczyzny rzutujacej a,
natomiast brakujacy rzut krawedzi okre$lamy, wyznaczajac dwa punkty tej
krawedzi;
przyktadowo na rys. 4.4a krawedz k okre$lajg punkty 1i 2 bedace punktami
przebicia ptaszczyzny a prostymi m in

Rys. 4.4. Krawedz ptaszczyzny rzutujacej a z ptaszczyzng /? okreslona:
a)/J=mn, m|n; b) fi=mn, A=mnn
43. Punkt wspolny prostej i ptaszczyzny dowolnej; P=ana

W celu wyznaczenia punktu przebicia ptaszczyzny dowolnej prostg nalezy
postepowac nastepujaco (rys. 4.5):

Rys. 4.5. Wyznaczanie punktu przebicia ptaszczyzny a
prostg a — schemat
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1) aczfi (przez prostg a prowadzimy ptaszczyzne fi najwygodniej rzutujaca),
2) k=an/J (znajdujemy krawed? przeciecia ptaszczyzn a i /?),
3) P=kna (znajdujemy punkt przeciecia krawedzi k z prostg a).

Punkt P jest szukanym punktem wspolnym prostej a i ptaszczyzny a.

Przyktady:
Dana jest ptaszczyzna a i posta a; wyznaczy¢ punkt wspdlny P.
Rozwigzanie na rys. 4.6.

Rys. 4.7. Punkt przebicia ptaszczyzny
a=ABC prostg a, P=anot
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Na rys. 4.7 zostata ustalona widocznos¢ prostej a w obu rzutach, w stosunku
do nieprzezroczystego trojkata ABC. Widoczno$¢ prostej ustala sie napodstawie
widocznosci punktéw, w nastepujacy sposéb (rys. 4.8):

Rys.

Przyjmujemy dwa punkty A i B takie, ze ich rzuty poziome sie jednocza.
Ustalamy, ze punkt A na rzutni poziomej jest widoczny, gdyz na wieksza
wysokos¢ niz punkt B. Przyjmujemy nastepnie punkt C tak, ze rzuty pionowe
punktéw Ai C sigjednoczg. Podobnie ustalamy, ze punkt A na rzutni pionowej
jest widoczny, bo ma wieksza gtebokos¢ niz punkt C. Zaleznosci te pozwalajg na
ustalenie widocznos$ci prostej w stosunku do nieprzezroczystego tréjkata.

4.4. Krawedz dwdch ptaszczyzn okreSlonych prostymi i punktami, k=an/J

Krawedz dwéch plaszczyzn okre$lamy, wyznaczajgc dwa punkty krawedzi.
Dla przyktadu rozpatrzmy plaszczyzny a= mn (mj|n) i /?=ABC (rys. 4.9).

Mozemy wyznaczy¢ punkty M i N, w ktérych proste m i n przebijajg
ptaszczyzne fi, albo punkty P i R, w ktdérych boki trojkata ABC przebijajg
ptaszczyzne a.

Do wyznaczenia krawedzi potrzebne sg tylko dwa punkty, na rys. 4.9
wyznacza sie¢ M i N. Im dalej od siebie potozone sg punkty, tym doktadniej jest
wyznaczona krawedz, a wiec najkorzystniej wyznaczy¢ punkty P i N. W tym celu
przez bok AC prowadzimy plaszczyzne pionowo-rzutujagcg e, znajdujemy
krawedZ kx= e>na; nastepnie przez prostag n prowadzimy pfaszczyzne pozio-
mo-rzutujacy y, wyznaczamy krawedZ k —ynfi i punkt N. Punkty P i N wy-
znaczajg krawedz k = an/J.
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Przykiady:
1) Dane sg ptaszczyzny okre$lone punktami; a=ABC (trdjkat) i /?=KLMN
(trapez). Nalezy wyznaczy¢ linie przenikania tych figur ptaskich oraz ustali¢
widocznos¢ figur metodg w poprzednim punkcie.

Zadanie rozwigzano na rys. 4.10 prowadzac pomocnicze ptaszczyzny rzutuja-
ce y i 5 dla wyznaczenia punktéw P i R oraz przyjmujac dodatkowe punkty
5i 6 dla ustalenia widocznosci.

/ B 1

Rys. 4.10. Przenikanie figur ptaskich
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2. Dane sg dwie plaszczyzny a=ABC i 0=ab (a||b), rys. 4.11a.
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Zadanie rozwigzano w sposéb nastepujacy:

Wprowadzono ptaszczyzne pomochniczag  (poziomo-rzutujgca) i wyznaczono
ki krawedZ ptaszczyzn i a(kl=elna) oraz k2 krawedZz plaszczyzn et
i J(k2= «ln/)). K punkt wspélny krawedzi kx i k2 (K=k1nk2) jest punktem
wspolnym obu plaszczyzn a i fi (Kek = an/f), rys. 4.11b.

Analogicznie wprowadzajac plaszczyzne rzutujgcg €2 wyznaczamy jej kra-
wedzie k3i k4 z ptaszczyznami @i /}. Punkt przeciecia M krawedzi k3i k4jest tez

punktem wspdlnym ptaszczyzn a i /? (Mek=an/i). Punkty K,M okre$lajg
szukang krawedz k.



Rozdziat V

ELEMENTY ROWNOLEGLE

5.1. Proste réwnolegle

Dwie proste nazywamy réwnolegtymi, jesli lezg w jednej ptaszczyznie i nie
majg wspoélnych punktéw wiasciwych.

Rzuty prostych rownolegtych sg odpowiednio do siebie réwnolegte. Jezeli
odpowiednie rzuty dwdch prostych rownolegtych sg do siebie réwnolegte ale nie
prostopadie do osi x, to proste sg do siebie rownolegte (rys. 5.1).

Rys. 5.1. Proste rownolegte

5.2. Prosta i ptaszczyzna do siebie réwnolegle; ajja (rys. 5.2.)

Rys 5.2. Prosta a i plaszczyzna a
réwnolegte, a|ja
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Prosta ajest rownolegta do plaszczyzny a wowczas, gdy jest réwnolegta do
prostej b lezacej na plaszczyZnie a. Ptaszczyzna a jest réwnolegta do prostej
a wowczas, gdy przechodzi przez prosta b rownolegtg do prostej a.

Zadanie:
Przez dany punkt A poprowadzi¢ prosta a rownolegta do danej ptaszczyzny
a. Dany jest jeden rzut prostej a. Przyktady rozwigzan na rys. 5.3.

Rys. 5.3. Wyznaczanie brakujacego rzutu prostej a réwnolegtej do danej ptaszczyzny cc
a)a=mn (P=mrm); b) a=ABC; rownolegto$¢ odpowiednich prostych na rysunku
oznaczona krotkimi cienkimi kreskami
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53. Plaszczyzny réwnolegle

Dwie ptaszczyzny sg rownolegle, jesli nie majg wspdlnych punktow wias-
ciwych. Mozna stwierdzi¢, ze ptaszczyzna fi jest rdwnolegta do plaszczyzny
a woweczas, gdy przechodzi przez dwie przecinajgce sie proste, rownolegte do
ptaszczyzny a (rys. 5.4).

Rys. 5.4. Ptaszczyzny réwnolegte, a||/J

Zadanie:

Przez dany punkt A poprowadzié ptaszczyzne rownolegta do danej ptasz-
czyzny. Przyktad rozwigzania na rys. 5.5.

Rys. 5.5. Pfaszczyzny réwnolegte: a|/J; a=bd, bnd=B, /J=ac, A=anc



Rozdziat VI

ELEMENTY PROSTOPADLE

6.1. Prosta dowolna prostopadfa do prostej gtownej; aJ pial c

Rzuty dwdch prostych do siebie prostopaditych, z ktérych jedna jest
rownolegta do rzutni, sg na tej rzutni prostopadie. Mogg to by¢ proste
przecinajgce sie lub skosne (rys. 6.1, 6.2)

Rys. 6.1. Rzuty dwoch prostych prostopadtych a | p; p||7i,
a | p=>a7lp*inaodwrét: al 1pl, plirc=>a |p

a) b)
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62. Prosta prostopadta do plaszczyzny: alJ a

Prosta ajest prostopadta do ptaszczyzny a woweczas, gdy jest prostopadta do
dwdch przecinajacych sie prostych lezacych na tej plaszczyznie (rys. 6.3).

Rys. 6.4. Prosta a prostopadta do ptaszczyzny a=ABC
(@'dp', a"nre)

Do ustalenia zalezno$ci prostopadtosci prostej a do plaszczyzny a, okreslamy
na plaszczyznie a prostg pozioma p i czotowg c (rys. 6.4). Wowczas na podstawie
poprzedniego punktu, jesli aJ a mamy: a”p* i & \on.
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63. Plaszczyzny do siebie prostopadie: P]_cc
Mamy dwa okre$lenia prostopadtosci dwaéch plaszczyzn.

1. Ptaszczyzna /? jest prostopadta do plaszczyzny a woéwczas, gdy przechodzi

przez prosta a prostopadtg do plaszczyzny a. Przez te prostg a mozemy
poprowadzi¢ pek ptaszczyzn (rys. 6.5).

Rys. 6.5. Prosta a prostopadta do a wyznacza pek ptaszczyzn
zawierajacych prostg a i prostopadtych do a

Przykiad:
Dana jest ptaszczyzna a i dowolna prosta a.

Przez prostg a poprowadzi¢ ptaszczyzne fi prostopadig do ptaszczyzny a.
Rozwigzanie na rys. 6.6.
W obu przykladach na rys. 6.6 plaszczyzne /? prostopadlta do danej

ptaszczyzny a okreslajg proste a i b przecinajace sie w punkcie P (dowolnie
obranym na prostej a).

2. Ptaszczyzna /?jest prostopadta do ptaszczyzny a wéwczas, gdy jest prostopadta
do prostej a, lezacej na plaszczyznie a (rys. 6.7). Prostopadle do tej prostej
mozemy poprowadzi¢ pek ptaszczyzn réwnolegtych.

Na rysunku 6.7 przyktadowo podano sposéb wyznaczania ptaszczyzny
prostopadiej do danej plaszczyzny, oparty na tej definicji. W tym celu w ptasz-
czyznie a=ABC okreslono dowolng prostg a i prostopadle do niej —uwzgled-
niajgc prostopadto$s¢ odpowiednich rzutow — poprowadzono plaszczyzny
Pi=Pici oraz Pz=P2c2 przez wybrane punkty.
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Rys. 6.6. Ptaszczyzna fi=ab (P=anb) prostopadta do ptaszczyzny
okreslonej: a) a=mn(m]n); b) a=ABC, a | a — warunek prosto-
padtosci ptaszczyzn a i ?



Rys. 6.7. Ptaszczyzny réwnolegte fiu £,  prostopadie do ptaszczyzny a;
WIWIO03- laca

Rys. 6.8. Ptaszczyzny i /j2=p 2c2 prostopadte do ptaszczyzny
a=ABC; IIff}2 | a,aci
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6.4. Proste dowolne do siebie prostopadle

Prosta b jest prostopadta do prostej a wowczas, gdy przynalezy do
plaszczyzny a prostopadtej do prostej a. Prosta b moze przecina¢ prostg a lub
moze by¢ wzgledem prostej a skosna.

Kazda prosta lezaca na plaszczyznie prostopadtej do prostej a, jest do tej
prostej a prostopadta.

Przykiad:
Przez dany punkt P poprowadzi¢ prostg b prostopadta do danej prostej a i prosta
a przecinajaca.

Rozwigzanie podano na rys. 6.9.

Przez punkt P poprowadzimy ptaszczyzne a=p ¢ (aJ_a); znajdujemy punkt

R=ana prowadzac przez prostg a ptaszczyzne /?J) 7t2; szukang prostg bJ_a
wyznaczajg punkty P, R.



Rozdziat VII
ODLEGLOSCI

7.1. Klad prostokatny odcinka

S(2%)

Rys. 7.1. Kfad trapezowy poziomy odcinka AB na ptaszczyzne poziomgn
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Dtugos$¢ odcinka wyznaczamy metodg kitadu prostokgtnego. Dokonamy
kfadu poziomego. W tym celu przez odcinek AB prowadzimy plaszczyzne
poziomo-rzutujacg einastepnie dokonujemy obrotu (ktadu tej ptaszczyzny) wraz
z odcinkiem dookota k krawedzi ptaszczyzny poziomo-rzutujacej z ptaszczyzng
poziomg fi, na ktérag wykonujemy kiad tak, ze ptaszczyzna e znajdzie sie na
ptaszczyznie fi (rys. 7.1). Nowe potozenie odcinka nazywamy ktadem prostokat-
nym odcinka. Dtugo$¢ ktadu A*B* na rzutni jest jego rzeczywistg, naturalng
dtugoscig. W szczeg6lnym przypadku kitadu mozemy dokona¢ na rzutnie
poziomg  dookota Sladu poziomego hg.

Moznatez wykonywac ktady pionowe na plaszczyzne czotowg v (lub rzutnie
pionowa n2) postepujac analogicznie jak poprzednio. Tak wykonane kiady (rys.
7.1) nazywamy tez ktadami trapezowymi. Prowadzac ptaszczyzne fi lubv przez
jeden z koncéw odcinka AB otrzymamy kiad trojkatny — nazywany tez
réznicowym —wymagajacy mniej czynnosci i przez to czesciej stosowany.

Przyktady réznych ktadéw sg na rys. 7.2.

A'mAm

>aw

Rys. 7.2. Ktad réznicowy odcinka na: a) ptaszczyz-
ne pozioma /e b) ptaszczyzne czotowsy v, c) kiad
odcinka prostopadtego do osi x na plaszczyznte

oziom
p ! B*a

Uwaga: gdy odcinek jest poziomy lub czotowy to w odpowiednim rzucie
mamy jego rzeczywistg wielkos¢, oraz mozemy okresli¢ kat prostej do odpowied-
niej rzutni, rys. 7.3.
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Al

Rys. 7.3.a) Rzuty odcinka poziomego; A'Bf=AB, a= <(AB, n2)
b) Rzuty odcinka czotowego; A/iB//=AB, /2= <(AB, 7

Wyznaczy¢ na prostej a odcinek AB dtugosci 3 cm. Przyjmujemy dowolny
punkt A oraz drugi dowolny punkt C lezace na prostej a; znajdujemy kiad
odcinka AC (rys. 7.4). Nastepnie odmierzamy odcinek A*B* = 3 cm i wracamy
do rzutéw (podnosimy z kiadu) wyznaczajac kolejno Bxi BZ.
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A Bh b) Al
o~ 30 mm
b" l—
a's A'=B’
Rys. 7.5.

Gdy prosta ajest w potozeniu szczeg6lnym, to zadania rozwigzujemy jak na
rys. 7.5.
12. Odlegtos¢ punktu od ptaszczyzny, p(A,a)

W celu wyznaczenia odlegtosci punktu A od plaszczyzny (oznaczenie p{A,a)
—rys. 7.6.) postepujemy nastepujaco:

Rys. 7.6. Odlegtos$¢ punktu
od pfaszczyzny



Rys. 7.7. p(A,a) — odlegto$¢ punktu A od ptaszczyzny a okreslonej
réwnolegtobokiem KLMN

Rys. 7.8. p(A,a) — odlegtosé
punktu A od ptaszczyzny
a=mn, mn
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1) Ae aj[a (przez punkt A prowadzimy prostg aj_a),

2) = an a(znajdujemy punkt B przebicia ptaszczyzny a prostg a),
3) AB (odcinek AB jest odlegtoscig punktu A od ptaszczyzny a),
4) A*B* (wykonujemy kiad odcinka AB).

Zadanie:

Wyznaczy¢ rzeczywistg odlegto$¢ danego punktu A od danej ptaszczyzny a.
Przyktadowe rozwigzania dla dowolnej ptaszczyzny pokazuje rys. 7.7, 7.8.

73. Odlegtos¢ punktu od prostej p(A,a)
W celu wyznaczenia odlegtosci punktu A od prostej a postepujemy na-
stepujaco (rys. 7.9):

1) a=pc, Aea, aJ_a (przez punkt A prowadzimy ptaszczyzne a prostopadia do
prostej a),
2) Aa=ana (znajdujemy punkt przeciecia prostej a ptaszczyzng a),

3) p(A,a) — AAa (odcinek AAa jest odlegtoscig punktu od prostej)

4) A*A*a (Wykonujemy klad odcinka AAa).

P(A2)

Zadanie:
Wyznaczy¢ odlegtos¢ danego punktu A od danej prostej a. Przykfadowe
rozwigzanie pokazano na rys. 7.10.
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7.4. Odlegtos¢ prostych réwnolegtych; p(a,b), a||b

Odlegtos¢ prostych réwnolegtych p(a,b) wyznacza sie podobnie jak odlegtosé
punktu od prostej, a mianowicie:

1) Aea (obieramy dowolny punkt A na prostej a),
2) Aea, aj_a, a=pc (przez punkt A prowadzimy ptaszczyzne a=pc prostopa-
dig do prostej a),

3) B=ana (znajdujemy punkt B przeciecia prostej plaszczyzng a),

4) p(a,b) = AB (dtugos¢ odcinka AB okresla odlegtos¢ miedzy prostymi réwno-
_leglymiab), _

5) A*B* (ktad odcinka AB jest naturalng wielkoscig szukanej odlegtosci p(a,b).
Przyktadowe rozwigzanie pokazano na rys. 7.11.
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Rys. 7.11. Wyznaczanie p(a,b), aj|b

7X. Odlegtos¢ ptaszczyzn réwnolegtych: p(a,,ft),

Odlegtos¢ plaszczyzn rownolegtych wyznacza sie podobnie jak odlegtosé
punktu od ptaszczyzny, a mianowicie:
1) Aeoc (obieramy dowolny punkt A na plaszczyznie a),
2) Aea_|_a (przez punkt A prowadzimy prostg a prostopadtg do obu ptaszczyzn),
3) B=an/? (znajdujemy punkt B przebicia ptaszczyzny fi prosta a),

4) pacf)= AB (AB — odlegto$¢ ptaszczyzn rownoleghych),
5) A*B* (ktad odcinka AB).
Przyktadowe rozwigzanie pokazano na rys. 7.12.

Zadanie:

Na trojkacie ABC zbudowac graniastostup prosty o wysokosci 3 cm.
Przyktadowe rozwigzanie podano na rys. 7.13.



Rys. 7.12.

Rys. 7.13.
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Rozdziat VIII

OBROTY | KLADY. KOLINEACJA

8.1. Obrdt punktu. Obrét odcinka. Obrot trojkata

Obrotem punktu A dookota osi 1nazywamy takg zmiane potozenia punktu
w przestrzeni, przy ktorej przemieszcza sie on po okregu k, o skierowany kat
obrotu oo, zajmujac koricowe potozenie Ax.

Elementy obrotu punktu A (rys. 8.1):
1) 1 — o$ obrotu,

2) e — plaszczyzna obrotu,

3) S —Srodek obrotu, S=enl,

4) r — promien obrotu, r=AS,

5) k — okrag obrotu,

6) o — skierowany kat obrotu.

Przez obrot figury geometrycznej rozumiemy odwzorowanie kazdego punk-
tu tej figury poprzez obrdt wokot ustalonej osi i o ustalony kat.

W zagadnieniach dotyczacych obrotu punktu, odcinkaitrojkata osig obrotu
1wybieramy prostg pionowa lub celowa.
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Zadania:

1)  Obrécié punkt A wokdt osi pionowej. O ile nie ustalimy kierunku obrotu
zadanie ma dwa rozwigzania (rys. 8.2).

Rys. 8.2.

2) Wyznaczyc rzeczywistg dtugos¢ odcinka AB metodg obrotu (rozwigzanie na
rys. 8.3).

Rys. 8.3. Wyznaczanie naturalnej diugosci odcinka: AjBj = AB
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3)  Woyznaczy¢ rzeczywistg wielkos¢ trojkata ABC metoda obrotow. Zadanie
rozwigzujemy wykonujac kolejno dwa obroty (rys. 8.4).
Najpierw obracajac woko6t osi pionowej A prostg pozioma p do potozenia
celowego, sprowadzamy plaszczyzne trojkata ABC w potozenie piono-
wo-rzutujace (AAIBIC1I), a nastepnie wykonujac obrdét trojkata AAIBIC1
dokota osi celowej 12, sprowadzamy AABC do potozenia poziomego (AA2B2C?2).
Tréjkat AAMBAC* jest naturalng wielkoscig AABC.

Uwaga 1. Punkty lezace na osi obrotu w wyniku odwzorowania poprzez
obrot przechodzg same w siebie. Wobec tego przy odwzorowywaniu figury
geometrycznej 1-wymiarowej (odcinek, prosta) przecinajacej o$ obrotu, wystar-
czy odwzorowac tylko jeden punkt do jednoznacznego okre$lenia obrazu tej
figury (rys. 8.3),jako ze za drugi punkt mozemy wzig$¢ punkt przeciecia z osig
obrotu. Podobnie przy obrocie figury plaskiej (2-wymiarowej) przecinajgcej o$
obrotu wystarczy —do wyznaczeniajej nowego potozenia —odwzorowanie jej
2 punktéw.

Uwaga 2: W celu sprowadzenia figury ptaskiej poprzez obr6t do potozenia
rzutujacego nalezy odpowiednig prostg gtdbwna obréci¢ do potozenia rzutujgce-
go (rys. 84.).
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8.2. Kiad punktu

Ktadem punktu nazywamy obrét punktu dookota prostej lezacej na rzutni
lub na ptaszczyznie réwnolegtej do rzutni tak, ze punkt znajdzie sie na rzutni lub
na ptaszczyznie rownolegtej do rzutni zawierajacych o$ obrotu.

Na rys. 8.5 pokazano ktad dowolny punktu A dokota prostej poziomej 1(1=p)
na ptaszczyzne pozioma /1.

W szczegblnym przypadku, kiedy odpowiednia odnoszaca z punktu A przeci-
na o$ i ptaszczyzne kladu pod katem prostym, mamy do czynienia z kfadem
prostokatnym punktu A (rys. 8.6). Klady prostokatne odcinka omoéwiono
w poprzednim rozdziale.
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83. Kiad plaszczyzny rzutujgcej i podniesienie z kiadu

Kladem plaszczyzny nazywamy obrét ptaszczyzny a dokota jej krawedzi
z ptaszczyzng fi (na ktorg dokonujemy kiad) réwnolegly do wybranej rzutni,
dokonany tak, ze ptaszczyzna a znajdzie sie na ptaszczyznie /1.

W szczeg6lnym przypadku mozemy wykonywac ktad na rzutnie, obracajac
dokota $ladu z tg rzutnia.

Klady plaszczyzny rzutujagcej moga by¢ poziome lub pionowe oraz prosto-

Dokonajmy ktadu ptaszczyzny poziomo-rzutujacej:
1) na ptaszczyzne pozioma ji (ktad poziomy prostokagtny —rys. 8.6) i
2) na plaszczyzne czotowq v (uktad pionowy dowolny —rys. 8.7).
Dla okre$lenia ktadu ptaszczyzny a na ptaszczyzng czotowaq v okreslono najpierw
POktad punktu P przeciecia prostych m, n wykorzystujac P* —pomocniczy kiad
prostokatny punktu P — zgodnie z konstrukcjg na rys. 85; za drugi punkt
okre$lajacy kiad plaszczyzny a = mn wzieto punkt przeciecia prostej n z osig
obrotu, ktéry w wyniku odwzorowania przechodzi sam w siebie; trzeci punkt
w celu unikniecia powtdrzenia konstrukcji ktadu punktu odwzorowano, wyko-
rzystujagc wlasnosci zachowania przez obrazy w obrocie rdwnolegtosci prostych
réwnolegtych do osi obrotu (rys. 8.7b). Ten sam kiad okre$lono tez w inny
sposdb, wykorzystujac konstrukcje obrotu dokota prostej pionowej (rys. 8.7a)
Konstrukcje ktadéw sg dogodne przy okreslaniu naturalnej wielkosci figur
ptaskich.

Zadanie:
Znalez¢ rzeczywistg wielko$¢ trojkata lezacego na plaszczyznie pozio-
mo-rzutujacej.
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Rozwigzania (réznymi sposobami) przedstawiono na rys. 8.8. Rysunki 8.8a,
i 8.8b przedstawiajg 2 warianty wykonania ktadu prostokatnego na ptaszczyzne
pozioma.

Operacjg odwrotng do wczesniej opisanych wtym punkcie jest podniesienie
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b)

Rys. 8.8. Ktad prostokatny ptaszczyzny poziomo-rzutujgcej a=ABC
na ptaszczyzne pozioma //
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8.4. Powinowactwo osiowe prostokatne uktadow ptaskich

Aby dokona¢ ktadu ptaszczyzny dowolnej wystarczy dokona¢ ktadu jednego
punktu tej ptaszczyzny nie lezacego na osi kiadu. Kiad dowolnego ukiadu
elementéw lezacych na ptaszczyznie znajdujemy stosujac zaleznosci, tzw. powi-
nowactwa osiowego prostokatnego uktadéw ptaskich. Wezmy pod uwage dwa
uktady ptaskie d i a°, rys. 8.9, dla ktérych zachodzi powinowactwo osiowe
prostokatne, wowczas wystepuja nastepujace zaleznosci geometryczne:

1) kazdemu punktowi A odpowiada tylko jeden punkt A° i odwrotnie;

2) kazdej prostej al odpowiada tylko jedna prosta a° i odwrotnie;

3) z przynalezno$ci punktu Ali prostej al wynika przynaleznos¢ punktu A°
i prostej a° i odwrotnie;

4) dwa odpowiadajgce sobie punkty Ali A° leza na prostej prostopadtej do osi
powinowactwa;

5) pary odpowiadajgcych sobie prostych ar i a°, bri b°... przecinajg si¢ na osi
powinowactwa (osi obrotu 1). O$ obrotu ljest osig powinowactwa. Kierunek
prostopadty do osi powinowactwa jest kierunkiem powinowactwa prostokat-
nego, a proste na ktorych lezg odpowiadajgce sobie punkty Ali A°, B1i B°... s3
promieniami powinowactwa. Powinowactwo osiowe jest okreslone, jesli
znana jest 0§ powinowactwa lijedna para odpowiadajgcych sobie punktow,
np. Ar i A°.

Weczesniej korzystaliSmy z wiasnosci powinowactwa bez dokfadniejszego ich

omoéwienia przy konstrukcjach na rys. 8.7.

Rys. 8.9. Powinowactwo osiowe prostokgtne
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W zalezno$ci od sposobu okres$lenia ptaszczyzny stosujemy r6zne konstruk-
cje kltadu ptaszczyzny, ktére sa uogélnieniem konstrukcji z punktu 8.3.

1) Przykiad ktadu plaszczyzny a=ABC (okreslonej tréjkatem) w celu wy-
znaczenia rzeczywistej wielkosci AABC, przedstawia rys. 8.11.

Rys. 8.11. Okreslenie wielkosci kata ptaskiego przy pomocy ktadu ptaszczyzny kata
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Zadanie:

Wyznaczy¢ -£(a,b) kgt miedzy prostymi a,b przecinajgcymi sie w punkcie
P (rozwigzanie na rys. 8.11).

2) Ptaszczyzna okreslona prostg czotowg i pozioma.
Jest to szczeg6lny przypadek z poprzedniego punktu okre$lenia ptaszczyzny
prostymi przecinajgcymi sie. Mozemy tutaj zastosowac klasyczng konstrukcje
kfadu (rys. 8.12 — do odwzorowania wystarczy dokonanie kiadu jednego
punktu) albo uproszczong, wynikajacg z tego, ze odcinki prostych czotowych
i poziomych oraz ich obrazy sg sobie rowne, jako ze sg w naturalnej wielkosci
(rys. 8.13).

Rys.8.12. Ktad ptaszczyzny
kata a=pc

Rys. 8.13. Ktad ptaszczyzny a=pc
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Zadanie:
Okresli¢ naturalng wielko$¢ AABC c=a = pc. Danyjestrzut poziomy trdjkata.
Zadanie rozwigzujemy w nastepujacej kolejnosci:
— wyznaczamy rzut pionowy tréjkata zawartego w ptaszczyzznie a=pc,
—wykonujemy kiad ptaszczyzny biorac za o$ obrotu jedng z prostych gtéwnych
(na rys. 8.14 wzieto prosta pozioma p),

— korzystajagc z powinowactwa osiowego prostokgtnego wyznaczymy kiad
AABC.

Mozna to zadanie rozwigza¢ w inny sposob. Mianowicie, zamiast wykony-
wac kiad plaszczyzny a= pc, po znalezieniu brakujgcego rzutu AABC, mozna
wykona¢ ktad jednego z wierzchotkdw tréjkata ABC, a pozostate dwa wierzcho-
ki odwzorowaé korzystajac z powinowactwa osiowego prostokatnego.

Zagadnieniem odwrotnym do wykonania kfadu jest podniesienie ptaszczyz-
ny z ktadu. Pokazemy je w zadaniach.

Zadanie 1 Wyznaczy¢ rzuty trdjkata réwnobocznego o boku 2 cm na
ptaszczyZnie a= pc.
Zadanie to rozwigzemy (rys. 8.15) w kolejnosci:
—dokonamy kiad ptaszczyzny a= pc,
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—na plaszczyznie a° budujemy tréjkat rownoboczny A°B°C° spetniajacy wa-
runki zadania,
—podnosimy z kiadu.
Podnoszac z ktadu, okre$lamy jeden rzut (na rys. 8.15 byt to rzut poziomy)
korzystajgc z powinowactwa. Nastepnie okreSlamy i drugi rzut na podstawie
przynaleznosci AABC do plaszczyzny a=pc.

Rys. 8.15. Podniesienie ktadu tréjkata rownobocznego

Zadanie 2: Dana jest ptaszczyzna okreslona punktem A i prostg a. Znalezé
rzuty trojkata prostokatnego réwnoramiennego ABC, o kacie prostym przy
wierzchnotku B i wierzchotkach B, C lezacych na prostej a.

Kolejno$¢ czynnosci przy rozwigzaniu (rys. 8.16) tego zadania taka sama jak
i w poprzednim.

8.6. Kolineacja

8.6.1. Okreslenie kolineacji

Uktadem ptakim nazywamy zbiér wszystkich punktow i prostych (wihas-
ciwych i niewtasciwych) danej ptaszczyzny a.



Rys. 8.17. Kolineacja Srodkowa
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WeZmy pod uwage dwa uktady ptaskie alia2(rys. 8.17). Jesli okreslonajest
odpowiednios¢, ktora kazdemu punktowi Xx uktadu di przypisuje jaki$ punkt
X2uktadu a2 to méwimy, ze mamy podane przeksztatcenie uktadu (aj na uktad
(@2. W geometrii wykreslnej najwieksze znaczenie majg tzw. przeksztatcenia
kolineacyjne lub kolineacje.

Okreslenie: Przeksztatcenie uktadu ai na uktad a2 nazywa sie kolineacyjne
(rys. 8.17)jesli dla kazdej trojki X1,Y1,Z1punktéw uktadu di lezacych na prostej,
odpowieadajgce im trzy punkty X2,Y2Z2 ukladu a2 réwniez lezg na prostej
uktadu a2 KrawedzZ k przeciecia ptaszczyzn i a2 nazywamy osig kolineacji,
punkt 0 Srodkiem kolineacji, a proste przechodzace przez punkt 0 promieniami
kolineacji. Punktom prostej a Auktadu aAodpowiadajg punkty prostej a2, ktéra
przecina sie z prostg aAna osi kolineacji k w punkcie 1.

8.6.2. Powinowactwo

Szczegélny przypadek opisanego przeksztatcenia, gdy O jest punktem
niewtasciwym 0" nazywamy powinowactwem (rys. 8.18). Punkt O® nazywamy
wowczas kierunkiem powinowactwa, a krawedz ptaszczyzn ali a2 nazywamy
osig powinowactwa. Kiedy krawedZ jest prostopadta do kierunku, mamy

Kolineacja (powinowactwo) ma rowniez zastosowanie do wyznaczania prze-
krojow wieloscianéw i bryt obrotowych. Przyklady w rozdziale X (punkt 10.3)
i w rozdziale XI (punkt 11.5).



Rozdziat IX

TRANSFORMACJE UKEADU ODNIESIENIA

Celem odwzorowania poprzez transformacje uktadu odniesienia jest uzys-
kanie wzgledem wsprowadzanego (uktadu odniesienia) potozenia dogodnego dla
ustalenia zaleznosci, np. miarowych miedzy odwzorowanymi figurami W rezul-
tacie transformacji figura sprowadzona zostaje z potozenia dowolnego w szcze-
golne, ktérym moze by¢ potozenie rzutujace lub réwnolegte do rzutni.

Rys. 9.1. Szczegdlne potozenie figur ptaskich wzgledem uktadu
odniesienia (ukfad odniesienia pominieto)
Przyktady:
1) Dla okres$lenia naturalnej dtugosci odcinka nalezy go sprowadzi¢ w potoze-
nie rownolegte do jednej z rzutni (rys. 9.1).
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2) W celu wyznaczenia odlegtosci punktu od prostej, prosta nalezy sprowadzié¢
w potozenie rzutujace (rys. 9.1b).

3) Zeby znalezé odlegto$é miedzy prostymi réwnolegtymi proste te przep-
rowadzamy w potozenie rzutujace (rys. 9.1c).

4) Dla wyznaczenia odlegtosci miedzy prostymi sko$nymi, jedna z nich
powinna zajgé potozenie rzutujgce (rys. 9.1d).

5) Odlegtos¢ punktu od ptaszczyzny mozemy okreslic bez trudu, jesli
ptaszczyzna jest rzutujgca (rys. 9.2a).

6) Odlegtos¢ miedzy ptaszczyznami bedzie dana w naturalnej wielkosci jesli
beda one rzutujace (rys. 9.2b).

7) Wielko$¢ figury ptaskiej jest naturalng dla ptaszczyzn réwnolegtych do
jednej z rzutni (rys. 9.2c).

4* Cc*

Rys. 9.2. Szczeg6lne potozenie figur ptaskich wzgledem rzutni

Rysunki 9.1 i 9.2 pokazujg tylko ostateczne potozenie figury w nowym
uktadzie odniesienia po odwzorowaniu. Transformacja uktadu odniesienia
polega na wprowadzaniu dodatkowych (kolejno prostopadtych rzutni) do
pierwotnego uktadu odniesienia, ztozonego z dwoch prostopadtych do siebie
rzutni 7:1, n2. Kazdg nastepng rzutnie n3, #.. wprowadzamy prostopadle do
poprzedniej, a wiec  prostopadle do nllub do n2, ro4 prostopadle do tc3 itd.
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Kazda nowo wprowadzona rzutnia jest wprowadzana w $cisle okreslonym celu,
a wiec np. n3rownolegle do prostej,  nastepnie prostopadle do tej prostej, przy
sprowadzaniu prostej w potozenie rzutujace.

9.1. Transformacja punktu

W pierwotnym uktadzie odniesienia przyjmujemy punkt A oraz wprowadza-
my trzecig rzutnie n3 prostopadle do jednej z rzutni n1lub n2 Na rys. 9.3. n3
wprowadzono prostopadle do nv Znajdujemy rzuty Al Alloraz Am —rzut

prostokatny punktu A na rzutnie n3. Mamy teraz dwa ukfady odniesienia; jeden
okreslony przez rzutnie nx i n2 u(nl,n2) oraz drugi u(7r1,7r3) — okreslony przez
rzutnie ni i n3. Rzuty punktu (ogdlniej: figury) na ni i n2bedg wiec parg rzutow
bezposrednio zwigzanych z sobg w pierwszym z wymienionych uktadow, a rzuty
na nli n3tworzg drugg pare rzutbw zwigzanych bezposrednio. Jak fatwo
zauwazy¢ wysokosci punktu A w obu uktadach u i u(7tl,7t3) sgjednakowe.
Obauktady sprowadzamy nastepnie do jednej wspélnej ptaszczyzny. Najwygod-
niej wszystkie rzutnie jcu n2, na i 74, ns.. (jeSli bytyby takie wprowadzone)
sprowadzic¢ zawsze do ptaszczyzny 77 lub n2.1 tak, jesli wprowadzano n3]_nl
lub 73 [ tc2i kolejno tc4J n3,nsJ 4...to sprowadzamy najpierw nlin2do jednej
z nich, nazwijmy ja n, a nastepnie kolejno do n sprowadzamy n3nAn5.... Na rys.
9.3 pokazano jak sprowadzi¢ rzutnie nlt n2, n3do plaszczyzny n2, a na rys. 9.4
obraz otrzymany w wyniku tego przeksztatcenia.



Rys. 9.4. Przedstawienie ptaskie rzutni
transformowanych

79
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Na rys. 9.5 podano przyktad przedstawienia na ptaszczyznie wprowadzonych
w nastepujacy sposéb rzutni transformowanych ni \7d5 %4J tc3, 7tsJ rc4. Ob-
razowo opisano na nim spos6b odwzorowywania (odmierzania wspétrzednych),
oznaczono osie wedtug zasady: xy — o$ uktadu ufa”) i rzuty A* —rzut na
rzutnie % (k na oznaczeniu A* zapisujemy rzymskimi cyframi).

Wprowadzono rzutnie n3, tcd.. nazywamy rzutniami transformowanymi,
a rzuty na nie rzutami transformowanymi.

92. Transformacja prostej. Zagadnienia miarowe

Zgodnie z twierdzeniem, ze dwa punkty okre$lajg prosta, do okreslenia rzutu
transformowanego prostej nalezy przetransformowaé dwa r6zne punkty prostej,
obrazy tych punktéw okres$lg obraz prostej. Konstruujgc kolejne rzuty transfor-
mowane prostej, chcemy najczesciej sprowadzié jg do potozenia rzutujgcego,
przy ktérym najtatwiej okresli¢ odlegtos¢ innych figur od prostej, wzglednie do
potozenia rownolegtego do rzutni transformowanej w celu okre$lenia rzeczywis-
tej dtugosci odcinkdéw zawartych w prostej. Wiemy, ze jesli w stosunku do jednej
z dwu rzutni wzajemnie prostopadtych prosta zajmie potozenie rzutujgce, to rzut
na druga rzutnie jest w naturalnej wielkosci. W celu sprowadzenia prostej
w potozenie rzutujace nalezy wiec na poprzednim rzucie transformowanym
okresli¢ naturalng wielkos¢ prostej. Z drugiej strony wiemy, ze jesli prosta jest
réwnolegta do rzutni, to rzut na te ptaszczyzne jest w rzeczywistej wielkosci Te
dwa stwierdzenia okreslajg tok postepowania przy transformowaniu prostej.

Mianowicie:
wprowadzamy jedng rzutnie réwnolegta do prostej, a nastepnie druga protopad-
le do tej prostej, to prosta zajmie w stosunku do tej ostatniej rzutni potozenie
rzutujace.

Zadanie 1
Wyznaczy¢ p(A,B) rzeczywistg wielko$¢ odcinka AB. (Rozwigzanie na rys. 9.6).

Zadanie 2:
Wyznaczy¢ p(A,a) odlegtos¢ punktu A od prostej a. (Rozwigzanie na rys. 9.7).

Zadanie 3
Wyznaczy¢ p(a,b) odlegtos$¢ miedzy prostymi rownolegtymi a,b. (Rozwigzanie na
rys. 9.8).

Zadanie 4:
Wyznaczy¢ p(a,b) odlegtos¢ miedzy prostymi skosnymi a,b. Okresli¢ odcinek
odlegtosci na rzucie poziomym i pionowym. Rozwigzanie na rys. 9.9 —na rzucie
na M4 odcinek odlegtosci AiKBiKjest w naturalnej wielkosci, rzut AffIBm jest
wiec rownolegly do osi x34. Korzystajac z tego bez trudu okreslimy A.



Rys. 9.6. Transformacja odcinka
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Rys. 9.8. Wyznaczanie p(a,b) (alb) metoda transformacji



- 83 -
93. Transformacja ptaszczyzny. Zagadnienia miarowe

W celu znalezienia rzutu transformowanego ptaszczyzny, trzeba znalezé
obrazy trzech niewspdHiniowych punktéw plaszczyzny. Przy transformacji
ptaszczyzn najczesciej chcemy sprowadzic ptaszczyzne w potozenie rzutujace lub
réwnolegte do rzutni.

Jesli prosta zawarta w transformowanej pfaszczyzZnie zostata sprowadzona
poprzeztransformacje w potozenie rzutujace, to ptaszczyzna bedzie tez rzutujaca.
W ogélnym przypadku w celu sprowadzenia prostej w potozenie rzutujgce
potrzeba dwoch kolejnych transformaciji, jesli zas wezmiemy prostg gtéwna to do
sprowadzenia tej ptaszczyzny potozenia w potozenie rzutujgce wystarczy tylko
jedna transformacja (rys. 9.10). W takim przypadku do okreSlenia rzutu
transformowanego ptaszczyzny wystarczy przetransformowaé dwa punkty:
punkt przeciecia prostych gtdwnych P i rézny od niego dowolny punkt (najlepiej
przynalezny do jednej z prostych gtéwnych).

Zadanie L
Znalez¢ p(a,/J) odlegtos¢ ptaszczyzn rownolegtych a i/?. Rozwigzanie na rys. 9.10.
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Zadanie 2;

Znalez¢ p(A,a) odlegtos¢ punktu A od ptaszczyzny a=pc. Rozwigzanie na rys.
9.11).

Zadanie 3:
Znalez¢ p(A,a) odlegtosé punktu A od plaszczyzny a=ab, a||b. Rozwigzanie na
rys. 9.12. Rozwiazujac to zadanie, najpierw okreslamy prostg pozioma i prostg
czotowg plaszczyzny a, a dalej rozwigzujemy jak poprzednie zadanie.

Zadanie 4.
Wyznaczy¢ rzeczywistg wielkos¢ AABC. Ptaszczyzna ABC sprowadzamy naj-
pierw w potozenie rzutujace, apoprzez wprowadzenie nastepnej rzutni réwnoleg-
le do plaszczyzny ABC na kolejnym rzucie transformowanym AA/KB/KC/K
bedzie naturalng wielko$cig AABC (rys. 9.13).

9A. Rzutnia boczna. Odwzorowanie elementow

Przyjmujemy uk¥ad trzech rzutni do siebie prostopadtych nl, n2, n3. Rzutnie
7i3 nazywamy rzutnig boczng. Rzutnie te przecinajg sie w krawedziach x, vy, z,
ktore nazywamy osiami rzutow. Uktad odniesienia (rys. 9.14a) sprowadzamy do
ptaszczyzny rysunku przez obrot rzutni poziomej dokota osi x i rzutni bocznej
dokota osi z o katy 90°, a nastepnie uktad odniesienia przenosimy na ptaszczyzne
rysunku p, (rys. 9.14b).
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Jak widzimy, o$ y wystepuje dwukrotnie, raz na i drugi raz na n3. Przestrzen
jest podzielona na 8 czesci zwanych dsemkami lub oktantami. Numeracja czesci
jest podobna do numeracji éwiartek, z tym ze czes¢ I, 11, 111, 1V leza po lewej
stronie rzutni bocznej, a czesci V, VI, VII i VIII po prawej, jak zaznaczono na
rysunku.

Dla wyznaczenia rzutow punktu A przyjmujemy rysunek uproszczony
uktadu odniesienia przedstawiajacy tylko | cze$¢ przestrzeni (rys. 9.15a).
Znajdujemy rzuty Al Al1l, A1l punktu A znanym sposobem. Am nazywamy
rzutem bocznym punktu A. Ustalamy odlegtos$¢ punktu A od rzutni bocznejjako
szerokos¢ s punktu A. Przyjmujemy, ze wszystkie trzy wspotrzedne s,g,w punktu
A znajdujacego sie w | dsemce przestrzeni sg dodatnie. Rzuty punktu A przenosi-
my do uktadu odniesienia sprowadzonego do ptaszczyzny rysunku p (rys. 9.15b).



0) 7 b)

b n 2
4% A"l c
B 1'C_ Bl
X Yy J
x f y
t = )
y
y
d)
DII
e)
0 1]
Rys. 9.16. Rzuty punktéw na trzy rzutnie: a) punkt
A lezy w | dsemce, b) B lezy w Il dsemce, c) lezy w
e 111 6semce, d) punkt D w VIII ésemce, €) E lezy na

7E,

Szerokosci punktow lezacychw czesciach od | do 1V sg dodatnie, bo lezg po lewej
stronie rzutni bocznej, oraz szerokosci punktow w czesciach od V do VIII sg
ujemne. SzerokoS$ci punktdw lezacych na rzutni bocznej sg réwne O. Wyznaczmy
rzuty réznych punktow lezacych w réznych cze$ciach przestrzeni i na rzutniach
(rys. 9.16).

Odwzorowanie odcinka i prostej w uktadzie trzech rzutni

W celu odwzorowania odcinka nalezy okresli¢ rzuty jego koncow na trzy
rzutnie nlt k2, n3, przykfad na rys. 9.17.

Potozenie prostej w uktadzie trzech rzutni okreslamy rzutujac dwa dowolne
(rézne) punkty prostej na nl9n2, n3, przyktad na rys. 9.18.
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Odwzorowanie ptaszczyzny
Odwzorowanie plaszczyzny polega na odwzorowaniu elementow, ktore ja
okreslaja, przyktad na rys. 9.19.

Zadanie 1
Wyznaczy¢ k = an/J krawedz ptaszczyzn a= ABC i/J=mn (m,n||x). Rozwigzanie
na rys. 9.20. (Wyznaczamy najpierw kin, a dopiero pdzniej k1i k11).

Zadanie 2:
Wyznaczy¢ k=an/J — krawedz ptaszczyzn a i  réwnolegtych do osi x (a,
/) — ptaszczyzny boczno-rzutujgce). Rozwigzanie na rys. 9.21.
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Rozdziat X

WIELOSCIANY

10.1. Rodzaje wieloScianéw

Wieloscianem nazywamy bryle, ktorej Sciany ztozone sg ze skoriczonej ilosci
wielokatow ptaskich. WieloSciany moga by¢ wkleste i wypukle, dzielimy je na: 1)
ostrostupy, 2) graniastostupy, 3) wieloSciany foremne i pétforemne, 4) wielosciany
nieforemne.

Ostrostupy — wielosciany majace $ciany boczne w postaci trojkgtow
o0 jednym wspolnym wierzchotku zwanym wierzchotkiem ostrostupa, w ktérym
przecinajg sie krawedzie boczne ostrostupa oraz podstawe w postaci dowolnego
wielokata ptaskiego, ktérego boki nazywamy krawedziami podstawy. Mamy
ostrostupy proste i pochyte. Ostrostup prosty jest to taki, ktdérego podstawe
mozna wpisa¢ w okrag, a spodek wysokosci lezy w srodku tego okregu.
Krawedzie boczne sg zatem réwnej dtugosci. Ostrostup pochyly nie spetnia tych
warunkoéw. Ostrostup prosty, ktérego podstawag jest wielokat foremny, nazywa-
my ostrostupem prawidtowym.

Graniastostupy — wielosciany majgce Sciany boczne w postaci rownoleg-
tobokow lub prostokatdw, oraz dwie rownolegte podstawy, krawedzie boczne sa
do siebie réwnolegte. Mamy graniastostupy proste i pochyle. Graniastostup
prosty ma krawedzie boczne prostopadte do podstaw, a $ciny boczne sg
prostokatami. Graniastostup pochyty nie spetnia tych warunkéw. Graniastostup
prosty, ktorego podstawy sg przystajacymi wielokgtami foremnymi nazywamy
graniastostupem prawidtowym.

Wielosciany foremne — inaczej bryty Platona, sg to wielosciany, ktorych
Sciany ztozone sg z jednakowych wielokatéw foremnych. Istniejg nastepujace
wielosciany foremne:

1) czworoscian — utworzony z 4 trojkatéw réwnobocznych,

2) szeScian — z kwadratow,

3) osmioscian foremny tréjkatow foremnych,

4) dwunasto$cian foremny — z pieciokatow foremnych oraz

5) dwudziestoscian foremny, utworony z 20 trjkatow réwnobocznych.

Wielosciany pétforemne utworzone sa z niejednakowych wielokatéw forem-
nych. WielosSciany, ktérych nie mozemy zaliczy¢ do jednej wyzej wymienionych
rodzajow, sg wieloscianymi nieforemnymi.



- 92 -
10.2. Rzuty wielo$cianéw

Rzuty wielo$cianu wyznaczamy, okreslajac rzuty jego wierzchotkéw, a na-
stepnie jego krawedzi. Rzut konturu wieloscianu nazywamy zarysem wielo-
Scianu. Jezeli zatozymy, ze $ciany wieloScianu sg nieprzezroczyste, to przy
kierunku patrzenia kJ 7t kontur wieloscianu jest linig podziatu jego Scian,
krawedzi i wierzchotkdw na widoczne i niewidoczne. Przyktad rzutdw graniasto-
stupa i okreslenia widocznosci jego krawedzi podano w punkcie 9.4. Obecnie
podamy kilka dalszych przyktadow rzutéw wieloscianéw:

1) Rzuty ostrostupa o podstawie

A ABCD (réwnolegtobok) i wierzchotku

W na dwie rzutnie (rys. 10.1). W celu
okre$lenia widocznosci krawedzi ostro-
stupa w obu rzutach przyjmujemy kie-
runki widzenia: kj J_#* —Kkierunek wi-
dzenia z gory i k2J tc2 — kierunek
widzenia z przodu. Nastepnie bierzemy
pod uwage punkty przeciecia sie rzutéw
krawedzi: 1i=2i w rzucie poziomym
i 3J=4i w rzucie pionowym. Znajduje-
my brakujgce rzuty tych punktéw
i stwierdzamy ze wysokos$¢ punktu 2 jest
wieksza od wysokosci punktu 1, wiec
punkt 2 i krawedZz BW wg w rzucie
poziomym widoczne, a krawedz DC jest
niewidoczna oraz glebokos¢ punktu
3 jest wieksza od glebokosci punktu 4,
wiec punkt 3i krawedz BW sg widoczne
w rzucie pionowym,a krawedz DC jest
niewidoczna.

2) Rzuty ostrostupa (0 podstawie
ABC lezgcej na rzutni 7il) na trzy rzutnie
(rys. 10.2).

Rys. 10.1. Rzuty ostrostupa dowolnego
(czworokatnego)

3) Rzut ostrostupa prawidtowego o podstawie kwadratowej lezacej w ptasz-
czyznie poziomej /1, dtugoséé boku 3 cm, wysokos¢ —4 cm (rys 10.3).

4) Rzuty graniastostupa prostego na trzy rzutnie (rys. 10.4).

5) Rzuty graniastostupa pochytego na dwie rzutnie, podstawa réwnolegta do
nl(rys. 10.5).
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Rys. 10.2. Rzuty ostrostupa pochytego tréjkatnego w ukfadzie trzech
rzutni

Rys. 10.3. Rzuty ostrostupa
prawidtowego prostego (kwa-
dratowego)
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Rys. 10.4. Rzuty graniastostupa prostego czworokatnego w ukladzie
trzech rzutni

Rys. 10.5. Rzuty graniastostupa pochytego
tréjkatnego
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6) Rzuty czworo$cianu foremnego,
podstawa réwnolegta do nv Wy-
soko$é wyznaczono z ktadu odcin-

ka AS (Rys. 10.6)

Rys. 10.6. Czworoscian foremny

7) Wyznaczanie rzutéw o$mioscia-
nu foremnego o przekatnej piono-
wej dtugosci 6 cm (rys. 10.7)

Rys. 10.7. O$mio$cian foremny
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Konstrukcje rozpoczynamy od wyznaczenia rzutu poziomego i pionowego
AABC i rzutéw poziomych pozostatych wierzchotkdw o$miokata, ktére w rzucie
poziomymwraz z A, B7, Clwyznaczaja szesciokat foremny. Znajac rzeczywistg
dtugo$¢ GE wysokosci ABCE réwna wysokosci AABC i wykorzystujac kiad
okre$lamy réznice wysokosci punktéw E i G, a nastepnie rzut pionowy punktu
E i kolejno D11, Fn.

9) Wyznaczy¢ rzuty szeScianu o boku 4 cm ustawionego na plaszczyznie
a=ab, a||b, bok AB lezy na prostej a. Kolejno$¢ rozwigzania (rys. 10.9) metoda
kfadu: wykonujemy kiad ptaszczyzny a. Na a° okre$lamy kwadrat A°BOCD®,
anastepnie podnosimy go z ktadu. Korzystajac z ktadu pomocniczego okreslamy
dtugosci rzutow wysokosci AAX szedcianu, a nastepie konstruujemy rzuty
punktow Ax B1, Cx D x OkreSlamy widoczno$¢. Rozwigzanie metoda transfor-
macji pokazano na rys. 10.10 (dla szescianu o boku a = 3 cm).

10.3. Przekroje i rozwiniecia wielosciandw

W przekroju wielo$cianu ptaszczyzng otrzymaé mozemy w ogélnym przypa-
kdu wielokat, ktdrego liczba bokdéw nie moze przekroczy¢ liczby Scian prze-
krojonego wieloscianu.

W szczeg6lnym przypadku figurg przekroju moze by¢ punkt albo odcinek.
Przyktadowo w przekroju czworo$cianu moze wystepowaé czworokat, tréjkat,
odcinek, punkt.

Wielokat przekroju jest jednoznacznie okreslony, jesli znane sg jego wszyst-
kie wierzchotki Wierzchotkami wielokata przekroju sg punkty przebicia ptasz-
czyzny przekroju krawedziami wieloscianu.

Dlatego tez, zeby wyznaczy¢ przekroj wieloScianu wystarczy okresli¢ punkty
przebicia plaszczyzny przekroju krawedziami krojonego wieloScianu. Zadanie
okreslenia przekroju jest bezproblemowe, jesli ptaszczyzna jest rzutujgca. Jesli
dana ptaszczyzna przekroju nie jest rzutujgca, to najlepiej ja sprowadzié
w potozenie rzutujgce poprzez transformacje uktadu odniesienia i dopiero wtedy
wyznaczy¢ przekrdj.

Do wyznaczania przekrojow ostrostupdw i graniastostupéw mozna wyko-
rzysta¢ zaleznosci kolineacji miedzy ptaszczyznami przekroju i podstawy.
Zagadnienie to rozpatrzymy na przykfadach.

Przykiad 1.

Wyznaczy¢ przekroj ostrostupa plaszczyzng ¢ pionowo-rzutujaca, znalezé
rzeczywistg wielko$¢ przekroju oraz wyznaczy¢ rozwinigcie (siatke) ostrostupa
z zaznaczeniem linii przekroju. Rozwigzanie na rys. 10.11.

Wyznaczenie wierzchotkéw wielokata przekroju nie stanowi problemu —sg
nimi punkty przebicia krawedzi ostrostupa z ptaszczyzngprzekroju e, okreslimy
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Rys. 10.11. Przekréj ptaszczazng rzutujaca i rozwiniecie ostrostupa trojkatnego
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te punkty na rzucie pionowym. Rzeczywistg wielko$¢ przekroju przyktadowo
wyznaczymy metodg ktadu dokota prostej celowej k —fine.

Dla wyznaczenia rzeczywistych ditugosci krawedzi bocznych ostrostupa
stosujemy metode obrotu. W tym celu przez wierzchotek ostrostupa wprowadzi-
my ptaszczyzne czotowg vi obracamy krawedziami WA, WB, WC tak, aby sie
znalazty w plaszczyZnie v.

W nowym potozeniu krawedzie te sg w naturalnej dtugosci na rzutni
pionowej. Mozna tez z fatwoscig ustali¢ prawdziwe potozenie wierzchotkéw
przekroju 2 i 3, wiedzac, ze przy obrocie odcinkéw dokota osi pionowej 1, punkt
i jego obraz majg takg sama wysoko$¢. Po okresleniu naturalnej dtugosci
wszystkich krawedzi mozemy skonstruowaé — tez w naturalnej wielkosci
— Sciany ostrostupa, ktore tgczymy z sobg na plaszczyznie rysunku w taki
sposaéb, zeby catkowita dtugosé niepotaczonych jednoimiennych krawedzi byta
minimalng —tak skonstruujemy rozwiniecie.

Przyktad 2.

Wyznaczy¢ przekr6j ostrostupa ptaszczyzng dowolng <p= KLM, znalez¢
rzeczywistg wielko$¢é przekroju oraz wyznaczy¢ rozwiniecie siatki ostrostupa
z zaznaczeniem linii przekroju. Zadanie rozwiazujemy (rys. 10.12) metoda
transformacji uktadu odniesienia: w celu sprowadzenia w potozenie rzutujace
wprowadzamy trzecig rzutnie 73 prostopadle do ¢ i %, znajdujemy trzeci rzut
ostrostupa i alll trzeci rzut plaszczyzny a. Znajdujemy wielokat przekroju
1-2-3-4-5-1 we wszystkich rzutach rozpoczynajac od trzeciego. Rzeczywistg
wielko$¢ przekroju znajdujemy metoda ktadu na ptaszczyzne pozioma.

Rozwiniecie siatki ostrostupa wyznaczamy podobnie jak w przykiadzie
poprzednim, obracajac krawedzie boczne WB i WC do plaszczyzny czotowej
v przechodzacej przez wierzchotek ostrostupa. Krawedzie WA i WD od-
WzZOorowujg sie w rzucie pionowym w rzeczywistej wielkosci..

Przykifad 3.

Wyznaczy¢ przekr6j graniastostupa prostego ptaszczyzng rzutujaca, wy-
znaczyc¢rzeczywistg wielko$¢ przekroju oraz znalez¢ rozwiniecie siatki graniasto-
stupa z zaznaczeniem linii przekroju.

Zadanie to rozwigzujemy analogicznie jak przykifad 1, z tym Zze, nie
potrzebujemy wyznaczy¢ rzeczywistej wielkosci krawedzi graniastostupa pro-
stego ( boczne krawedzie sg w naturalnej wielkosci na rzucie pionowym,
podstawa za$ na rzucie poziomym —rys. 10.13).

Przykiad 4.

Wyznaczy¢ przekroj normalny graniastostupa pochytego ptaszczyzng prze-
chodzaca przez punkt N oraz znalez¢ rozwiniecie siatki graniastostupa z za-
znaczeniem linii przekroju.



Rys. 10.12.a) Przekr6j ostrostupa czworokatnego plaszczyznowego
nierzutujaca
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Rys. 10.12.b) Rozwinigcie ostrostupa czworokatnego
z zaznaczeniem linii przekroju

Zadanie rozwigzujemy (rys. 10.14 i 10.15) metoda transformacji. Przez punkt
N prowadzimy plaszczyzne a prostopadtg do krawedzi bocznych. W celu
sprowadzenia a w potozenie rzutujgce, wprowadzamy #3J_7" i 73J_a. W rzucie
trzecim znajdujemy rzut przekroju 1-2-3-4-1 i rzeczywiste dtugosci krawedzi
bocznych, a w rzucie czwartym na n4 rzeczywistg wielko$¢ przekroju. Boki
wielokata przekroju sg rowne szerokosci $cian bocznych graniastostupa. W roz-
winieciu siatki graniastostupa (rys. 10.15) linia przekroju jest prosta.

Do wyznaczania przekroju wieloSciandw (graniastostupéw i ostrostupow)
ptaszczyznami moze mie¢ zastosowanie rowniez metoda kolineacji Srodkowej
i powinowactwa osiowego uktadow ptaskich. Jezeli ¢ — ptaszczyzna przekroju
(rys. 10.16) przecina e —ptaszczyzne podstawy wieloscianu (graniastostupa lub
ostrostupa) wzdtuz krawedzi k, wowczas boki przekroju przecinajg sie na
krawedzi k z odpowiadajacymi im bokami podstawy albo sg do krawedzi
k réwnolegte, jesli boki podstawy sa do krawedzi k réwnolegte. Twierdzenie to
ilustrujg rysunki: 10.16a i b.

Jesli na przyktad plaszczyzny e, ¢ i plaszczyzna Sciany BC32 graniastostupa
lub ptaszczyzna Sciany WBC ostrostupa przecinajg sie w punkcie I, to ich trzy
krawedzie: krawedz k, prosta BC i prosta BjC” przecinajg sie w tym samym
punkcie 1l. W pierwszym przypadku miedzy uktadem ptaskim na ptaszczyznie
e (podstawg graniastostupa), a uktadem ptaskim na ptaszczyznie o (przekrojem
graniastostupa) wystepuje znany zwigzek — powinowatwo osiowe. Jesli wigc
wyznaczymy rzut prostokatny na dowolng ptaszczyzne n (nie prostopadig ani do
ptaszczyzny e jego podstawy, ani do ptaszczyzny e jego przekroju), to na tej
ptaszczyznie n miedzy rzutem podstawy graniastostupa a rzutem jego przekroju
zachowany zostanie zwigzek powinowactwa osiowego.



Rys. 10.13. Przekr6j ptaszczyzng rzutujaca i rozwiniecie graniastostupa prostego czworokatnego



1
Rys. 10.14, Ptxcktdi
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Rys. 10.15. Rozwinigcie graniastostupa pochytego czworokatnego

Rys. 10.16.a) Zaleznosci kolineacyjne (powinowactwa osiowego) miedzy
przekrojem, a podstawg graniastostupa
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Rys. 10.16.b). Zaleznosci kolineacji Srodkowej miedzy przekrojem,
a podstawa ostrostupa

W szczegélnosci, jesli podstawa ganiastostupa lezy na ptaszczyznie poziomej
fi (lub na ptaszczyznie czotowej V), to z powyzszego wynika, ze: miedzy uktadem
na ptaszczyznie fi (lub v) podstawy graniastostupa a uktadem e 1rzutu poziomego
(lub e 11 rzutu pionowego) jego przekroju ptaszczyzng e wystepuje zwigzek
powinowactwa osiowego, przy czym osig tego powinowactwa jest krawedz
k plaszczyzny podstawy /i(lub v) z plaszczyzng przekroju e, a kierunek
powinowactwa jest réwnolegly do rzutéw poziomych a”b7 (lub do rzutéw
pionowych a*Hb"...) krawedzi bocznych a||b... tego graniastostupa.

Przyktad 1

Dane sg rzuty graniastostupa tréjkatnego, ukosnego, ktérego podstawa lezy
na ptaszczyznie poziomej fi. Wykresli¢ rzuty przekroju tego graniastostupa
ptaszczyzng dowolng € = pc (pnc = P) stosujagc metoda powinowactwa osiowe-
go. Rozwigzanie podano na rys. 10.17.

Okreslimy najpierw jeden dowolny wierzchotek przekroju jako punkt
przebicia krawedzig boczng graniastostupa. W tym celu przez dowolng krawed?
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Rys. 10.17. Wyznaczanie przekroju graniastostupa na podstawie
zaleznosci powinowactwa osiowego

boczng graniastostupa prowadzimy pomocniczg ptaszczyzne pionowo-rzutujgcg
f? i wyznaczamy krawedz kx przeciecia tej ptaszczyzny z ptaszczyzng = pc.
Wyznaczony punkt Bx jest pierwszym wierzchotkiem szukanego przekroju
graniastostupa. Rzuty poziome dalszych wierzchotkéw przekroju graniastostupa
wyznaczymy stosujgc zalezno$ci powinowactwa osiowego uktadéw ptaskich.

Wyznaczany trojkat A1B1C1 jest rzutem poziomym szukanego przekroju
graniastostupa. Nastepnie znajdujemy rzut pionowy.

Przykfad 2.

Dane sg rzuty ostrostupa tréjkatnego, ktérego podstawa lezy na ptaszczyznie
poziomej fi. Wykresli¢ rzuty przekroju tego ostrostupa ptaszczyzng dowolng
e =p@0 pOncO0= P Rozwigzanie podano na rys. 10.18.
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Rys. 10.18. Wyznaczanie przekroju ostrostupa na podstawie
zaleznosci kolineacji srodkowej

Przez dowolng krawedz boczng np. a ostrostupa prowadzimy pomocniczg
ptaszczyzne pionowo-rzutujgcg a i wyznaczamy jej krawedz kj z ptaszczyzng
e —pCc0. Punkt Axjest pierwszym wierzchotkiem szukanego przekroju ostro-
stupa. Rzuty poziome pozostatych wierzchotkéw przekroju wyznaczamy wyko-

rzystujac zaleznosci kolineacji srodkowej. Wyznaczony tréjkat A1B1C1 jest
rzutem poziomym przekroju ostrostupa. Nastepnie okreSlamy rzut pionowy
trdjkata AtB1C1
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10.4. Punkty przebicia wieloScianu prostg

W celu wyznaczenia punktdéw przebicia wieloScianu prosta, prowadzimy
przez te prostg pomocniczg ptaszczyzng tngcg i wyznaczamy przekroj wielo-
§cianu. Punkty przebicia lezg na przecieciu sie przekroju z prosta.

Dany jest ostrostup o podstawie ABCD lezacej na ptaszczyznie poziomej
a i o wierzchotku W oraz dana jest prosta a. Wyznaczy¢ punkty przebicia
ostrostupa prostg (rys. 10.19).

Na prostej a obieramy wiasciwy punkt R, prowadzimy przez ten punkti przez
wierzchotek ostrostupa prostg g. Prosta a i g okre$lajg pomocniczg ptaszczyzne
tnacg e. Znajdujemy krawedz k przeciecia e z plaszczyzng a poprzez wy-
znaczenie punktéw przebicia Q i P. KrawedZ k przecina podstawe w punktach
1i 2, ktore tgczymy z wierzchotkiem. Otrzymujemy wiec przekrdj ostrostupa
ptaszczyzng e. Na przecieciu sie przekroju z prostg a lezg szukane punkty
przebicia Si T.

Punkt R moze by¢ niewtasciwy, prosta g przechodzaca przez wierzchotek jest
réwnolegtado prostej a i wowczas ptaszczyzna ¢ jest okreslona dwiema prostymi
rownolegtymi.

Przyktad 2.

Dany jest graniastostup pochyly o podstawie lezacej na plaszczyznie
poziomej a oraz dana jest prosta a. Wyznaczy¢ punkty przebicia graniastostupa
(rys. 10.20).

Na prostej a obieramy dowolny punkt R, prowadzimy przez ten punkt prostg
g réwnolegle do krawedzi bocznej graniastostupa. Proste a i q okre$lajg
pomocniczg ptaszczyzne tngcg e. KrawedZ k = an<p znajdujemy poprzez wy-
znaczenie punktéw przebicia P i Q.

Krawedz k przecina podstawe w punktach 1i 2, przez ktére prowadzimy
proste réwnolegte do krawedzi bocznych graniastostupa. Otrzymujemy wiec
przekrdj graniastostupa ptaszczyzng e. Na przecieciu sie przekroju z prostg aleza
szukane punkty przebicia.

10.5. Przenikanie wieloscianéw

Wsp6lng linie dwoch przenikajgcych sie wieloScianéw nazywamy wielo-
katem przenikania, ktory jest na ogot wielokatem przestrzennym. Przenikanie
moze by¢ niezupetne lub zupetne, wtym drugim przypadku wielokat przenikania
rozpada sie na dwie czesci.

W celu wyznaczenia wielokata przenikania wielosciandw, wyznaczamy
najpierw wierzchotki wielokata, a nastepnie tgczymy je odpowiednio wediug
schematu.
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Wierzchotkami wielokata przenikania sg punkty, w ktdrych krawedzie
jednego wielo$cianu przebijajg Sciany drugiego i punkty, w ktérych krawedzie
drugiego wielo$cianu przebijajg Sciany pierwszego. Zagadnienie to wyjasnimy na
Kilku przyktadach.

Przykfad 1.

Dane sg dwa ostrostupy (rys. 10.21), jeden o podstawie ABCD i wierzchotku
W xustawiony podstawag na ptaszczyzznie poziomej n i drugi o podstawie MLN
ustawiony na plaszczyznie czotowej v.

Przez wierzchotki ostrostupdw prowadzimy prostgt i wyznaczamy P x P 2jej
punkty przebicia z ptaszczyznami fi i v. Wyznaczamy tez krawedz k=/xnv.
Kazda ptaszczyzna a; przechodzgca przez prostg t przecina ostrostupy w krawe-
dziach przechodzacych przez wierzchotki Wxi W2. Prowadzimy pomocnicze
ptaszczyzny tngce a; przechodzace przez prostg t i kolejne krawedzie boczne
ostrostupéw. Krawedzie tych plaszczyzn z ptaszczyznami fi i v (przyjmujemy
oznaczenia tych krawedzi k” i k;V) przecinajg sie na krawedzi k. Wyznaczmy na
przyktad punkty przebicia ostrostupa MNLW?2 krawedzig b. W tym celu
prowadzimy pomocniczg ptaszczyzne a2zawierajgcg Biprostgt Krawedz k 2/tej
ptaszczyzny z fi przechodzi przez punkt B. kov — krawedZ phaszczyzn a2
i vprzecina podstawe MLN w punktach Vi VI, ktére fagczymy z wierzchotkiem
W2, otrzymujgc krawedzie przekroju ostrostupa MLNW?2 plaszczyzng a2
Krawedzie przekroju z krawedzig b majg punkty wspolne 5 i 6, ktdre sg
wierzchotkami wielokata przenikania.

W podobny spos6b wyznaczamy wszystkie wierzchotki wielokata przenika-
nia. Stwierdzamy, ze przenikanie jest niezupeine, ze krawedzie a i n nie biorg
udziatu w przenikaniu. Wyznaczone wierzchotki wielokata przenikania nanosi-
my na schematy przenikania i odpowiednio je taczymy na schemacie (mozna
faczy¢ z sobg tylko punkty jednego oczka), a nastepnie na rysunku przenikania.

Znak ,,+” na siatce oznacza widoczno$¢ Sciany bocznej ostrostupa okres-
lonej przez dwie krawedzie, miedzy ktérymi ustawiono ten znak, a ,,—’ oznacza
niewidocznos¢.

Bok wielokata przenikania jest widoczny wtedy i tylko wtedy, kiedy $ciany
dwdch przenikajgcych sie wieloSciandw przynalezne do tego boku sgjednoczes-
nie widoczne.

Tok rozwigzaniajest taki sam dla dowolnych ostrostupéw. W przypadku gdy
podstawy obu ostrostupow ustawione sg najednej ptaszczyznie y rownolegtej do
rzutni, zadanie sie upraszcza, gdyz wystarczy okresli¢ tylko punkt przebicia
prostag t ptaszczyzne y i krawedzie ptaszczyzn pomocniczych z ptaszczyzng y.

Przyktad 2.

Wyznaczy¢ linie przenikania graniastostupa z ostrostupem. Dany jest
graniastostup o podstawie ABC i ostrostup o podstawie KLM i wierzchotku W,
ustawione podstawami na plaszczyznie poziomej. Przez wierzchotek ostrostupa



Rys. 10.21. Przenikanie dwoéch ostrostupéw

prowadzimy prostg t (rys. 10.22 i 10.23) rownolegle do krawedzi bocznych
graniastostupa i wyznaczamy P jej punkt przebicia z fi. Kazda ptaszczyzna
przechodzaca przez prostg t i przecinajgca oba wielosdany przecina graniasto-
stup w krawedziach réwnolegtych do krawadzi bocznych, a ostrostup w krawe-
dziach przechodzacych przez wierzcholek W.



Rys. 10.22. Przenikanie ostrostupa z graniastostupem

Dla wyznaczenia wierzchotkéw wielokata przenikania prowadzimy pomocnicze
ptaszczyzny tnace przechodzace przez prostg t i kolejne krawedzie boczne
graniastostupa i ostrostupa. Wyznaczamy na przyktad punkty przebicia ostro-
stupa krawedzig a graniastostupa. W tym celu prowadzimy pomocniczg
ptaszczyzne tngcg a* przechodzaca przez krawedZz a i prostg t. Krawedz
kl/i=/¢"""alprzecina podstawe ostrostupa KLM w punktach I, 11, kt6re tgczymy
z wierzchotkiem ostrotsupa, otrzymujac krawedzie przeciecia ostrostupa ptasz-
czyzng. Krawedzie przekroju majg z krawedzig graniastostupa a punkty wspolne
11 2, ktére sa wierzchotkami wielokata przenikania. W podobny sposob
wyznaczamy wszystkie wierzchotki wielokata przenikania. Stwierdzamy, ze
przenikanie jest niezupetne i ze krawedzie b i k nie biorg udziatu w przenikaniu.
Wyznaczone wierzchotki wielokata przenikania nanosimy na schematy przeni-
kania i odpowiednio je lgczymy — na schemacie, a nastepnie na rysunku
przenikania.

Przykfad 3.

Wyznaczy¢ linie przenikania dwdch graniastostupéw (rys. 10.24 i 10.25).
Dane sg dwa graniastostupy o podstawach ABC i KLM ustawionych na rzutni
poziomej. Wyznaczamy tzw. ptaszczyzne kierowniczg e, ktérajest rownolegta do
krawedzi bocznych obu graniastostupow. W tym celu przyjmujemy wprzestrzeni
dowolny punkt P. przez ktéry prowadzimy dwie proste p i g réwnolegte
odpowiednio do krawedzi bocznych graniastostupdw. Kazda ptaszczyzna row-
nolegta do e przecinajgca graniastostupy, przecina je w krawedziach rownoleg-
tych do krawedzi bocznych obu graniastostupow.
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Rys. 10.24. Przenikanie dwéch graniastostupow
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Dla wyznaczenia wierzchotkdw wielokata przenikania prowadzimy pomoc-
nicze ptaszczyzny tngce rownolegte do plaszczyzny kierowniczej, przechodzace
przez kolejne krawedzie boczne graniastostupéw a,b,c i kj,m. Wyznaczamy na
przyktad punkty przebicia graniastostupa KLM krawedzig b. W tym celu
prowadzimy pomocniczg ptaszczyzng tngcg a2 réwnolegly do plaszczyzny
kierowniczej ¢, przechodzgcg przez krawedz b. Krawedz k2" przecina podstawe
graniastostupa KLM w punktach | i Il, przez ktére prowadzimy krawedzie
przeciecia graniastostupa ptaszczyzng a2 rownolegle do krawedzi bocznych.
Krawedzie przekroju maja z krawedzig b graniastostupa punkty wspolne 1i 2,
ktére sg wierzchotkami wielokata przekania.

Rys. 10.25. Przenikanie dwoch graniastostupdw

W podobny spos6b wyznaczamy wszystkie wierzchotki wielokata przenika-
nia. Wyznaczone wierzchotki wielokata przenikania nanosimy na schematy
przenikania i odpowiednio je fgczymy —na schemacie, a nastepnie na rysunku
przenikania.



Rozdziat XI

POWIERZCHNIE

11.1. Krzywe stozkowe. Konstrukcje elipsy, paraboli i heperboli. Rzuty okregu

11.1.1. Krzywe stozkowe

Krzywe stozkowe: elipsa, parabolaihiperbola sa krzywymi stopnia drugiego.
Otrzymujemy je przez wykonanie przekrojéw powierzchni stozka obrotowego
ptaszczyznami ukosnymi nie przechodzacymi przez jego wierzchotek. Wezmy
powierzchnie stozka obrotowego (rys. 11.1) o tworzacych nachylonych do osi
1pod katem e oraz plaszczyzne nachylong do osi stozka pod katem 2. Jesli:

e < Y —to krzywa jest elipsa,

e = *¥ — krzywa jest parabola,

e > Y —krzywa jest hiperbola.
Stozkowajest okre$lona, gdy dane sajej pie¢ punktéw, z ktorych zadne trzy nie sg
wspdHiniowe.

Rys. 11.1. Tworzenie krzywych stozkowych; a) elipsy, b) paraboli
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Rys. 11.lc) Tworzenie krzywej stozkowej hiperboli

11.1.2. Elipsa

Elipsa jest miejscem geometrycznym punktéw plaszczyzny majgcych te
wiasnosé, ze suma ich odlegtosci od dwdéch punktéw statych zwanych ogniskami
jest wielkoscig stata, rowng wielkiej osi elipsy: rt+ r2= 2a.

Konstrukcja elipsy na podstawie tej definicji jest podana i opisana na rys.
11.2.

Rys. 11.2. Konstrukcja elipsy. Dana jest 0$ wielka elipsy AB i ogniska Ft i F2. Na ogni-
skowej Fj 0 obieramy dowony punkt 1 dzielgcy AB na dwa odcinki A 1i 1 B.Z ognisk
Fj i F2 zataczamy po 2 tuki o promieniach » =A1l i r2= AB. W przecieciu tukdéw znajdu-

jemy punkty 1,, 12, 13 I*, ktére nalezg do konstruowanej elipsy
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Elipsa jest okreslona, gdy dane sg jej Srednice sprzezone lub jej osie.
Wyznaczenie $rednic sprzezonych elipsy, podobnie jak $rednic sprzezonych
okregu wykonujemy nastepujaco (rys. 11.3): prowadzimy dowolng Srednice AB
okregu i do niej rownolegta cieciwe; przez Srodek cieciwy Sx i srodek okregu
S przechodzi $rednica sprzezona z dang $rednicg AB.

Rys. 11.3. Wyznaczanie $rednic sprzezonych elips

Srednice okregu sa do siebie prostopadte. Podobnie wyznaczamy AB i CD
Srednice sprzezone elipsy, ktére nie sg na og6t do siebie prostopadte. Jedyna parg
$rednic sprzezonych elipsy do siebie prostopadtych sg jej osie.

Powyzsze zaleznosci wynikaja z twierdzenia, ze kazdg elipsg mozemy uwazac
za rzut rownolegly okregu, a jej Srednice sprzezone sg rzutami réwnolegtymi
Srednic sprzezonych okregu. Réwnolegtobok — o bokach réwnolegtych do
Srednic sprzezonych — opisany na elipsie jest rzutem kwadratu opisanego na
okregu i o bokach réwnolegtych do $rednic sprzezonych okregu, ktérych rzutami
réwnolegtymi sg Srednice sprzezone elipsy. Z powyzszych zalezno$ci wynikajg
konstrukcje elipsy pokazane na rysunku 11.4.
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Rys. 11.4. Sposoby konstruowania elips

Srednice sprzezone elipsy okre$laja ja w sposdb jednoznaczny. Konstrukge
(wraz z opisem) osi elipsy, gdy sg danejej Srednice sprzezone, podano na rys. 11.5.
Kolejnos¢ konstrukcji: wystawiamy z O pros-
topadta do AB i odktadamy na niej odcinek
OE = OB; przez punkty E i D prowadzimy
prostg a; dzielimy odcinek ED na potowy i ze
Srodka Ox zakreslamy promieniem O Oxtuk
b. Luk ten przecina prostga wpunktach Fi G,
przez ktére przechodzg osie elipsy HJ i KL.

Rys. 11.5. Wyznaczanie kierunkéw osi elipsy, jesli dane sa
Srednice sprezone AB i CD.



Rys. 11.6. Parabola

Rys. 10.7.a) Konstrukcyjne wyzna-
czanie paraboli —dane sgrgunktP,
wierzchotek O i 0§ 1 (OR i RP
dzielimy na réwne odcinki)

Rys. 11,7.b) Konstrukcyjne wyzna-
czanie paraboli — dane sg punkt
niewtasciwy Mx i punkty wihasciwe
P i T oraz stycznat w punkcie T
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11.1.3. Parabola

Parabolg o ognisku F i kierownicy k nazywamy krzywa stopnia drugiego,
ktérej punkty sg rowno oddalone od ogniska i kierownicy k (rys. 11.6).

Dany jest wierzchotek paraboli O, jej os i dowolny punkt. Punkty paraboli
wyznaczamy jak na rys. 11.7a —odcinki PR i RO dzielimy na jednakowe ilosci
odcinkéw rownej dtugosci.

Podobnie wyznaczamy punkty paraboli, gdy dany jest punkt niewtasciwy
M “ paraboli, dwa punkty paraboli P, T oraz stycznat w punkcie T (rys. 11.7b).

11.1.4. Hiperbola

Hiperbolg o ogniskach Fi, F2 i osiach a,b nazywamy krzywg stopnia
drugiego, ktdrej punkty spetniajg warunek: réznica odlegtosci punktéw od obu
ognisk jest wielkoscig statg rowng 2a (rys. 11.8).

Na rys. 11.9 konstrukcja okre$la hiperbole, jeSli dane sg jej asymptoty
m in oraz punkt A. Przez punkt A prowadzimy dowolng prosta. Odcinek tej
prostej zawarty pomiedzy punktem A i asymptotg n jest réwny odcinkowi
zawartemu miedzy drugim punktem B hiperboli i drugg asymptota. W oparciu
o te zalezno$¢ wyznaczamy dalsze punkty C, D, E...

Opisadnewod 11.1.1do 11.1.4 krzywe stozkowe mozna zdefiniowac i w inny
sposéb.

Mianowicie krzywa stozkowg nazywamy zbiér wszystkich punktow X ptasz-
czyzny, ktorych odlegtos¢ od punktu F (ogniska) i odlegtos¢ od prostej
k (kierownicy) nie przechodzacej przez F spetnia relacje

P(X,F) = Xep(X, K),
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gdzie Xjest obrang liczbg dodatnig. Gdy:
X< 1 krzywa nazywa sie elipsa,
2= 1 parabola,
X> 1 hiperbola.

Rys. 11.9. Konstrukcyjne wyznaczanie hiperboli —dane sg asymptoty
m, n i dowolny punkt A

11.1.5. Rzuty okregu

Jak wiadomo z punktu 11.1.2 kazda elipse mozemy uwaza¢ za rzut
réwnolegty okregu. W dalszej nauce geometrii wykresinej, a w szczeg6lnosci przy
wyznaczaniu przekrojow kuli, walca obrotowego i stozka obrotowego, wazna
rzeczg jest umiejetno$¢ wyznaczania rzutow okregu. W tym celu wykonamy
nastepujaca konstrukcje.

Narysowac rzuty okregu k o danym $rodku S (S"S11)i promieniu r, lezacego
na ptaszczyznie dowolnej a=pc (rys. 11.10).

Wykonujemy ktad ptaszczyzny a na plaszczyzne pozioma ji i wyznaczamy
ktad S° punktu S. Zakre$lony z punktu S° okrag k® o promieniu r jest kladem
danego okregu k. Parze $rednic sprzezonych A°B° i C°D° okregu k° odpowiada
w rzucie poziomym para osi A~1i C/D1 elipsy k1 Punkt C1 wyznaczamy
korzystajac z powinowactwa. W rzucie pionowym wyznaczamy osie elipsy k1l
W tym celu przyjmujemy w ktadzie takg nowa pare Srednic sprzezonych M°N° i
P°R° okregu k° aby ich rzuty pionowe byly osiami M~AN11i PnRn elipsy k1
Przyjeto wiec M°N° || c® i P°R°]_ c°.

Inny spos6b rozwigzania jest podany na rys. 11.11. W tym przypadku
postuzyliSmy sie dwukrotnie transformatg uktadu odniesienia.
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Rys. 11.10. Rzuty okregu



Csv

Rys. 11.11. Rzuty okregu
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112. Powierzchnie obrotowe

11.2.1. Tworzenie powierzchni obrotowych

W uktadzie odniesienia przyjmujemy pionowg 0§ 1, przez ktérg prowadzimy
czotowa plaszczyzne v, oraz przyjmujemy dowolng krzywe k lezacag wptaszczyz-
nie v (rys. 11.12).

punkt P krzywej k zakresli na ptaszczyznie obrotu okrag o srodku Slezacym na
osi 1 Krzywa k zakres$li powierzchnie obrotowa.

Okregi zakreslone przez punkty P nazywamy réwnoleznikami powierzchni
obrotowej. Réwnoleznik najwiekszy o promieniu rr zakre$lony przez punkt Pr
nazywamy réwnikiem, a najmniejszy o promieniu rszakreslony przez punkt Ps
nazywamy okregiem szyjnym. Punkt 0, w ktdrym krzywa k przecina 0$
nazywamy biegunem. Krzywa k nazywamy tworzgcg powierzchni obrotowe;j.
Kazda plaszczyzna przechodzaca przez o$ 1 przecina powierzchnie obrotowg
w jej potudniku. Wszystkie potudniki sg przystajace. Potudnik lezacy w plasz-
czyznie czotowej jest potudnikiem gtdwnym oraz jest potudnikiem konturowym
na rzutni pionowej.

11.2.2. Powierzchnia kuli

W uktadzie odniesienia przyjmujemy pionowag 0$ 1, przez ktdrg prowadzimy
czotowg plaszczyzne v, oraz przyjmujemy w tej ptaszczyznie okrag k o $ro-
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dku O lezacym na osi 1 Przez obrot
okregu k dokota osi 10 kat 180° otrzy-
mujemy powierzchnie kuli. Oba rzuty
powierzchni kuli sg okregami o promie-
niu r. Rzuty punktu lezacego na powie-
rzchni kuli okre$lamy, wyznaczajac rzu-
ty rownoleznika przechodzacego przez
ten punkt. Dla przyktadu wyznaczamy
rzuty dowolnego punktu A(AJA 1) i dal-
szych punktow B,C,... (rys. 11.13). Kaz-
demu punktowi kuli na rzucie piono-
wym odpowiadajg rzuty poziome
dwdch réznych punktow.

11.2.3. Powierzchnia pierScieniowa (torus)

Rys. 11.14. Torus: a) zwyktly, b) dwubiegunowy
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ej

Rys. 11.14. Torus c) jednobiegunowy

Powierzchnig pierscieniowg albo torusem nazywamy powierzchnie ob-
rotowg powstatg przez obrot okregu dokota osi lezacej na plaszczyznie tego
okregu, nie przechochacej przez jego srodek. Wyr6zniamy trzy rodzaje powierz-
chni pierscieniowych (rys. 11.14).

113. Przekroje powierzchni kuli

Kazda ptaszczyzna sieczna przecina powierzchnie kuli w okregu. Przekroje
powierzchni kuli ptaszczyzng przedstawimy na przyktadach.

Przykiad 1
Wyznaczy¢ przekrdj powierzchni kuli ptaszczyzng e pionowo-rzutujgca.

Plaszczyzna ¢ przecina powierzchnie kuli w okregu, ktérego rzut poziomy jest
elipsg (rys. 11.15).

Przyktad 2.

Wyznaczy¢ przekroj kuli ptaszczyzng dowolng a=pc. Na rys. 11.16 podano
przyktadowe rozwigzanie przy pomocy transformacji uktadu odniesienia.

Plaszczyzne a sprowadzamy do potozeniarzutujgcego wprowadzajac #3J_p.
Na trzecim rzucie okre$lono najpierw rzut transformowany powierzchni kuli
i plaszczyzny. W ich przecieciu otrzymano rzut (na n3) okregu przekroju. Na
podstawie tego rzutu okre$lamy rzut poziomy okregu, tj. elipse. Do konstrukcji
wystarczy nam okresli¢ osie AiB/ i C"D7tej elipsy. W rzucie pionowym AnBn
i CnDn sg $rednicami sprzezonymi i moga postuzy¢ do okre$lenia elipsy na n2.
Nastepnie okreslamy widoczno$¢. W tym celu wprowadzamy plaszczyzne
poziomg ji i pionowa v, ktore dzielg kule na czesci widoczne i niewidoczne.
Krawedz px=/ina, ktorajest prosta pozioma, przecinanarzucie poziomym rzut
okregu przekroju w punktach 21i 31, dzielgc go tym samym na cze$¢ widoczng
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i niewidoczng. Ktoéra z nich jest widoczng, ustalamy poznanymi wczesniej
metodami. Kolejno ustalamy widoczno$¢ powierzchni kuli wzgledem ptaszczyz-
ny a.

Rys. 11.15. Przekrdj kuli ptaszczyzng
pionowo-rzutujaca

11.4. Powierzchnia walcowa. Przekroje i rozwinigecia powierzchni walcowej

11.4.1. Tworzenie powierzchni walcowej

Dana jest dowolna krzywa k i dowolna prosta m (rysunek 11.17). Przez
punkty 1,2,3.. krzywej k prowadzimy porste tI5 t2, t3... rbwnolegle do danej
prostej m. Zbidr tych prostych tworzy powierzcnie walcowa. Krzywa k nazywa-
my Kkierownicg, a poprowadzone proste rownolegle tworzacymi powierzchni
walcowej. Plaszczyzna e nieréwnolegta do tworzacej powierzchni walcowej
przecinaje odpowiednio w punktach 11521,3 1.. ktorych zbidr tworzy krzywa k x
zwang przekrojem powierzchni walcowej. Przekrdj powierzchni walcowej ptasz-
czyzng prostopadig do jej tworzacych nazywamy przekrojem normalnym.
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Rys. 11.16. Przekr6j kuli ptaszczyzng dowolng a=pc
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11.4.2. Powierzchnia walcowa obrotowa

W uktadzie odniesienia przyjmuje-
my pionowg 0$ 1, przez ktéra prowadzi-
my czotowa ptaszczyzne v. W plaszczyz-
nie v przyjmujemy okrag k, o $rodku
0 lezacym na osi oraz prostg t réwno-
legta do osi 1,styczng do okregu k w pun-
kcie T. Uktad ten obracamy dokota osi
1o kat 360°. Prosta zakresli powierzch-
nie walcowg obrotowg; okrag k zakresli
powierhcnie kuli styczng do powierz-
chni walcowej obrotowej (rys. 11.18).
W przekroju, lezacym w plaszczyznie
£ prostopadtej do osi 1 powierzchni
walcowej jest okrag.

Rys. 11.18. Tworzenie powierzchni
walcowej obrotowej

11.4.3. Rzuty powierzchni walcowej

Na rys 11.19a, pokazano rzuty walca obrotowego w uktadzie trzech rzutni.
Na rys. 11.19b, przedstawiono rzuty walca obrotowego o osi czotowe;j.

Z kolei rys. 11.19c i d przedstawiajg powierzchnie walcowe eliptyczne,
ktérych kierownicg jest okrag k lezacy na ptaszczyznie poziomej n lub piono-
wej V.
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Rys. 11.19. Rzuty powierzchni walcowych: a) walca obrotowego w uktadzie trzech rzutni;
b) walca obrotowego o osi czotowej; c) walca eliptycznego — kierownica (okrag) lezy na
ptaszczyznie poziomej; d) walca eliptycznego — kierownica lezy na ptaszczyznie pionowej
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11.4.4. Punkt na powierzchni walcowej

Punkt lezy na powierzchni walcowej, jesli lezy na tworzacej tej powierzchni.

Przez dany rzut pionowy punktu Axprowadzimy tworzacg t" do przeciecia
sie zkierownicg kir w punkcie In.Prosta odnoszgca poprowadzona z punktu lu
przecina kierownice kJ w punktach 11i 21 Zadanie ma wiec dwa rozwigzania
—rysunek 11.20.

11.4.5. Przekroje i rozwiniecia powierzchni walcowych

Jesli kierownicg powierzchni walcowej obierzemy okrag lub elipse, to
w przekroju otrzymamy elipse, a w szczegdlnym przypadku okrag.

Do konstrukcji elipsy otrzymanej w przekroju powierzchni walcowej wystar-
czy 5 dowolnych punktéw przeciecia tworzacych powierzchni walcowej i ptasz-
czyzny przekroju. Staramy sie jednak wybiera¢ takie tworzgce powierzchni
walcowej, ktdre pozwolg wyznaczy¢ w przecieciu z plaszczyzng przekroju konce
osi elipsy, badz $rednic sprzezonych. Wystarczag nam wtedy do konstrukcji
(przedstawionych wczesniej na rys. 11.4) 4 punkty. Bez korzystania z konstrukcji
z rys. 11.4 mozemy kolejne punkty krzywej wyznaczy¢ podobnie jak pierwsze
cztery, jako punkty przebicia ptaszczyzny przekroju kolejnymi tworzacymi.
Omowimy kilka przyktaddw.

Przykiad 1

Wyznaczy¢ przekrdj powierzchni walcowej obrotowej o o0si pionowej
1ptaszczyzng pionowo-rzutujgca € Znalez¢ rzeczywistg wielkos$¢ przekroju oraz
wyznaczy¢ rozwiniecie powierzchni walca z zaznaczeniem linii przekroju.

Rozwigzanie podano na rys. 11.21. Naturalng wielko$¢ przekroju, ktérego
rzut pionowy jest odcinkiem, poziomy okregiem, a boczny elipsa, okreslono
wykonujac kiad ptaszczyzny przekroju dookota prostej celowej I=h.e =nlne.

Rozwiniecie walca obrotowego jest prostokgtem o diugosci rownej ob-
wodowi podstawy (kota) 27tr i wysokosci rownej wysokosci walca. Diugos¢
rozwiniecia na rysunku wyznaczono konstrukcyjnie w nastepujacy sposoéb.
W plaszczyznie podstawy przez srodek okregu k poprowadzono prosta m pod
katem 30° do osi n oraz styczng s do okregu k w punkcie P=knn. Z punktu
przeciecia M =snm na prostej s w Kierunku punktu P odmierzono odcinek
MM! o dtugosci 3r.

Poniewaz dtugo$¢ CMj a nr, podwojona diugo$¢ odcinka CM Xbedzie
dtugoscia rozwiniecia.

Punkty przekroju przenosimy na rozwiniecie w nastepujacy sposob: obwod
okregu i dtugosé rozwiniecia dzielimy na jednakowag ilos¢ czesci, przyktadowo na
8 —do podziatu odcinka zastosowano twierdzenie Talesa. Na kazdej z tworza-
cych przechodzacych przez punkty wyznaczone na drodze podziatu 1,2,3,...8,
odmierzono wzgledem ptaszczyzny podstawy wysokos¢ odpowiedniego punktu






Rys. 11.21.



"Ag .
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przekroju (najlepiej na rzucie pionowym) i przeniesiono jg na odpowiednig
tworzacg zaznaczong na rozwinieciu. W ten spos6b wyznaczone punkty
potaczono krzywg i otrzymano na rozwinieciu linie przekroju.

Przykiad 2.

Wyznaczy¢ przekroj powierzchni walcowej obrotowej o osi pionowej
1 ptaszczyzng dowolng e= pc, znalez¢ rzeczywista wielko$¢ przekroju oraz
wyznaczy¢ rozwiniecie powierzchni walca z zaznaczeniem linii przekroju.
Rozwigzanie podano na rys. 11.22.
Przy pomocy transformacji uktadu odniesienia ptaszczyzne przekroju sprowa-
dzono w potozenie rzutujgce. Dalszy przebieg rozwigzania analogicznie jak
w poprzednim przykiadzie.

Rys. 11.22b. Rozwiniecie walca cylindrycznego z zaznaczeniem linii przekroju
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Przyktad 3.

Wyznaczy¢ przekrdj normalnej powierzchni walcowej eliptycznej o kierow-
nicy kotowej lezacej na plaszczyzZnie poziomej, ptaszczyzng ¢ = KLMN.
Znalez¢ rzeczywistg wielko$¢ przekroju oraz wyznaczy¢ rozwiniecie powierzchni
walca z zaznaczeniem linii przekroju. Rozwigzanie podano na rys. 11.23.

Rys. 11.23a) Przekr6j normalny walca eliptycznego
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Rys. Il_23b) Rozwiniecie walca eliptycznego

Najpierw wyznaczamy plaszczyzne normalng (prostopadia do osi walca)
okreslong rownolegtobokiem KLMN. Przez transformate ukfadu odniesienia
ptaszczyzne ¢ sprowadzamy w potozenie rzutujace i wyznaczamy na wszystkich
rzutniach rzuty przekroju. Nastepnie stosujac transformacje wyznaczamy natu-
ralng wielkos$¢ przekroju. Przekrdj dzielimy na wiele czeSci punktami 11*, 21V, 3IV
(przyktadowo 20 — na rysunku potowe przekroju podzielono na 10 czesci),
a nastepnie rozwijamy obwdd przekroju odmierzajgc na prostej m kolejno
odcinki 12, 23, 34 ... Przez zaznaczone punkty 1,2,3... prostopadle do prostej
m prowadzimy tworzace i zaznaczamy na nich konce odcinkdw tworzacych,
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odmierzajgc dtugosci odpowiednich odcinkéw (na trzecim rzucie), na jakie
podzielita tworzace ptaszczyzna przekroju. Tak zaznaczone punkty fgczymy
krzywg i otrzymujemy rozwiniecie powierzchni bocznej walca. Po uzupetnieniu
tego rozwiniecia o 2 kota o promieniu r réwnemu promieniowi podstawy
otrzymujemy, rozwiniecie powierzchni catej bryty.

11.5. Powierzchnia stozkowa. Przekroje i rozwiniecia powierzchni stozkowej

11.5.1. Tworzenie powierzchni stozkowej

Dana jest dowolna krzywa k i punkt W. Przez punkty 1,23.. krzywej
k i punkt W prowadzimy proste tx, t2, t3.. . Zbior tych prostych tworzy
powierzchnie stozkowa.

Krzywa k jest kierownicg, punkt W wierzchotkiem, a poprowadzone proste tx,
t2... sa tworzagcymi powierzchni stozkowej. Ptaszczyzna ¢ nie przechodzgcaprzez
wierzchotek W powierzchni stozkowej przecina tworzace odpowiednio w punk-
tach 1,2,3... , ktorych zbior tworzy krzywg kls zwang przekrojem powierzchni
stozkowej (rys. 11.24).

11.5.2. Powierzchnia stozkowa obrotowa

W uktadzie odniesienia (rys. 11.25) przyjmujemy pionowg oS 1, przez ktérg
prowadzimy czotowg plaszczyzne v. W plaszczyznie v przyjmujemy okrag K,
o Srodku O lezacym na osi; przyjmujemy punkt W lezacy na osi 1 oraz
prowadzimy przez punkt W prostgt styczng do okregu k w punkcie T. Uktad ten
obracamy dookota osi 10 kat 360°. Prosta t zakresli powierzchnie stozkowg
obrotowa; okrag k zakresli powierzchnie kuli styczng do powierzchni stozkowej
w okregu lezacym w plaszczyznie e, prostopadiej do osi 1powierzchni stozkowe;j.
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11.5.3. Rzuty powierzchni stozkowej. Punkty na powierzchni stozkowej

Na rys, 11.26 podano rzuty r6znych powierzchni stozkowych oraz sposéb
okreslenia brakujgcego rzutu punktu powierzchni stozkowe;j.

Rys. 11.25. Tworzenie stozka obrotowego

Rys. 11.26. Stozki: a) obrotowy; b) obrotowy o osi czotowej
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Rys. 11.26¢). Stozek eliptyczny

Jesli mamy np. rzut pionowy punktu A stozka obrotowego (rys. 11.26a) to
prowadzimy najpierw tn tworzacej t zawierajacej punkt A, a nastepnie wy-
znaczamy tr rzut poziomy tworzacej t W przecieciu odnoszacej wystawionej
zZAn itrznajdujemu A1l —na rysunku pokazano dwarozwigzania A* i A*. Rzuty
punktéw innych powierzchni stozkowych kreslamy analogicznie, wyznaczajac
najpierw rzuty przynaleznej tworzacej.

Mozemy tez postepowac inaczej. Mianowicie, jesli punkt przynalezny do
okregu zawartego w powierzchni stozkowej, przy czym okrag jest rownolegty do
jednej z rzutni 7 lub nz, to wyznaczamy najpierw rzuty tego okregu przynalez-
nego do punktu, a nastepnie bez trudu okreslimy brakujacy rzut punktu
prowadzac jego odnoszacg (rys. 11.26c).

11.5.4. Przekroje i rozwiniecia powierzchni stozkowej

Przekrojami powierzchni stozkowych obrotowych oraz nieobrotowych,
ktérych kierownicami sg okregi lub krzywe stozkowe, plaszczyznami nie
przechodzacymi przez wierzchotek powierzchni stozkowej sg krzywe stozkowe:
elipsy, parabole lub hiperbole, a w szczegélnym przypadku okregi. Przekroje
i rozwiniecia powierzchni stozkowych rozpatrzymy na przyktadach. Figure
przekroju powierzchni stozkowej okreslamy analogiczniejak i przekr6j powierz-
chni walcowej. Minimalng ilo$¢ punktow potrzebnych do konstrukcji krzywej
znajdujemy w przecieciu plaszczyzny przekroju i tworzacych powierzchni
stozkowej. Stosowanie konstrukcji krzywych stozkowych opisanych na poczat-
ku rozdziatu nie jest konieczne — dostateczng ilos¢ punktdéw potrzebnych do
doktadnej konstrukcji mozemy wyznaczy¢ takze jako punkty przebicia ptasz-
czyzny przekroju kolejnymi tworzacymi.
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Przyktad 1

Wyznaczy¢ przekrdj powierzchni stozkowej obrotowej o kierownicy lezgcej
na rzutni poziomej, ptaszczyzng poziomo-rzutujgcg e. ZnaleZ¢ rzeczywistg
wielkos¢ przekroju oraz wyznaczy¢ rozwiniecie powierzchni z zaznaczeniem linii
przekroju. Rozwigzanie podano na rys. 11.27.

Znalezienie przekroju nie nastrecza ktopotow —konstrukcje rozpoczynamy
od rzutu pionowego, na ktérym rzutem przekroju stozka jest odcinek, nastepnie
okre$lamy rzut poziomy i boczny przekroju. Naturalng wielko$¢ przekroju
okreslamy poprzez kiad ptaszczyzny.

Rozwinigciem powierzchni stozka jest wycinek kota o promieniu rownym
tworzacej t i kacie oo, ktory ustalamy z zaleznosci:

w _ 2nr

-—-- = -— =0 = 360 —r.
360 2%t t

W celu naniesienia na rozwiniecie linii przekroju dzielimy kierownice na
okreslong liczbe czesci, np. 8. Punkty podziatu 1,2,3,...8 nanosimy na rozwiniecie
i prowadzimy tworzgce wyznaczone przez te punkty. Na tych tworzacych
oznaczamy kolejno punkty przekroju, odczytujac ich odlegtos¢ od wierzchotka
na rzucie pionowym na tworzacej konturowe;j.



- 145 -

Przykiad 2.
Powierzchnie stozkowga obrotowa przecia¢ w paraboli ptaszczyzng piono-
wo-rzutujaca. Rozwigzanie podano na rys. 11.28.

Przyktad 3
Powierzchnie stozkowg obrotowg przecigé w hiperboli ptaszczyzng piono-
wo-rzutujaca. Rozwigzanie podano na rys. 11.29.

Przykfad 4

Powierzchnie stozkowa obrotowg o osi pionowej 1 przecig¢ ptaszczyzng
rownolegtoboku KLMN, wyznaczy¢ przekroj, rzeczywistg wielko$¢ przekroju
oraz narysowac rozwiniecie powierzchni stozka z zaznaczeniem linii przekroju.
Rozwigzanie podano na rys. 11.30.

Sprowadzamy ptaszczyzne w potozenie rzutujgce przez transformacje uktadu
odniesienia i dalej rozwigzujemy jak przyktad 1
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Rys. 11.30.a)
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Rys. 11.30.b) Rozwinigcie stozka z zaznaczeniem linii przekroju

Przyktad 5
Wyznaczy¢ przekr6j ptaszczyzng pozioma powierzchni stozkowej nieob-
rotowej o kotowej kierownicy, lezacej na ptaszczyznie poziomej oraz narysowac
rozwiniecie powierzchni stozka. Rozwiazanie podano na rys. 11.31.
Przekrojem stozka ptaszczyzng pozioma jest okrag, jego okreSlenie nie
sprawia ktopotu. W celu znalezienia rozwiniecia dzielimy kierownice na pewng
ilos¢ jednakowych czesci (przyktadowo 12) punktami 0,1,2,...6 —wykorzystujac
symetrie wystarczy potowe kierownicy podzieli¢ na 6 czesci. Znajdujemy poprzez
obrot dokota prostej pionowej 1do potozenia czotowego rzeczywistg dtugosé
tworzacych zawierajgcych punkty 0,1,2,...6.
Konstrukcje rozwiniecia rozpoczynamy od tworzacej W6. Nastepnie z zazna-

czonego punktu W zataczamy tuk o promieniu W 115" (w rzeczywistej wielkos-



Rys. 11.3l.a. Przekroj stozka eliptycznego

ci), a z punktu 6 tuk o promieniu 6—5 —odmierzony z rzutu poziomego. £ uki
przetng sie w punkcie 5 rozwiniecia, okres$lajac w ten sposéb jego potozenie.
Analogicznie okreSlamy punkt 4 — zataczajac tuki z punktow W i 5 —i ko-
lejno 3,2,1,0. Symetrycznie wzgledem W6 konstruujemy druga czes¢ rozwiniecia.
Punkty przekroju nanosimy tak jak w poprzednich przyktadach. Konstrukcja
jest tym doktadniejsza im gesciej podzielimy kierownice.

Przyktad 6

Wyznaczy¢ linie przekroju powierzchni stozkowej plaszczyzng <= ABC
w potozeniu og6lnym. Rozwigzanie podano na rys. 11.32.
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Rys. 11.31.b Rozwiniecie stozka eliptycznego z zaznaczeniem linii przekroju

Zadanie rozwigzano stosujgc powinowactwo osiowe. Miedzy rzutami na #1
i n2plaszczyzny przekroju zachodzg zwiazki powinowactwa osiowego o kierun-
ku réwnolegtym do odnoszacych. Punkt przeciecia rzutu pionowego z pozio-
mym prostej AB, M =AIifBlinAiBi oraz punkt N=BiiClInBiCi okreslajg 0$
powinowactwa (rys. 11.32). Na rzutni pionowej okre$lamy rzuty pionowe
tworzacych Sl, S2, S3 ... SIO oraz na rzutni poziomej ich rzuty poziome (rys.
11.32). Prowadzimy pomocniczg dowolng prostg SnDn i okreslamy powinowa-
ta jej prostag DrE. W przecieciu DrE i odnoszacej z S11znajdujemy powinowaty
punktowi Sn punkt S°. OkreSlamy tez powinowate rzutom pionowym tworzg-
cych Sl, S2, S3,... proste S°K1, S°K2, S°K3.. S°K10, gdzie KlIs K2, ... punkty
przeciecia osi powinowactwa rzutami pionowymi tworzacych.

W przecieciu prostych S°K1 z S21 S°K2 z SI'1. otrzymamy punkty
przekroju, przyktadano punkt Fr. £aczac je otrzymamy linie przekroju. Jej rzut
pionowy okreslamy bez trudu.
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11.6. Punkty przebicia powierzchni prostg

Podobnie jak przy wyznaczaniu punktéw przebicia wieloscianu prosta,
w celu wyznaczenia punktéw przebicia powierzchni prosta, prowadzimy przez te
prosta pomocniczg ptaszczyzne tnagcg i wyznaczamy przekrdj powierzchni.
Punkty przebicia lezg na przecieciu sie przekroju z prostg (rys. 11.33 i 11.35).
Zagadnienie to rozpatrzymy na przykfadach.

Przykfad 1

Danajest powierzchnia walcowa (rys. 11.34), ktorej kierownicajest ustawio-
na na ptaszczyznie poziomej a oraz dana jest prosta a. Wyznaczy¢ punkty
przebicia danej powierzchni walcowej prostg a.
Na prostej a obieramy dowolny punkt R i prowadzimy przez niego prostg
b réwnolegle do tworzacych powierzchni walca (rys. 11.34). Proste a i b okres$lajg
ptaszczyzne tnacg €. Znajdujemy krawedz k ptaszczyzny e z ptaszczyzng a przez
wyznaczenie punktéw przebicia P i Q (rys. 11.34). KrawedZ k przecinakierownice
w punktach 1i 2, przez ktére prowadzimy tworzace txit2 Na przecieciu sie tych
tworzacych z prostg a mamy punkty przebicia Si T.
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Rys. 11.34.
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Rys. 11.36
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Przyktad 2

Dana jest powierzchnia stozkowa, ktérej kierownica ustawiona jest na
poziomej plaszczyznie a oraz dana jest prosta a. Wyznaczy¢ punkty przebicia
powierzchni stozkowej prostg a (rozwigzanie na rys. 11.36).
Na prostej a obieramy dowolny punkt R i prowadzimy przez niego i przez
wierzchotek W powierzchni stozkowej prosta b. Proste a i b okreslajg ptaszczyz-
ne tnacyg €. Znajdujemy jej krawedz z ptaszczyzng a, ktéra przecina kierownice
w punktych 1i 2. Przez punkty te prowadzimy tworzace » it2, ktore przecinaja
prostag a w szukanych punktach przebicia Si T.

a

Rys. 11.37. Punkty przebicia powierzchni kuli prosta
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Przykiad 3

Dana jest powierzchnia kuli oraz dana jest prosta a. Wyznaczy¢ punkty
przebicia powierzchni kuli prostg (rozwigzanie na rys. 11.37).

Przez prostg aprowadzimy e plaszczyzne poziomo-rzutujaca, ktora przecina
powierzchnie kuli w okregu k. Nastepnie wprowadzamy trzecig rzutnie 73
réwnolegle do ptaszczyzny e. Punkty przebicia Si T znajdujemy w trzecim rzucie
oraz przenosimy je do rzutu poziomego i pionowego..

11.7. Przenikanie powierzchni

Zbior punktéw wspolnych dwadch przenikajacych sie powierzchni nazywamy
linig przenikania tych powierzchni, ktéra jest linig przestrzenng. Przenikanie
moze by¢ niezupetne lub zupetne, w tym drugim przypadku linia przenikania
rozpada sie na dwie czesci.

Dla wykreslenia linii przenikania powierzchni wyznaczamy pewng skon-
czong liczbe punktéw linii przenikania, ktore nastepnie odpowiednio tgczymy.
Punkty linii przenikania dwdch powierzchni wyznaczamy za posrednictwem
pomocniczych plaszczyzn tnacych, tak prowadzonych, aby przekroje obu
powierzchni byty tatwe do wykreslenia w rzutach, a wiec aby to byty proste lub
okregi. W przypadku przenikania sie powierzchni obrotowych, ktorych osie sie
przecinajg i sg rownolegte do rzutni mozna tez zastosowa¢ metode kul
wspétsrodkowych.

Metoda wyznaczania linii przenikania dowolnych powierzchni nai nb (w
szczegblnym przypadku powierzchni obrotowych) przy pomocy pomocniczych
powierzchni % (w szczegdlnosci ptaszczyzn, sfer) polega na tym, ze prowadzimy
kolejne pomocnicze powierzchnie 7f ktére przecinajg na i nb
odpowiednio w krzywych kfti (kHI, ka2 ...) i kEi(kEl, k62 ...) przecinajgcych sie
parami w punktach (niekoniecznie jednym) P;J, gdzie i — numer powierzchni
tnacej, aj —kolejny punkt otrzymany w przecieciu sie jednej pary krzywych kH
i kbi. Punkty P;j nalezac jednoczes$nie do kHii ki, a tym samym jednoczesnie do
#ta i nbwyznaczaja linie przenikania powierzchni nai nh

W celu utatwienia tgczenie punktow linii przenikania mozemy zastosowac
schematy przenikania, takie same jak dla wielosdandéw zamiast krawedzi
bocznych (graniastostupa lub ostrostupa) biorgc tworzace powierzchni ob-
rotowych wykorzystane do wyznaczania punktéw linii przenikania. Punkty
naniesione na schemat (siatke) tagczymy wedtug zasady: tgczymy punkty jednego
oczka i tylko po przekatnej.

Wykre$lanie linii przenikania powierzchni przedstawiamy na przyktadach
rozpoczynajac od przypadkOw najprostszych.
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Rys. 11.38a. Przenikanie powierzchni kuli i walca (ptaszczyzna /?=01 czotowa)

Przykiad 1

Wyznaczy¢ linie przenikania powierzchni kuli z powierzchnig walca ob-
rotowego o osi pionowej (dwa przypadki —rysunek 11.38). W obu przypadkach
dla wyznaczenia punktéw linii przenikania mozemy poprowadzi¢ pomocnicze
ptaszczyzny, poziome (przypadek a) badz ptaszczyzny czotowe (przypadek b).
Wyznaczenie punktdw linii przenikania oraz ich tgczenie jest widoczne z rysun-
kow. Zauwazmy, ze punkty 1,2,3i4 w przypadku a oraz punkty 1i2w przypadku
b wyznaczy sie natychmiast, bez prowadzenia pomocniczych ptaszczyzn.

Przykiad 2

Wyznaczy¢ linie przenikania powierzchni kuli z powierzchnig stozka ob-
rotowego 0 0si pionowej.
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Rys. 11.38b. Przenikanie powierzchni kuli i walca

Dlawyznaczenia punktéw linii przenikania (rys. 11.39) prowadzimy pomocnicze
ptaszczyzny poziome. Punkty 1 i 2, najwyzszy i najnizszy linii przenikania
mozemy wyznaczy¢ trzema sposobami: metodg ktadu ptaszczyzny przechodzacej
przez o$ powierzchni stozka i Srodek powierzchni kuli, jak pokazano na rysunku,
metodga obrotu powierzchni kuli dokota osi 1 powierzchni stozka do ptaszczyzny
czotowej v (0 kat g oraz metoda transformacji. Punkty 3 i 4 wyznaczamy za
posrednictwem pomocniczej ptaszczyzny czotowej v, ktéra przecina powierzch-
nie stozka w tworzacych konturowych. Punkty 5 i 6, lezagce w plaszczyznie
poziomej a przechodzacej przez $rodek powierzchni kuli,oddzielajg widoczng
czesc linii przenikania od czesci niewidocznej w rzucie poziomym. Wyznaczenie
dalszych punktow linii przenikania oraz ich fgczenie jest widoczne z rysunku.
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Przyktad 3

Wyznaczy¢ linie przenikania powierzchni stozka obrotowego o osi pionowej,
z powierzchnig walca obrotowego o osi poziomej (dwa przypadki). Rozwigzanie
podano na rys. 11.40a i 11.40b. W obu przypadkach punkty linii przenikania
wyznaczamy za pomocg pomocniczych ptaszczyzn poziomych, ktoére powierzch-
nie stozka przecinajg w okregach, a powierzchnie stozka przecinaja w okregach,
a powierzchnie walca w tworzacych. W przypadku a) punkty 1i 2 wyznaczamy
natychmiast bez dodatkowych plaszczyzn, a dla przypadku b) prowadzimy
dodatkowo ptaszczyzne czotowsq a, za pomocg ktdrej wyznaczamy punkty 7,8,9
i 10 oraz wykonujemy kiad ptaszczyzny . J x dla wyznaczenia punktéw 11 i 12,

Przyktad 4
Wyznaczy¢ linie przenikania dwoéch powierzchni walcowych obrotowych
(trzy przypadki —rys. 11.41a,b,c).
a) powierzchnie stykajg sie w jednym punkcie (1) lezacym na plaszczyznie
czotowej a stycznej do obu tych powierzchni, (rys. 11.41a).
Dla wyznaczenia punktéw linii przenikania prowadzimy plaszczyzny czotowe
tnagce obie powierzchnie walcowe w tworzacych. Punkt 1, w ktorym linia
przenikania przecina sie ze soba jest punktem podwdjnym.
b) osie obu powierzchni 1i m przecinajg sie w punkcie R (rys. 11.41b).
Punkty linii przenikania wyznaczamy prowadzac ptaszczyzny pozio-
mo-rzutujace, przenikajgce powierzchnie w tworzacych. Przenikanie jest zupet-
ne.
) osie obu powierzchni 1i m nie przecinajg sie (rys. 11.41c). Punkty linii
przenikania lezg na tworzgcych powierzchni, przy czym postugujemy sie ktadem
k* poziomym przekroju normalnego k powierzchni.

Przyktad 5

Wyznaczy¢ linie przenikania powierzchni pierScieniowej i powierzchni
walcowej obrotowej (dwa przypadki, rys. 11.42).

a) osie obu powierzchni sg pionowe (rys. 11.42a).

Punkty linii przenikania wyznaczamy za pos$rednictwem réwnoleznikow
powierzchni pierscieniowej i tworzacych powierzchni walcowe;.
b) osie obu powierzchni sg wichrowate (rys. 11.42b).

Punkty linii przenikania wyznaczamy, prowadzac pomocnicze ptaszczyzny
czotowe, przecinajgce poweirzchnie pierscieniowag w réwnoleznikach, a powierz-
chnie walcowa w tworzacych, przy czym postugujemy sie kladem k* poziomym
(na ptaszczyznie a) przekroju normalnego k powierzchni walcowej.
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Rys. 11.41.a)
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Rys. 11.41.b)
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Rys. 11.41.C)
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Rys. 11.42.3)
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Rys. 11.42.b)



Przykiad 6
Wyznaczy¢ linie
przenikania  dwdch
pwierzchni walcowych
obrotowych, ktérych
osie sie przecinajg i le-
23 W ptaszczyznie row-
nolegtej do rzutni (dwa
przypadki — rys.
11.43).
W obu przypadkach
stosujemy metodg kul
wspotsrodkowych
o Srodku w punkcie
O przeciecia sie osi.
Kule przecinajg sie
z powierzchniami wal-
cowymi w okregach,
ktérych rzuty pionowe
sg odcinkami. Punkty
wspdlne okregéw sa
punktami linii przeni-
kania. Punkty 1i2 wy-
znaczamy natychmiast
zrzutu pionowego, na-
tomiast punkty 3i4 (w
przypadku b) za po-
mocg dodatkowej pta-
szczyzny czotowej
aiktadu poziomego k*
przekroju normalnego
powierzchni walcowej
poziomej.

- 167 -

walcow o przecinajacych sie pod katem pro-
stym osiach



- 168 -

Rys. 11.43.b) Przenikanie powierzchni dwéch walcow o przecinajgcych sie osiach — kat miedzy
osiami rézny od prostego
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Przyktad 7

Wyznaczy¢ linie przenikania powierzchni stozkowej obrotowej i walcowej
obrotowej, ktoérych osie przecinajg sie i lezg w plaszczyznie czotowej. Roz-
wigzanie podano na rys. 11.44.



ofaaonld a'a

Rys. 11.45.
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Rys. 11.46.
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Punkty linii przenikania wyznaczamy metodg kul wspétsrodkowych o Srodku

w punkcie O przeciecia sie osi. Punkty 1i 2 wyznaczamy natychmiast z rzutu
pionowego.

Przykitad s

Wyznaczy¢ linie przenikania dwdch powierzchni stozkowych nieobrotowych.

Dane dwie powierzchnie stozkowe o wierzchotkach WEi W2 ustawione sg
kierownicami kx i k2 na ptaszczyznie fi. Rozwigzanie pokazano na rysunku
pogladowym (rys. 11.45) i wrzutach prostokatnych (rys. 11.46). Przez wierzchotki
obu powierzchni prowadzimy prostg t (rys. 11.46) i znajdujemy jej punkt
przebicia z plaszczyzng fi. Kazda ptaszczyzna przechodzaca przez prostg
t przecina dane powierzchnie w tworzacych. Wobec tego dla wyznaczenia
punktow linii przenikania prowadzimy pomocnicze ptaszczyzny tngce przecho-
dzace przez prostg t — kolejno @ /7, y, 5. WeZmy dla przykfadu pod uwage
ptaszczyzne y, ktora przecina ptaszczyzne fi w krawedzi k3" krawedz ta przecina
kierownice kx w punktach IV iV, a kierownice k2w punktach E i F. Lgczymy
otrzymane punkty tworzgcymi z wierzchotkami, a w przecieciu sig ich otrzymuje-
my punkty linii przenikania 7, 8, 9 i 10. Sporzagdzamy schematy przenikania,
odpowiednio fgczymy punkty hnii przenikania na schematach, a nastepnie na
rysunkach, uwzgledniajagc widocznos$¢ linii.

Zasady faczenia punktow na schemacie takie same jak dla wieloscianow.

Rys. 11.47a.



Rys. 11.47.C)
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Rys. 11.48.
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Przyktad 9

Wyznaczy¢ linie przenikania powierzchni walca z powierzchnig stozkowsg
(rys. 11.47a).

Przez wierzchotek powierzchni stozkowej prowadzimy prostg t rownolegle
do tworzacych powierzchni walcowej. Znajdujemy jej punkt przebicia z ptasz-
czyzng i, na ktdrej ustawione sg kierownice obu powierzchni. Przez prosta
t prowadzimy kolejno plaszczyzny af ktére przecinajg ptaszczyzne ixw krawe-
dziach KL, k2 k3.. . Znajdujemy punkty przeciecia krawedzi z kierownicami,
prowadzimy tworzace oraz wyznaczamy punkty Inii przenikania w przecieciu
odpowiednichj wspdtptaszczyznowych tworzacych. Wyznaczone punkty linii
przenikania pokazano na rys. 11.47b. Nastepnie tgczymy punkty linii przenika-
nia —w razie potrzeby mozna postuzy¢ sie schematem przenikania.

Na rys. 11.47c pokazano lini¢ przenikania.

Przykiad 10.

Wyznaczy¢ linie przenikania dwdch powierzchni walcowyhc niecbrotowych.
Rozwigzanie podano na rys. 11.48.
Dane powierzchnie walcowe ustawione sg kierownicami na plaszczyznie pozio-
mej /i. Dla wyznaczenia punktow linii przenikania prowadzimy pomocnicze
ptaszczyzny tnace, rownolegle do tworzacych obu powierzchni walcowych. Dla
wyznaczenia ustawienia tych plaszczyzn prowadzimy tzw. ptaszczyzne kierow-
nicza e rownolegle do tworzacych obu powierzchni. W tym celu obieramy
dowolny punkt P w przestrzeni, prowadzimy przez niego proste p i g réwnolegle
do tworzacyh obu powierzchni i wyznaczamy jej krawedz k z ptaszczyzng /i
Nastepnie prowadzimy pomocnicze pfaszczyzny tnace a, /?, 7,..., znajdujemy ich
krawedzie kx, k2, k3 ... z ptaszczyzng ji. Znajdujemy dalej punkty przeciecia
krawedzi z kierownicami, prowadzimy przez te punkty tworzace oraz wy-
znaczamy punkty linii przenikania. Sporzadzamy schematy przenikania, od-
powiednio taczymy punkty linii przenikania na schematach, a nastepnie na
rysunku, uwzgledniajgc widocznosé linii.

11.8. Przenikanie powierzchni z wieloScianami

Zbior punktow wspdlnych powierzchni i $cian wieloScianu nazywamy linig
przenikania tej powierzchni z wieloscianem. Linia przenikania powierzchni
z wieloscianem sktada sie z szeregu odcinkow linii krzywych plaskich, przecinaja-
cych sie na krawedziach wieloScianu w punktach, w ktorych te krawedzie
przebijajg powierzchnie.

Przenikanie powierzchni z wielo$cianami przedstawianymi na przyktadach.
Przykfad 1

Wyznaczy¢ linie przenikania powierzchni stozkowej obrotowej z powierzch-
nig graniastostupa czworokgatnego prawidtowego.
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Rys. 11.49. Przenikanie stozka i graniastostupa prawidtowego czworo-
katnego
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Punkty linii przenikania wyznaczamy za pomocg réwnoleznikéw powierz-
chni stozkowej. Linia przenikania sktada sie z czterech tukowych odcinkoéw,
czterech hiperbol (rys. 11.49).

Przykiad 2

Wyznaczy¢ linie przenikania powierzchni walcowej obrotowej z czworokat-
nym ostrostupem prawidtowym. Punkty linii przenikania wyznaczamy za
pomocg prostych poziomych obranych na pobocznicy ostrostupa. Linia przeni-
kania skfada sie z czterech tukowych odcinkéw, czterech elips (rys. 11.50).

Rys. 11.50. Przenikanie walca z ostrostupem prawidtowym czworokatnym
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Przyktad 3

Wyznaczy¢ linie przenikania powierzchni kuli z pobocznicg graniastostupa
trojkatnego prostego. Rozwigzanie podano na rys. 11.51.
Punkty linii przenikania wyznaczamy za pomocg pomocniczych plaszczyzn
czotowych. Linia przenikania sktada sie zdwdch krzywych przestrzennych, przy
czym kazda z nich jest utworzona z trzech odcinkéw tukowych, trzech ré6znych
okregow.

Rys. 11.51. Przenikanie powierzchni kuli i graniastostupa
trojkatnego prostego
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Przykitad 4
Wyznaczy¢ linie przenikania powierzchni walcowej obrotowej z powierzch-
nig graniastostupa trojkatnego prostego. Rozwigzanie podano na rys. 11.52.
Punkty linii przenikania wyznaczamy za posrednictwem plaszczyzn czoto-
wych i ktadu poziomego przekroju normalnego powierzchni walcowej. Linia
przenikania sktada sie z dwoch odcinkéw tukowych (dwdch jednakowych elips)
i z odcinka prostej.

z powierzchnig graniastostupa trojkatnego prostego

Przykiad 5

Wyznaczy¢ linie przenikania powierzchni stozka obrotowego z graniasto-
stupem czworokatnym prostym. Rozwiazanie podano na rys. 11.53.

Punkty figur przenikania wyznaczamy na posrednictwem ptaszczyzn pozio-
mych. Linie przenikania stanowig dwie symetryczne gatezie, z ktorych kazda
sktada sie z czterech nastepujacych odcinkéw: okregu, elipsy, paraboliihiperboli.
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Przykiad 6

Wyznaczy¢ linie przenikania powierzchni pierscieniowej z graniastostupem
prostym. Rozwigzanie podano na rys. 11.54.

Punkty 1, 2, 3i 4 linii przenikania wyznaczamy natychmiast. Dolne punkty
wyznaczamy za posrednictwem ptaszczyzn czotowych, ktére przecinajg powierz-
chnie pierScieniowg w okregach.



Rozdziat XII

AKSONOMETRIA

12.1. Rzut aksonometryczny

Aksonometrig lub rzutem aksonometrycznym nazywamy metoda wykres-
lania rzutu utworu geometrycznego (na og6t przestrzennego), ustawionego
w prostokgtnym uktadzie odniesienia, na rzutni aksonometrycznej, w danym
kierunku rzutowania.

Dany jest prostokatny uktad odniesienia (rys. 12.1) ztozony ztrzech rzutni i3
n2, 763 o poczatku O i osiach X, y, z, oraz dana jest wtym ukfadzie ptaszczyzna na
dowolnie ustawiona, przecinajaca osie X,y,z w punktach X,Y,Z.

Ptaszczyzne nanazywamy rzutnig aksonometryczng oraz trojkat XYZ —troj-
katem S$ladéw aksonometrycznych, ktérego boki (Slady) oznaczamy literami
a,b,c.

Przyjmujemy kierunek rzutowania k | na Wyznaczamy rzut poczatku
uktadu O na rzutnie na w kierunku rzutowania k; rzut punktu O na rzutnie na
nazywamy $rodkiem aksonometrii i oznaczamy OO0.t.gczymy $rodek aksonomet-
rii Ofl z punktami X,Y,Z i otrzymane proste oznaczamy Xa, ya z° proste te sg
rzutami osi x,y,z na rzutnie naw kierunku k (kjk) i nazywamy je osiami
aksonometrycznymi. Na podstawie wihasciwosci rzutu réwnolegtego, aksono-
metrie prostych rownolegtych do osi ukfadu wspdtrzacnych sg prostymi
réwnolegtymi do osi aksonometrycznych.

Rozrézniamy dwa rodzaje aksonometrii:

1) aksonometrie prostokatng gdy kJ fa,

2) aksonometrie ukoSnokatng gdy kJ na.

12.2. Aksonometrig prostokatna

12.2.1. Okreslenie aksonometrii prostokatnej

Jezeli rzutnia aksonometryczna nie jest rownolegta do zadnej z osi X,y,z
uktadu prostokatnego, a kierunek rzutowania jest prostopadty do rzutni
aksonometrycznej k J_na to otrzymujemy aksonometrie prostokatng (rys. 12.2).



- 183 -

Rys. 122. Aksometria prostokatna
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Woweczas Srodek aksonometrii oznaczamy O" i nazywam $rodkiem aksonomet-
rii porstokatnej, osie aksonometrii prostokatnej oznaczamy x", y", zfli nazywamy
osiami aksonometrii prostokatnej.

12.2.2. Twierdzenia aksonometrii prostokatnej

Oznaczamy odpowiednio przez K,L,M punkty przeciecia osi aksonomet-
rycznych z bokami a,b,c, tréjkata sladow aksonometrycznych (rys. 12.2).

OS$ z prostopadta do nljest tez prostopadta do prostej a; rzutem prostokat-
nym prostych prostopadtych zj~a na rzutni na(z ktérych a jest réwnolegta do
rzutni, bo na niej lezy) sa dwie proste prostopadie z"J_a; analogicznie y"'J b,
x"J_c. Zatem:



- 185 -

Twierdzenie 1. Osie aksonometrii prostokatnej sg prostymi, na ktorych lezg
wysokosci trojkata sladow aksonometrycznych.

W tréjkacie prostokagtnym ZOK punkt O" lezy wewnatrz odcinkéw XM
YL . Wobec tego:
Twierdzenie 2; W aksonometrii prostokatnej tréjkat sladéw aksonometrycznych

jest tréjkatem ostrokatnym.
Oba twierdzenia ilustruje rys. 12.3a i b.
Oznaczamy przez: a, fi, y katy miedzy osiamix, y, zirzutnig aksonometryczng

na tzn. katy miedzy osiami x, y, z i osiami aksonometrycznymi X", y" i z".
Jezeli oznaczymy przez xIs yIs zEwspétrzedne punktu O", to

Xi2 + yt2 + zx2 = p2;

gdzie
p - p(0,0"),
dalej mamy:
XX = p sina,
yX = p sino ,
ZX = p siny

i po podstawieniu:
(p sina)2 + (p sin/H2 4 (p siny)2 = p2 | p2,
sin2a + sin2? 4. sin2? = 1,

sinZa - 1—co0s2a; sin2lJ —1—cos2fi; siny = 1—¢co0s2y .

Po uporzadkowaniu otrzymamy:
cos2a 4- c0os2J + cos2y = 2.

Ten zwigzek miedzy katami a, /J, y nazywamy réwnaniem charakterystycznym
aksonometrii prostokatnej.

12.2.3. Skrdcenia sksonometryczne

Na osiach x,y,z odmierzamy od punktu O trzy réwne odcinki e. Dtugosci
rzutéw tych odcinkéw (na rzutnie ng lezacych na osiach x", y", z" sa nastepujace
(rys. 12.4):

ex = e cosa ,
ey = e cosfi ,
ez = e cos)l.
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Stosunki:
z= cosa = S*.,
e
—=cos/J = §S,,
e
j = cosy = Sz,

nazywamy skréceniami aksonometrycznymi.
Rownanie charakterystyczne aksonometrii prostokatnej przyjmie postac:

S2+ S2+ S2= 2.
Mamy wiec:

Twierdzenie 3. W aksonometrii prostokatnej suma kwadratéw skrécen aksono-
metrycznych dla osi X,y,z rébwna sie 2. Wyrazenie:
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ex.Gy.6Z Sx.Sj,. Sz

nazywamy stosunkiem skrécen aksonometrycznych.
Z réwnania charakterystycznego S*2+4 Sy2-l-S32=2 mamy:

e/ + el + e2=2ce2,

stad

Poniewaz zawsze jest Sx, §,, Sz< 1 (gdyz o [i, y >0) wiec z warunku

Sx2+ §2+S52=2,

mamy
S22+ S52=2- Sz22> 1> Ss2,
zatem:
5,2+ 5,2> 5,2,
5,2+ 5,2> 8,2,
5,2+ SX>s,2,

g2+ e2> ez,
g2+ ex > ¢e2,

€2 + ex2 > ey2.

12.2.4. Rodzaje aksonometrii prostokatnej

Izometria — aksonometria jednomiarowa

Jezeli rzutnia aksonometrycznajest tak przyjeta, ze osie aksonometryczne x",
y", ", tworzgjednakowe katy z osiami X, y, z, uktadu prostokatnego, to wystepuje
rownos$¢ skrdécen aksonometrycznych Sn= SJ=Ss. Woéwczas tréjkat Sladéw
aksonometrycznych jest trojkgtem rownobocznym, katy miedzy osiami aksono-
metrycznymi sg jednakowe i wynoszg 120°. Wielkos$¢ skrécenia aksonometrycz-
nego

S=s*=s,=3sz

okreslamy z rownania charakterystycznego

S2+ S2+ §2= 2.
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Otrzymujemy:
3S2 =2

ST &

i dalej

W praktyce przyjmujemy:
S*=§,=S2=1.

Stosunek skrécen aksonometrycznych:
S,:S5,:§5, =1:1:1.

Uktad osi aksonometrycznych pokazuje rys. 12.5.

Rys. 12.5. Osie w izometrii: a) katy miedzy osiami, b) konstrukcja

Dla przyktadu podajemy rzut aksonometryczny prostopadtoscianu z wycie-
ciem (rys. 12.6).

Na rys. 129 pokazano sposéb rysowania aksonometrycznych rzutéw
okretéw lezacych na Scianach szeScianu, przy czym osie aksonometryczne sg
rownolegte do krawedzi szescianu.

Rysowanie okregu wizometrii. Aksonometrig prostokatng okregujest elipsa.
Rys. 12.7 podaje powszechnie stosowany sposob wykreslania okregu wizometrii
jako owalu zastepujacego elipse, jesli dane sgjej osie AB i CD o stosunku dtugosci
rownym ~3/3=0.58, przy czym rysunek ten uwzglednia skrocenie aksonomet-
ryczne S= 0.82.

Nastepny rysunek — 12.8 pokazuje rysowanie okregu w izometrii jako
owalu, bez uwzglednienia skrocenia aksonometrycznego (czyli S= 1).
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Rys. 12.7. Konstrukacj owalu w izometrii
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Dimetria (aksonometria dwumiarowa)

Aksonometrie prostokatng, w ktorej réwne sg dwa skrécenia aksonomet-
ryczne, najczesciej Sx= Sz, nazywamy dimetrig czyli aksonometrig dwumiarowa.
Trdjkat Sladow aksonometrycznych jest trojkatem rownoramiennym. Zgodnie
z zaleceniem polskiej normy stosuje sie dimetrie okreslong stosunkiem skrécen
aksonometrycznych Sx: Sy: §. = 2:1:2, stad:



- 191 -

Rys. 12.10. Osie w dimetrii:
a) katy miedzy osiami;
b) konstrukcja

Ze wzoru
Sx2+ S22+ S2=2
mamy:
S2+(y ) +=2,
i dalej

S, = S2= = 094, Sy=j V2= 047.

W praktyce przyjmujemy:
S,=S8=1,S=05
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Rys. 12.11. Rysowanie okregéw w dimetrii

Uktad osi aksonometrycznych podano na rys. 12.10a i ich konstrukcyjne
wyznaczenie na rys. 12.10bh.

Rzut aksonometryczny w dimetrii szeScianu z przynaleznymi okregami
pokazano na rys. 12.11.

Anizometria (aksometria tréjmiarowa, trimetryczna, anizometryczna)
Aksonometrie prostokatng, w ktdrej wszystkie skrécenia aksonometryczne
sg rézne, nazywamy anizometrie: Sx*Sy*S2oraz a*/My.
W praktyce nie ma zastosowania ze wzgledu na trudniejszg konstrukcije od
dwu- i jednomiarowej aksonometrii.
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123. Aksonometria uko$nokatna

123.1. Okreslenie aksonometrii ukosnokatnej

Jezelikierunek rzutowaniak niejest prostopadty do rzutni aksonometrycznej
Kg, to rzut ukosnokatny figury geometrycznej na rzutnie w kierunku k nazywamy
aksonometig ukosnokatng tej figury.

Rzuty uko$nokatne osi x,y,z na rzutnie aksonometryzcng oznaczamy x“, y*,
2, a $rodek aksonometrii O*.

Rownanie charakterystyczne aksonometrii uko$nokatnej ma postac:

cos2a + cosZp + cosy = 2 + ctg2e
lub

Sx2+ Sy2+ 822: 2 + ctg29p,

gdzie ¢ kat nachylenia kierunku rzutowania k do rzutni aksonometrycznej na
Gdy e =90° (ctg ¢p=0) otrzymamy oczywiscie aksonometrie prostokatna.

W aksonometrii uko$nokatnej rzutnie aksonometryczng przyjmuje sie
zazwyczaj réwnolegle do jednej z rzutni uktadu prostokatnego.

12.3.2. Rodzaje aksonometrii ukosnokatnej

Rzut ukosny (dimetria uko$nokatna, aksonometria kawalerska)

Jezeli iiajest rownolegta do %2 to rzut uko$nokatny figury na rzutnie na
nazywamy rzutem ukosnym (aksonometrig kawalerska lub dimetrig uko$nokat-
ng) tej figury (rysunek 12.12).

Rys. 12.12. Aksonometria kawalerska

Osie x* i z* tworzg kat prosty, a stosunek skrdécen aksonometrycznych
przyjmuje sie zazwyczaj SISJ]:SI= 2:1:2, oraz kat <p=45° (rys. 12.13).
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Figury ptaskie lezace na ptaszczyznach réwnolegtych do naodwozorowuja sie
bez znieksztatcen, zatem np. okragg odwzorowuje sie jako okrag itp.

Aksonometria wojskowa
Jezeli )|  (rys. 12.14a) to rzut ukosnokatny figury na rzutnie nanazywamy

aksonometrig wojskowa tej figury. Uktad osi aksonometrycznychjest podany na
rys. 12.14b.

Osie x" i y" tworzg kat prosty. Stosunki skrocern aksonometrycznych
przyjmuje sie:

Rys. 12.14. Aksonometria wojskowa
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Figury ptaskie lezace na ptaszczyznach réwnolegtych do rzutni aksonomet-
rycznej odwzorowywuja sie bez znieksztatcen, zatem na przyktad okrag od-
wzorowywuje sie jako okrag.

12.4. Katy proporcjonalnosci
Dla ufatwienia wykre$lenia rzutu aksonometrycznego utworu geometrycz-

nego konstruuje sie tzw. katy proporcjonalnosci. Istotne jest to dla skrécen
aksonometrycznych réznych od 1

Kat proporcjonalnos$ci tworzy sie na podstawie twierdzenia Talesa (rys.
12.15):

jezeli

to rowniez

Podobnie tworzy sie ay i ooz

12.5. Przekroje

Dla pokazania szczeg6tow wewnetrznej budowy przedmiotéw mozna wyko-

nywa¢ w rzutach aksonometrycznych odpowiednie przekroje. Kierunki kres-
kowania pokazuje rys. 12.16.
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—kat obrotu

— odcinek o konhicach A'i B

— elementy réwnolegte

— elementy nierdwnolegte

— elementy prostopadte

— prosta okre$lona punktami Ai B

— plaszczyzna okres$lona punktami AB i C

— plaszczyzna okreS$lona prostag m i puntem A

— ptaszczyzna okre$lona dwiema prostymi m in

— punkt przeciecia prostych m i n

—punkt przeciecia (przebicia) prostej m i ptaszczyz-
ny a

— krawed? przeciecia k dwu ptaszczyzn a i fi

— plaszczyzny rzutéw: pierwsza (pozioma), druga
(pionowa), trzecia (boczna), czwarta...

— osie rzutéw

—transformowane osie rzutéw

—rzuty punktu A: pierwszy (poziomy), drugi (pio-
nowyy), trzeci, czwarty,...

—rzuty prostej m: pierwszy (poziomy), drugi (pio-
nowy), trzeci, czwarty,...

— $lady prostej m: poziomy, pionowy, boczny

—$lady ptaszczyzny: poziomy, pionowy, boczny

— ptaszczyzna okre$lona dwoma $ladami hai va

—ktady punktéw AB,... i prostych ab,... uzyskane
przez obrot o skierowany kat rozny od 90°

— $rodek aksometryczny w aksometrii prostokat-
nej, ukosnokatnej

— osie aksometryczne w aksometrii prostokatnej,
ukosnej

— odlegto$é punktu A od punktu B

— odlegtos¢ punktu A od prostej a

— odlegto$é punktu A od plaszczyzny a
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p(a,b) — odlegtos¢ prostej a od prostej b

p(a,a) — odlegtos¢ prostej a od plaszczyzny a

p(a,/?) — odlegtos$¢ plaszczyzny a od ptaszczyzny fi

u(Ap1Z) — ukfad rzutni nii Kj

Aea —punkt A'i prosta a przynalezna do siebie (punkt
A zawiera sie w prostej a)

Aea — punkt A i plaszczyzna a przynalezna do siebie
(punkt A zawiera sie w plaszczyZnie a)

acza — prosta a i ptaszczyzna a przynalezne do siebie

(prosta a zawiera sie w ptaszczyznie a)

A=B, A7=Bl n=m,

nii~m 11 — elementy pokrywajace si¢ (jednoczace sig, przy-
stajace).
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