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Streszczenie
Zarys nowoczesnej teorii inwestycji finansowych

Jednym ze sposobéw pomnazania majatku jest inwestowanie na rynkach finanso-
wych. Daje ono mozliwoé¢ osiagania wyzszych zyskéw niz tradycyjne oszczedza-
nie, umozliwia dywersyfikacje portfeli, co czesto pozwala ogranicza¢ ryzyko, chroni
przed inflacja.

Podstawowymi wielko$ciami charakteryzujacymi inwestycje sa stopa zwrotu
i ryzyko. W decyzjach inwestycyjnych zachodzi potrzeba precyzyjnego ich pomiaru.
W rozdziale pierwszym przedstawiono rézne rodzaje stop zwrotu, zaleznoSci mie-
dzy nimi i niektére metody pomiaru ryzyka.

Rozdziat drugi po$wiecono teorii portfeli inwestycyjnych. Pokazano w nim,
w jaki sposob budowac¢ portfele uwzgledniajace oczekiwania inwestora co do stopy
zwrotu i ryzyka. Szczeg6lny nacisk potozono na interpretacje geometryczne otrzy-
mywanych wynikéw. Pozwalaja one zilustrowac zalezno$ci wystepujace miedzy ba-
danymi wielkoéciami, pokazujg wtasnosci i sposoby konstrukcji zbioréw rozwiazan,
ulatwiaja interpretacje wynikow.

W rozdziale trzecim zaprezentowano rézne modele rynkéw finansowych, sa
to: model jednowskaZnikowy, CAPM i jego modyfikacje, model Blacka-Littermana,
APT. W powyzszych teoriach przyjmuje sie, Ze celem inwestora jest maksymali-
zacja oczekiwanej uzytecznoéci inwestycji, ktéra moze by¢ mierzona przy pomocy
Sredniej i wariangji stopy zwrotu. W tym rozdziale przedstawiono takze niektore,
inne kryteria budowy portfeli inwestycyjnych. Wynik kazdej inwestycji powinien
by¢ zweryfikowany pod katem osiagniecia zamierzonych celéw. Stuza do tego rézne

wskazniki, ktére zaprezentowano na korcu tej ksiazki.

Stowa kluczowe: portfele inwestycyjne, stopa zwrotu, ryzyko, modele rynkéw fi-

nansowych



Abstract
The outline of modern investments theory

One way to grow wealth is by investing in financial markets. This approach offers
the potential for higher returns compared to traditional savings, enables portfolio
diversification, which often helps to reduce risk, and protects against inflation.

The primary measures characterizing investments are the rate of return and
risk. Investment decisions require precise measurement of these factors. The first
chapter presents various types of rates of return, the relationships between them,
and some methods of risk measurement.

The second chapter is dedicated to the theory of investment portfolios.
It demonstrates how to construct portfolios that consider an investor’s expectations
regarding return and risk. Special emphasis is placed on the geometric interpreta-
tions of the results. These interpretations illustrate the relationships between the
studied variables, show the properties and construction methods of solution sets,
and facilitate result interpretation.

The third chapter introduces various financial market models, including the
single-index model, CAPM and its modifications, APT, and the Black-Litterman Mo-
del. These theories assume that the investor’s goal is to maximize the expected utility
of the investment, which can be measured using the mean and variance of the rate
of return. This chapter also discusses some alternative criteria for constructing in-
vestment portfolios. The outcome of each investment should be verified against its
intended objectives. Various indicators, presented at the end of this book, serve this

purpose.

Keywords: investment portfolios, rate of return, risk, financial market models



Wstep

Ludzie od zawsze dazyli do pomnazania swojego majatku. Jednym ze sposobéw
osiagniecia tego celu jest inwestowanie. Inwestycja to proces lokowania zasobéw
w celu osiagniecia okreslonych korzysci ekonomicznych. Inwestycje moga przybie-
ra¢ rézne formy, takie jak: zakup nieruchomosci, dziet sztuki, akcji przedsiebiorstw,
obligagji lub innych aktywo6w, ktére maja potencjat generowania dochodéw w przy-
szloéci. Celem inwestycji jest zazwyczaj zwiekszenie wartoéci majatku w dtuzszej
perspektywie czasowej. Pojecie inwestycji jest réznie pojmowane przez ekonomi-
stow. Oto kilka definigji:

Jnwestycja jest biezacym zaangazowaniem kapitatu na okreslony czas w celu
uzyskania dochodéw w przysziosci, ktére wynagrodza inwestorowi czas, na jaki
$rodki zostaty ulokowane, spadek sity nabywczej pieniadza zwiazany ze zjawiskiem
inflacji oraz niepewno$¢ co do wysokoéci przysztych zyskow.” [[70]

Jnwestycja jest w istocie biezacym wyrzeczeniem dla przyszlych korzysci.
Ale teraZniejszo$¢ jest wzglednie dobrze znana, natomiast przyszlo$¢ to tajem-
nica. Przeto inwestycja jest wyrzeczeniem sie pewnego dla niepewnej korzysci”
[44] za [49]

~Wedtug finansistow, inwestycje, to uzywanie pieniedzy dla zarobienia pie-
niedzy.” [75]

Powyzsze definicje wskazuja na podstawowe cechy inwestycji, jakimi sa: po-

trzeba podziatu $rodkéw finansowych na biezaca konsumpgje i inwestycje, oczeki-



wane korzysci, czas oraz ryzyko. Jak napisano w [50]: ,Decyzja o realizacji inwesty-
¢ji powinna mie¢ u podstaw poréwnanie wielkosci mozliwej biezacej konsumpgji
z przysztymi korzySciami z inwestycji.”

Kazdy rodzaj inwestycji ma swoje unikalne cechy, ryzyko i potencjalne ko-
rzy$ci. Wybdr odpowiedniego rodzaju inwestycji zalezy od celéw finansowych, to-
lerancji na ryzyko i strategii inwestycyjnej konkretnego inwestora.

Inwestycje finansowe obejmuja inwestycje w instrumenty finansowe. Instru-
ment finansowy to pewna forma pieniadza lub umowy miedzy stronami, regulujaca
wzajemne zobowiazania oraz platnoéci, w wyniku ktérej u jednej strony powstaja
aktywa, a u drugiej zobowiazania. Poéréd instrumentéw finansowych wyrdznia sie
papiery wartoéciowe. Jak zauwazono w [136]: ,,Kazdy papier warto$ciowy jest in-
strumentem finansowym, ale nie kazdy instrument finansowy jest papierem war-
toSciowym. Staje sie nim dopiero wtedy, kiedy istnieje dla niego rozwiniety rynek,
na ktérym moze by¢ swobodnie wymieniany.”

Papiery warto$ciowe sg zatem zbywalnymi dokumentami, ktére daja ich po-

siadaczowi okres$lone prawa majatkowe, takie jak: [49g]

* nabycie prawa do wspotwlasnoéci firmy,

« udzielenie kredytu rzadowi, instytucji lub firmie.

Gléwnym celem tej ksiazki jest przedstawienie czytelnikowi tzw. nowocze-
snej teorii finanséw, ktora zostala zapoczatkowana w latach piecdziesiatych ubie-
glego wieku pracami Harrego Markowitza na temat portfeli inwestycyjnych. Jak
zauwazono w [5d], do polowy dwudziestego wieku, finanse pozostawaly przed-
miotem opisowym, akcentujacym gltéwnie aspekty prawne. W latach piecdziesia-
tych stawaly sie powoli nauka analityczna wykorzystujac metody ilosciowe. Od tego
czasu nastapit szybki rozwdj matematyki finansowej, ktérej gtéwnymi przedsta-
wicielami, oprécz wspomnianego Markowitza, stali sie, miedzy innymi, William

Sharpe, Myron Gordon, John Lintner. Fisher Black, Jack Treynor, Jan Mossin.
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Ich prace zaowocowaly réznymi teoriami rynkéw finansowych. W tej ksiazce zapre-
zentowano tylko niektére z nich. Gléwnym kryterium ich wyboru byt zamiar poka-
zania, jak na przestrzeni kilkudziesieciu lat rozwijata sie idea Markowitza. Szcze-
golny nacisk autor potozyt na interpretacje geometryczne wynikéw prezentowa-
nych zagadnieni. Pozwalaja one w lepszy sposob zilustrowaé zalezno$ci wystepujace
miedzy badanymi wielkoéciami, pokazuja wtasnosci i sposoby konstrukcji zbioréw
rozwiazan, utatwiaja interpretacje wynikow.

Niniejsza ksigzka sktada sie z trzech rozdziatéw. Rozdziat pierwszy poswie-
cony jest metodom pomiaru dwoch podstawowych wielko$ci charakteryzujacych
kazda inwestycje, czyli stopie zwrotu i ryzyku. Poniewaz w decyzjach inwestycyj-
nych zachodzi potrzeba precyzyjnego pomiaru stép zwrotu, przedstawiono rézne
ich rodzaje, wtasnosci i zaleznosci wystepujace miedzy nimi. Z kazda inwestycja
zwiazane jest pewne ryzyko. W tym rozdziale zaprezentowano rézne metody po-
miaru ryzyka stopy zwrotu. Pomiar ryzyka jest kluczowy dla zapewnienia odpo-

wiedniej ochrony kapitatu oraz osiagniecia okreSlonych celéw inwestycyjnych.

Rozdziat drugi poswiecony jest teorii portfelowej, czesto nazywanej od na-
zwiska jej prekursora teoria Markowitza. Pokazano w nim, jak do portfeli inwe-
stycyjnych dobiera¢ papiery wartoéciowe, aby osiaga¢ pozadane korzysci przy jak
najmniejszym ryzyku. Umiejetna dywersyfikacja portfela sprawia, Zze nawet w przy-
padku stabszych wynikéw w jednym segmencie portfela, inne aktywa beda nadal
generowac zyski lub zachowywa¢ swoja warto$¢. Bedzie to skutkowalo ogranicze-
niem ewentualnych strat, jak réwniez mozliwoscia osiagniecia ponadprzecietnych
zyskéw. Wykorzystano metody analityczne i geometryczne wyznaczania optymal-
nych portfeli, ktadac nacisk na metody geometryczne, nieczesto spotykane w lite-
raturze. Autorska, geometryczna metoda pokazuje, w jaki sposéb wyznaczaé opty-

malne portfele z podziatlem kapitatu na inwestycje i konsumpgje.

W rozdziale trzecim zaprezentowano kilka klasycznych modeli rynkéw kapi-

tatowych, do ktorych naleza: model jednowskaznikowy, CAPM, APT, model Blacka-
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Littermana. Modele te sa wykorzystywane zar6wno przez inwestor6w indywidual-
nych, jak i przez instytucje finansowe do oceny wartoéci aktywéw, prognozowania
ich cen czy oceny ryzyka. Ponadto, w rozdziale tym przedstawiono inne niz Marko-
witza kryteria budowy portfeli inwestycyjnych, sa to kryteria Roya, Kataoki i Tel-
sera. Omoéwiono takze metody oceny zarzadzania portfelem przy wykorzystaniu
r6znych wskaznikéw.

Autor pragnie zakoniczy¢ ksiazke cytatami znanych ludzi. Zaprezentowane
stowa czesto padaty na réznych, takze nieoficjalnych spotkaniach, dlatego bardzo
trudno jest zweryfikowac¢ ich zrédia. Jednakze nie o czas i miejsce wypowiedzi tutaj
chodzi, ale o stowa, ktore sktaniaja do refleksji nie tylko na tematy finansowe.

Autor dziekuje Pani dr Agnieszce Surowiec za ogromna pomoc. Bez niej ta
ksiazka zapewne by nie powstala. Dziekuje takze Panu mgr. Mateuszowi Warow-

nemu za cenne uwagi.
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Rozdzial 1

Stopa zwrotu z inwestycji i je

ryzyko

1.1 Stopa zwrotu

Ocena efektywnosci inwestycji jest zwiazana z pomiarem jej dochodowosci oraz po-
niesionych na nia naktadéw. Podstawowa miara wykorzystywana do oceny tej efek-
tywnoSci jest stopa zwrotu. Jest ona definiowana jako wielko$¢ dochodu z inwestycji

przypadajaca na jednostke zainwestowanego kapitatu, co zapiszemy jako

D
R= I
gdzie:
R - stopa zwrotu z inwestycji,
D - dochéd,
K - koszt.

Przy tak zdefiniowanej stopie zwrotu zaklada sie, ze wielkosci dochodéw i kosztéw
sa znane. Jest to zatem rachunek ex post. Z punktu widzenia przysztych inwesty-

¢ji konieczny jest rachunek ex ante, w ktérym szacuje sie oczekiwana efektywnosé

13



inwestycji, a stopa zwrotu jest wtedy zmienna losowa. [101]

W tej ksiazce bedziemy rozwaza¢ gtéwnie inwestycje w najbardziej rozpo-
wszechnione na rynku finansowym ryzykowne papiery wartosciowe, czyli akcje.

Zal6zmy, ze inwestor zakupit akcje po cenie p, (nazwijmy ja wartocia po-
czatkowa) i po pewnym czasie sprzedal ja po cenie pg . Zatézmy takze, ze w tym
czasie zostaly wyplacone dywidendy w tacznej wielkoéci d na jedna akcje. Wielkosé
pr + d jest przychodem z tej inwestycji i nazwijmy ja wartoécia koricowa. Stopa
zwrotu z tej inwestycji (pomijajac podatki, koszty maklerskie itp.) wyraza sie wzo-
rem

. Pktd—pp
Dp

Aby oszacowac stope zwrotu, potrzebna jest wartoé¢ poczatkowa i wartoéé koricowa
inwestycji. Wielko$¢ ta czesto wyrazana jest w procentach, dlatego tez nazywana
jest stopa procentowa. Jak zauwazono w [50]: ,Stopa procentowa [. .. ] moze by¢
wladciwie wyznaczona na podstawie dowolnego wzoru, w ktérym wystepuje war-
to$¢ obecna oraz warto$¢ przyszla [...]. W zalezno$ci od zastosowanego wzoru
mozemy otrzymywac r6zne wartoéci stopy zwrotu”. Ponizsze rozwazania beda do-
tyczy¢ sposobow definiowania stép zwrotu, ich Srednich warto$ci oraz zaleznoéci
miedzy nimi.

Tak jak wcze$niej, zal6zmy, ze dla pewnego okresu, p,, jest poczatkowa cena
akgji, a px cena koricowa. Prosta stopa zmiany ceny akgji dla tego okresu be-
dziemy nazywac liczbe

po DK By DKy

Dp Pp

7 powyzszej definicji wynika, ze zawsze jest r > —1. Jezeli r6znica cen akgji jest
jedynym przychodem z inwestycji, to powyzsza stopa zmiany jest jednocze$nie pro-

sta stopa zwrotu. Liczba I;)—’; nazywa si¢ zwrotem z tej inwestycji.

14



Logarytmiczna stopa zwrotu nazywamy liczbe

()
rmm=In{—.
Pp

Zalezno$¢ pomiedzy logarytmiczng a prosta stopa zwrotu jest nastepujaca:

Tl:ln<pK—1+1> =In(l+r).
Pp

Na rysunku [i.1 przedstawiono wykres funkgji f(r) = r — In(1 4 r). Wida¢, ze dla
kazdego r € (—1,400) zachodzi f(r) > 01 f(r) = O tylkodlar = 0.

1)

L

Rysunek 1.1: Wykres funkcji f(r) =r — In(1 + r)

Zrédlo: opracowanie wlasne

Oznacza to, Ze logarytmiczna stopa zwrotu nigdy nie jest wieksza od prostej stopy
zwrotu. Rowno$¢ tych stép zachodzi tylko wtedy, gdy dla rozwazanego okresu po-

czatkowa i koricowa cena akgji sa sobie rowne.

15



1.2 Srednie stopy zwrotu

W literaturze dotyczacej finanséw pojawiaja sie trzy rodzaje érednich stop zwrotu:
arytmetyczna, geometryczna i logarytmiczna. Sa to trzy rézne miary, czesto bardzo
rozniace sie od siebie.

Zal6zmy, jak poprzednio, Ze na poczatku pewnego przedziatu czasowego cena
akgji byta rowna p), a na koncu tego przedziatu byta rowna p . Podzielmy ten prze-
dzial na n rownych okreséw. Niech p, = poip;, ¢ = 1,2, ..., n beda cenami akgji
na koricu kazdego z okreséw, przy czym p,, = px . Prosta stopa zwrotu dla kazdego

z okresOw jest réowna

co daje

pi = pi—1(1 +15).
Z powyzszego otrzymujemy
pn=po(1+r)(1+72) - (1+1,).

Gdyby dla kazdego okresu stopa zmiany byta taka sama i réwna rg, byloby spet-

nione réwnanie
po(l+ra)" =po(l+r)(1+7r2) - (14 7y).

Stad

L+rg =31 +r)1+7r2) - (1+m)

lub réwnowaznie

(I+rg)" =0 +r)(L+re) .- (14ry,).

16



Otrzymujemy, ze $redni zwrot dla rozwazanego przedzialu czasowego jest réwny
Sredniej geometrycznej zwrotéw z poszczegdlnych okresow.
Poniewaz 1 4+ r; = ppi 1 =1,2,--- ,n,to dostajemy

i—1’

\/pl P2 Pn e
rg=p/— = 2 1=/ _1
bo D1 Pn—1 Po

Srednia geometryczna liczona jest w oparciu o procent skladany (okresowa kapita-

lizacja) i jej wartoé¢ zalezy tylko od poczatkowej i koricowej wartosci ceny akcji.
Niech 71,79, ..., 7, beda prostymi stopami zwrotu. Srednia arytmetyczna

tych stép nazywamy liczbe

n

A: %Zn

=1

Srednia geometryczng tych stép nazywamy liczbe

G=YA+r)d+r) - (1+r,) —1. (1.1)

Srednia geometryczna nigdy nie jest wigksza od éredniej arytmetycznej. Rownoéé
zachodzi wtedy, gdy r1 =79 = ... = 1y,

Rozwazajac logarytmiczne stopy zwrotu mamy

1 — i 1 1
Zln(p >:1n<p"):1n(1+G).
n Di—1 n Po n

i=1

Wielko$¢ % In (1 + G) nazywamy $rednia logarytmiczna stop zwrotu i oznaczac be-
dziemy przez L. Srednia logarytmiczna liczona jest w oparciu o kapitalizacje

ciagla.

17



Przyklad 1.1. Rozwazmy nastepujace dane:

b T

25

28 0,12
26 | -0,07143
24 | -0,0769
25 | 0,0417
29 0,16
27 -0,069
26 -0,037
26 (o]

22 | -0,1538
23 | 10,0455
24 0,043
27 0,125

W tym przypadku A = 0,01062, G = 0,00643, L = 0,00053.

18



Rozwazmy inne dane:

pi T
25

28 0,12
35 0,25
24 | -0,3143
25 | 0,0417
29 0,16
27 -0,069
26 -0,037
36 | 0,38462
22 | -0,1538
23 | 0,0455
24 | 0,043
27 0,125

Teraz A = 0,03009, G = 0,00643, L = 0,00053.

Jak wida¢, érednia geometryczna i logarytmiczna nie zmienily sie, gdyz zaleza one
tylko od pierwszej i ostatniej wartosci ceny. Srednia arytmetyczna zmienita sie, po-
niewaz uwzglednia ona wszystkie zmiany cen, jakie zaszly w rozwazanych okresach.
Im wieksze sa r6znice miedzy stopami zwrotu, tym wartoéci tych $rednich bardziej

sie od siebie réznia.

1.3 Miary ryzyka

Analiza inwestycji nie powinna opierac sie tylko na ocenie jej stopy zwrotu. Bardzo

czesto inwestycje obarczone sa ryzykiem. To wlasnie ryzyko jest kolejnym czynni-
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kiem, ktéry inwestor powinien bra¢ pod uwage przy podejmowaniu decyzji o reali-
zacji inwestycji.

Wedlug Stownika jezyka polskiego PWN, ryzyko to mozliwo$¢, ze co$ sie nie
uda lub tez przedsiewziecie, ktérego wynik jest niepewny. W jezyku potocznym ry-
zyko jest czesto utozsamiane z niepewnoscia, zagrozeniem lub jaka$ strata. Frank
Hyneman Knight jako jeden z pierwszych podjat sie zdefiniowania ryzyka. W swo-
j€j pracy z 1921 roku dokonat rozr6znienia miedzy terminami ryzyka i niepewnosci.
Knight okreslit ryzyko jako ,,mierzalng niepewno$¢”. Wedtug niego niepewno$¢ staje
sie ryzykiem w momencie zaistnienia mozliwosci pomiaru ([24], [71]). Wyr6znia
sie koncepcje negatywna (niesymetryczna) i neutralng (symetryczng) ryzyka [50].
W koncepcji negatywnej ryzyko jest interpretowane jako zagrozenie, a jego efektem
jest szkoda lub strata. Jest to ujecie typowe w teorii i praktyce ubezpieczen. W finan-
sach czesciej jest stosowana koncepgcja neutralna. Ryzyko jest tu interpretowane za-
réwno jako zagrozenie, jak i szansa. , Efektem wystapienia ryzyka jest niezgodno$¢
wyniku dziatania z oczekiwanym, przy czym moze to by¢ zaréwno wynik gorszy od
spodziewanego, jak i lepszy od spodziewanego.” [50]

Istnieje wiele kryteriéw podziatu ryzyka oraz rézne metody jego pomiaru
(poréwnaj np. [4], [14]1, [40], [51]). W przypadku miar zwiazanych z ryzykiem in-

westycji finansowych mozna wyszczego6lnic trzy grupy:

¢ miary zmienno$ci (rozproszenia),
¢ miary zagrozenia,

» miary wrazliwosci.

Miary zmiennoSci informuja o tym, o ile osiagana stopa zwrotu r6zni sie od
oczekiwanej. Im wigksze ryzyko, tym wigksza jest zmienno$¢ stopy zwrotu. Miary
zmienno$ci dzielg sie na miary bezwzgledne, takie jak: wariancja, odchylenie stan-
dardowe, odchylenie przecietne czy odchylenie ¢wiartkowe oraz miary wzgledne,

do ktdrych zalicza sie np. wspoétczynnik asymetrii, wspétczynnik zmiennosci.
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Miary zagrozenia uwzgledniaja tylko wyniki gorsze od oczekiwanego. Przy-
ktadem takich miar moga by¢ semiwariancja, semiodchylenie standardowe. Uwzgled-
niaja one tylko odchylenia ponizej warto$ci oczekiwanej. Uzywane sa réwniez r6z-
nego rodzaju poziomy bezpieczenistwa definiowane jako prawdopodobieristwo tego,
ze stopa zwrotu bedzie nizsza od wymaganej przez inwestora, np. Value at Risk.

Miary wrazliwo$ci badaja wptyw réznych czynnikdw ryzyka na stope zwrotu
z inwestygji, koncentrujac sie na przyczynach ryzyka, a nie na jego skutkach. Przy-
ktadem takiej miary jest wspéiczynnik beta akcjil.

Zal6zmy, ze R jest zmienna losowa okreélona na pewnej przestrzeni proba-
bilistycznej, opisujaca zmienno$¢ stopy zwrotu z inwestycji w akcje pewnej spotki.

Wariangje tej zmiennej losowej definiujemy jako
var(R) = E(R — E(R))?
lub réwnowaznie
var(R) = E(R?) — [B(R)]%,

gdzie E jest symbolem wartosci oczekiwanej.

Odchyleniem standardowym nazywamy pierwiastek kwadratowy z wariangji, czyli
o(R) = /var(R).
Warto$é¢ odchylenia standardowego informuje o ile, $rednio, wartoéci zmiennej lo-
sowej r6znia sie od jej warto$ci oczekiwane;.
Semiwariancje zmiennej losowej R definiujemy jako
svar(R) = Ed?,

gdzie

de R—-FE(R), gdy R— E(R) <0,

0, gdy R—E(R)>0.

Wspbtczynnik beta akgji jest miara zmiennoéci stopy zwrotu z inwestycji w akcje w zaleznoéci od

stopy zwrotu z indeksu rynku. Wiecej o tym wspolczynniku jest w podrozdziale B i dalszych.
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Semiodchyleniem standardowym nazywamy pierwiastek kwadratowy z semiwa-

riancji, czyli
so(R) = y/svar(R).

Semiwariancja i semiodchylenie standardowe sg miarami ryzyka, ktére jest trakto-

wane jako zagrozenie, czyli uwzgledniaja tylko wyniki gorsze od oczekiwanych.
Zal6zmy, ze zmienne losowe R i Ry okreSlone na tej samej przestrzeni pro-

babilistycznej opisuja zmiennosci stop zwrotu dla akcji dwoch spétek. Kowariancja

tych dwdch zmiennych losowych jest definiowana wzorem
COV(Rl, RQ) =F [(Rl — E(Rl)) (RQ — E(Rg))] .
Wspbtczynnik korelacji zmiennych losowych R; i Ro wyraza sie wzorem

cov(Ry, Ra)

PR B) = R o ()

Wspdlczynnik korelacji okreéla site i kierunek zaleznosci liniowej miedzy dwiema
zmiennymi. Przyjmuje on wartoéci z przedziatu [-1,1]. Im warto$¢ bezwzgledna
wspotczynnika korelagji jest blizsza jednosci, tym zalezno$¢ jest silniejsza. Dodatnia
warto$§¢ wspdlczynnika korelacji oznacza, ze trend zmian jest taki, iz wraz ze wzro-
stem wartoéci jednej zmiennej rosna tez warto$ci drugiej zmiennej. Ujemna war-
to$¢ wspdtczynnika korelacji 0znacza, ze wraz ze wzrostem wartosci jednej zmiennej
maleja wartoéci drugiej zmienne;.

Parametry rozktadu stopy zwrotu R czesto nie sa znane. Zachodzi wtedy po-
trzeba estymowania parametréw rozkltadu tej zmiennej losowej. Niech r1, ro, ..., 7,
bedzie proba losowa, czyli historycznymi (np. dziennymi, tygodniowymi itp.) war-
toéciami stop zwrotu z inwestycji w akcje pewnej spotki (nazwijmy ja A). Esty-

matorem zgodnym, nieobciagzonym i najefektywniejszym warto$ci oczekiwanej jest
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liczba

n—1
i=1

Zalézmy, ze 111,721, ---, Tn,1 5 historycznymi, pochodzacymi z tych samych okre-
s6w wartoéciami stop zwrotu dla akcji innej spotki (nazwijmy ja B). Nieobciagzonym

estymatorem kowariancji stop zwrotu spolek A i B jest liczba

R _ _
VAR = —— ; (n— — R) (Ti,l - R1)7

gdzie

n

Rl = %Zri’l'

i=1
Wiecej o estymatorach mozna przeczyta¢ np. w [[74], [111].

Jedna z najczeéciej stosowanych miar zagrozenia jest warto$¢ narazona na
ryzyko (ang. value at risk, V aR). Uznaje sig, Zze gléwna role w jej upowszechnie-
niu odegrat na poczatku lat dziewie¢dziesiatych ubieglego wieku bank J.P. Morgan.
W 1994 roku J. P. Morgan stworzyl oparty na VaR system RiskMetricsTM [o1],
ktoéry zostal w internecie podany do publicznej wiadomosci. Spotkat sie on z glo-
$nym odzewem i niedtugo potem stat sie standardowym miernikiem ryzyka w insty-
tucjach finansowych [45]. W najbardziej ogélnej formie V a R mierzy potencjalna
strate wartoéci ryzykownych aktywéw dla danego przedziatu ufnoéci w okreglonym
czasie.

Zal6zmy, ze V' oznacza zmiane warto$ci inwestycji w pewnym okresie,
a VaR, (V) oznacza strate tej wartosci, ktéra nie powinna zosta¢ przekroczona

w tym okresie z prawdopodobienistwem nie mniejszym niz (1—ca). Wtedy Va R, (V)
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jest definiowana jako [78]:
VaRy(V)=inf{z € R: P(V < —z) < a}.

Warto$¢ narazona na ryzyko mierzy najwieksza oczekiwang strate warto$ci inwe-
stycji, jaka mozna ponie$¢ w danym okresie przy danym poziomie istotnosci. Me-

tody obliczania VaR mozna zaliczy¢ do nastepujacych klas:

 parametryczne,
* nieparametryczne,
« symulacyjne,

« analityczne.

W modelach parametrycznych czynione sa pewne zatozenia co do klasy rozktadéw,
do jakich naleza zwroty z czynnikéw ryzyka, a nastepnie estymuje sie nieznane pa-
rametry tych rozktadéw. W modelach nieparametrycznych nie okreéla sie a priori
rozktadu. W modelach symulacyjnych wykorzystuje sie pewien zestaw scenariuszy.
Dla kazdego z nich wylicza sie VaR i usrednia wyniki. Generowanie scenariuszy
moze nastepowad np. w drodze losowania (metoda Monte Carlo) lub na podstawie
danych historycznych (metoda historycznej symulacji). W modelach analitycznych
wykorzystuje sie fakt, ze przy pewnych zatozeniach istniejg okreélone formuly de-
finiujace V a R. Do analitycznego wyliczenia V a R potrzebna jest wtedy znajomos¢
np. rozktadéw czynnikéw ryzyka, wielkosci pozycji w portfelu, zaleznoéci miedzy
czynnikami ryzyka itp. [3]. Definicja V a R jest bardzo prosta, natomiast metody jej
wyznaczania czesto sa dos¢ skomplikowane i czasochtonne. Wiecej o VaR i me-
todach jej wyznaczania mozna przeczytaé, np. w [3], [24/], [45], [54], [58], [59],
[60], [95].

VaR ma liczne zalety, sposréd ktérych jako najwazniejsze wymienia sie [fi], [58],
[591, [60], [121]:

« jest tatwa do interpretowania, gdyz jest wyrazana jedna liczba,
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* jest bardzo wystandaryzowana miara dajaca mozliwo$¢ poréwnywania ry-
zyka réznych portfeli inwestycyjnych, catych instytucji czy rynkow,
* moze by¢ wykorzystana do pomiaru réznych rodzajéow ryzyka: rynkowego,

operacyjnego, kredytowego, a takze ryzyka inwestycji czy stopy procentowe;j.
Jako wady wartoéci narazonej najczesciej wymieniane sa [24], [45]:

* nie informuje ona o stratach, jakie moga by¢ poniesione po przekroczeniu
wartosci zagrozonej. Na przykiad VaR réwna 10 milionéw zlotych przy 95%
przedziale ufno$ci wskazuje, ze prawdopodobienistwo straty ponad 10 mi-
lionéw wynosi tylko 0,05, ale nie méwi, ile mozna straci¢. Moze to by¢ 10
milionéw, jak i 100 milionéw.

* nie jest subaddytywna, tzn., Ze nie musi zachodzi¢
VaRa (Vi + V2) < VaRa (V1) + VaRa(Va),
» w zaleznoéci od wybranej metody prognozy V a R moga sie znacznie r6znic.
Zapiszmy teraz V a R jako
P(Vr <Vy—VaR) = «,

gdzie:

Vb - warto$¢ poczatkowa inwestycji,

V - wartoé¢ koricowa inwestycji,

1 — a - poziom ufnosci.

Jezeli zatozymy, ze f (V) jest funkcja gestosci rozktadu zmian wartoci inwestycji,
to graficzng interpretacje V a R pokazuje rysunek [.3, [114]. Zaznaczona jest war-
toé¢ inwestycji w chwili 1" oraz V a R, ktéra jest odlegloscia miedzy punktem Vr
a kwantylem rozktadu.
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AN

v

VaR

Rysunek 1.2: Warto$¢ narazona na ryzyko

Zrédio: [14]

Zalézmy, ze dla rozwazanego okresu stopa zwrotu z inwestycji
Vr — V¢
R=-"T1_"2

Vo

ma rozktad N (m, o), wtedy

VaR
P(R< - —
( = Vo> “

VaR
R—-m — —m
P( S VO )Za’
g g

Var
F|—— | =aq,
o

gdzie F' jest dystrybuanta standardowego rozktadu normalnego.

Otrzymujemy

Var =V (cF (1 —a) —m),

gdzie F~1 jest funkcja odwrotna do dystrybuanty standardowego rozktadu

normalnego.
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Przyklad 1.2. Zat6zmy, ze Vj = 1000 zti R ~ N(0,05;0,1). Przyjmijmy
a = 0,05. Wtedy

VaR = 1000 - (0,1 - 1,645 — 0,05) = 114,5.

Z prawdopodobieristwem réwnym 0,95 najwieksza strata z tej inwestycji wynosi
1145 7t

1.4 ZaleznoSci miedzy stopami zwrotu i miarami ryzyka

Wykorzystywanie réznego rodzaju $rednich do pomiaréw stép zwrotu budzi wiele
kontrowersji co do ich stosowania. W procesach decyzyjnych konieczny jest prze-
ciez odpowiedni, jak najdoktadniejszy pomiar zwrotéw. W wielu publikacjach omé-
wiono zalety i wady stosowania r6znych $rednich oraz zalezno$ci miedzy nimi. Wy-
daje sie jednak, ze kontrowersje dotyczace stosowania réznych $rednich nie ustaty
[1440].

Przedstawimy kilka zalezno$ci wystepujacych miedzy $rednimi [140], [142].

Ze wzoru ([.1) mamy:
n(1+G)"=nn(1+G)=In[(1+r)1+7r)---(1+m,)] Zln 1414),

czyli

n(l+G)= Zln 1+7). (1.2)

Rozwirimy w szereg Taylora (patrz dodatek matematyczny) funkcje In(1 + r;)

w otoczeniu $redniej arytmetycznej A. Otrzymujemy n réwnan, ktore wstawimy
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do réwnania (fi.2).

In(1+7r;) = In(1+A)+ (r; — A)aln((;jm(A) +
N (74 ;!A)282 ln((;i;— ri)(A)_:_ (7 ;!A)?’ 3 1116()%)4r ri)(A> N
At L)
Otrzymujemy:
n(1+G) = me 147 = Zln 1+ A)+
+ 72 al“J”)(AH
N EZ (r; ;! ann;;ri)(AH

Rozwazmy poszczeg6lne skladniki wystepujace po prawej stronie rownania (fL.4)).

Pierwszy z nich jest réwny
1 ¢ 1
~> (14 A) =n=In(1 + A) =In(1 + A).
n— n

Drugi sktadnik przeksztatlcimy nastepujaco:

8ln+m)_11n‘ B
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Kolejny sktadnik jest réwny

" T — 2 2n T3

o 1 1 (TZ'—A)_
_(1+A)2'nzz 2T (AP

gdzie v oznacza wariangje.

Przeksztalcajac nastepny sktadnik, otrzymujemy

1 . (ri — AP P In(1+ry) 1 -
Ez 3! a5 A= 1+A3;

i=1 i

n

3
1 1 1 S v
3(1+ A)3 n;(r V=sar ™ T saran

gdzie M3 jest trzecim momentem centralnym, a S jest wspétczynnikiem skoénosci

rozktadu zdefiniowanym jako
M

V2
Kolejny skiadnik, ktéry wystepuje we wzorze ([L.4), jest rowny

L~ (i — Al +r), 1 6 (= A
nz; 4! orl (A)_n<_(1+A)4; ] )‘

S =

n

1 1 1 K -v?
A1+ A% n ;(” V= rar ™ Tiaran
gdzie M, jest czwartym momentem centralnym, K jest kurtozg zdefiniowana jako
My
K=—.
V2
7 powyzszego otrzymujemy
3
v S-v2 K -v?
In(1+G)~In(l+ A) — — =
nl+G) x4+ A) = 5w Y 3a AP~ qu T A

1 S . v2 K-v



Stad

G~ 1+4 — 1. (1.5)

1
1 S-v2 K
exp (” (2(1+A)2 ~ 3(rAP T 4(1+A)4>>

W szczeg6lnosci dla rozktadu normalnego, gdzie S = 01 K = 3, dostajemy

1+ A
G~ * — 1. (1.6)

B O

Ze wzor6w (I.g) i (1.6) wida¢, ze geometryczna stopa zwrotu jest arytmetyczna stopa

zwrotu skorygowana o pewne wspoétczynniki zmienno$ci wystepujace w mianow-
nikach utamkdw.

Z rozwiniecia funkcji In(1 + x) w szereg Maclaurina, czyli

2?2 23 ozt ab

ml+a)=z——+2 40 1
n(l+z)==x 2+3 4+5 , <z <1,

wstawiajac za x $rednia G i rozwijajac w szereg Maclaurina kazdy sktadnik z prawej

strony réwnania (ft.2), mamy

G- — 4 — - — 4 — — ... =
> T3 T 1T

1 — rf rf’ rf rf

_ni:1<m_2+3_4+5_

Zostawiajac po obu stronach powyzszego réwnania tylko po dwa pierwsze sktad-

niki, otrzymujemy

ETRCAPUE Y £ D ¥/ NS S D VS
2. n i—ll 2 ni—ll 2n

Poniewaz - > ' |7y = Ai > 1 ri = Mo jest drugim momentem rozkladu,

wiec



lub inaczej

My — G?
G~ A-— 5
Mamy
v+ A2 - G?
G~ A-— 5 , 1.7)
gdzie

v = E(R*) — [E(R)]* = My — A*

jest wariancja rozktadu arytmetycznej stopy zwrotu R. Eatwo wykazaé, zedlav > 0
réwnanie zmiennej G postaci

v+ A% — G?

G=A 5

ma dwa rozwiazania:

Gi=1-V((A=-124v, Go=1++/(A-1)2+w.

Poniewaz zawsze jest G < A, na podstawie rownania ([.7) przyjmuje sie
Grl—y(A-1)2+w. (1.8)

Jednakze na rysunku .3 widad, ze dla A < 1 lepszym przyblizeniem $redniej A
jest G1. Gdy A > 1, lepszym przyblizeniem $redniej A jest G2. Fakt ten ma zna-
czenie w przypadku réznych zapisow liczb, np. A = 0,12; v = 0,051ub A = 12
(w domyéle procenty), v = 5. W otoczeniu jedynki ani GG1, ani G5 nie sa war-
tosciami dostatecznie bliskimi éredniej A. Zakltadajac, ze A?> = G2, otrzymujemy
z rbwnania ([.7)

GzA—g. (1.9)

Warto$¢ przyszlej stopy zwrotu z inwestycji ma znaczacy wpltyw na decy-
zje dotyczace alokacji aktywdw. Stope te nalezy postrzega¢ jako zmienna losowa,
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najczesciej o nieznanym rozkladzie. Wymusza to zastosowanie metod statystycz-
nych do szacowania parametréw tego rozkladu. Klasycznymi parametrami rozkta-
doéw sa warto$¢ oczekiwana i wariancja. Powyzsze zaleznosci .5 - . uwzgledniaja
takze sko$no$¢ i kurtoze, ktére sa momentami centralnymi, odpowiednio trzeciego
i czwartego rzedu. Jak zauwazono w [14d], miedzy réznie szacowanymi wartoSciami
stopy zwrotu moga wystepowaé znaczne rozbieznosci, szczegdlnie w przypadku
aktywéw o wysokiej zmienno$ci. Badania nie pokazaly, ktéry ze wzoréw jest naj-
lepszym szacowaniem, tym niemniej wydaje sie, ze powyzsze zalezno$ci moga by¢
przydatne przy okreslaniu przyszlych stop zwrotu. Wiecej o stopach zwrotu i zalez-

no$ciach miedzy nimi mozna przeczytaé np. w [17], [47], [56].

L 4

Rysunek 1.3: Wykresy funkgji G1, G2, A

Zrédlo: opracowanie wlasne
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Rozdzial 2
Teorie portfelowe

Portfel inwestycyjny to zbi6ér aktywdw inwestora, bedacych forma lokowania kapi-
tatu. W skiad portfela moga wchodzi¢ aktywa finansowe, np. akcje, obligacje, bony
skarbowe, jak réwniez tzw. aktywa realne, czyli fizyczny majatek inwestora, np.
nieruchomodci, dzieta sztuki. Budujac portfel, inwestor musi odpowiedzie¢ sobie
na pytania, jakie sa jego oczekiwania co do stopy zwrotu z inwestygji i jakie ry-
zyko jest sklonny zaakceptowad. Nalezy bra¢ pod uwage oczekiwane stopy zwrotu
z inwestycji, ich ryzyko oraz powiazania wystepujace miedzy tymi stopami zwrotu.
Ponadto, jak zauwazono w [(141]: ,Inwestor moze mie¢ takze okre$lone wymagania
w zakresie ptynnoéci, horyzontu inwestycyjnego, opodatkowania, wynikajace z prze-
piséw prawnych i regulacyjnych, determinowane unikalnymi okoliczno$ciami. Wy-
r6znione czynniki stanowig ograniczenia inwestycyjne i wptywaja na wybér sktadu
portfela”

Jak zaznaczyliémy we wstepie, bedziemy rozwaza¢ tylko portfele sktadajace
sie z aktywéw finansowych, przede wszystkim z akgji, ktére sa najbardziej rozpo-
wszechnionymi papierami warto$ciowymi na rynkach finansowych.

Za prekursora teorii portfelowej uznawany jest Harry Markowitz, ktéry

w 1952 roku opublikowat w czasopiémie , The Journal of Finance” artykut pt. ,,Port-
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folio selection” [87]. Swoja teorie rozwinat pdzniej w pracy pt. “Portfolio selection.
Efficient diversification of investments” z 1959 roku [88]. Markowitz pokazal, ze
poprzez umiejetna dywersyfikacje sktadnikow portfeli inwestycyjnych mozna uzy-
skiwa¢ wieksze oczekiwane stopy zwrotu i mniejsze ryzyko, niz gdyby rozwazac
kazdy walor z osobna. Podkreslit, Ze jezeli inwestorzy sa w stanie okresli¢ ocze-
kiwane stopy zwrotu walordw, ich ryzyko i wzajemne powiazania, to sa w stanie
wyznaczaé tzw. portfele efektywne.

Portfelem efektywnym nazywamy taki, dla ktérego nie istnieje inny port-
fel majacy taka sama oczekiwana stope zwrotu i mniejsze ryzyko lub taki, dla kt6-
rego nie istnieje inny portfel majacy takie samo ryzyko i wieksza oczekiwana stope
zwrotu.

Markowitz opart swoja teorie na nastepujacych zatozeniach dotyczacych za-

chowan inwestoréw [87], [88], [103], [116]:

« inwestor podejmuje decyzje w oparciu o przewidywany zwrot i ryzyko,

 inwestor stara sie¢ maksymalizowad uzyteczno$¢ zasobu w pewnym prze-
dziale czasu,

* inwestor przy pomocy zmiennoéci oczekiwanych stop zwrotu jest w stanie
oceni¢ ryzyko portfela,

 przy okreslonej stopie zwrotu inwestor zawsze wybierze mniejsze ryzyko,
natomiast przy okre$lonym poziomie ryzyka wybierze inwestycje charakte-
ryzujaca sie wyzszym zwrotem. Oznacza to, Ze inwestorzy postepuja racjo-
nalnie,

 nie ma kosztéw transakcji oraz podatkéw,

» wszystkie aktywa sa doskonale podzielne, co oznacza, ze udziaty wartoéciowe

aktywow w portfelu moga by¢ dowolnymi liczbami rzeczywistymi.

Ujemne lub wieksze od jednosci udzialy aktywéw w portfelu oznaczaja, ze

portfel zostal zbudowany przy zastosowaniu krétkiej sprzedazy. Krétka sprzedaz

34



akgji (ang. short-selling) polega na zbyciu aktywéw, ktére nie sa wlasnoécia sprze-
dajacego [64]. Inwestor pozycza od innego uczestnika rynku akcje spotki, sprze-
daje je na rynku i inwestuje uzyskane $rodki np. w akcje innej spétki. Po ustalonym
czasie inwestor musi odkupi¢ na rynku akcje, ktére wczedniej sprzedat i oddac je
pozyczkodawcy. Jezeli w tym czasie ceny pozyczonych akgji spadly, to inwestor zre-
alizuje zysk bedacy r6znicq miedzy cena sprzedazy akgji i cena ich zakupu. Jednocze-
$nie musi ponie$¢ koszty prowizji maklerskich od kupna i sprzedazy. Teoretycznie,
krétka sprzedaz umozliwia budowe portfeli majacych dowolnie duza (takze i do-
wolnie mala) oczekiwana stope zwrotu. Jak wida¢, daje ona dodatkowe mozliwo-
§ci inwestycji, jednak podlega pewnym ograniczeniom. Rynek kroétkiej sprzedazy
akgji jest zdominowany przez duzych inwestoréw instytucjonalnych, ktérzy maja
dtugi horyzont inwestycyjny. Sa to glownie fundusze emerytalne i fundusze inwe-
stycyjne. ,Krétka sprzedaz na Gieldzie Papier6w Warto$ciowych w Warszawie na
razie nie cieszy sie duzym zainteresowaniem wérdd inwestoréw indywidualnych.
Wynika to m.in. z ograniczonej oferty dla nich. Mozna jednak znaleZ¢ propozycje
doméw maklerskich, np. w jednym z nich inwestor indywidualny moze pozyczy¢
akgje, by dokona¢ krétkiej sprzedazy, ale musi zwrdcic je tego samego dnia przed
zakonczeniem sesji gietdowej. Biuro maklerskie wskazuje spotki, ktére podlegaja
krétkiej sprzedazy - w wiekszoéci sa to spotki z indeksu WIG2o0, by dzieki duzej plyn-
noéci akgji inwestor nie mial problemu z ich odkupieniem na gieldzie. Jednoczesnie,
by zagra¢ na krétko, inwestor musi zablokowa¢ na swoim rachunku maklerskim
okreslona procentowo iloé¢ érodkéw finansowych (np. 20% wartosci transakgji)
na poczet pdzniejszego odkupu akgji - jezeli bowiem on sam nie odkupi akgji przed
zamknieciem notowan, zrobi to za niego biuro maklerskie.” [137] Wiecej o krétkiej

sprzedazy mozna przeczytaé¢ w [133].
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2.1 Portfel dwuskladnikowy

Inwestorzy maja mozliwo$¢ budowy wielu portfeli, w sktad ktérych mogg wchodzié
rézne aktywa finansowe o réznych udziatach. Przy zalozeniu doskonatej podziel-
nosci aktywodw, takich portfeli teoretycznie jest nieskoniczenie wiele. Wedtug teorii
portfelowej, dla ustalonego rodzaju aktywoéw, tylko jeden z portfeli osiaga najmniej-
sze ryzyko przy danej stopie zwrotu. Istnieje tez wiele portfeli o zadanym ryzyku, ale
tylko jeden z nich charakteryzuje sie maksymalna oczekiwang stopa zwrotu. Takie
portfele nazywaja sie portfelami efektywnymi. W tym rozdziale zostana przedsta-
wione metody wyznaczania portfeli efektywnych stanowiacych tzw. zbiory efek-
tywne. Rozwazania zaczniemy od portfeli sktadajacych sie z dwoch rodzajow ak-
tywdw, gdyz w ich przypadku sa bardzo przejrzyste poszczegblne etapy budowy
i interpretacje wynikéw. Zostanie pokazane, Ze posta¢ zbioru efektywnego zalezy
nie tylko od rodzajéw aktywow portfela, ale takze od dostepnosci na rynku krétkiej
sprzedazy akcji oraz mozliwosci inwestora dotyczacych udzielania i zaciagania po-

zyczek.
Przyjmijmy nastepujace zaloZenia:

1. W skiad portfela wchodza dwa ryzykowne papiery wartoSciowe, np. akcje
dwoch spdlek gietdowych, ktérych udzialy wartosciowel w tym portfelu sa
réwne wy i we, gdzie w1 + we = 1.

2. Zmienno$¢ stopy zwrotu z inwestycji w akcje pierwszej spoiki reprezentuje
zmienna losowa R; o wartoéci oczekiwanej ry i wariancji o%. Zmienno$¢
stopy zwrotu z inwestycji w akcje drugiej spétki reprezentuje zmienna lo-
sowa Ry o wartosci oczekiwanej ro i wariancji a%. Przyjmijmy, ze 11 # T

i o1 # 09. Kowariangje stop zwrotu R; i Ro oznaczmy v.

Przyktadowo, jezeli w skiad portfela wchodzi 100 akcji pierwszej spétki po 20 zt kazda

i 30 akcji drugiej spotki po 40 zt kazda, to ich udzialy wartoéciowe sa odpowiednio réwne:
_ _ 10020  _ Lo 30-40 _

W1 = 1555043040 — 0,025 1 w2 = 1555055520 = 0,375
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Przy powyzszych zalozeniach oczekiwana stopa zwrotu z portfela (r,) wyraza si¢

wzorem
rp = E(w1R1 + wQRQ) = le(Rl) + ng(RQ) = wiry + waory, (2.1)

za$ wariancja stopy zwrotu portfela wyraza sie wzorem

2 2
op = (w1R1 + wo Ry — wyr1 — UJQTQ) =

= E(w1R1 — 'UJ17”1>2 + E(U)QRQ — w2r2)2
+2E(w1R1 — wlrl)(ngQ — ’LUQ’I"Q) =

2 2 2 2 (22)
= ’LUlE(Rl — 7’1> + 'LU2E(R2 - 7’2)
+2w1w2E(R1 — 7“1)(R2 — ’I“Q) =
= w%a% + w%ag + 2wiwav
lub
ag = w%a% + w%ag + 2wywao102p,
gdzie
v
o109
jest wspolczynnikiem korelacji stop zwrotu R i Ro.
Odchylenie standardowe stopy zwrotu portfela wyraza sie wzorem
op = \/w%U% + w%a% + 2wywao109p. (2.3)

Podstawiajac do réwnania (p.1) wy = 1 — w; otrzymujemy
'rp(wl) = w1nr + (1 — w1)7“2 = (?”1 — 7‘2)?1)1 + 9.

Ze wzoru (p.1) i zaleznosci w1 + wy = 1 mamy

Tp — T2 —7“2:7“1—7‘p

i we(rp) =1-— v

Wi Try) = .
) =3, =Ty T1 T2
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Po podstawieniu w1 (1) i wa(rp) do (2.3) otrzymujemy

2 2
Tp — T2 Ty —T r, —r9)(ri —r
%W:\/ (B=h) o+ (f=n) om0

Funkgja o (7) jest przedziatami réznowartosciowa. W zwiazku z tym na kazdym

przedziale mozna wyznaczy¢ funkgcje do niej odwrotna rp, (o ) . Na rysunku p.1 przed-
stawiono rézne, przyktadowe wykresy funkcji 7, (0, ) w zaleznosci od wartosci wspot-
czynnika korelacji stop zwrotu. Punkt A reprezentuje portfel sktadajacy sie tylko
z akgji pierwszej spdtki. Punkt B reprezentuje portfel sktadajacy sie tylko z akgji
drugiej spotki.

p

Rysunek 2.1: Zbiory portfeli dla réznych wartoéci wspétczynnikéw korelacji

Zrédto: [53]

Rozwazmy dwa szczego6lne przypadki postaci funkcji rp, (o).
Dla p = 1 mamy
— Tp—T2 2 2 T Tp 2 2 2 (rp=r2)(ri—rp) _
op() =\[(r=) o1t (=) o2 20102 0™ =

(T'prg)Ol +(T‘1 77‘p)02
r1—T2 °
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Jest to funkcja liniowa. Funkcja odwrotna 7, (o) tez jest funkcja liniowa. Na ry-
sunku p.1 jej wykresem jest odcinek AB.
Dla p = —1 mamy

2 2
_ Tp—T2 2 Ti—Tp 2 _ (rp—=r2)(ri—rp) _
olre) = \/<7”1—?“2) it <7”1—7“2) 02 ~ 2T T T
(rp=r2)o1—(r1—rp)o2
r1—T2 :

To wlasnie warto$¢ bezwzgledna sprawia, ze wykresem funkgji r,, (o)) jest na ry-
sunku p.]famana AEB.

Gdy |p| # 1 to geometryczna zalezno$¢ oczekiwanej stopy zwrotu od ryzyka

mozna tez wyrazi¢ nastepujacym réwnaniem hiperboli [73]:

2
9p (Tp_c)2 -1
a? b2 -
gdzie:
o2 = ofo3(1 - p?)
O'% + o*% — 20102p’

B o103 (ry —r1)%(1 — p?)

)

(a% + o% — 20102;))2

2 2
. roo] + 1105 — (11 + 12)T102p

2 1 52
oy + 05— 20109p

Jak wida¢ na rysunku p.1, w kazdym przypadku istnieje taki portfel, ktory charak-
teryzuje sie minimalnym ryzykiem. Aby go wyznaczy¢, nalezy rozwiazaé ponizsze

zadanie.
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Zadanie 18
min (af)(wl, wy)) = min (w%a% + wio? + 2wiwa0102p)
przy warunku
wy + we = 1.
Wyznaczajac wg = 1 — w1, otrzymujemy

012) (wl) = ’LU%U% + (1 — ’LU1)2U% + 2w1(1 — w1)0102p =
= (0} + 03 — 20109p) w} + 2 (0102p — 03) w1 + 03.
Poniewaz warunek a% + O'% —20109p > 0 jest spetnionyd, wiec istnieje minimum

funkgji o7 (wy) dla
2
05 — 0102p

*
wl == .
O'% + U% — 20109p

Tym samym, funkcja o (w1, w2) osiaga przy warunku w; 4 wy = 1 minimum

w punkcie
* 03 — 0109p « x of — g109p
Wy = 3 2 s Wy =1 —wj = — 5 (2.4)
o1+ 05 —20109p o1 +o05 —20109p
i ta warto$¢ minimalna jest réwna
2 2 9 2 2 2 2 2
20 s o (03—v) of+ (0f —v) o +2v (0F —v) (03 — V)

o, (Wi, w3) = . (2:5)

(U% + G% — 21/)2

Zauwazmy, ze portfel o minimalnym ryzyku w pewnych przypadkach uzyskuje sie

2 W literaturze czesto spotyka sie zadanie polegajace na minimalizacji odchylenia standardowego,

a nie wariancja. Dla wyznaczenia sktadu optymalnego portfela nie ma to znaczenia. Wynika
to z faktu, zZe jezeli funkgja f(z) przyjmuje tylko wartosci dodatnie i w o osiaga minimum
(maksimum) lokalne, to funkcja \/m takze w x¢ osiaga minimum (maksimum) lokalne.
01 + 03 —20109p > 01 + 03 — 20102 = (01 — 02)? > 0, gdy 01 # 02.
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przy zastosowaniu krétkiej sprzedazy. Dzieje sie tak, gdy 0% — o102p < 0 albo,
gdy 02 — 109p < 0, a wiec wtedy, gdy

max (o1, 09)

: . (2.6)
min(o1, 02)
Oczekiwana stopa zwrotu portfela o minimalnym ryzyku jest rowna
) L (=)
o5 — v o{ —v
rp (Wi, ws) = G T+ L r
p (wi,w3) U%—FU%—QVI 0%+0§—2y2 (27)
-7

0%7‘2 + a%rl —v(ry +19)
2 2 .
o] +o5 —2v

Przyklad 2.1. W skiad portfela wchodza akcje dwéch spétek A i B. Niech dla spotki
A bedzie: 1y = 0,12; o1 = 0,04; dla spétki B bedzie: 1o = 0,2; o5 = 0,07;

niech p = —0,3. Podstawiajac te dane do wzoréw (p.1), otrzymujemy, ze portfel
o minimalnym ryzyku ma sktad
0,0724-0,04-0,07-0,3 _ _ _
W = §02+007+20,040,0703 — 0702, w3 =1 —wi = 0,298.

Minimalne ryzyko portfela mierzone wariancja stopy zwrotu jest wtedy, na podsta-
wie wzoru (p.5), réwne 012, (0,702;0,298) = 0,00087, a odchylenie standardowe
ma warto$¢ o, = /0,00087 = 0,0295. Oczekiwana stopa zwrotu tego portfela,
na podstawie wzoru (p.7), jest réwna 7, = 0,1438. Portfel ten na rysunku p.2 re-
prezentuje punkt C' Jednocze$nie punkt A reprezentuje portfel sktadajacy sie tylko
z akcji spdtki A, a punkt B reprezentuje portfel sktadajacy sie tylko z akcji spétki B.
Jak widaé, dywersyfikacja sprawila, ze otrzymaliSmy portfel charakteryzujacy sie
mniejszym ryzykiem niz kazdy jego skladnik z osobna. Krzywa C' B na rysunku p.2
reprezentuje portfele efektywne, gdyz dla kazdego z nich nie istnieje inny portfel
majacy taka sama oczekiwana stope zwrotu i mniejsze ryzyko lub nie istnieje inny
portfel majacy takie samo ryzyko i wieksza oczekiwana stope zwrotu. Na krzywej
AC znajduja sie portfele nieefektywne. Przyktadowo, dla portfela D istnieje port-
fel D', ktory charakteryzuje sie takim samym ryzykiem, ale wieksza oczekiwana
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stopa zwrotu. Racjonalnie postepujacy inwestorzy nie beda wybiera¢ portfeli
z krzywej AC.

Tp

0.1438

Op

Rysunek 2.2: Portfel o minimalnym ryzyku

Zrédto: opracowanie wiasne

Portfel o minimalnym ryzyku przy zadanej stopie zwrotu

Oczekiwana stopa zwrotu portfela o0 minimalnym ryzyku nie musi by¢ satysfakcjo-
nujaca dla inwestoréw. Niekt6rzy z nich moga by¢ w stanie zaakceptowad wieksze
ryzyko dla wiekszej oczekiwanej stopy zwrotu. Zalézmy, Ze inwestor szuka port-
fela, ktéry charakteryzuje sie minimalnym ryzykiem i oczekiwana stopa zwrotu
nie mniejsza niz ustalona przez niego warto$¢ z. Zagadnienie to opisuje ponizsze
zadanie.

Zadanie 2
. 2 o 2 2 2 2
min (ap(wl, wg)) = min (w101 + w05 + 2w1w20102p) ,
przy warunkach:

wi +wy =1,

wir1 + wary > 2.
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Oczekiwana stope zwrotu portfela o minimalnym ryzyku okre$long wzorem (p.7)
oznaczmy Z,. Na rysunku p.3 wida¢, ze dopoki z <z, to rozwiazaniem tego
zagadnienia jest portfel o minimalnym ryzyku. Dla z > z;, rozwigzaniem bedzie
portfel F i wtedy tez warunek wyr; + ware > 2z mozna zastapi¢ warunkiem

wiT1 + wore = z.Jezeli ry # 19, to uklad rownan

wy, +wy =1

w1Tr1 + Wore = 2
ma doktadnie jedno rozwiazanie postaci:
r9 — 2 zZ—T1

Wy = ——— (2.8)

w, = .
=T

Tog — T ’
Portfel o oczekiwanej stopie zwrotu réwnej z i minimalnym ryzyku ma sktad okre-
$lony wzorem (R.§) i to minimalne ryzyko jest réwne
9 rg— 2 \° 9 z—1\° 9 (ro —2)(z —r1)
op=\—"———"—) o+ | ——| o3 + 20109p 5 (2.9)
T2 — Tl r2 —T1 (re —11)

Zauwazmy, ze gdy z > max (11, 72), to portfel o oczekiwanej stopie zwrotu réwnej

z i minimalnym ryzyku uzyskuje sie przy zastosowaniu krétkiej sprzedazy.

e

Op

Rysunek 2.3: Portfel o minimalnym ryzyku przy zadanej stopie zwrotu

Zrédlo: opracowanie wlasne

43



Przyklad 2.2. Niech, tak jak w poprzednim przyktadzie, w sktad portfela wchodza
akcje dwoch spétek A i B. Dla spétki A przyjmijmy: 71 = 0,121 01 = 0,04;
dla spétki B przyjmijmy: 7o = 0,21 09 = 0,07; niech p = —0,3. Wymagana

przez inwestora stopa zwrotu niech bedzie réwna z = 0,18.

Na podstawie wzoru (2.§) portfel, ktéry ma oczekiwana stope zwrotu rowna

0,18 i minimalne ryzyko ma sklad

_02-0,18

0’2 ~ 012 0, 5, w2 w1q 0,75

w1

To minimalne ryzyko mierzone wariancja stopy zwrotu portfela jest réwne (patrz
wzor (.d)) O'Z = 0,00254. Odchylenie standardowe stopy zwrotu tego portfela

jest rowne o, = 0,0504.

Niech teraz wymagana przez inwestora stopa zwrotu portfela bedzie réwna

z = 0,22. Wtedy, po podstawieniu do wzoru (.§), otrzymujemy, ze portfel o mi-

nimalnym ryzyku ma skiad
0,2 —-0,22
=" = _(,25; =1-—w; =1,25.
1T 02012 ot wres

Na rysunku p.4 portfel ten reprezentuje punkt E. Krzywa o poczatku w punkcie B
oznaczona przerywana linia reprezentuje portfele efektywne otrzymywane poprzez
krétka sprzedaz akcji spotki A. Korzystajac z krétkiej sprzedazy, mozna teoretyczne
wyznaczy¢ portfel efektywny majacy dowolnie duza oczekiwana stope zwrotu. Na
rysunku p.4 zaznaczono takze linia przerywana krzywa o poczatku w punkcie A,
ktéra reprezentuje portfele otrzymywane poprzez krétka sprzedaz akcji spotki B.
Nie sa to jednak portfele efektywne.

44



Tp

Rysunek 2.4: Portfel o minimalnym ryzyku przy zastosowaniu krétkiej sprzedazy

Zrédlo: opracowanie wlasne

W naszych dotychczasowych rozwazaniach skupili$émy sie tylko na metodach
dywersyfikacji portfela. Nie braliémy pod uwage tak waznego aspektu planowania
finansowego, jakim jest podziat kapitatu na inwestycje i konsumpcje. Tym zagad-

nieniem zajmiemy sie obecnie.

Podzial kapitalu na konsumpcje i inwestycje

Zalézmy, ze inwestor dysponuje pewnym kapitatem, ktéry na ustalony okres chce
przeznaczy¢ na zakup akcji do dwusktadnikowego portfela oraz na konsumpcgje. Do-

kona zatem podziatu kapitatu na nastepujace trzy czesci:

» wy - cze$é przeznaczona na zakup akgji pierwszej spotki (spétka A),
* wy - cze$¢ przeznaczona na zakup akgji drugiej spotki (spotka ),

* w3 - cze$¢ przeznaczona na konsumpcje,
gdzie
wi + wo + w3z = 1.

45



Mozemy przyjaé, ze inwestor chce zbudowaé trzysktadnikowy portfel, w skiad kt6-

rego wchodza:

* akgje spdtki A, dla ktérej oczekiwana stopa zwrotu jest rébwna 11 z wariancja
réwna o3,

* akcje spotki B, dla ktérej oczekiwana stopa zwrotu jest réwna ro z wariancja
réwna o3,

 walor pozbawiony ryzyka (konsumpcja) z oczekiwana stopa zwrotu réwna

Zero i zerowa wariancja.

Niech 1 # 79 i 0% =+ 0%. Kowariangje i wspdtczynnik korelacji stop zwrotu akgji
oznaczmy odpowiednio v i p. Inwestor chce, aby oczekiwana stopa zwrotu zbu-
dowanego przez niego portfela byla co najmniej 2 przy jak najmniejszym ryzyku.
Obecnie ograniczymy sie do przypadku |p| < 1. Problem decyzyjny opiszemy na-
stepujaco:

min (Jg(wl, ws)) = min (w%a% + wios + 2wiwor)
przy warunkach:

wi + wa + ws = 1,

wiT1 + waery > 2.

Rownos¢ wi + we + w3 = 1 zastapmy nieréwnoscia wi + wa < 11iotrzymujemy

ponizsze zadanie.
Zadanie 3

min (w%a% + w%ag + 2w1w21/) ,
przy warunkach:

w1 + wy < 1,

wir1 + wary > 2.
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Na plaszczyznie (w1, we) zbidr wyznaczony przez powyzsze warunki, ktory nazy-
wacé bedziemy zbiorem dopuszczalnych rozwiazan, jest katem. Jezeli przyjmiemy,
ze jest to kat skierowany dodatnio, to jego poczatkowym ramieniem jest potpro-
sta o réwnaniu w; + we = 1, a koricowym ramieniem jest pétprosta o réwnaniu

w11 + wore = z. Wierzchotek kata ma wspétrzedne

Z— Ty T —z
wy = , W2 =
T —1T2

rL—To

Na rysunku .3 pokazano przyktadowe zbiory dopuszczalnych rozwiazan dla roz-
nych wartoéci z. Jezeli zalozymy, ze z1 < z9 < z3, to kat C A1 B1 odpowiada z1,
kat C' A9 Bs odpowiada 29, kat C A3 Bs odpowiada z3 i przyktadowo, wierzchotek
A1 ma wspéirzedne (M u)

r1—r2’ r1—"r2
w2
C\ I
N Az
\A2

\N}

A;

Rysunek 2.5: Przyktadowe zbiory dopuszczalnych rozwiazan przy réznych wartoSciach

oczekiwanych stop zwrotu

Zrédto: opracowanie witasne

Oznaczmy

w%a% + w%ag + 2wiwav = q. (2.10)
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Jezeli 0%0% — 12 > 0, to réwnanie (R:1d) okresla rodzine elips (poréwnaj [61],

[091) o $rodku w punkcie (0,0) rézniacych sie wartoécia parametru skalujacego g.
Zauwazmy, ze, gdy |p| < 1, to nieréwnoé¢ U%O’% — 1% > 0 jest zawsze prawdziwa,
bo

0202 — 12 = 0202 — 0202p? = olo3(1 — p?) > 0.

Na rysunkach p.6, p.7, B.§ pokazano przyktadowe elipsy dla roéznych wartosci pa-

rametru ¢, przy czym na rysunku p.g jest v < 0, na rysunku p.7 jest v > 0, na
rysunku p.§ jest v = 0.

D)

1'\ W

Q

Rysunek 2.6: Przykladowe elipsy dla wartosci v < 0

Zrédto: opracowanie wiasne
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Rysunek 2.7: Przyktadowe elipsy dla wartoéci v > 0

Zrédlo: opracowanie wlasne

N
\
_—
S~

— ?

Rysunek 2.8: Przyktadowa elipsa dla wartosci v = 0

Zrédlo: opracowanie wlasne



Minimalizacja funkcji 012) (w1, wy) przy zadanych warunkach sprowadza si¢ do zna-
lezienia takiej elipsy z tej rodziny, ktéra ma co najmniej jeden punkt wspdlny ze
zbiorem dopuszczalnych rozwigzan i najmniejsza warto$¢ parametru q. Taka elipsa
bedzie styczna do zbioru dopuszczalnych rozwiazan. Ilustruje to rysunek p.d. Na
rysunku tym wida¢, ze dla dostatecznie matych warto$ci z ten punkt stycznosci nie
nalezy do prostej o réwnaniu w; + we = 1, ale znajduje sie pod ta prosta, czyli jego
wspélrzedne spetniaja warunek wy 4+ wo < 1. Wtedy tez oczekiwana stopa zwrotu

portfela bedzie réwna z i jednoczeénie wielko$¢ konsumpcji nie bedzie zerowa.

4
w2
w3

) w1
wy 1 !

Rysunek 2.9: Geometryczna interpretacja portfela z niezerowa konsumpcja

Zrédto: opracowanie wlasne

Wraz ze wzrostem wartosci 2 elipsa stanie sie styczna do wierzchotka zbioru do-

puszczalnych rozwiazan i wtedy konsumpcja bedzie juz zerowa (patrz rysunek p.1d).
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Rysunek 2.10: Geometryczna interpretacja portfela z zerowa konsumpcja

Zrédto: opracowanie wilasne

Aby wyznaczy¢ punkt stycznoéci, rozwazmy ukiad réwnan

wio? + wio2 + 2wiway = q

wiry + ware = 2

i wyznaczmy taka warto$¢ ¢, aby miat on doktadnie jedno rozwiazanie. Podstawiajac

wy = % i wstawiajac do réwnania pierwszego, otrzymujemy réwnanie
w% (J%rg + 0’%7‘% — 21/7“17"2) + 2wz (VTQ — U%Tl) + U%Zg — qr% =0.(2.11)
" 2,2 . 2.9

Jezeli |p| < 1,to o715 + o5r] — 2vriry > 0, bo

a%r% + Ugr% —2uriry =
= U%T% + Ugr% — 2poioariTe > 0%7‘% + Jgr% — 201091112 =

= ((717“2 — 02?”1)2 Z 0.
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Aby réwnanie miato doktadnie jedno rozwiazanie, musi zachodzi¢
2
A = 472 (1/7“2 — Jgrl) —4 (O'%T% + O'%T% — 21/1“17“2) (U§z2 — qr%) =0,

a to oznacza

2.2 2

(07713 + o317 — 2urira) (052 — qr3) = 2% (vra — o3m1)

Stad

2
= U§z2 (O’%T% + U%T% — 21/7"17“2) — 22 (1/7’2 — agrl)
- 2(,.2.2 2.2
T (017‘2 + o531y — 21/7“17“2)

(2.12)

Wtedy (obliczamy pierwsza wspdlrzedna wierzchotka paraboli) udziaty akcji w port-

felu sa rébwne

z(agrl —vry)

wy = (2.13)
o?ri + o3r? — 2uriry’
5 r1z(057‘1—u7"2)
U%T%-‘,—U%T%—QV’!‘lT‘Q
’u)2 = =
T2
2.2 2,2 2
oz (017"2 +o3r] — 21/7“1?”2) —r1z(o3r1 — vr2) (2.14)
= , .
T9 (0’%7‘% + U%T‘% — 21/7‘17“2)
w3z =1 —w; — ws. (2.15)

Wartoé¢ q jest wariancja stopy zwrotu trzysktadnikowego portfela przy zadanej
wartosci z. Gdy elipsa stanie sie styczna do wierzchotka zbioru dopuszczalnych roz-
wiazan, to jak juz wiemy, warto§¢ konsumpcji bedzie zerowa. Stanie sie tak, gdy
z bedzie miato warto$¢ nie mniejsza niz zg, ktéra to wyznaczymy, rozwiazujac réw-

nanie

20(03r1 — V1) 20— T2

o?r?+o2r? —2uriry T —12
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Otrzymujemy

79 (a%r% + Jgr% — 21/7“11"2)

20 = (2.16)

ofrd + o3rf — 2uriry — (03r1 — vre) (11— r2)
W dwusktadnikowym portfelu sktadajacym sie tylko z akcji udzialy warto$ciowe
beda réwne
w1 w9

U1 = , U2 = .
w1 + wa w1 + wa
Na podstawie wzoréw (p.13) i (p.14) mozna pokaza, ze v1 i vo sa warto$ciami sta-
tymi, co oznacza, ze portfel dwusktadnikowy, ztozony z samych akgji o udziatach

(v1, v2), zawsze bedzie miat taka sama oczekiwana stope zwrotu réwna
V171 + V22 = 2

i state ryzyko réwne

2.2 (.22 2,.2 2 2,..)2

r% (a%r% + a%r% — 21/7“11"2) ,

(2.17)

ktora to warto$¢ otrzymujemy po podstawieniu zg do wzoru (p.12).

Powyzsze rozwazania prowadza do wniosku, Ze dopdki jest z < zp, to inwestor po-
winien dokonywa¢ podziatu kapitalu na konsumpcje i portfel akcji o statych udzia-
tach. Jezeli czeé¢ kapitatu przeznaczona na kupno portfela oznaczymy przez w,,, to ze

WzOoru wpzp = z otrzymamy, Ze cz¢$¢ przeznaczona na konsumpgje bedzie rowna

z
w3 =1——.
20

Do tego zagadnienia powrdcimy jeszcze przy okazji omawiania portfeli z walorem

wolnym od ryzyka.

Przyklad 2.3. Inwestor dysponuje kapitatem 1000 zt. W sktad portfela beda wcho-
dzi¢ akcje dwoch spétek A i B. Dla spétki A jest: r1 = 0,12; o1 = 0,04; dla spotki
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Bjest: 1 = 0,2; 09 = 0,07; niech p = —0,3. Inwestor wymaga, aby portfel
zwiekszyl swoja warto$¢ o co najmniej 130 zl, czyli z = 0,13. Ze wzoru (p.16)
otrzymujemy zo = 0,1486. Ze wzoréw (2.13)-(k.19) mamy

wy = 0,562
wy = 0,3128
w3 = 0,1252.

Inwestor musi zakupi¢ akcje spotki A za 562 zi, akcje spotki B za 321,8 zi.

Na konsumpcje zostanie wtedy 125,2 zl, ktéra to warto$¢ otrzymujemy
wyliczajac 1000 (1 — 001’}136)

Teraz zajmiemy sie szczegdtowo przypadkiem |p| = 1.
Dla p = 1 zadanie 3 przyjmuje posta¢ (minimalizowane jest odchylenie standar-

dowe)
min (w101 + wao2),
przy warunkach:

wi +we+wzg=1 lub wy4+ws <1,

w1r1 + Waorey = 2.

Wyznaczajac wy = %, otrzymujemy, ze nalezy zminimalizowa¢ funkgcje li-

niowa zmiennej wy postaci
o179 — 0271 209
22 Al

1+ —, wp € [0,1]
T2 T2

fi(wr) =

Kluczowa dla rozwiazania jest warto$¢ wspoétczynnika kierunkowego w powyzszym
réwnaniu.

Gdy o171y — gor1 > 0, czyli ‘:—11 > %, to funkgja f jest rosnaca i osiaga

minimum dlaw; = 0. Wtedy otrzymujemy wy = % iwsg =1— %.]eieli inwestor

ustali z mniejsze od 72, to wtedy bedzie ws > 0, co 0znacza niezerowa konsumpgje.
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Jak widzimy, w tym przypadku wystarczy, Ze inwestor zakupi akcje tylko drugiej
spotki. Oczekiwana stopa zwrotu portfela i jej odchylenie standardowe sa wtedy

odpowiednio réwne 1, = warg i 0 = wo02. Daje to liniowa zaleznos¢

2
Ty = —O0p.
p o9 p

Powyzsza sytuacje ilustruje rysunek p.11, na ktorym punkt P reprezentuje port-
fel sktadajacy sie tylko z akeji spdtki B, majacy oczekiwana stope zwrotu réwna

z i minimalne ryzyko.

e

Op
Rysunek 2.11: Portfel efektywny przy wspotczynniku korelacji réwnym jeden, przypadek

o119 — 0911 > 0

Zrédto: opracowanie wiasne

Gdy o119 — 0911 < 0, czyli %11 < (7’:—22, to rozwazmy funkcje
g9Tr1 — 0179 201
f2(w2) = —wo + ,  Wo € [0,1].
™ ™
Funkcja f2 jest rosnaca i osiagga minimum dla wy = 0. Wtedy otrzymujemy

wy] = % iwg=1-— ﬁ.]eieli inwestor ustali z mniejsze od r1, to bedzie ws > 0.
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Powyzsza sytuacje ilustruje rysunek p.12.

Iy

Op

Rysunek 2.12: Portfel efektywny przy wspotczynniku korelacji réwnym jeden, przypadek
o1ry —o9r1 < 0

Zrédto: opracowanie wlasne

Dla p = —1 odchylenie standardowe dane jest wzorem

\wlal — w202]

02 g1

i zeruje sie ono dla w; = i wyg = . Wtedy tez oczekiwana stopa

o1+o02 o1+02
zwrotu portfela jest rowna
02 01
20 = r1 -+ 9.
01+ 02 o1+ 02

oy : _ o1
o1toz 1102 = 1514,

Dla kazdej wartosci 7 € (0,1), dla argumentéw nw; = n
odchylenie standardowe takze sie zeruje i oczekiwana stopa zwrotu jest wtedy réwna
1zg. Jezeli inwestor ustali wymagane z spetniajace warunek z < zg, to na kon-

sumpcje bedzie moglt przeznaczyé ws = 1 — nw; — nws.
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Portfel z instrumentem wolnym od ryzyka

Na rynkach finansowych istnieje wiele instrumentéw wolnych od ryzyka. Zalicza
sie do nich np. bony skarbowe i obligacje skarbowe, gdyz przyjmuje sie zalozenie,
ze Skarb Panistwa jest zawsze wyplacalny i nie grozi mu upadto$é.

Zal6zmy, ze inwestor chce zbudowaé portfel sktadajacy sie z akcji dwoch
spoétek, dla ktérych oczekiwane stopy zwrotu sa réwne 71 i r2, z wariancjami tych
stop réwnymi odpowiednio 0'% i O'%. Wspdlczynnik korelacji tych stép zwrotu jest
réwny p. Stopa zwrotu waloru wolnego od ryzyka jest réwna 1y z wariancja réwng
zero. Takze zerowe sa wspotczynniki korelacji stop zwrotu akgji i waloru wolnego
od ryzyka. Udzialy tych aktywow w portfelu oznaczmy (w1, wa, w f)T. Celem in-

westora jest zbudowanie portfela, ktérego oczekiwana stopa zwrotu bedzie réwna

z przy minimalnym ryzyku. Prowadzi to do ponizszego zadania.

Zadanie 4
min (w%a% + wgag + 2w1w20102p) ,
przy warunkach:

wy +we +wyp =1,
w1y + wary + wyry = 2.
Podstawmy wy = 1 — wy — wy i rozwazmy funkcje Lagrange’a (patrz dodatek
matematyczny)
L(wy, w2, A) = w%a% + w%og + 2wiweo109p+
+ A(wirt +warg + (1 —wy —wo)ry — 2) .

Wyznaczamy pochodne czastkowe i przyréwnujemy je do zera:

78[/(%2?”2’)\) = 2’LU10% + 2wao102p + A (7'1 — ’I”f) =0,
%ﬂ’;@”\) = 2w903 + 2wio109p + A (ra —ry) =0,

3]

7“1”5’;”2’)‘) =wi (r—rf)+wa(ro—ry) —z4+7rp =0,
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co mozemy w postaci macierzowej zapisa¢ jako

20% 20102,0 ™ =Ty w1 0
20109p 20% To —Tf, w9 = 0
TL—Tf T2—Tf 0 A Z—=rf
Otrzymujemy
-1

w1 20% 20109p T1—T§ 0
w9 = 20109p 205 ro —Tf, 0 . (218)
A TL—Tf To—Tf 0 Z—=Tf

Przyklad 2.4. W skiad portfela wchodza akcje dwdch spétek A i B. Dla spotki A
jest: r1 = 0,12; 01 = 0,04; dla spétki B jest: ro = 0,2; 05 = 0,07; niech
p = —03iry = 0,05. Zat6zmy, ze inwestor ustalit = = 0,13. Podstawiajac te
dane do wzoru p.18, otrzymamy

wy 0,4832
wy | =1 03078
A —0,0147

Portfel charakteryzujacy sie oczekiwana stopa zwrotu réwna 0,13 i minimalnym

ryzykiem ma udziaty
w1 0,4832
wy | = | 0,3078
wy 0,209

Kontynuujac ten przykiad, zat6zmy teraz, ze vy = 0. Jest to przypadek tylko teore-

tyczny, gdyz trudno znaleZ¢ na rynku pozyczkodawce, ktéry nie zazada wynagro-
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dzenia za korzystanie z jego kapitatu. Wzér przyjmie wtedy postac
-1

w1 20% 201092p 11 0
) = 20109p 20% 79, 0 . (2.19)
A 1 T9 0 z

Podstawiajac dane do wzoru p.1d, otrzymamy

w1 0,561985
wy | = 0,312809
A —0,01061

Wtedy tez wy = 0,1252. Jest to wynik zgodny z tym uzyskanym w przyktadzie p.3.

Mozna wykazad, ze udzialy w portfelu akgji tych dwdch spotek wyliczone ze
wzoru (R.19) beda takie same jak te, okre$lone wzorami (2.13) oraz (p.14). Jak wi-
da¢, rozwazany wcze$niej problem podziatu kapitatu na konsumpgje i inwestycje
mozna zastapi¢ problemem dywersyfikacji portfela z walorem wolnym od ryzyka,
przyjmujac, ze konsumpcja jest walorem pozbawionym ryzyka z zerowa stopa pro-
centowa.

Do wyznaczenia efektywnego portfela z walorem wolnym od ryzyka mozna
tez podej$¢ w inny sposéb. Zat6zmy, ze inwestor posiada portfel ztozony tylko z akcji,
ktoérego oczekiwana stopa zwrotu jest réwna 74 z odchyleniem standardowym o,
oznaczmy ten portfel S. Na rynku istnieje walor wolny od ryzyka ze stopa zwrotu
réwna 7 ¢. Inwestor utworzyt nowy portfel sktadajacy si¢ z portfela S i waloru wol-
nego od ryzyka o udziatach réwnych odpowiednio w i 1 — w, ten portfel oznaczmy
P. Dopuszczamy kroétka sprzedaz akgji, czyli w € R. Tak utworzony nowy portfel
mozemy potraktowac jako portfel dwusktadnikowy. Jego oczekiwana stopa zwrotu
jest rowna

rp =wrs + (1 —w)ry (2.20)
z odchyleniem standardowym

Op = WOs. (2.21)
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Wyznaczajac w ze wzoru (p.21) i wstawiajac do wzoru (R.2d), otrzymujemy, Ze za-

lezno$¢ 1, od o, jest liniowa, okreslona wzorem
rs —Tf

Ty = opt+ry.
p o, p f

Dla wymaganej przez inwestora stopy zwrotu portfela P réwnej z mamy

wrs + (1 —w)ry = z,

stad
z—r
wzif,
Ts —Tf
z—r
apzifas.
Ts—Tf

Przyklad 2.5. Dany jest portfel ztozony tylko z akgji, gdzie rs = 0,1, o5 = 0,04.
Stopa wolna od ryzyka jest rtowna 7y = 0,05. Tabela pokazuje, jakie sa udziaty port-
fela S w portfelu P oraz wartoéci odchylenia standardowego dla réznych warto$ci

wymaganej przez inwestora stopy zwrotu z.

z w Os 1—w

0,05 | O o} 1
0,06 | 0,2 | 0,008 0,8
0,07 | 0,4 | 0,016 0,6
0,08 | 0,6 | 0,024 0,4
0,09 | 0,8 | 0,032 0,2
0,1 1 0,04 0
0,11 | 1,2 | 0,048 -0,2

0,12 | 1,4 | 0,056 -0,4
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Zbiér wszystkich mozliwych portfeli P przedstawia rysunek p.13. Jak wida¢, aby
portfel P miat oczekiwana stope zwrotu wieksza od r, nalezy budowac go poprzez
zaciggniecie pozyczki ze stopa r y. Takie portfele na rysunku reprezentuje linia

przerywana.

Tp
-
=
-
»
»
-
l’l
B
s -
rr
Op

Rysunek 2.13: Zbioér portfeli zawierajacych ustalony portfel akcji i walor wolny od ryzyka

Zrédlo: opracowanie wlasne

Teoretycznie portfel S moze by¢ dowolny. Dla ustalenia uwagi zat6zmy,
ze jest on jednym z portfeli efektywnych. Na rysunku znajduje sie zbioér efek-
tywnych portfeli ztozonych tylko z akcji (czerwona linia) oraz niebieska linia z ry-
sunku p.13. Wida¢, ze racjonalnie postepujacy inwestor powinien aktywa wolne od
ryzyka dotaczaé do portfela akgji, ktéry jest reprezentowany przez punkt M.
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Fp

Rysunek 2.14: Zbiér efektywnych portfeli zawierajacych portfel rynkowy i walor wolny od
ryzyka

Zrédlo: opracowanie wiasne

Portfel M czesto nazywany jest portfelem rynkowym i ma on ogromne znaczenie

w modelowaniu rynkéw finansowych, o czym bedzie mowa p6znej.

2.2 Portfele wieloskladnikowe

Rozwazania dotyczace portfeli dwusktadnikowych mozna w prosty sposéb uogoél-
ni¢ na portfele sktadajace sie z wiecej niz dwéch rodzajéw aktywdédw. W tym przy-
padku, podobnie wygladaja zbiory dopuszczalnych i efektywnych portfeli w ukia-
dzie wspdétrzednych ryzyko-zysk, ale potrzebna jest analiza wigkszej liczby danych.
Jak w przypadku portfeli dwusktadnikowych, kryterium optymalizacji polega na mi-
nimalizacji wariangji stopy zwrotu portfela, ktora jest forma kwadratowa, przy za-

tozeniu, ze funkcja liniowa oczekiwanej stopy zwrotu osiagnie zatozona warto$¢.
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Niech

bedzie n-wymiarowym wektorem losowym, okre§lonym na zadanej przestrzeni
probabilistycznej, reprezentujacym przyszle stopy zwrotu z inwestycji w akgje
n spotek. Niech r bedzie n-wymiarowym wektorem warto$ci oczekiwanych tych

stép zwrotu, tzn.

ERl (w) (&)
ERQ(LU) 9
7" - . = .
ER,(w) Tn

Niech 3 bedzie macierza wariangji i kowariangji tych stop zwrotu, czyli

Y =E(Rw)—r)(Rw) —r)" =

var(R1)  cov(Ri,Ra) ... cov(Ri, Ry)
B cov(Ra, Ry) var(R2) ... cov(Re, Ry) (2.22)
cov(Ry, R1) cov(Ry,R2) ...  var(Ryp)

gdzie
cov(R;, Rj) = E[(Ri(w) — i) (Rj(w) —75)], 4,7=12,...,n.

Macierz . jest symetryczna i dodatnio okreSlona.
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Niech

bedzie wektorem udziatléw wartoéciowych akcji w portfelu.

Wartoé¢ oczekiwana stopy zwrotu portfela, oznaczmy ja 7, dana jest wzorem

rp = FE (wlRl(w) + wQRQ(w) + o+ wan(w)) =
= w1 ER(w)+waFERy(w) + -+ wp ERy(w) =< w,r > .

Wariangja stopy zwrotu portfela, oznaczmy ja 012,, dana jest wzorem

0;,2J (wl,wg, ‘e .wn) =

T

(2.23)

wy var(Ry)  cov(Ri,R) ... cov(Ry, Ry) wy
| w2 cov(Rg, R1)  var(Rg) ... cov(Rg, Ry) w2
Wh cov(Ry, R1) cov(R,,R2) ...  var(Ry) Wn
= w! Yw.
Odchylenie standardowe o7, stopy zwrotu portfela wyraza si¢ wzorem
op (w1, we, ... w,) = VT Sw. (2.24)

Przyktadowo, na rysunku pokazano, jak w uktadzie (o, 7,) moze wyglada¢

zbi6r wszystkich dostepnych dla inwestora portfeli czterech spétek bez stosowania

kroétkiej sprzedazy. Na rysunku jest zbior wszystkich dostepnych dla inwestora

portfeli tych spétek z mozliwoscia stosowania krotkiej sprzedazy.
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Q

Rysunek 2.15: Zbiér wszystkich portfeli czterosktadnikowych bez mozliwosci krétkiej

sprzedazy

Zrédto: opracowanie wlasne

Ip

Op

Rysunek 2.16: Zbiér wszystkich portfeli czterosktadnikowych z mozliwo$cia stosowania
krotkiej sprzedazy

Zrédlo: opracowanie wlasne
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Ponizej oméwimy metody budowy portfeli wielosktadnikowych przy réznych kry-
teriach dotyczacych ryzyka i stopy zwrotu tych portfeli.

Portfel o minimalnym ryzyku

Wyznaczenie takiego portfela polega na rozwiazaniu nastepujacego zadania:

Zadanie 5
min wTEw, (2.25)
przy warunku
n
i=1

Zaktadamy, ze dopuszczalna jest krétka sprzedaz akcji. Tworzymy funkcje Lagrange’a

postaci

=1

L(w, \) = w'Sw + X (i:wZ — 1> .

Warunkiem koniecznym istnienia ekstremum jest

oL = 2%w+ A =0
Gk —wTr-1=0
gdzie I jest n-wymiarowym wektorem sktadajacym sie z samych jedynek. Powyzszy

uktad réwnan zapisujemy w postaci macierzowej

2y I w ) O
T 0 A 1)’
gdzie © jest n-wymiarowym wektorem sktadajacym sie z samych zer. Otrzymujemy
-1
w 2% I S ( )
= . 2.27
A IT 0 1
Poniewaz macierz . jest dodatnio okre$lona, wiec funkcja L osigga minimum lo-

kalne.

66



Przyklad 2.6. Rozwazmy portfel sktadajacy sie z akgji trzech spétek. Oczekiwane
stopy zwrotu i odchylenia standardowe tych st6p niech beda réwne odpowiednio:
r1 = 0,12,01 = 0,02,r = 0,15,02 = 0,03,r3 = 0,2, 03 = 0,04. Niech wspo6t-
czynniki korelacji stop zwrotu beda réwne: p(R1, Re) = —0,1, p(R1, R3) = 0,2,
p(Ra, R3) = —0,6. Z powyzszego mamy

var(R1) = 0,0004, var(Rg) = 0,0009, var(R3)= 0,0016.
Wiedzac, ze cov(R;, Rj) = 0,0;p(R;, Rj), otrzymujemy:
cov(R1, R2) = —0,00006, cov(R;, R3) = 0,00016, cov(Rz, R3) = —0,00072.
Macierz wariangcji i kowariancji ma posta¢

0,0004  —0,00006 0,00016
=1 -0,00006 0,0009 —0,00072
0,00016  0,00072 0,0016

Ze wzoru (p.27) mamy
-1
0,0008 —0,00012 0,00032 1 0 0,362846
w) | -000012 00018 —0,00144 1 o| | 0395437
A 0,00032 —0,00144 0,0032 1 0 0,241716
1 1 1 0 1 —0,00032

Udzialy w portfelu charakteryzujacym sie minimalnym ryzykiem sa réwne

wy 0,362846
wy | =] 0,395437
ws 0,241716
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Oczekiwana stopa zwrotu i odchylenie standardowe tej stopy tak skonstruowanego

portfela sa odpowiednio réwne:

rp = (w,r) = 0,362846 - 0,1 + 0,395437 - 0,15 + 0,241716 - 0,2 = 0,1512,

op = VwTSw = 0,012653.

Dla redukcji ryzyka portfela najwazniejsza rzecza nie jest liczba sktadnikéw
portfela, ale kowariancje ich st6p zwrotu. Rozwazmy portfel sktadajacy sie z n akty-
wow, ktorych udzialy sa jednakowe, tzn. w; = %, 1 = 1,2,...,n. Wariancja stopy

zwrotu portfela dana jest wtedy wzorem

1
n
1
o2— (1 1 1Y | » | =
p n n n
1
n
1 , n—1 . Pyl el
o Yoy var(R;) + T EZ:lln cov(R;, Rj) = --var + "—=Cov,
j=1l,...n
1<j

gdzie var oznacza $rednia arytmetyczna wariangji stop zwrotu sktadnikéw portfela,

a cov oznacza $rednia arytmetyczna kowariancji tych st6p. Ponadto zachodzi

) < 1 n-1 )
lim | —var + cov | = cov.
n—o00 n n

»Z POwyzszego wzoru wynika, ze w miare zwiekszania liczby sktadnikéw portfela

wariancja portfela zalezy w coraz mniejszym stopniu od wariangji (czyli ryzyka)
pojedynczych akgji, a w coraz wiekszym stopniu od kowariancji (czyli powiazania)
par sktadnikéw.” [50]

Inwestor moze by¢ sktonny ponie$¢ wieksze ryzyko dla osiagniecia wiekszej
stopy zwrotu niz ta, ktéra ma portfel o minimalnym ryzyku. Pojawia sie wtedy za-

gadnienie wyboru portfela 0 minimalnym ryzyku przy zadanej stopie zwrotu.
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Portfel o minimalnym ryzyku przy zadanej stopie zwrotu

Niech z bedzie minimalna wymagana przez inwestora oczekiwana stopa zwrotu
portfela. Zatézmy, Ze z jest wieksze od stopy zwrotu portfela o minimalnym ryzyku.
Rozwazmy zadanie:

Zadanie 6

min w?! Sw,
przy warunkachf:

<w77ﬂ> =z,
Z?:l w; = 1.

Tworzymy funkcje Lagrange’a postaci

L(w, A1, A2) = wl Sw + A\ ((w,r) — 2) + Ag (Zwl — 1) .

=1

Warunek konieczny istnienia ekstremum to

g—L:2Zw+/\1r+)\QI:0

w
%z(w,ﬂfz:() )

Se=wl-1=0

gdzie I jest n-wymiarowym wektorem skiadajacym sie z samych jedynek. W zapisie

macierzowym mamy

25 r 4 w S
TT 0 0 )\1 - z 5
I 0 0 Ao

Z wcze$niejszych rozwazan wynika, ze rozwiazanie zadania przy warunku < w, r >> z bedzie

takie samo, jak przy warunku < w,r >= z.
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gdzie O jest n-wymiarowym wektorem sktadajacym sie z samych zer. Otrzymujemy

-1

w 2% r 1 C]
M =1 T 0 o0 z |- (2.28)
o I 0 0 1

Poniewaz macierz Y jest dodatnio okre$lona, to funkcja L osiaga minimum lokalne.

Przyklad 2.7. Rozwazmy portfel trzysktadnikowy, taki jak w poprzednim przykta-
dzie. Inwestor chce zbudowaé portfel charakteryzujacy sie minimalnym ryzykiem

przy oczekiwanej stopie zwrotu réwnej 0,17. Mamy

minw’ Tw,
przy warunkach:
< w,r >= 0,17,
n
=1
Ze wzoru (p.28) mamy
-1
w1 0,0008 —0,00012 0,00032 0,12 1
Wy —-0,00012  0,0018 —0,00144 0,15 1
wsy | = 0,00032 —0,00144  0,0032 0,2 1
A1 0,12 0,15 0,2 0 0 0,17
A2 1 1 1 0 0 1

Udzialy w tym portfelu sa réwne

w1 0,04962
wg | =1 0,520609
w3 0,429772

Ponadto ryzyko stopy zwrotu mierzone odchyleniem standardowym ma warto$§¢

VwTYw = 0,014899 i jak zaktadano < w,r >= 0,17.
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Udzialy sktadnikéw portfela o zadanej oczekiwanej stopie zwrotu i minimalnym ry-

zyku mozna tez wyznaczy¢ ze wzoru [138]

w=Y"1 (a1 +asl ),

gdzie:
z b a z
1 ¢ 1
041 = 9 042 - Y
a b a b
c b ¢

b=1Ts"1r,

c=ITy"11.

Portfel wieloskladnikowy z uwzglednieniem instrumentu wolnego od ryzyka

Zatézmy, ze portfel sklada sie z akcji m spétek i instrumentu wolnego od ryzyka.

Zdefiniujmy jak poprzednio:

w1
w2
w = ) - wektor udziatéw akcji w portfelu,

Wn,

™1

] .

T = ) - wektor oczekiwanych stop zwrotu akcji.
'n
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Ponadto oznaczmy:
wy - udziat w portfelu instrumentu wolnego od ryzyka,

7 - stopa wolna od ryzyka.

Wtedy wektor udziatéw akgji i instrumentu wolnego od ryzyka w portfelu ma postaé

w
wp = < ) € R,
wf

a wektor oczekiwanych stop zwrotu tego portfela jest postaci

wy = ( " ) € R™HL.
Ty

Wariangja stopy zwrotu tego portfela okre$lona jest wzorem

02 = (nglwp) )

S 0
o =

gdzie

i ¥ jest macierza wariangji i kowariangji stop zwrotu akgji, jak we wzorze (2.23).

Na poczatku poszukajmy portfela, ktéry charakteryzuje sie minimalnym ryzykiem

i oczekiwana stopa zwrotu réwna zadanej wartosci 2.

Zadanie 7
T
min w;, 31w,
przy warunkach:

<wp7rp> =z
wgl =1.
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Dopuszczamy krétka sprzedaz akgji, jak rowniez mozliwoé¢ udzielania i zaciggania
pozyczki po tej samej cenie (stopie wolnej od ryzyka).

Tworzymy funkcje Lagrange’a postaci

L(w, A1, \2) = nglwp + A ((wp, mp) — 2) + A2 (Z w; +wyp — 1) )
i=1

Warunki konieczne istnienia ekstremum to:

s = 281wy + Airp + Ael =0

g—)ﬁ = (wp,1p) —2 =0 ) (2.29)
oL _ ,.T —

m—wp_[—l—o

gdzie I jest (n + 1)-wymiarowym wektorem skladajacym sie z samych jedynek.
Zapis macierzowy wzoru (.24) jest nastepujacy:

21 rp i wp S)
T’Z; 0 0 )\1 = z ,
I 0 0 A2

gdzie O jest (n+ 1)-wymiarowym wektorem skladajacym sie z samych zer. Udziaty

akgji i waloru wolnego od ryzyka w portfelu otrzymujemy ze wzoru

w1
—1
wp 2% 1y 0 )
A1 = Wn = rg 0 O z . (2.30)
Ao wf T 0 0 1
A1
A2

Poniewaz macierz Y jest dodatnio okres$lona, wiec funkcja I osiaga minimum lo-
kalne. W uktadzie wspétrzednych (o, r) punkt odpowiadajacy portfelowi o powyz-

szym skiadzie lezy na pétprostej o poczatku w punkcie (0, ) i stycznej do zbioru
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efektywnych portfeli. Punkt stycznosci odpowiada portfelowi sktadajacemu sie tylko
z akgji. Jak juz wspominali$émy, nazywany jest on portfelem rynkowym ijego udziaty

(oznaczmy je wpr4,t = 1,2, ..., n) wynosza
. (2.31)
WM, = = .31
O

Udzialy te mozna tez wyznaczy¢ ze wzoru (patrz [50])

WM, 1
WM,2 1
. = Z_lwf, (2.32)
: ( 11 1 ) S,
WM n
gdzie
T — rf
reg — 1T
Wy = d
T —Tf

Przyklad 2.8. Rozwazmy portfel sktadajacy sie z akgji trzech spétek i waloru wol-
nego od ryzyka ze stopa zwrotu réwng 7y = 0,05. Dla akgji oczekiwane stopy
zwrotu i odchylenia standardowe tych st6p sa réwne odpowiednio: 71 = 0,12,
o1 =0,02,r = 0,15, 09 = 0,03, r3 = 0,2, o3 = 0,04. Wspdlczynniki korelacji
stép zwrotu sa rowne: p(R1, Re) = —0,1, p(R1, R3) = 0,2, p(R2, R3) = —0,6.
Niech wymagana stopa zwrotu bedzie réwna z = 0,15.

Z powyzszego otrzymujemy:

var(R1) = 0,0004;
var(R2) = 0,00009;
var(R3) = 0,0016,

74



ponadto

cov(R1, R2) = —0,00006;
cov(R1, R3) = 0,00016;
cov(Ra, R3) = —0,00072.

Macierz 31 ma postaé

0,0004  —0,00006 0,00016 0

s _ | —0.00006 00009 000072 0
0,00016 —0,00072 0,006 0

0 0 0 0

Podstawiajac powyzsze dane do wzoru (.32)), otrzymujemy
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w1
w2
w3 B
’U)f B
A1
A2
0,0008 —0,00012 000032 0 012 1\ ’
—0,00012  0,0018 —0,00144 0 0,15 1 0
= | 000032 -0,00144 00032 0 02 1 0
0,12 0,15 0,2 005 0 0 ’
1 1 1 1 0 0 0:15
1
0,192621
0,413289
| o.301251
| 0,092839
—0,00287
0,000144

Portfel o minimalnym ryzyku z oczekiwana stopa zwrotu z = 0,15 ma udziaty

W 0,192621
wy | | 0413289
wy || 0301251
wy 0,092839
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Wariancja stopy zwrotu tego portfela jest rowna

o2 = )
0,192621 0,0004  —0,00006 0,00016 O 0,192621
0,413289 —0,00006  0,0009 —0,00072 0O 0,413289
0,301251 0,00016 —0,00072  0,0016 O 0,301251
0,092839 0 0 0 0 0,092839
= 0,0001.
Odchylenie standardowe tej stopy jest rowne
op = 4/0,0001435 = 0,0119792.
Na rysunku temu portfelowi odpowiada punkt A.
Tp
0,18
0,15
o

Rysunek 2.17: Portfele efektywne przy réznych wartoéciach oczekiwanych stép zwrotu
i niezerowej stopie wolnej od ryzyka

Zrédlo: opracowanie wlasne
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Portfel rynkowy ma, wyliczone ze wzoru (2.31) lub wzoru (.32), udzialy réwne

W 0,212334
wya | = | 0455585
wrs 0,332081

Na rysunku portfelowi rynkowemu odpowiada punkt M. Portfel ten ma ocze-

kiwana stope zwrotu réwna

0,12
(0,212334 0,455585 0,332081) 0,15 | =0,160234
0,2

i odchylenie standardowe tej stopy réwne

T [ 00004 —0,00006 0,00016 0

0,212334 0,212334
—0,00006  0,0009  —0,00072 0

0,455585 0,455585
0,00016 —0,00072  0,0016 0

0,332081 0,332081
0 0 0 0

= 0,013205

Gdy wymagana oczekiwana stopa zwrotu jest rowna z = 0,18, otrzymujemy, ze portfel

o minimalnym ryzyku ma udziaty

wy 0,250408
wy | | 0537275
ws || 0,391626
wy —0,17931

z odchyleniem standardowym stopy zwrotu tego portfela rownym o, = 0,015573. Taki
portfel otrzymuje sie poprzez zaciagniecie pozyczki z piecioprocentowa stopa. Na rysunku
odpowiada mu punkt B.
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Przyklad 2.9. Zal6zmy, ze stopa wolna od ryzyka jest rowna ry = 0. Korzystajac
ze wzoru (.32), otrzymujemy, ze sklad portfela rynkowego wyraza sie jako

W1
WM 2 1
= rir
( 11 1 )E—lr
WM n
gdzie
1
2
r =
Tn

Na rysunku portfelowi rynkowemu odpowiada punkt M . Zobaczmy, jak bedzie
wygladat skfad optymalnego portfela przy réznych wartoéciach wymaganej stopy
zZwrotu z.

Dla z = 0,15 otrzymujemy ze wzoru (p.3d) sklad portfela

w 0,25

wy | | 04156
wy || 02883
wy 0,0461

iw) + wy + ws = 0,9539. Na rysunku temu portfelowi odpowiada punkt A.
Dla z = 0,13 otrzymujemy:

w 0,2167
wy | | 0,3602
wy || 0,2498
wy 0,1733

iwy + wsy +ws = 0,8267. Na rysunku temu portfelowi odpowiada punkt B.
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Rysunek 2.18: Portfele efektywne przy réznych wartoéciach oczekiwanych stép zwrotu

i zerowej stopie wolnej od ryzyka

Zrédlo: opracowanie wlasne

Przyktad ten pokazuje, ze dla osiagniecia wymaganej stopy zwrotu nie zawsze jest
potrzeba przeznaczania catosci dostepnego kapitatu na kupno portfela, ale jego czes¢
mozna przeznaczy¢ na inne cele, np. na konsumpcje. Przypadek taki byt opisany
wczeéniej dla portfela dwusktadnikowego. Warto jeszcze podkreslié, Ze gdy na rynku
dozwolona jest bez Zadnych ograniczen kroétka sprzedaz akcji, to kombinacje liniowe

portfeli efektywnych takze sa portfelami efektywnymi [42].

Linia rynku kapitalowego

Rozwazmy portfel sktadajacy sie z akcji wszystkich spétek dostepnych na danym
rynku z udzialami takimi jak na rynku. Jest to portfel rynkowy. Zat6zmy, ze oczeki-
wana stopa zwrotu dla portfela rynkowego jest réwna 7, z odchyleniem standar-
dowym o . Zalézmy tez, ze na rynku istnieje instrument finansowy pozbawiony
ryzyka ze stopa zwrotu réwna r¢. Jak juz wiemy, racjonalnie postepujacy inwestor,

tworzac portfel dwusktadnikowy sktadajacy sie z portfela rynkowego i aktywu wol-
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nego od ryzyka, bedzie wybierat portfele odpowiadajace punktom znajdujacym sie
na potprostej o poczatku w punkcie (0, 7 ¢) i stycznej do zbioru efektywnych port-
feli w punkcie odpowiadajacym portfelowi rynkowemu, czyli (o, 757). Polprosta
ta ma réwnanie
M T
r= WU’ +ry (2.33)
i nazywana jest linia rynku kapitalowego ( ang. capital market line, CML).
Inwestor dazacy do minimalizacji ryzyka przy zadanej oczekiwanej stopie
zwrotu wybierze portfel na linii CML (na rysunku punkt A). Kazdy portfel
utworzony z aktywéw wolnych od ryzyka i innego portfela niz rynkowy bedzie przy
zadanej stopie z charakteryzowat sie wiekszym ryzykiem (na rysunku punkty
B, C).Ze wzoru (.33) wynika, ze oczekiwana stopa zwrotu kaidego portfela z linii
CML jest suma stopy wolnej od ryzyka i pewnej nadwyzki “4—L & ktéra jest trak-
towana jako premia za ryzyko. Jak zauwazono w [50]: ,,Mozna zatem uznad, Ze stopa
zwrotu z portfela efektywnego jest suma dwoch cen, ktérymi sa: cena czasu i cena
ryzyka. Cena czasu to wlaénie stopa wolna od ryzyka - jest to bowiem nagroda dla
inwestora, ktory nie ryzykuje, ale wyrzeka sie biezacej konsumpcji, odkladajac ja na
przysztos¢. Inwestorzy, ktérzy ryzykuja otrzymuja dodatkowa nagrode, ktéra jest
cena ryzyka. Jest to iloczyn ponoszonego ryzyka (odchylenie standardowe portfela
efektywnego) i ceny jednostki ryzyka (utamek % ). Licznik tego utamka, ktéry
jest réznica miedzy oczekiwana stopa zwrotu portfela rynkowego a stopa wolna od
ryzyka nazywany jest rynkowa premia za ryzyko. Utamek —— - L interpretujemy
takze jako ryzyko portfela przypadajace na jednostke ryzyka ponoszonego na rynku.
Rozwazmy jeszcze raz rysunek .1g. Tworzac portfele na lewo od punktu M,
inwestor jest pozyczkodawca kupujacym, np. obligacje. Na prawo od punktu M
inwestor jest pozyczkobiorca i dodatkowa gotéwke przeznacza na zakup portfela
rynkowego. Linia CML uwzglednia zatozenie, Ze stopa wolna od ryzyka jest taka
sama, zaré6wno w przypadku, gdy inwestor udziela pozyczki, jak i w przypadku,

gdy inwestor zaciaga pozyczke. Przewaznie tak nie jest, np. oprocentowanie obligacji
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jest duzo mniejsze niz oprocentowanie kredytu. Rozwazmy szczegdtowo te sytuacje,

ktora zilustruje rysunek p.2d.

Op

Rysunek 2.19: Linia CML

Zrédlo: opracowanie wiasne

Niech 7 ¢ bedzie stopa zwrotu, przy ktorej inwestor udziela pozyczki i buduje port-
fele sktadajace sie z waloréw pozbawionych ryzyka i akcji. Zgodnie z tym co méwi-
liSmy wczeéniej, wraz ze wzrostem wymaganej stopy zwrotu udziaty waloréw po-
zbawionych ryzyka w portfelu beda malaly, az osiggniety zostanie punkt M, ktéry
odpowiada portfelowi rynkowemu sktadajacemu sie tylko z akgji. Dalsze zwieksza-
nie wymaganej stopy zwrotu wymusza na inwestorze zaciaganie pozyczki, ale juz po
wyzszej stopie 7 po. Polprosta 7 po M nie zawiera portfeli efektywnych. Efektywne
portfele reprezentuje tuk M7 Mo, gdzie Ma jest portfelem rynkowym przy stopie
wolnej od ryzyka r 9. Zwiekszanie wymaganej stopy zwrotu powyzej wartosci 21,
bedacej oczekiwang stopa zwrotu portfela My, sprawia, ze portfel efektywny bedzie

zawieral papiery diuzne oprocentowane r ¢2, np. M3.
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Rysunek 2.20: Linia CML przy réznych stopach dla pozyczkodawcy i pozyczkobiorcy

Zrédlo: opracowanie wlasne

Powyzsze teorie doczekaly sie pewnej krytyki (poréwnaj [48], [66], [83],
[o0], [107], [124]). Gléwnym zarzutem jest to, Ze wymagaja zlozonej i czasochton-
nej analizy. Rzeczywiscie, powyzsze teorie portfelowe wymagaja analizy duzej ilosci

danych. Gdyby inwestor rozwazat akcje n spotek, to musiatby wyznaczy¢ n war-

n(n—1)
2

tosci oczekiwanych stép zwrotu, n wariangji tych stop oraz kowariangji.
Wszystkich mozliwych, co najmniej dwusktadnikowych portfeli bytoby 2" — (n+1).
Przyktadowo, dla n = 10 mamy 10 stop zwrotu i wariancji, 45 kowariangji oraz
1013 mozliwych, co najmniej dwusktadnikowych portfeli. Jednakze, obecnie przy
zastosowaniu odpowiedniego sprzetu i oprogramowania znalezienie odpowiedniego
rozwiazania jest znacznie prostsze niz kiedy$. Podkresla sie takze, ze do oszacowa-
nia przyszlych st6p zwrotu i odchyleri standardowych wykorzystuje sie tylko dane
historyczne i w zwigzku z tym nie ma Zadnej gwarancji, Ze parametry modeli beda
stabilne w czasie i okaza sie adekwatne w przyszloéci. Parametry modeli sa tez bar-

dzo wrazliwe na wybér okresdw, z ktérych pochodza dane. Czesto dla danych po-

chodzacych z réznych, nawet niewiele przesunietych w czasie okreséw otrzymy-
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wano kraricowo rézne sktady portfeli. Wszystko to sprawito, ze zaczeto poszukiwaé
innych, mniej ztozonych modeli. Nalezy do nich miedzy innymi model jednowskaz-
nikowy, ktérego tworca jest William Sharpe. ,Model ten powstat jako uproszczenie
teorii modeli Markowitza, dzisiaj jednak jest traktowany jako punkt wyjscia do naj-
bardziej popularnego modelu rynku kapitatowego - CAPM.” [50]

84



Rozdzial 3
Modele rynkéw kapitalowych

W literaturze, np. [50], [[76], podkresla sie, Ze prace Markowitza w zakresie port-
feli inwestycyjnych byly przetomowym krokiem w dziedzinie finanséw. To wia-
$nie Markowitz jako pierwszy stwierdzit, Zze wielkoé¢ stopy zwrotu nie powinna
by¢ jedynym kryterium decyzji inwestycyjnych. Réwnie wazne jest ryzyko i decy-
zja o realizacji inwestycji powinna zaleze¢ od relacji stopy zwrotu i ryzyka. Pew-
nym uproszczeniem klasycznej teorii Markowitza jest model jednowskaZnikowy
Sharpe’a (1963). Jest to model regresji liniowej, opisujacy zmienno$¢ stép zwrotu
akgji przy pomocy zmiennoéci jednego wskaznika opisujacego zachowania rynku.
Teorie Markowitza i Sharpe’a stuza do wyznaczania optymalnych portfeli inwesty-
cyjnych pojedynczym inwestorom. W tym kontekscie pojawito sie pytanie, jak beda
na rynku ksztattowac sie stopy zwrotu instrumentéw finansowych w wyniku ich
dzialani. W odpowiedzi na to pytanie powstal model réwnowagi aktywow kapita-
towych CAPM (Sharpe (1964), Lintner (1965), Mossin (1966)). Opisuje on zwigzek
miedzy systematycznym ryzykiem inwestycyjnym a oczekiwanym zwrotem. Opiera
sie on na relacji miedzy wspdtczynnikiem beta aktywoéw, stopa wolna od ryzyka
i premia za ryzyko. Liczne proby weryfikacji modeli jednoczynnikowych pokazaty,

ze w wielu przypadkach jeden czynnik nie wystarczal do wyjasnienia zmiennosci
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stép zwrotu. Dalo to poczatek modelom wielowskaZznikowym, ktérym jest, miedzy
innymi, model arbitrazu cenowego APT (Ross (1976)), w ktérym stopy zwrotu ak-
¢ji zaleza od kilku czynnikéw ryzyka. Model ten uwzglednia fakt, ze akcje moga
w rézny sposob reagowac na rézne czynniki ekonomiczne, a zatem wplyw kazdego
z nich musi by¢ rozpatrywany osobno. Na CAPM i teorii portfelowej Markowitza ba-
zuje model Blacka-Littermana opracowany pod koniec dwudziestego wieku przez
Fischera Blacka i Roberta Littermana we wspoétpracy z firma inwestycyjna Goldman
Sachs. Model ten rozszerza model Markowitza uwzgledniajac poglady inwestoréw,
ktérzy chca wykorzysta¢ swoja wiedze na temat rynkéw finansowych i biezacych
trendéw w gospodarce do konstrukgji swoich portfeli.

Kazdy z wymienionych modeli w pewnym stopniu opiera sie na teorii port-
felowej. Ukazuja one, w jaki sposéb nastepowat rozwdj idei Markowitza i to bylo

gtéwnym powodem ich wyboru do tej ksiazki.

3.1 Model jednowskaznikowy Sharpe’a

W modelu jednowskaznikowym Sharpe’a zaklada sie, ze wszyscy inwestorzy maja
takie same oczekiwania co do stopy zwrotu i ryzykal oraz jednakowy horyzont in-
westycji. Podstawowym zalozeniem w tym modelu jest to, ze ksztattowanie sie stop
zwrotu z inwestycji w akcje zalezy od pewnego czynnika (nazywanego wskaznikiem
rynku) charakteryzujacego rynek akgji. Czynnikiem tym jest stopa zwrotu portfela
rynkowego, czesto utozsamiana ze stopa zwrotu indeksu gieldowego.

Posta¢ modelu jest nastepujaca:
R=a+ 5 Ry +e¢, (3.1)

gdzie:

R - zmienna losowa reprezentujaca zmienno$¢ stopy zwrotu z inwestycji w akcje,

! Inaczej méwiac, wszyscy inwestorzy, dokonujac oszacowan stop zwrotu, wariangji i kowariancji,

otrzymuja takie same wyniki.
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Rjs - zmienna losowa reprezentujaca zmiennoé¢ stopy zwrotu wskaznika rynku,
«, B - wspbtczynniki réwnania,

¢ - sktadnik losowy.

Réwnanie (B.1) moze by¢ wyznaczone dla akgji pojedynczej spétki lub dla portfela
akgji. Jest ono nazywane linig charakterystyczna papieru warto$ciowego (ang.
characteristic line). Zmienna losowa ¢ reprezentuje wplyw na stope zwrotu akgji
wszystkich czynnikéw niezwigzanych ze wskaznikiem rynku. Zaklada sie, Ze € ma
wartoé¢ oczekiwana réwna zero i stata wariancje o2 oraz cov(Ryz, ) = 0 (kowa-
riangja skladnika losowego i wskaZnika rynku jest zerowa). Z powyzszych zalozers

wynika, ze wartoé¢ oczekiwana stopy zwrotu R jest rGwna

E(R) = E(a+p-Ry+e)=E(a)+E(BRy)+ E(e) =

= a+3-E(Ruy). G2)
Wariangja stopy zwrotu o2 R) jest rowna
o*(R) = %o} + 0%, (3-3)
bo
*(R) = E((R-E(R)’) =
= E((a+B-Ru+e—(a+p-ER M)))2> =
= E((8-Ra+e— 8 E(Ra))?) =
= B((8(Ru — E(Ru)) +2)°) =
— B2E(Ry — E(Rm))* + 28E ((Rur — E(Ry))e) + Ee? =
= B?E(Ry — E(Ru))* +
+ 2BE(Ry — E(Ry)(e = 0)) + E(e — 0)* =
= B°E(Rm — E(Rm))*+
+ 2BE(Rym — E(Rm)(e — E(€)) + E(e — E(e))? =
= 203, +2Bcov(R,€) + 02 = %03, + o2,



gdzie 0%/[ jest wariancja stopy zwrotu wskaznika rynku.

Réwnanie (B.2) jest funkcja liniowa ze wspdtczynnikami «v i 3. W teorii finan-
sow kluczowa role odgrywa wspdtczynnik kierunkowy tej funkcji, zwany po prostu
wspolczynnikiem beta akgji (lub portfela). Z wlasnosci funkgji liniowej wiadomo,
ze jej wspolczynnik kierunkowy informuje, o ile jednostek zmieni sie warto$¢ funk-
¢ji, gdy warto§¢ argumentu zmieni sie o jednostke. Stad wspdtczynnik beta akgji
wskazuje, o ile jednostek zmieni sie w przyblizeniu stopa zwrotu akgji, gdy stopa
zwrotu wskaznika rynku zmieni sie o jednostke. Omoéwmy kilka szczeg6lnych przy-

padkéw wartosci wspdlczynnika beta [50].

1. B > 1 oznacza, ze stopa zwrotu akgji ro$nie (maleje) szybciej niz roénie (ma-
leje) stopa zwrotu wskaznika rynku. Taka akcja nazywana jest agresywna.

2. 8 = 1 oznacza, ze stopa zwrotu akgji roénie (maleje) o tyle samo jednostek
co stopa zwrotu wskaznika rynku.

3. 0 < 8 < 1 oznacza, ze stopa zwrotu akgji roénie (maleje) wolniej niz ro-
$nie (maleje) stopa zwrotu wskaznika rynku. Taka akcja nazywana jest de-
fensywna.

4. B = 0 oznacza, ze stopa zwrotu akcji nie zmienia sie, gdy zmienia sie stopa
zwrotu wskaznika rynku. Taka sytuacja jest charakterystyczna m.in. dla wa-
loréw wolnych od ryzyka.

5. —1 < B < 0 oznacza, Ze stopa zwrotu akgji roénie (maleje) wolniej niz
maleje (ro$nie) stopa zwrotu wskaznika rynku.

6. 8 < —1 oznacza, Ze stopa zwrotu akgji roénie (maleje) szybciej niz maleje

(roénie) stopa zwrotu wskaznika rynku.

Ujemna warto$¢ wspdlczynnika beta oznacza, Ze stopa zwrotu danej akgji lub port-
fela reaguje odwrotnie na zmiany rynkowe niz przecietna akcja na rynku. Jak za-
uwazono w [50]: ,W praktyce spotyka sie stosunkowo niewiele akcji o ujemnych

wartosciach wspotczynnika beta”.
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Gdy nie sa znane rozktady stop zwrotu, to wspétczynniki «v i 5 szacuje sie
na podstawie historycznych stép zwrotu, wykorzystujac, np. klasyczna metode naj-
mniejszych kwadratéw. Wtedy estymator wspdtczynnika beta ma posta¢ [85], [06],
[126]

>t (rarg —Targ) (1 — 75)  cov(Rag, R)

Sy (rag — T g)? ot

B= , (3.4)
gdzie:

B - estymator wspdlczynnika beta,

r; — historyczne wartoSci stop zwrotu akcji,

7,5 — historyczne wartoéci stop zwrotu wskaznika rynku,

T — warto$¢ przecietna historycznych stop zwrotu akgji,

Tn,; — warto$¢ przecigtna historycznych stop zwrotu wskaznika rynku,

cov(R s, R) - kowariangja stop zwrotu wskaznika rynku i akcji,

oy - odchylenie standardowe stopy zwrotu wskaznika rynku.

Estymator parametru o wyraza sie wtedy wzorem

d:fj—ﬁ~fM’j.

Standardowe bledy szacunku parametréw modelu okreslaja wzory:

S(a) = 5 ,
Vs (rarg = 7any)”
S(8) = 8. 21 iy

_ 29
ny iy (P —Tag)

gdzie S, jest ocena odchylenia standardowego sktadnika losowego e zgodnie ze
wzorem

no 2
24j=1

S =
N n—2

9
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gdzie
€j ="Tj— (@ + B"”M,j> .

Przy zalozeniach poczynionych dla modelu (B.1), na podstawie twierdzenia Gaussa
-Markowa [41] wiadomo, Ze estymatory & i B maja najmniejsza wariancje sposrod
wszystkich liniowych i nieobciazonych estymatoré6w parametréw i (.

Do oceny dopasowania modelu do danych empirycznych mozna postuzyc¢ sie
wspotczynnikiem zbiezno$ci, ktéry wyraza sie wzorem

o2 = 21 S = o? '

E?:l (rj —75) o*(R)

Wartoé¢ wspotezynnika zbieznosci jest z przedziatu [0,1]. Informuje ona, jaka cze$¢

catkowitej zmienno$ci zmiennej R nie jest wyjasniana przez model. Im warto$¢ ta
jest blizsza zeru, tym model jest lepiej dopasowany do danych empirycznych. War-
toé¢ 1 — ©? nazywana jest wspotczynnikiem determinagji i jest oznaczana R2.

Dla portfela akcji wspoétczynnik beta wyznacza sie ze wzoru

By = wif,
i=1

gdzie:

Bp — wspotczynnik beta portfela,

w; - udziat akgji i-tej spotki w portfelu,
B - wspotczynnik beta akgji i-tej spotki,
n - liczba spétek w portfelu.

Jak napisano w [94]]: ,Zwykle przy estymacji wspotczynnikéw beta wybiera
sie tygodniowe lub miesieczne podokresy historyczne dla piecioletniego okresu hi-
storycznego. Zauwazmy, ze przy tym podejéciu przyktadamy jednakowa wage do
wszystkich podokreséw historycznych. Jezeli jednak chcieliby$my wieksza wage przy-
ktada¢ do podokreséw historycznych mniej odleglych w czasie, to mozemy zastoso-
wad estymator historycznego wspétczynnika beta uzyskany za pomoca tzw. wygla-

dzania wykladniczego”. Wyglada ono nastepujaco. Niech ¢ € (0,1) bedzie ustalone.
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Rozwazmy okres T i niech ¢t = 0,1,2, ... 7T beda podokresami tego okresu. Zdefi-
niujmy wagi jako

5Tft
TT LT L s+ 1

Ut
Wtedy wspolczynnik beta portfela jest definiowany jako

_ Z?:o ut (re — fp) (resr — far)

St (e — fur)?

Bp )
gdzie:
74 — stopa zwrotu portfela z okresu ¢,
r¢ M — Sstopa zwrotu wskaznika rynku z okresu ¢,
T
fp = Zt:() T,

T
I =D o were M-

Powrd¢émy jeszcze do wzoru (B.3). Wynika z niego, ze catkowite ryzyko ak-
¢ji lub portfela jest suma dwoch sktadnikéw. Pierwszy sktadnik ( 520%/[) nazy-
wany jest ryzykiem systematycznym lub ryzykiem rynkowym. Zalezy on od ryzyka
wskaznika rynku oraz od wspotczynnika beta, ktory odzwierciedla powiazanie stopy
zwrotu akgji (portfela) ze stopa zwrotu wskaznika rynku. Drugi sktadnik (02), be-
dacy wariancja skltadnika losowego, nazywany jest ryzykiem specyficznym lub nie-
systematycznym.

Jak wiadomo z wcze$niejszych rozwazan, dywersyfikacja portfela moze pro-
wadzi¢ do znacznej redukgji jego ryzyka, jednak ryzyko to nie moze by¢ w catosci
wyeliminowane. Umiejetna dywersyfikacja portfela prowadzi do wyeliminowania
lub znacznego ograniczenia ryzyka specyficznego, dlatego nazywa sie ono takze ry-
zykiem dywersyfikowalnym. Dywersyfikacja portfela nie doprowadzi do wyelimi-
nowania ryzyka systematycznego, ktore z tego powodu nazywane jest tez ryzykiem

niedywersyfikowalnym.
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Wzor (B.3) mozemy zapisac jako

Fos 4 o _ge
o*(R) a*(R)

Wsp6lczynnik determinacji wskazuje jaki jest udziat ryzyka rynkowego w catkowi-
tym ryzyku portfela. Pozadane jest, aby udziat ten byt jak najwiekszy, przez co R?
moze by¢ traktowany jako stopient dywersyfikacji portfela [129].

W literaturze finanséw zwraca sie uwage na wiele aspektéw zwiazanych
z wyznaczaniem warto$ci wspolczynnika beta [26], [B4]1, [55], [79], [84], [117],
[145], [146], [131]. Podkreéla sie, ze, szacujac ten wspolczynnik nie wykorzystuje
sie nowych informagji, ktére ptyna z rynku, ale bierze pod uwage tylko dane histo-
ryczne, po czym zaklada sie, Ze stopy zwrotu beda bardzo podobnie zachowywaé
sie w przyszloéci, czyli, Zze wspétczynnik bedzie stabilny, co nie musi by¢ prawda.
Wazna sprawa jest wybor indeksu gietdowego dla wybranych do analizy spétek,
gdyz w praktyce nie ma indeks6w zblizonych do portfela rynkowego. Kazdy indeks
uwzglednia tylko pewien podzbiér papieréw wartosciowych. Prowadzone byly ba-
dania, ktére miaty da¢ odpowiedZ na pytanie, czy wspotczynnik beta powinien by¢
rozwazany w kontekécie wyrdzniania rynkéw byka i niedzwiedzia czy tez rynkéw
wschodzacych i rozwinietych. Na oszacowanie beta duzy wplyw ma wybor interwa-
6w, dla jakich maja by¢ wyznaczane stopy zwrotu. Teoria nie okreSla, czy zwroty
powinny by¢ mierzone codziennie, co tydzien, co miesiac, co kwartat czy co rok.
Zauwazono, ze przy wykorzystywaniu réznych przedzialéw czasowych do oblicza-
nia bety wystapily znaczne réznice w oszacowaniach. Wystepowanie tych réznic
w zaleznosci od przyjetego okresu notowan akgji zostato nazwane efektem inter-
watu (ang. interval effect). Niektérzy zwracaja uwage, ze wspolczynnik beta jest
przydatny przede wszystkim przy okreélaniu krétkoterminowego ryzyka. W przy-
padku inwestycji dlugoterminowych wspétczynnik beta jest mniej istotny, ponie-
waz beta danego instrumentu finansowego w dtuzszych okresach moze charaktery-

zowacd sie duza zmiennoscia z uwagi na to, ze wiele spotek dywersyfikuje swoja dzia-
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talno$¢, zwieksza swoje aktywa, zmienia strukture kapitatu itp. W zwiazku
z powyzszym powstato wiele tzw. dostosowanych (skorygowanych) wspotczynni-
koéw beta. Naleza do nich, miedzy innymi, beta odlewarowane, Blume’a i Vasicka.
Beta odlewarowana zaproponowana przez Damodarana [134]] ma za zada-
nie uwzglednienie zmian kursu gietdowego spdtki wynikajacych ze zmian struktury
jej kapitatu, przede wszystkim poprzez zaciagniecie zobowigzan finansowych. Po-
przez zaciagniecie takich zobowiazan zwieksza sie ryzyko posiadania jej akcji spo-
wodowane tzw. dzwignia finansowa. Odlewarowany wspotczynnik beta jest mno-
zony przez stosunek zobowiazan do kapitatu wlasnego przy uwzglednieniu efektu

tarczy podatkowej. Jego definicja jest nastepujaca:

g

50:1+(1—T)§

gdzie:

5 - beta zwykla (lewarowana), nazywana tez beta surowa,
B, - beta odlewarowana,

D - taczne zobowiazania finansowe spétki (diug),

K - kapitat wiasny,

T - realna stopa podatku dochodowego ptaconego przez spotke.

Przyklad 3.1. Przyklad pochodzi z ogoélnodostepnego fragmentu raportu
7 2019 . [144]. Oszacowane dla kazdej sp6tki wskazniki zostaly poddane agregacji
w odpowiednich grupach branzowych. Jako portfel rynkowy przyjeto notowania
indeksu W IG. Oszacowanie obejmuje stope zwrotu na koniec kazdego miesiaca
w okresie ostatnich 5 lat, chyba Ze okres notowar spéiki jest krétszy. Z analizy wy-
kluczono obserwacje nietypowe, skrajnie odbiegajace od przecietnych. Oszacowany
w ten sposdb wskaznik beta surowy (3) odlewarowano przy pomocy $redniego,
5-letniego (lub kroétszego, w zaleznosci od okresu notowan) wskaznika struktury

kapitatu (D / K), liczonego jako relacja zadtuzenia odsetkowego (D) i kapitalizacji
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rynkowej (K), z uwzglednieniem nominalnej 19% stopy podatkowej (17). Wspo6t-
czynniki beta spotek notowanych na GPW w Warszawie z sektora ,wyposazenie

domu” przedstawiono w tabeli ponizej.

Spotka B Bo
beta surowa | beta odlewarowana

AMICA 0,766 0,644
DECORA 0,895 0,718

FORTE 1,212 0,83

FERRO 1,023 0,816

LENA 0,629 0,622
LENTEX 0,402 0,335
MAXCOM 1,423 1,269

Skorygowany wspoétczynnik beta Blume’a zostal zaproponowany przez
profesora uniwersytetu w Pensylwanii Marshalla Blume’a w 1975 roku w artykule
pt. ,Betas and Their Regression Tendencies” [18]. Wedlug Blume’a istnieje tenden-
cja do dazenia wspétczynnika beta w czasie do $redniej wartosci tego wspotczyn-
nika z wczeéniejszych okreséw i warto$¢ ta z czasem dazy do jednoéci. Obserwa-
cje Blume’a wydaja sie uzasadnione, gdyz w wielu przypadkach firmy maja ten-
dengcje do coraz wiekszej dywersyfikacji swojej dziatalnoéci i zwiekszania liczby ak-
tywdéw. Powoduje to, Ze z biegiem czasu wartosci ich wspolczynnikéw beta maja
coraz mniejsze wahania i daza do $éredniej wartoéci [132]. Sposéb wyznaczania
wspolczynnika beta Blume’a jest nastepujacy. Dla rozwazanej akcji nalezy wyzna-
czy¢ wspolczynniki 31 ; (np. tygodniowe) w ustalonym okresie przesztym (zaleca
si¢ kilkuletni). Dla kolejnego przeszlego okresu, dla tej samej akcji wyznacza si¢
wspdtczynniki 3 ; (takze tygodniowe) i tworzy si¢ réwnanie regresji liniowej po-
staci

B2 = +7pB1 +e¢.
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Po wyestymowaniu parametrdw otrzymuje sie

B2 = 40 + Y101, (35)

gdzie 4g, 1 sa estymatorami parametréw, odpowiednio g, y1 . Na podstawie wzoru
(B.9) wylicza sie Bg dla biezacego okresu. Prognoza wspoétczynnika 3 rozwazanej
akgji na nadchodzacy okres ma wtedy postad

B =40 +A1p2.

Oldrich Vasicek [122] zaproponowat, aby do skorygowanej wartoéci wspo6t-
czynnika beta wykorzysta¢ warto$¢ Srednia tego wspotczynnika wyliczona dla prze-
szlych okreséw ijego estymator otrzymany na podstawie regresji liniowej dla tychze
okresow. Wtedy skorygowane beta Vasicka bedzie $érednig wazona tych dwoch
warto$ci z wagami wyrazonymi przy pomocy wariancji $redniej i wariangji esty-

matora. Mozna to zapisa¢ jako

2 o2
B1 2 5

62: D) 2 B+ 2 ﬁlv
05+051 5——4—

gdzie:

B2 - skorygowane beta Vasicka,

B - wartoé¢ érednia wspolczynnika beta,
(1 - estymator beta,

0’% - wariangcja Sredniej,

O'%l - wariangcja estymatora.

Wiecej o beta Vasicka mozna przeczytaé¢ w [25], [38], [36], [122], [125].

3.2 Model wyceny aktywéw kapitalowych i jego modyfi-

kacje

Model wyceny aktywow kapitatowych CAPM (ang. capital asset pricing model)

zostal opracowany niezaleznie przez Williama Sharpe’a, Johna Lintnera, Jacka Trey-
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nora i Jana Mossina [81], [93], [109], [143] w oparciu o wcze$niejsze prace Mar-
kowitza dotyczace dywersyfikacji portfeli [87], [88]. Zatozenia modelu CAPM (po-
réwnaj np. [509], [80], [143]) sa nastepujace:

1. Inwestorzy dokonuja wyboru pomiedzy poszczeg6lnymi portfelami na pod-
stawie ich oczekiwanej stopy zwrotu i wariangji.

2. Inwestorzy niechetnie podejmuja ryzyko i maksymalizuja uzyteczno$¢ ma-
jatku, podejmujac decyzje dotyczace tego samego okresu, i ich oczekiwania
w stosunku do rozkladu stép zwrotu z poszczegblnych papieréw wartoscio-
wych sa takie same.

3. Istnieje stopa wolna od ryzyka, przy ktérej mozna udziela¢ i zaciaga¢ pozyczki
w nieograniczonych kwotach.

4. Wszystkie informacje sa bezptatne i natychmiast dostepne dla wszystkich in-
westorow.

5. Pojedynczy inwestorzy nie moga wplywac na ceny akgji.

6. Pomijane s3a koszty transakcji i podatki.

7. Wszystkie aktywa sa doskonale podzielne i moga by¢ bez przeszkdd kupo-

wane i sprzedawane na rynku.

Zal6zmy, ze zbudowano portfel sktadajacy sie z pewnego portfela, (oznaczmy
go A) i portfela rynkowego (oznaczmy go M). Niech 7, bedzie oczekiwana stopa
zwrotu tak zbudowanego portfela i w niech bedzie udziatem portfela A. Wtedy

rp=w-r+ (1 —w)ry, (3-6)

gdzie:
r — oczekiwana stopa zwrotu portfela A,
r3s — oczekiwana stopa zwrotu portfela rynkowego.

Odchylenie standardowe tak zbudowanego portfela jest rowne

oy = \/w202 + (1 —w)202, + 2w(1 — w)cov(A, M), (3.7)
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gdzie:
o? - wariangja stopy zwrotu portfela A,
012\4 - wariangcja stopy zwrotu portfela rynkowego,
cov(A, M) - kowariangja stop zwrotu portfela A i portfela rynkowego M.
Ponizsze obliczenia (poréwnaj [50], [8d]) doprowadza do réwnania linii rynku pa-
pieré6w wartoéciowych. Réwnanie to bedzie zaleznoécia oczekiwanej stopy zwrotu
portfela od wspdtczynnika (5 tego portfela.

Rozwazmy funkgje r;, (0p(w)). Z twierdzenia o pochodnej funkcji ztozonej

mamy

Orp (op(w)) _ Orp (o) ) dop(w)

ow oy ow

lub, uzywajac skréconego zapisu,

orp
Op _ Ju
do 9op °
p ow
Ze wzoru (B.6) mamy
or
P
=r—rm.
ow

Na podstawie wzoru (B.7) otrzymujemy

Jdoy 2wo? — 2(1 —w)od, + (2 — 4w)cov(A, M)
Ow 2\/w2a2 + (1 — w)202, + 2w(1 — w)cov(A, M)

 wo? — (L —w)oy; + (1 — 2w)cov(A, M)
\/w202 + (1 — w)203, + 2w(1 — w)cov(A, M)

Racjonalnie postepujacy inwestor (dazacy do minimalizacji ryzyka przy zadanej ocze-

kiwanej stopie zwrotu) bedzie wybierat tylko te portfele, ktére leza na linii CML

(patrz wzér p-33). Wspotczynnik kierunkowy linii CML jest réwny “2—L Do li-

oM

nii CML nalezy tez portfel rynkowy, dla ktérego w = 0. Uwzgledniajac te fakty,
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otrzymujemy z jednej strony

Orp

87“p: v _ T TM (r—rm)om
oy % —012\/1+C0‘;(A»M) cov(A, M) — a2,
oM
a z drugiej strony
an . v — ’r’f
oo, oM
, .. C _ cov(A,M) .
Po przyréwnaniu i uwzglednieniu, ze § = =5, otrzymujemy
M
r=(rm—rf)B+r1) (3.8)

Wzor B.§ jest rownaniem prostej, ktéra nazywa sie linia rynku papier6w warto-
$ciowych (ang. security market line, SML). Wzor ten okre$la zaleznoé¢ stopy zwrotu
portfela od wspdlczynnika beta tego portfela, czyli tylko od ryzyka systematycznego.

»Rownanie SML jest rOwnaniem rynku w stanie rownowagi - tak ksztattuje
sie rynek, gdy inwestorzy kieruja sie zasadami teorii portfela. Jest to jednocze$nie
réwnanie wyceny, tzn. w warunkach réwnowagi stopa zwrotu akgji (lub portfela)
powinna wynosi¢ wiaénie tyle, ile wynika z tego rownania.” [5d] Rysunek B.1 przed-
stawia linie SML. Punkt F' odpowiada instrumentowi wolnemu od ryzyka, punkt
M reprezentuje portfel rynkowy. Zamieszczono takze portfele A, B, C, B’, C’
(poréwnaj [50]). Kazdy z tych portfeli charakteryzuje sie stopa zwrotu, ktérej moze
oczekiwad inwestor, inwestujac w ten portfel. Oczekiwana stopa zwrotu portfela B
jest inna niz ta, ktéra wynika z réwnania SML, tzn. inna niz ta, ktéra w warun-
kach réwnowagi osiaga sie z portfela o takim samym wspoétczynniku beta. Podob-
nie dzieje sie z portfelem C'. Portfele lezace powyzej SML, tak jak B, sa portfelami
niedowartos$ciowanymi. Ich oczekiwane stopy zwrotu sa wieksze niz stopa zwrotu,
jaka zyskuje sie z portfela o takim samym wspétczynniku beta w warunkach réw-
nowagi. Portfel B jest atrakcyjny dla inwestordw, wiec beda starali sie go kupié.
Bedzie to powodowato wzrost popytu na ten portfel, a wiec i wzrost jego ceny, co

doprowadzi do spadku warto$ci oczekiwanej stopy zwrotu. Taka sytuacja bedzie
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miata miejsce do momentu, az portfel B osiagnie pozycje B’ na linii SML. Portfele
lezace ponizej SML, tak jak C|, sa portfelami przewarto$ciowanymi. Ich oczeki-
wane stopy zwrotu sg mniejsze niz stopa zwrotu, jaka zyskuje sie z portfela o takim
samym wsp6tczynniku beta w warunkach réwnowagi. Portfel C' nie jest atrakcyjny
dla inwestoréw, wiec beda starali sie go sprzedaé. Bedzie to powodowalo wzrost
podazy na ten portfel, a wiec i spadek jego ceny, co doprowadzi do wzrostu warto-
§ci oczekiwanej stopy zwrotu. Taka sytuacja bedzie miata miejsce do momentu, az
portfel C' osiagnie pozycje C’ na linii SML.

Portfel A, ktéry znajduje sie na linii SML jest portfelem dobrze wycenionym.
Oznacza to, ze jego oczekiwana stopa zwrotu jest rowna stopie zwrotu wynikajacej

z SML.

Rysunek 3.1: Linia SML
Zrédlo: [5d]

Podstawa modelu CAPM sa dwie zaleznoéci:

« linia rynku kapitalowego CML (patrz wzor (p.33)),
« linia rynku papieréw warto$ciowych SML (patrz wzor (B.5)).
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CML jest réwnaniem zaleznoéci dochodu od ryzyka catkowitego mierzonego odchy-
leniem standardowym zachodzacym dla portfeli efektywnych. SML jest réwnaniem
zalezno$ci dochodu od ryzyka systematycznego mierzonego wspdtczynnikiem beta

zachodzacym dla portfeli dobrze wycenionych [5d]. llustruje to rysunek B.3.

Y r

E(r)

E(r)

E(ry)

rF

o(r) 1 B

Rysunek 3.2: Linia SML oraz CML
Zrédio: [5d]

Rozwazmy réznice pomiedzy oczekiwana stopa zwrotu portfela a stopa zwrotu
wynikajaca z modelu CAPM, ktéra nazywana jest wspotczynnikiem alfa i ma
postac

a=r—[(ra—rs)B+ry].
Jezeli portfel jest dobrze wyceniony, to réznica ta jest réwna zero, jezeli portfel jest
niedowarto$ciowany, to r6znica ta jest wieksza od zera, a jezeli portfel jest przewar-

to$ciowany, to réznica jest ujemna.

Przyklad 3.2. Zal6zmy, ze stopa wolna od ryzyka wynosi 7y = 0,05. Oczekiwana
stopa zwrotu portfela rynkowego wynosirys = 0,13 z odchyleniem standardowym
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oy = 0,04. Dla tych danych otrzymujemy, ze réwnanie CML (patrz wzor p.33) ma
posta¢

r = 0,05 + 20.

Zatézmy, ze inwestor posiada portfel, ktérego oczekiwana stopa zwrotu wynosi
rp = 0,14 z odchyleniem standardowym o, = 0,03. Ponadto wspotczynnik ko-
relacji stopy zwrotu tego portfela ze stopa zwrotu portfela rynkowego jest réwny

p = 0,7. Wstawiajac do réwnania CML (k.33) warto$¢ o, otrzymujemy
r=0,05+2-0,03=0,11.

Oznacza to, ze rozwazany portfel nie jest efektywny.
Aby stwierdzié, czy portfel ten jest dobrze wyceniony, najpierw obliczmy

warto$¢ wspotczynnika beta tego portfela (patrz wzor (8.4):

po,  0,07-0,03
=P -2 2" _ (525
B oM 0,04 ’

Dane warto$ci wstawiamy do réwnania SML (B.8):
r=(rm—rf)B+rs=(0,13-0,05) 0,525+ 0,05 = 0,092.

Poniewaz oczekiwana stopa zwrotu portfela jest wieksza niz ta wyznaczona z SML,

jest on portfelem niedowarto$ciowanym.

Przedstawiona powyzej analiza prowadzi do wniosku, Ze wszyscy inwesto-
rzy beda dazy¢ do posiadania portfeli sktadajacych sie z tych samych aktywéw,
a mianowicie z portfela rynkowego. Gdyby tak byto w rzeczywistosci, to rynek by
nie istnial, gdyz inwestorzy nie mieliby potrzeby handlowac ze soba. Jak zauwazono
w [45]: ,W praktyce r6zni inwestorzy maja rézne poglady na atrakcyjnos¢ akgji
oraz innych ryzykownych instrumentéw inwestycyjnych. Wtasnie dlatego handluja

ze soba i to wlaénie w drodze tych transakgji ksztattuja sie ceny rynkowe.”
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U podstaw tego, Ze analizy doprowadzity do wnioskéw niepokrywajacych sie
z rzeczywisto$cia leza zalozenia poczynione na poczatku tego podrozdziatu, przede

wszystkim: [45]

1. Zalozono, ze inwestorzy dokonuja wyboru portfeli wylacznie na podstawie
ich oczekiwanej stopy zwrotu i wariancji, a wiec koncentruja sie tylko na
drugich momentach centralnych rozktadéw stép zwrotu. Tymczasem roz-
kiady charakteryzuja sie takze pewna kurtoza i skoénoscia. To wiasnie one
sprawiaja, Ze rozklady maja czesto ,grube ogony” oraz, Ze bardziej prawdo-
podobne sa wysokie zwroty, a mniej prawdopodobne te niskie lub odwrot-
nie. Wiekszo§¢ inwestoréw obawia sie wystgpienia duzych strat, wiec beda
wymagacd wiekszej oczekiwanej stopy zwrotu w przypadku wystapienia lep-
tokurtozy lub prawostronnej asymetrii rozktadu st6p zwrotu.

2. Zalozono, ze horyzont inwestycji dla wszystkich jest taki sam, co nie jest
prawda. Inne preferencje co do wyboru aktywéw finansowych moga miec
inwestorzy dlugookresowi, a inne ci, ktérzy inwestuja na bardzo krétki czas.

3. Zalozono, Ze wszyscy uczestnicy rynku moga nieograniczenie pozyczaé i udzie-
la¢ pozyczek przy tej samej stopie procentowej. Tymczasem czesto w tych
przypadkach wystepuja réznice, np. miedzy duzymi instytucjami finanso-
wymi a inwestorami indywidualnymi.

4. Nie jest takze prawda, ze wszystkie informacje o rynku sa bezptatne i natych-
miast dostepne dla wszystkich.

5. Zalozono, Ze pojedynczy inwestorzy nie moga wpltywaé na ceny akgji. Tym-
czasem, gdyby kto$ chciat jednorazowo zby¢ kilkadziesiat tysiecy akgji jakiej$
spoiki, na pewno wplynetoby to na jej cene.

6. W analizie pomija sie koszty transakgji i podatki. Tymczasem nie wszyscy
uczestnicy rynku podlegaja takim samym stawkom podatkowym i takim sa-
mym regulacjom prawnym. W praktyce, konsekwencje podatkowe sa waz-

nym czynnikiem przy podejmowaniu decyzji inwestycyjnych.
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7. Aktywa nie sa doskonale podzielne i nie jest tak, ze moga by¢ bez przeszkdod
kupowane i sprzedawane na rynku. Inwestorzy moga nie mie¢ mozliwosci
zakupu portfela o optymalnych dla nich udziatach, np. z powodu ograniczo-

nej w danym momencie liczby akgcji w ofercie sprzedazy.

Przedstawiony powyzej model doczekat sie wielu modyfikacji, np. zero-beta CAPM
czy international CAPM, z tego powodu czesto nazywany jest on klasycznym CAPM.

Model zero-beta CAPM

Jednym z zatozen klasycznego modelu CAPM (poréwnaj [9], [501, [8d]) jest to, Ze
istnieje stopa wolna od ryzyka, dla ktérej wspdtczynnik beta jest réwny zero i przy
ktérej mozna udzielad i zaciagaé pozyczki w nieograniczonych kwotach. W praktyce
taka sytuacja nie jest mozliwa. Fisher Black [g],[80] zaproponowat nieco odmienna
posta¢ modelu CAPM, ktoéry uwzglednia zatozenie, Ze na rynku nie istnieje stopa
wolna od ryzyka, ale istnieje portfel, ktérego wspotczynnik beta jest rowny zero.

Posta¢ modelu zero-beta CAPM jest nastepujaca:
r=(ry—2)B+ 2z,

gdzie:

r — oczekiwana stopa zwrotu portfela,

r)r — oczekiwana stopa zwrotu portfela rynkowego,

z - oczekiwana stopa zwrotu portfela, ktérego wspétczynnik beta jest rowny zero.
Oczywiste jest, ze stopa zwrotu portfela rynkowego i stopa zwrotu portfela ze wspét-
czynnikiem beta réwnym zero nie sa skorelowane. ,W praktyce zazwyczaj oczeki-
wana stopa zwrotu portfela akcji o wspoétczynniku beta réwnym zero jest wyzsza
niz stopa wolna od ryzyka. Dlatego tez linia SML wyznaczona w tym modelu ma
wyzszy wyraz wolny i nizszy wspétczynnik kierunkowy (mniejsze nachylenie) niz

klasyczna linia CAPM.” [50]
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Model ICAPM

Model ICAPM (ang. international CAPM) dodatkowo uwzglednia ryzyko kurséw wa-
lut w przypadku, gdy dywersyfikacja portfela polega na zakupie i sprzedazy akty-
wow w réznych walutach. W ICAPM portfelem rynkowym jest portfel globalny. In-
westorzy, oprocz wynagrodzenia za zmiane warto$ci pieniadza w czasie oraz premii
za podjecie decyzji o podejmowaniu ryzyka rynkowego, sa réwniez nagradzani za
podjecie inwestycji w innej walucie i tym samym narazenie sie na ryzyko wynikajace
z wahan kurséw walut.

Model ICAPM w postaci ogblnej mozna przedstawi¢ nastepujaco [59], [52],
[113], [Bal: .

r=1¢+ Puw (Tw = Tfw) +ZB¢'RPI',
i=1

gdzie:
r - oczekiwana stopa zwrotu akgji lub portfela,
r ¢ - stopa wolna od ryzyka na rynku kraju inwestora,
Bw - wspblczynnik beta odnoszacy sie do ryzyka zwigzanego z globalnym portfe-
lem rynkowym,
7w — oczekiwana stopa zwrotu globalnego portfela rynkowego,
T4 — Stopa wolna od ryzyka dla rynku globalnego,
Bi — wspotczynnik wrazliwoéci stopy zwrotu aktywdéw na zmiany kursu i-tej wa-
luty,
R P; - premia za ryzyko kursowe i-tej waluty.
W literaturze (np. [6], [20d], [Bd], [33]) mozna spotkaé rézne rozwiniecia tego
modelu uwzgledniajace, np. r6zne sposoby pomiaru wrazliwo$ci stopy zwrotu na
zmiany kursowe, zmienno$¢ w czasie wspolczynnikéw beta czy tez rézne sposoby

segmentacji rynku globalnego, np. na rynki rozwiniete i rynki wschodzace.
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Model GCAPM

Model GCAPM (ang. global CAPM) to termin zwykle uzywany do okreélenia uprosz-
czonej formy ICAPM bez wyraznego czynnika ryzyka walutowego. GCAPM ma taka
sama strukture jak tradycyjny CAPM, ale indeks rynku lokalnego zastapiony jest
indeksem rynku globalnego. Posta¢ tego modelu jest nastepujaca [29], [30]:

riq —1f=Bia(ra —ryf), (3.9

gdzie:

;¢ - oczekiwana stopa zwrotu i-tego waloru (akgji, portfela),

¢ — stopa zwrotu pozbawiona ryzyka dla rynku w walucie ktorego nastepuje wy-
cena,

Bi,c - wspotczynnik beta i-tego waloru wzgledem indeksu rynku globalnego,

rg - oczekiwana stopa zwrotu z portfela (indeksu) globalnego.

W literaturze finansowej (np. [2g]) spotyka sie okreSlenie, ze w réwnaniu (B.d)
wszystkie stopy zwrotu sa niezabezpieczone. Oznacza to, przyktadowo, ze jesli wy-
bierze sie dolar amerykanski jako walute wyceny, to zwrot w dolarach amerykan-
skich dla akgji niewycenianych w dolarze amerykariskim obejmuje zaréwno zwrot
aktywu w jego walucie lokalnej, jak i zmiane wartosci tej waluty wzgledem dolara

amerykanskiego.

3.3 Model APT

Autorem modelu APT (ang. arbitrage pricing theory) jest Stephen Ross [105]. Za-
tozeniem tego modelu jest tzw. prawo jednej ceny, ktére méwi, Ze na dwoch réz-
nych rynkach ten sam instrument finansowy ma taka sama cene. W przeciwnym
wypadku pojawitby sie arbitraz, czyli mozliwo$¢ uzyskania dodatkowych korzy-
Sci bez ponoszenia dodatkowych kosztéw (patrz [19], [21], [26], [B1], [501, [98D).
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Inwestorzy mogliby kupowa¢ instrument finansowy na jednym rynku po nizszej ce-
nie i natychmiast sprzedawac go na drugim rynku po cenie wyzszej. Na rynku, gdzie
cena jest nizsza nastapilby wzrost popytu, a tym samym wzrost ceny waloru. Na
rynku, gdzie cena jest wyzsza nastapitby wzrost podazy, co skutkowatoby obnizka
ceny waloru. Taka sytuacja trwataby do momentu, az nastapitoby wyréwnanie cen.
,Prawo jednej ceny mozna przedstawic tez w nieco innej wersji, mianowicie: dwa
instrumenty finansowe o takim samym ryzyku powinny przynosi¢ w efekcie taka
sama stope dochodu (zwrotu).” [50]

Kolejnym zatoZzeniem modelu APT jest to, Ze zmienno$¢ stopy zwrotu instru-

mentu finansowego, np. akcji, opisuje tzw. model wieloczynnikowy postaci
ri =+ 1Py + BaiFs + -+ BriFy + &, (3.10)

gdzie:

k - liczba czynnikéw modelu,

i — stopa zwrotu i-tej akji,

F}; - stopa zwrotu j-tego czynnika, j = 1,2. .. k,

Bji - wspolczynnik wrazliwosci stopy zwrotu i-tej akcji wzgledem stopy zwrotu
j-tego czynnika,

« - wyraz wolny réwnania,

€; — sktadnik losowy, dla ktérego zaklada sie, ze ma zerowa warto$¢ oczekiwana.
Réwnanie (B.1d) jest liniowa zaleznocia stopy zwrotu akgji od stop zwrotu pewnych
czynnik6w. Model nie okreéla, jakie to powinny by¢ czynniki, ale nalezy dobieraé
takie, aby ich zmienno$¢ miata jak najwiekszy wplyw na zmienno$¢ stopy zwrotu
akgji. Mozna to uczyni¢ stosujac jedna z wielu opisanych w literaturze (np. [96],
[112]) metod doboru zmiennych do modelu regresji liniowej z wieloma zmiennymi
objasniajacymi. Wspétczynnik wrazliwosci 3;; wskazuje, o ile w przyblizeniu zmieni
sie stopa zwrotu ¢-tej akgji, gdy stopa zwrotu j-tego czynnika zmieni sie o jednostke,

a stopy zwrotu pozostatych czynnikéw pozostana bez zmian. Zaklada sie, Ze stopy
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zwrotu czynnikéw modelu sa parami niezalezne, czyli

vl,j:1,2 ..... k COV(FlaFj):O
1#]

oraz

A i\ E(&iéj) :O,

,

iFJ

v Eles (F; — B(F}))] = 0.

i=12,..., k

Sktadnik losowy ¢; reprezentuje wplyw na stope zwrotu ¢-tej akcji czynnikéw nie-
uwzglednionych w modelu. Na podstawie wzoru (B.1d) mamy

k
E(ri)=a;+FE Z Bjikj | - (3.11)
j=1

Odejmujac stronami (8.11) od (B.1d), otrzymujemy

k
ri=E(ri)+ Y Bji (Fj — E(Fj)) + & (3.12)
j=1

Dla portfela sktadajacego sie z akcji n spétek zachodzi nastepujaca zaleznoé¢:
n
Bpj = > wiBji,
i=1

gdzie:

Bpj - wspdtczynnik wrazliwoéci stopy zwrotu portfela wzgledem j-tego czynnika,
w; — udziat akgji ¢-tej spétki w portfelu,

Bji — wspotczynnik wrazliwosci stopy zwrotu akgji i-tej spotki wzgledem j-tego

czynnika.
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Przy konstrukcji modelu APT wychodzi sie od nastepujacych zatozeri:

1. Portfel arbitrazowy nie wymaga ponoszenia zadnych naktadéw, czyli

n
Z w; = 0, (3.13)
=1

gdzie n jest liczba spétek w portfelu. W praktyce taki portfel moze by¢ utwo-
rzony przy zastosowaniu kroétkiej sprzedazy.
2. Portfel arbitrazowy nie ma ryzyka zwiazanego z dzialaniem kazdego z roz-

patrywanych czynnikéw, co mozna zapisa¢ jako
n
Y wiBii=0, j=12,... k. (3.14)
i=1

3. Portfel arbitrazowy jest ,prawie” wolny od ryzyka niesystematycznego, czyli

n
g w;g; ~ 0,
i=1

co mozna rozumie¢, ze » ;. w;e; dazy wedtug prawdopodobieristwa do
zera.

Na podstawie (B.12) stopa zwrotu portfela arbitrazowego dana jest wzorem
Ty = D WiTi = D Wi {E(W) + 3250 By (Fy — B(Fy)) + &} =
= Y wiB(ri) + Y5y (Fy — B(Fy) Y0y wiBi + Yy wies.
Poniewaz obowiazuja zalozenia 2 i 3, to

n
Tp = Z w; E(r;).
i=1

Portfel arbitrazowy jest portfelem o zerowych nakladach i zerowym ryzyku. Z za-
lozenia prawa jednej ceny i dziatania arbitrazu wynika, Ze portfel ten daje stope

zwrotu r(’)wnq Zero, Co oznacza
n
Z sz(Tz) = 0. (3-15)
=1
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Dla dostatecznie duzej liczby akcji uktad ztozony z rownan(B.13) -(B.15)

> wiB(ri) =0
Dimgwi =0
>im wifji =0
jest uktadem réwnan liniowo zaleznych. Oznacza to, Ze istnieja takie niezerowe

wspdtczynniki A, ze

k
E(ri) =Xo+ Y _ \iBii- (3.16)
j=1
Réwnanie (3.16) jest jedna z postaci modelu APT. Dotyczy ono dowolnej akcji lub
portfela na rynku. Réwnanie to okreSla, ile powinna wynosi¢ oczekiwana stopa
zwrotu akgji (lub portfela) w warunkach réwnowagi. Jezeli stopa zwrotu spodzie-
wana przez inwestoréw jest réwna tej wyliczonej ze wzoru (B.16), to akcja jest
dobrze wyceniona, jezeli jest wieksza, to akcja jest niedowarto$ciowana, jezeli jest
mniejsza, to akcja jest przewartoéciowana.

Wsp6tczynniki A j rownania (B.16) mozna otrzymac stosujac regresje liniowa.
Najpierw nalezy oszacowac parametry (3;; w réwnaniu (B.1d), a potem, korzystajac
z tych oszacowan, nalezy wyestymowac¢ parametry A; réwnania (B.16). Ze wzoru
(B.12) mozna wywnioskowaé, ze wyraz wolny modelu (B.16) interpretowany jest
jako stopa wolna od ryzyka. Parametry \; interpretuje si¢ jako premie za ryzyko z
tytulu dzialania kazdego z czynnikéw. Jak napisano w [50], najprostszym sposobem
wyznaczenia parametréw modelu APT jest wykorzystanie rownania (3.16) w odnie-
sieniu do konkretnych portfeli lub akcji. Nalezy rozwazyé k+1 portfeli

o nastepujacych charakterystykach:

pi11 =1 B21 =0 oo B =0
P12 =0 Pa2 =1 . Bra=0
ﬂlk:O BQk:O Bkkzl
Big+1 =0  Bory1=0 ... Brrt1=0
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Kazdy z pierwszych k portfeli ma jednostkowa wrazliwo$¢ na jeden czynnik ryzyka
i jest niewrazliwy na pozostate czynniki. Ostatni portfel jest niewrazliwy na wszyst-
kie czynniki ryzyka, co oznacza, ze jest wolny od ryzyka. Z powyzszego otrzymujemy

uktad réwnan

E(r1) = Xo + A1,
E(r2) = Ao + A2,

L E(Tk+1) = )\0.

Po rozwigzaniu uktadu dostajemy wartosci parametréw modelu APT.

Przyklad 3.3. Do konstrukgji portfela wybrano trzy instrumenty finansowe. Roz-
wazmy dwuczynnikowy model APT. Stopa zwrotu akcji spdtki pierwszej ma jed-
nostkowa wrazliwo$¢ na czynnik pierwszy i brak wrazliwosci na czynnik drugi.
Oczekiwana stopa zwrotu dla tej akcji jest rowna 0, 1. Stopa zwrotu akgji spétki dru-
giej ma brak wrazliwoéci na czynnik pierwszy i jednostkowa wrazliwoé¢ na czynnik
drugi. Oczekiwana stopa zwrotu dla tej akgji jest réwna 0,15. Stopa wolna od ry-
zyka dla instrumentu niewrazliwego na obydwa czynniki jest réwna 0,03.

Ze wzoru (B.16) mamy

Ao+ A =0,1;
Ao+ A2 =0,15;
Ao = 0,03.

Stad otrzymujemy model APT nastepujacej postaci:
E(r) =0,034 0,0751 + 0,12/5.

»sModel APT ma u podstaw zdecydowanie mniej zatozerl niz CAPM i z tego
powodu uwazany jest za lepszy przy poréwnaniach teoretycznych. Jednak jego prak-

tyczne zastosowanie jest do$¢ trudne, dlatego tez w praktyce zdecydowanie czeSciej
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stosowany jest CAPM.” [50] W literaturze pojawiaja sie opinie, ze APT lepiej opisuje
zalezno$¢ pomiedzy stopa zwrotu a zmiennymi ekonomicznymi, poniewaz, bedac
modelem wieloczynnikowym, uwzglednia wiecej zmiennych. Kazdy z czynnikéw
jest odrebnym Zrédlem ryzyka systematycznego. ,W teorii arbitrazu cenowego ry-
zyko niesystematyczne (a wiec podlegajace dywersyfikacji) jest ryzykiem niepowia-
zanym z oddziatywaniem tych czynnikéw.” [45] Gtéwne trudnosci pojawiajace sie
przy zastosowaniach APT to wyszczegolnienie rodzaju czynnikéw wplywajacych na
wysoko§¢ stop zwrotu oraz liczby tych czynnikéw, jak rowniez oszacowania wsp6t-

czynnikéw wrazliwosci.

3.4 Model Blacka-Littermana

Model Blacka-Littermana zostat opracowany na poczatku lat dziewieédziesiatych
ubieglego wieku przez Roberta Littermana i Fischera Blacka przy wspoétpracy z firma
inwestycyjna Goldman Sachs [10], [11], [12]. Jest to do$¢ skomplikowany model,
dlatego tylko pokrotce przedstawimy jego zatozenia i wnioski. Model zaktada, ze
istnieja dwa zrodta informacji o przysztych stopach zwrotu - model réwnowagi ryn-
kowej oraz opinie ekspertéw. Wychodzac od rozktadéw stop zwrotu, ktére implikuje
model CAPM jako a priori, a nastepnie dodajac opinie ekspertdw, uzyskuje sie nowy
rozktad a posteriori stop zwrotu (patrz np. [10], [11], [12], [135], [139]).
Rozwazmy portfel skladajacy sie z n rodzajéw aktywdédw z udzialami
w = (wy,ws,... ,wn)T. Niech R = (Ry, Ro, ..., Rn)T bedzie wektorem loso-
wym stop zwrotu tych aktywow. Zaklada sie, ze R ~ N (u, X2), gdzie macierz ko-
wariangji jest szacowana na podstawie obserwacji przesztych stop zwrotu. Ponadto
wektor wartosSci oczekiwanych p traktowany jest jako wektor losowy o rozktadzie

normalnym, czyli
w~ N(m,7%),
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gdzie T reprezentuje blad estymacji parametréw wektora .
Przedstawimy teraz poszczegélne etapy procedury Blacka-Littermana.
W pierwszym etapie zaklada sie, ze inwestorzy, na podstawie swoich oczekiwan

co do przyszlych stép zwrotu, dokonuja wyboru portfela zgodnie z kryterium
T Ly
max (w7 — §A'LU Yw |, (3.17)

gdzie )\ jest wspoétczynnikiem awersji inwestora do ryzyka. Jego warto$¢ moze by¢
subiektywnym wyborem badacza, mozna tez, korzystajac z modelu réwnowagi rynku

obliczy¢ go jako [8], [119]
E(r) —ry

A= 5>

o

gdzie:
E(r) - oczekiwana stopa zwrotu portfela rynkowego,
¢ - stopa zwrotu z inwestycji wolnej od ryzyka,
o2 - wariangja stopy zwrotu portfela rynkowego.
W tym kontekscie wsp6tczynnik awersji do ryzyka jest premia za ryzyko przypada-
jaca na jednostke ryzyka rynkowego.
Obliczajac pochodne czastkowe po w we wzorze i przyréwnujac je do zera,
otrzymujemy

T — 22Xw = 0,

czyli
T =2 \Xw.

Drugi etap procedury Blacka-Littermana dotyczy okreSlenia parametréw roz-
ktadu opinii eksperckiej sformutowanej dla wartoéci oczekiwanych stép zwrotu skta-

dowych portfela. Zaktada sie, ze spetnione jest nastepujace réwnanie:

P'/’L:Q+€7
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gdzie:

P - (k X n)- wymiarowa macierz reprezentujaca opinie eksperckie dotyczace stop
zwrotu sktadowych portfela,

Q@ - k-wymiarowy wektor oczekiwanych stop zwrotu sktadowych portfela powia-
zanych z opiniami opisanymi macierza P,

€ - k-wymiarowy wektor losowy reprezentujacy btedy opinii eksperckie;j.

Zaklada sie, 7e sktadowe wektora ¢ sa niezalezne i ¢ ~ N (0; §2), gdzie €2 jest ma-

cierza diagonalng wariancji sktadowych wektora € postaci

w1 0 e 0
0= 0 w2 ... 0
0 0 ... w,
gdzie wy, . . . ,wy, reprezentuja poziomy niepewnosci opinii eksperckich.

Oto przykiad pokazujacy, jak moga by¢ wyznaczane macierze P i (). Zal6zmy, ze
w skiad portfela wchodza trzy instrumenty (A, B i C), a eksperci maja dwa poglady
na temat rynku. Pierwsza opinia méwi, Ze instrument A bedzie miat stope zwrotu
0 g1 procent wieksza niz instrument B i o ¢; procent wieksza niz instrument C'.
Druga opinia méwi, ze instrument B bedzie miat stope zwrotu o g2 procent wieksza

niz instrument C'. Macierze P i () beda mialy wowczas nastepujace postacie:

(00) o (2)
01 —1 q2

Dowodzi sie (patrz np. [108]), Ze przy powyzszych zalozeniach i oznaczeniach roz-

kiad a posteriori wektora warto$ci oczekiwanej (4 ma postad
pu~ N (pBL, X BL)
gdzie:

—1 —1
pr =)+ PR P () w4 PR P]
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~1
EMBL::(sz4-+PTQ—Uﬂ .

Aby otrzymacd rozktad stop zwrotu R sktadowych portfela, przedstawia sie ten wek-
tor w postaci
R=p+ 2,

gdzie Z ~ N (0, X) oraz wektory losowe /11 Z sa niezalezne. Wowczas dla wektora
stép zwrotu portfela Rpr, otrzymanego zgodnie z procedura Blacka-Littermana,
otrzymuje sie, ze
Rpr, ~ N(pBL, ¥BL)
gdzie
Ypr =X+ X, BL-

Przedstawione powyzej poszczegblne etapy procedury Blacka-Littermana obrazuje

rysunek B.3 (poréwnaj [135]).
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wipdlerynmk macierz kowariancji “'ﬁ\;_:’::fs:r“' opine niepewnosé opinil
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Rysunek 3.3: Poszczegoblne etapy procedury Blacka-Littermana

Zrédlo: [135]

Model Blacka-Littermana jest szeroko stosowanym modelem alokacji akty-
wow finansowych. Wykorzystuje podejscie bayesowskieE do oszacowania rozktadu
prawdopodobienistwa oczekiwanych stop zwrotu. Opiera sie na modelu réwnowagi
CAPM, a nastepnie taczy go z subiektywnymi pogladami inwestoréw na temat zwro-
tow z aktywow. Zastosowania modelu dla réznych rynkéw finansowych pokazaly,

ze portfele skonstruowane ta metoda sa bardziej stabilne i lepiej zdywersyfikowane

? O metodologii bayesowskiej mozna przeczytaé, np. w [, [Bd], [77], [id].
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niz te skonstruowane przy uzyciu klasycznego podejscia opartego na zalezno$ci
$rednia-wariancja. W rezultacie model ten zyskal duze uznanie wéréd praktykow.
Amerykaniski bank inwestycyjny Goldman Sachs regularnie publikuje zalecenia do-
tyczace alokacji aktywéw w oparciu o model Blacka-Littermana i wydaje raporty
opisujace doéwiadczenia firmy w zakresie korzystania z tego modelu (Goldman
Sachs Funds SICAV - An undertaking for collective investment organised under the
laws of the Grand Duchy of Luxembourg (société d’investissement a capital varia-
ble)). Jak zauwazono, np. w [8], model ten ma jednak swoje wady. Po pierwsze,
pozwala inwestorom okresla¢ swoje poglady tylko na temat zwrotéw z aktywdw,
ale nie na temat ich zmiennosci lub dynamiki rynku. Po drugie, model opiera sie
na podejsciu $redniej-wariancji do alokacji portfela. W wiele pracach sugeruje sie,
ze wariancja moze nie by¢ odpowiednia miara ryzyka. W konsekwencji powstaty
liczne modyfikacje tego modelu wykorzystujace, np. warto$¢ zagrozona (VaR) lub
warunkowa warto$¢ zagrozona (C'VaR) (poréwnaj [8], [32], [B7], [119], [147]).
Klasyczna wersja modelu Blacka-Littermana obejmuje jeden okres analizy
i zaktada, ze horyzont prognoz ekspertéw pokrywa sie z horyzontem inwestora.
Préba obejscia tych zatozen jest np. [130], gdzie rozwazane jest uogélnienie dla
wielu okreséw, w ktorych horyzont pogladéw ekspertow moze rézni¢ sie od ho-
ryzontu inwestora dynamicznie zarzadzajacego swoim portfelem. Rozwazane sa
rozklady warunkowe stdp zwrotdw, gdzie procesem zmiany cen akgji jest geome-

tryczny ruch Browna.

3.5 Portfele optymalne wedlug kryteriow bezpieczenistwa

W dotychczasowych rozwazaniach zakltadaliSmy, Ze celem inwestora jest maksyma-
lizacja oczekiwanej uzytecznoéci inwestycji, ktéra moze by¢ mierzona przy pomocy
$redniej i wariangji stopy zwrotu z portfela. W tym rozdziale przedstawiono nie-

ktére, inne kryteria budowy portfeli inwestycyjnych. Jak zauwazono w [5d]: ,Kry-

116



teriéw jest wiele, ale w wiekszoéci u ich podstaw leza dwie charakterystyki, tzn.
dochéd i ryzyko, przy czym moga one by¢ mierzone na rézne sposoby.” Kryteriami
omoéwionymi ponizej beda kryteria bezpieczenistwa portfela. ([2], [31], [50], [67],
[82], [102], [106], [118]) Istnieja inwestorzy, np. fundusze emerytalne czy fundusze
gwarancyjne, ktérzy przede wszystkim koncentruja sie na niekorzystnych wynikach
inwestycji i chca ograniczy¢ prawdopodobieristwo uzyskania niskich stop zwrotu.
Ich gléwnym celem jest uzyskiwanie w miare statych dochodéw, mozliwie wiek-
szych niz te, ktére daja inwestycje pozbawione ryzyka. Ta grupa inwestoréw, przy
podejmowaniu decyzji inwestycyjnych, czesto kieruje sie kryteriami Roya, Kataoki,
czy Telsera. Kryteria bezpieczenistwa charakteryzuja sie tym, ze u podstaw decyzji
inwestora zwigzanych z budowa portfela jest minimalizacja prawdopodobieristwa
poniesienia okreslonych strat.

Niech w sktad portfela wchodza akcje n spdtek, ktérych udziaty okreéla
nastepujacy wektor:

Niech wektor losowy

Ry
Ry

Ry,
reprezentuje zmienno$¢ stép zwrotu z inwestycji w akcje tych spoétek. Oznaczmy

przez 1%, zmienng losowa reprezentujaca zmiennoé¢ stopy zwrotu portfela okre-

§lona wzorem
n

=1
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Oznaczmy E(R,,) = rpiniech o, bedzie odchyleniem standardowym stopy zwrotu
tego portfela.

Wedlug kryterium Roya najlepszym portfelem jest ten, dla ktérego prawdo-
podobienistwo uzyskania stopy zwrotu ponizej ustalonego poziomu jest najmniej-
sze. Kryterium to polega na wyznaczeniu portfela, dla ktérego spetiony jest waru-

nek

min P (R, < a), (3.18)
P wi=1 ( v )

gdzie a jest minimalna stopa zwrotu portfela, jaka pragnie uzyska¢ inwestor.
Zal6zmy, ze na rynku nie ma instrumentu wolnego od ryzyka. Warunek (B.18) jest

roéwnowazny warunkowi

min P (Rp—rp < a—rp> . (3.19)

i wi=l Tp Tp

Niech F' bedzie dystrybuanta rozkladu zmiennej losowej Rﬁ'i_pr”, wtedy wzor (B.19)

. a—r
min F ( p> .
i wi=l Op

Minimalizacja wartoéci dystrybuanty sprowadza sie do minimalizacji jej argumentu

a—rp

ma postac

7 . . . . T [e%
lub réwnowaznie maksymalizacji argumentu -—. Oznaczmy

Op
Ty — Q
c=-"L )
Op

czyli

rp = COp + . (3.20)

W ukladzie wspétrzednych (7, 0;,) réwnanie (B.2d) okresla prosta zawierajaca
punkt o wspéirzednych (0, o). Szukamy takiego portfela, dla ktérego ¢ jest maksy-
malne i jednocze$nie takiego, ktéry nalezy do zbioru portfeli efektywnych. Zatem,
zrodziny prostych okreslonych wzorem (B.2d) szukamy takiej, ktora ma najwiekszy
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wspolczynnik kierunkowy i przynajmniej jeden punkt wspélny ze zbiorem efektyw-

nych portfeli. Portfel ten reprezentuje punkt A na rysunku 3.4.

Fp

Op

Rysunek 3.4: Portfel optymalny wedtug kryterium Roya

Zrédto: opracowanie wlasne

Zauwazmy, ze wyznaczenie sktadu tego portfela jest rOwnowazne zagadnieniu wy-
znaczenia portfela rynkowego przy stopie wolnej od ryzyka réwnej a.. W tym celu

wystarczy zapisa¢ wzor (2.32) jako

— lw,, (3.21)

gdzie 3. jest macierza wariancji i kowariancji stép zwrotu akcji wchodzacych w sktad
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portfela oraz

TN —

Ty —
a:

rnp — Q&

Przyklad 3.4. W sktad portfela wchodza akcje dwéch spétek. Dla pierwszej z nich
jestry = 0,1i07 = 0,03, dla drugiej jest 2 = 0,151 02 = 0,05 oraz wspot-
czynnik korelacji stop zwrotu p = —0,3. Ustalmy o« = 0,08. Wtedy macierz ¥ ma

postac

o _ ( 00009 —0,00045
—0,00045  0,0025 |

Po wyznaczeniu ¥ ! i wstawieniu danych do wzoru (B.21) otrzymujemy

wr \ [ 0,531
<w2>_(0,469>'
Ze wszystkich portfeli sktadajacych sie z akcji powyzszych dwoch spoétek, dla portfela
o powyzszym skladzie jest minimalne prawdopodobienistwo tego, ze stopa zwrotu

bedzie mniejsza od 0,08. Portfel ten ma oczekiwang stope zwrotu r, = 0,123

z odchyleniem standardowym tej stopy o, = 0,0241.

Jezeli na rynku jest instrument wolny od ryzyka ze stopa zwrotu réwna r ¢, to
zrodziny prostych okreslonych wzorem (B.2d) szukamy takiej, ktora ma najwiekszy
wspo6tczynnik kierunkowy c i przynajmniej jeden punkt wspdélny z linia CML. Nalezy
wyr6zni¢ dwa przypadki:

1. a < ry, to optymalnym jest portfel zawierajacy tylko instrument wolny od

ryzyka (patrz rysunek B.3 po lewej),
2. a > ry, to warto$¢ ¢ bedzie tym wieksza, im bedzie blizsza wspolczynni-
kowi kierunkowemu linii CML, ale wtedy bedzie zachodzi¢ o), — +o0 (patrz

rysunek 3.5, po prawej).
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Rysunek 3.5: Portfele optymalne wedtug kryterium Roya z uwzglednieniem stopy wolnej
od ryzyka

Zrédlo: opracowanie wlasne

Kryterium Telsera polega na maksymalizacji oczekiwanej stopy zwrotu port-
fela pod warunkiem, ze prawdopodobienistwo stopy zwrotu nie wiekszej od okre-
Slonej wartosci jest mniejsze od ustalonej liczby. Oznacza to, Ze przy tym kryterium
inwestor okre$la zar6wno minimalny poziom zagrozenia, jak i maksymalny poziom
zagrozenia. Portfel nazywamy optymalnym wedlug tego kryterium, jezeli jest roz-
wigzaniem problemu decyzyjnego
maxy~n .1 F(R,)

e
gdzie «v i € sa ustalone.
Niech 7, i 0}, 0znaczajg, jak poprzednio, oczekiwang stope zwrotu portfela i odchy-

lenie standardowe tej stopy. Nierownoé¢ z (B.22) przeksztalcamy do postaci

R,—r a—r
p " _ P\ <o,
Op Op

co jest rownowazne nier6wnosci

F<a—%>§a
Op
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Jezeli dystrybuanta F' rozktadu zmiennej losowej

R”;Tp jest rosnaca, to otrzymu-
jemy
a—rp

< F1(e).
Op

Po przeksztatceniu mamy
rp > —opF 7 (e) + a.

Portfel spetniajacy kryterium Telsera znajduje sie na przecieciu prostej o réwnaniu
rp = —0opk ~1(e)+aikrzywej zawierajacej efektywne portfele. Poniewaz wartoéé
rp jest maksymalizowana, wiec na rysunku B.§ portfelowi temu odpowiada punkt
A, gdzie tgy = F~1(e).

&
Tp

Op

Rysunek 3.6: Portfel optymalny wedtug kryterium Telsera

Zrédlo: opracowanie wlasne

Przyklad 3.5. W skiad portfela wchodza akcje dwoch spotek o udziatach wy
i1 — w;. Zalbézmy, ze stopy zwrotu z inwestycji w akcje tych spétek R; i R maja
rozklady normalne, z parametrami réwnymi odpowiednio: r; = 0,1; o1 = 0,03;

ro = 0,15; 0o = 0,05. Niech wspotczynnik korelacji stép zwrotu ma warto$é
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p = —0,3. Z powyzszego wynika, zZe stopa zwrotu portfela 2, takze ma rozkltad

normalny, a zmienna losowa @ ma standardowy rozktad normalny. Ustalmy
p

a = 0,06; ¢ = 0,01. Poniewaz F'~!(¢) = —2,326, wiec portfel spetniajacy kry-

terium Telsera znajduje sie na prostej o réwnaniu
rp = 2,3260, + 0,06.

Z powyzszych danych otrzymujemy

( ) ) 0,1
w —Ww =
! "\ 015

0,0009  —0,00045 w
— 2,326 ( wi 1—w ) +0,06.
—0,00045 0,005 1—w

Powyzsze rownanie kwadratowe ma dwa rozwiazania w; = 0,76 lubw; = 0,344.

Dla wy = 0,76 otrzymujemy r, = 0,112, dla wy = 0,344 otrzymujemy
rp = 0,133, a wigc portfel spetniajacy kryterium Telsera ma sktad w; = 0,344,
wg = 1 —0,344 = 0,636. Odchylenie standardowe stopy zwrotu tego portfela ma
warto$¢ o}, = 0,0313. Na rysunku 3.7 portfel ten reprezentuje punkt A.

Jezeli na rynku jest instrument wolny od ryzyka ze stopa zwrotu réwna 'z, to
portfele efektywne znajduja sie na linii CML. Portfel spetniajacy kryterium Telsera
znajduje si¢ na przecigciu prostej o réwnaniu r, = —op,F’ ~1(¢) + a i linii CML.

Taki punkt istnieje w dwdch przypadkach:

1. a < ryiwspdtezynnik kierunkowy —F ~1 () jest wiekszy niz wspétczynnik
kierunkowy linii CML,

2. « > ryiwspbiczynnik kierunkowy —F ~1(¢) jest mniejszy niz wspétczyn-
nik kierunkowy linii CML.

123



Jak wida¢, portfele optymalne wedtug kryterium Telsera nie zawsze musza istniec.

4]

0,1

0,06

Rysunek 3.7: Geometryczna interpretacja rozwiazania z przykladu B.5

Zrédlo: opracowanie wlasne

Kryterium Kataoki polega na maksymalizacji dolnego ograniczenia dla ocze-
kiwanej stopy zwrotu portfela pod warunkiem, ze prawdopodobieristwo uzyskania
stopy zwrotu nie wigkszej niz to ograniczenie nie przekracza ustalonej wczesniej

wartoSci. Portfel optymalny wedlug tego kryterium spetnia nastepujace warunki:

maXZ?:l wi=1
PR, <a)<c¢

gdzie o i € sa ustalone.

Tak jak przy kryterium Telsera, otrzymujemy, ze portfel spetniajacy kryterium Kata-
oki znajduje si¢ na prostej o réwnaniu r, = —o, F'~ ! (€)+ . Geometrycznie ozna-
cza to, ze szukamy prostej, ktéra ma wspétczynnik kierunkowy réwny —F ~1(¢),
najwiekszy wyraz wolny i przynajmniej jeden punkt wspoélny ze zbiorem portfeli
efektywnych. Rysunek B.§ pokazuje, ze bedzie to prosta styczna i portfel spetnia-
jacy kryterium Kataoki reprezentuje punkt C'
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Przyklad 3.6. Zalézmy, ze w sktad portfela wchodza akcje dwoch spotek, dla kt6-
rych stopy zwrotu maja rozklady normalne z parametrami odpowiednio: 71 = 0,1;
o1 = 0,03iry = 0,15; 02 = 0,05. Wspélczynnik korelacji stop zwrotu ma war-
toé¢ p = —0,3 . Ustalmy € = 0,05, wtedy F'~!(g) = —1,645. Zadanie ma postac:

0,1
Qmax = MaXy,, ( w; 1 —w; ) 0.15 +
0,0009 —0,00045 w1
—1,645 ( wl 1 — wl )
—0,00045  0,0025 1—wy

i jego rozwiazaniem jest amax = 0,0677 dla udziatéw wy; = 0,57; we = 0,43;

rp = 0,1211 0, = 0,0231. Portfel ten na rysunku 3.§ reprezentuje punkt C.

Tp

Ol

Op

Rysunek 3.8: Portfel optymalny wedlug kryterium Kataoki

Zrédlo: opracowanie wlasne
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Jezeli na rynku jest instrument wolny od ryzyka ze stopg zwrotu réwna 7¢,

to nalezy rozwazy¢ dwa przypadki:

1. jezeli wspotczynnik kierunkowy — F ! () jest wiekszy niz wspotczynnik kie-

runkowy linii CML, to tmax = 7'f,

2. jezeli wspotczynnik kierunkowy —F ~1(¢) jest mniejszy niz wspétczynnik

kierunkowy linii CML, to 0tpay — +00.

Portfele optymalne wedtug powyzszych kryteridbw moga znacznie sie rézni¢ ze
wzgledu na rézne podejécia do stopy zwrotu i ryzyka. O zastosowaniach tych kry-
teriéw i poréwnaniach wynikéw dla réznych rynkéw i sektoréw mozna przeczytaé

np. w [86], [82], [2].

3.6 Ocena wynikéw zarzadzania portfelem

W literaturze finansowej czesto podkresla sie, ze ocena wynikéw zarzadzania port-
felem nie jest fatwa i czesto daje niejednoznaczne wyniki. Ocena ta polega mie-
dzy innymi na poréwnaniu wynikdw ocenianego portfela z wynikami innych port-
feli. Por6wnania tego mozna dokona¢ wedlug réznych kryteriéw, np. poréwnuje
sie stopy zwrotu portfeli o tym samym poziomie ryzyka, czy tez poréwnaniu stopy
zwrotu portfela z pewnym standardowym wskaznikiem, tzw. benchmarkiem, kt6-
rym moga by¢ indeksy rynku, indeksy konkretnego sektora, stopa wolna od ry-
zyka, stopa inflacji. Wiele miar stuzacych do oceny wynikéw zarzadzania portfe-
lem bazuje na por6éwnaniu stopy zwrotu portfela z ryzykiem, jakie byto ponoszone
w trakcie zarzadzania. Taka miara nazywana jest stopa zwrotu skorygowana o ry-

zyko [50]. Przedstawimy teraz kilka wskaznikéw bedacych takimi miarami.
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Wskaznik Sharpe’a (poréwnaj [50], [109]) definiowany jest wzorem
Th—T
Ws - pifa (32‘3)

gdzie:

W - wskaznik Sharpe’a,

) — przecigtna stopa zwrotu portfela w rozwazanym okresie,

7 - przecietna stopa zwrotu wolna od ryzyka w rozwazanym okresie,

o - odchylenie standardowe stopy zwrotu portfela w rozwazanym okresie.
Wskaznik Sharpe’a jest ilorazem premii za ryzyko osiagnietej przez dany portfel
i ryzyka catkowitego, mierzonego odchyleniem standardowym stopy zwrotu tego

portfela. Rozwazmy rysunek B.g.

fad

Rysunek 3.9: Interpretacja wskaznika Sharpe’a

Zrédlo: opracowanie wlasne

Zatézmy, ze dla portfela A zrealizowata sie stopa zwrotu r 4 z odchyleniem stan-
dardowym o 4. Na rysunku .4, w uktadzie (o, rr) zaznaczono punkt A oraz punkt

F' odpowiadajacy aktywowi wolnemu od ryzyka. Wartoé¢ wskaznika Sharpe’a dla

127



tego portfela jest tangensem kata nachylenia prostej AF' do osi 0. Mamy
ATy
OA

Im wieksza wartoé¢ tangensa, a tym samym, im wieksza warto§¢ wskaznika, tym

= tgo.

wieksza efektywno$¢ zarzadzania portfelem. Na rysunku 3.d wida¢, ze wieksza efek-
tywno$¢ ma portfel B niz A, bo tg8 > tga.
Modyfikacja wskaZnika Sharpe’a jest wskaznik Sortino okreSlony wzorem

(poréwnaj [72], [971)
v, =2
s0p
gdzie:
Vs — wskaznik Sortino,
rp — przecietna stopa zwrotu portfela w rozwazanym okresie,
7 - przecigtna stopa wolna od ryzyka w rozwazanym okresie,

50y - semiodchylenie standardowe stopy zwrotu portfela w rozwazanym okresie,

ktére uwzglednia odchylenia stopy zwrotu tylko te, ktdre sa ponizej przecietne;.

We wskazniku Sharpe’a na warto$¢ ryzyka ma wpltyw zaréwno ta sytuacja, w kto-
rej inwestor osiagnie straty, jak i sytuacja, w ktérej osiggnie on ponadprzecietnie
zyski. WskaZnik Sortino uwzglednia fakt, ze inwestorzy czesto odbieraja dodatnie
odchylenia stép zwrotu jako zjawisko pozytywne, nie traktujac tego jako ryzyko
inwestycyjne. W zwiazku z tym, zamiast odchylenia standardowego, w tym wskaz-

niku wystepuje semiodchylenie standardowe.

Wskaznik Israelsena (zwany tez wskaznikiem Sharpe’a-Israelsena lub wskaz-

nikiem Sharpe’a na rynku bessy) (patrz [43], [46], [65], [89]) definiowany jest jako

Tp— 1T
_'p f
Wy = TR

O-|Tp*7“f|
gdzie:

o = /var(R, —¢),
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R, - zmienna losowa reprezentujgca zmienno$¢ stopy zwrotu portfela,

¢ - stopa wolna od ryzyka.

o jest odchyleniem standardowym, ale nie stopy zwrotu portfela, lecz réznicy stopy
zwrotu portfela i stopy wolnej od ryzyka. Potega w mianowniku sprawia, ze wskaz-
nik Sharpe’a jest niejako poprawiany w przypadku, gdy r6éznica stopy zwrotu port-

fela i stopy wolnej od ryzyka jest ujemna.

Wskaznik Peziera i White’a (patrz [43]) zostal zaproponowany w takiej
postaci, aby uwzgledni¢ ewentualna lewostronna asymetrie rozktadu stop zwrotu
oraz koncentracje tego rozktadu. Wskaznik ten ma postaé

Wpw = Wg (1 + %Ws - K2;3Wg> :
gdzie:
Wpw - wskaznik Peziera i White’a,
W - wskaznik Sharpe’a zdefiniowany wzorem (B.23),
Ag - wspdtczynnik skoénosci,
K - kurtoza.

Dla rozktadu normalnego wskaznik Peziera i White’a jest rowny wskaznikowi Sharpe’a.

Wskaznik Treynora jest definiowany wzorem (poréwnaj [i5], [50])

r,—r
WT: b f7

B

gdzie:

W - wskaznik Treynora,

[ - wspotczynnik beta portfela,

rp — przecietna stopa zwrotu portfela w rozwazanym okresie,

7 - przecigtna stopa wolna od ryzyka w rozwazanym okresie.
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Wskaznik Treynora jest ilorazem premii za ryzyko osiagnietej przez dany portfel
i ryzyka systematycznego, mierzonego wspétczynnikiem beta portfela. Im wieksza
warto$¢ tego wskaznika, tym wieksza efektywno$¢ zarzadzania portfelem. Na ry-
sunku przedstawiona jest graficzna interpretacja wskaznika Treynora. Portfel

B ma wieksza efektywno$¢ niz portfel A, gdyz tgB > tga.

Rysunek 3.10: Interpretacja wskaznika Treynora

Zrédlo: opracowanie wlasne

Wskaznik Jensena (zwany tez wskaznikiem alfa Jensena) wyraza sie wzo-

rem (poréwnaj [14]], [5d])
a=r—[Bry —ryp)+ry],

gdzie:

« - warto$¢ wskaznika alfa Jensena,

B - wspotczynnik beta portfela,

T - przecietna stopa zwrotu portfela w rozwazanym okresie,

7 - przecigtna stopa wolna od ryzyka w rozwazanym okresie,

r); — przecietna stopa zwrotu portfela rynkowego w rozwazanym okresie.
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Wskaznik Jensena jest réznica miedzy stopa zwrotu portfela, a stopa zwrotu wyni-
kajaca z linii SML wyznaczonej dla przecietnych warto$ci rynkowych [50]. Dodatnia
warto$§¢ wskaznika Jensena oznacza, ze dany portfel uzyskat lepszy rezultat niz ry-
nek. Im wieksza warto$¢ tego wskaznika, tym wieksza jest nadwyzka stopy zwrotu
portfela w poréwnaniu z indeksem rynku. Ujemna warto$¢ oznacza, ze portfel znaj-
duje sie ponizej linii SML, czyli byt gorzej zarzadzany niz przecietnie i nie jest efek-

tywny.

Wskaznik Omega definiowany jest jako

+oo
1— F(x)|dx
oy _ 1L F@)de
f L F (x)dz
gdzie:
F' - skumulowany rozktad stép zwrotu portfela,

T - tzw. warto$¢ progowa stopy zwrotu.

Stopy zwrotu portfela wieksze niz 7 sa uwazane za zyski, podczas gdy stopy zwrotu
mniejsze niz 7 sa uwazane za straty. Wybor warto$ci T pozostawia sie inwesto-
rowi. Zazwyczaj przyjmuje sie, ze jest ona réwna stopie wolnej od ryzyka. Geome-
tryczna interpretacje wartoéci tego wskaznika przedstawia rysunek [B.11. Warto$¢
Omega jest stosunkiem pola obszaru BC'D do pola obszaru ABFE. Obszar BC'D
na prawo od warto$ci progowej 7 i powyzej wykresu dystrybuanty reprezentuje
tzw. potencjat wzrostowy. Obszar A BF na lewo od warto$ci progowej 7 i ponizej
wykresu dystrybuanty reprezentuje tzw. potencjat spadkowy (ryzyko), (poréwnaj
[63]). Dla portfela, im wieksza wartoé¢ wskaznika Omega, tym wieksze prawdo-
podobieristwo, ze jego stopa zwrotu przekroczy warto$¢ progowa 7. Ze wzgledu
na swoja konstrukgje, wskaznik ten uwzglednia nie tylko pierwszy i drugi moment

centralny rozkladu, ale takze sko$nos¢ i kurtoze.
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Zal6zmy, ze w sktad portfela wchodza akcje n spétek o udziatach
w1
w2

w = N Z?lei:L

Wn,

Niech 7 bedzie wektorem realizacji stop zwrotu tych akcji z okresow ¢ = 1, . ..

Wtedy wskaznik Omega portfela okreSla sie jako

_ Z;le max (wTrt — T,O)

Qy(7) =
P T Tr.-0)
o4
1
D
[~}
5
=
2 B
ks
S
&)
"E
g
g
E 4
et
T stopa zwrotu

Rysunek 3.11: Interpretacja wskaznika Omega

Zrédio: [68]

Ocena efektywnoéci podejmowanych decyzji pozwala na weryfikacje ich sku-

tecznosci, pozwala na identyfikacje ewentualnych probleméw i dostosowanie stra-

tegii inwestycyjnych do zmian zachodzacych na rynku. Zaprezentowane metody

oceny wynikow zarzadzania portfelem opieraja sie na jednym kryterium (para-

metrze). Wskazniki te bazuja na wartosciach stop zwrotu i ryzyka, poréwnujac je
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z wynikami wybranego benchmarku, jednakze r6znia sie od siebie, przede wszyst-
kim, pod wzgledem definigji ryzyka. Przyktadowo, wskaznik Sharpe’a jest wielko-
§cia premii za ryzyko, przypadajacej na jednostke ryzyka calkowitego, mierzonego
odchyleniem standardowym. Wskaznik Treyenora uwzglednia tylko ryzyko syste-
matyczne, wyrazone za pomoca parametru beta. Wskaznik Jensena jest r6znica po-
miedzy zrealizowana stopg zwrotu z portfela a teoretyczna stopa zwrotu wynikajaca
z modelu CAPM.

Dokonujac oceny na podstawie tych wskaznikéw, nalezy zwrdci¢ uwage na
pewne elementy, ktére moga mie¢ istotny wpltyw na wtasciwa interpretacje wyni-
kéw. Wskazniki te zawieraja w swoich formutach stope zwrotu z portfela rynko-
wego, a wiec s3 zalezne od wyboru wiasciwego indeksu rynku. Bardzo wazny jest
tez wybér stopy wolnej od ryzyka. Jak zauwazono w [8d], przy wysokiej inflacji
i deficycie budzetowym zdarza sie, e stopa zwrotu z papieréw skarbowych zawiera
w sobie premie za ryzyko. Wysoka warto$¢ stopy zwrotu wolnej od ryzyka moze
spowodowad, ze premia za ryzyko bedzie niska lub ujemna. Skutkiem tego wartosci
analizowanych wskaZznikéw moga by¢ nizsze od rynkowych.

Jakkolwiek kazdy z tych wskaznikéw daje pewna ocene dotyczaca zarzadza-
nia portfelem, to zaden z nich nie moze by¢ jedynym kryterium oceny kompetencji
zarzadzajacego. Inwestorzy, zaréwno indywidualni, jak i instytucjonalni, moga pod-
lega¢ ograniczeniom wynikajacym z przepiséw prawnych i regulacyjnych, np. do-
tyczacych ptynnoéci finansowej, opodatkowania, horyzontu inwestycyjnego, ogra-
niczania ryzyka (co dotyczy np. funduszy inwestycyjnych). Przykladowo, w Polsce
Otwarte Fundusze Emerytalne maja ograniczony prawem poziom zaangazowania
w akgje. Te i inne ograniczenia maja czesto istotny wptyw na wybér sktadu portfela.
Oznacza to, ze nie powinno sie poréwnywac portfeli, ktérych sktad jest oparty na
selekcji réznych klas aktywow. Zwroty i ryzyko portfeli akcyjnych beda inne niz te
z portfeli obligacji, instrumentéw rynku pienieznego czy instrumentéw pochodnych
(patrz [b3], [68], [100]).
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Podsumowanie

Prace Harrego Markowitza z poczatku lat pie¢dziesiatych dwudziestego wieku trak-
tujace o teorii portfeli daty nowe podejscie do finanséw. Byly na tyle przelomowe, Ze
okrzyknieto je poczatkiem nowoczesnej teorii finanséw. Markowitz jako pierwszy
postulowal, aby inwestycje finansowe traktowac w kategorii ryzyko-zysk. Pokazal,
ze poprzez umiejetna dywersyfikacje sktadnikow portfeli mozna uzyskiwaé wiek-
sze oczekiwane stopy zwrotu i mniejsze ryzyko, niz gdyby rozwaza¢ kazdy walor
z osobna. Zwrocit uwage na to, ze ryzyko portfela zalezy nie tylko od zmiennosci
cen sktadajacych sie nan akgji, ale tez od wzajemnych relacji miedzy nimi. Oczeki-
wana stopa zwrotu i jej ryzyko sa podstawowymi wielkoSciami charakteryzujacymi
inwestycje, dlatego bardzo wazne jest, ze wzgledu na przyszte wyniki, ich odpo-
wiednie oszacowanie. O réznych rodzajach stép zwrotu, zalezno$ciach miedzy nimi
i réznych metodach szacowania ryzyka napisano w rozdziale pierwszym tej ksiazki.
Teorii portfeli inwestycyjnych po$wiecony jest rozdziat drugi. Przedstawiono
w nim metody dywersyfikacji dajacych portfele efektywne. Pokazane, ze posta¢ zbioru
efektywnego zalezy od dostepno$ci na rynku krétkiej sprzedazy akcji oraz mozli-
woéci inwestora dotyczacych udzielania i zaciggania pozyczek. Szczegdlny nacisk
polozono na interpretacje geometryczne otrzymywanych wynikéw. Pozwalaja one
zilustrowa¢ zalezno$ci wystepujace miedzy badanymi wielko$ciami, pokazuja wia-

snoéci i sposoby konstrukcji zbior6w rozwiazan, utatwiaja interpretacje wynikéw.
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Markowitz stworzyt narzedzie pozwalajace budowac portfele efektywne. Kon-
sekwengcja tego stalo sie pytanie, jak bedzie zachowywat sie rynek, gdy wszyscy in-
westorzy beda stosowaé to narzedzie? Préba odpowiedzi na to pytanie zaowoco-
wala licznymi teoriami opisujacymi zachowania inwestoréw. W rozdziale trzecim
przedstawiono niektére z nich, a mianowicie: model jednowskaznikowy Sharpe’a,
model réwnowagi aktywéw kapitatowych CAPM, model arbitrazu cenowego APT.
Od konica dwudziestego wieku szczegdlng popularnosé wérdd inwestoréw zyskat
model Blacka-Littermana, ktéry taczy idee modelu wyceny aktywéw kapitalowych
i modelu optymalizacji Sredniej-wariancji z uwzglednieniem opinii inwestoréw, co
do przyszlych stop zwrotu. Wybierajac do tej ksiazki wlasnie te modele, autor chciat
pokazad, w jaki sposob na przestrzeni kilkudziesieciu lat rozwijala sie my$l Harrego
Markowitza. Rozdziat trzeci zawiera takze krétki podrozdzial opisujacy, inne niz
podejscie Markowitza, kryteria budowy portfeli inwestycyjnych. Sa to kryteria bez-
pieczenistwa Roya, Kataoki i Telsera, charakteryzujace si¢ tym, Ze u podstaw decyzji
inwestoréw budujacych portfele lezy potrzeba minimalizacji prawdopodobieristwa
poniesienia okreslonych strat.

Wynik kazdej inwestycji powinien by¢ zweryfikowany pod katem osiagnie-
cia zamierzonych celéw. Poréwnania tego mozna dokona¢ wedtug réznych kryte-
riéw, np. poréwnuje sie stopy zwrotu portfeli o tym samym poziomie ryzyka, czy
tez poréwnuje sie stopy zwrotu portfela z pewnym standardowym wskaznikiem,
np. indeksem rynku, indeksem konkretnego sektora, stopa inflacji. Do tego poréw-
nania stuza rézne wskazniki. W rozdziale trzecim zostaly przedstawione niektére
z nich: Sharpe’a, Sortino, Israelsena, Peziera i White’a, Treynora, Jensena, Omega.
Ocena efektywnoéci podejmowanych decyzji pozwala na weryfikacje ich skutecz-
nosci, pozwala na identyfikacje ewentualnych probleméw i dostosowanie strategii

inwestycyjnych do zmian zachodzacych na rynku.
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Nie jest mozliwe, aby w jednym opracowaniu zawrze¢ petny zakres wiedzy na
temat inwestycji finansowych. Jest to dynamicznie rozwijajaca sie dziedzina nauki,
w ktorej na biezaco pojawiaja sie nowe teorie i podejécia badawcze. Zdaniem autora,
do wazniejszych naleza teorie portfelowe, ktére wykorzystuja analize bayesowska
i uwzgledniaja Var i CVar (ang. conditional value at risk) jako miary ryzyka ([13,
104, 119]) .

Nie mozna teZ nie wspomnie¢ o inzynierii finansowej, ktorej burzliwy rozwdj
obserwuje sie w ciagu ostatnich lat. Korzysta ona z analizy stochastycznej rozwi-
nietej w ramach teorii proceséw stochastycznych. Daje ona nowe mozliwo$ci w ob-
szarze zarzadzania ryzykiem, uwzgledniajac w inwestycjach instrumenty pochodne
(kontrakty terminowe, opcje), dajac inwestorom mozliwo$é¢ tworzenia portfeli do-
stosowanych do ich potrzeb w zakresie zwrotéw i ryzyka ([53, 54, 120, 127]).

Wraz ze wzrostem mocy obliczeniowej komputeréw oraz obnizeniem sie kosz-
téw przechowywania danych powstata mozliwoé¢ analizy coraz wiekszej ilosci in-
formagji. Pozwala to na wykorzystanie coraz bardziej zaawansowanych technologii
informatycznych w procesie alokacji aktyw6w czy tez wykorzystanie uczenia ma-
szynowego w procesie zarzadzania portfelem inwestycyjnym (poréwnaj, np. [28,
57, 69, 123]).

Klasyczna teoria ekonomii oparta jest na koncepcji racjonalnych wyboréw
dokonywanych przez konsumentéw. Jednakze zauwazono, ze na decyzje ekono-
miczne czlowieka ma wplyw nie tylko rachunek ekonomiczny, ale réwniez czynniki
psychologiczne, w zwiazku z tym te decyzje nie zawsze sa racjonalne. Spostrzeze-
nie to dato poczatek tzw. finansom behawioralnym, ktore staly sie jedna z najszyb-
ciej rozwijajacych sie dziedzin wspdlczesnych finanséw. Do rozwazan nad zacho-
waniami uczestnikéw rynkéw wlaczaja one zagadnienia psychologiczne, spoteczne
i antropologiczne. Finanse behawioralne sa obszarem obecnych badan autora. Za-

interesowanych tym tematem odsyla sie np. do [16, 23, 62, 128].
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Dodatek matematyczny

Metoda mnoznikéw Lagrange’a

Metoda mnoznikéw Lagrange’a pozwala znalez¢ ekstremum funkgji n zmiennych
u = f(x1,x2,...,Ty), gdy zmienne te sa zwiazane k warunkami dodatkowymi

postaci:

o1(x1, 29, 0y xy) =0,  wo(x1,22,..0,20) =0, .  @r(x1,22,....,2,) =0,

gdzie k < n.

Rozwazmy funkcje @ n+k zmiennych x1, xo, ..., Tn, A1, A2, ..., g, postaci:

D(21, 292, ooy Ty A1, A2y ey M) = (21, X2, oy ) + A1p1(21, T2, oy T )+
+Ao02(21, Ty ooy Tp) + ot
+)\k90k(xla x2, --wxn)-

Warunkiem koniecznym dla istnienia ekstremum funkcji ® w punkcie
(27,5, ..., z},) jest, aby w tym punkcie spetniony byt ponizszy uktad n+ & réwnan

zn + k niewiadomymi 1, 2, ..., Tp, AL, A2, -.ny Akt

1=0, w2=0, ., @r=0,
0P 0P 0P
_— 0’ _— = 0, ooy —-— — U. .
ox1 0x9 o0xy, 0 (3-24)
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Aby stwierdzi¢, czy rozwiazanie (27, 3, ..., x}) ukladu rownan (B.24) odpowiada
minimum czy maksimum funkgji f, nalezy zbada¢ okreslono$¢ macierzy pochod-

nych mieszanych w tym punkcie (patrz [5], [35])-

Wz6r Taylora i Maclaurina

Niech f bedzie funkcja rzeczywista okreSlona na przedziale [a, ],
f ¢ [a,b] — R, majaca na tym przedziale ciagte pochodne do rzedu (n + 1) wlacz-
nie (na koncach przedziatu zaktada sie rézniczkowalno$¢ prawo- lub lewostronna).

Wtedy dla kazdego = € (a, b) prawdziwy jest wzor
(o) (@ —a)F
f@) = @)+ 3 (#9050 4 Ry,
k=1

gdzie f*)(a) oznacza pochodna rzedu k funkcji f w punkcie a, natomiast Ry, (a, )

nazywa sie reszta Peano we wzorze Taylora, dla ktérej spelniony jest warunek

lim Rn(aa ZL‘)
n—00 (:L' — a)"

=0.

W przypadku gdy a = 0, wzér Taylora nazywany jest wzorem Maclaurina.
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Cytaty na temat

» Doznasz recesji i upadkéw na gieldzie. Jeéli nie rozumiesz, Ze to sie wydarzy,
to znaczy, Ze nie jeste$ gotowy, nie poradzisz sobie dobrze na rynkach.

Peter Lynch

* Na gieldzie inwestorzy skladaja sie na nagrode dla najlepszych.

Mirostawa Bieniawska-Toczyska

» Inwestowanie powinno by¢ raczej jak ogladanie schnacej farby lub rosnacej
trawy. Jesli chcesz emocji, weZ 800 dolaréw i ruszaj do Las Vegas.

Paul Samuelson

« Inwestowanie jest jak wchodzenie po drabinie, kazdy wie, jak sie to robi,
lecz nie kazdy wie, gdzie ja przystawic.
Warren Buffett
» Czasami twoja najlepsza inwestycja to ta, do ktérej nie doszlo.

Donald Trump

* Jedli nie mozesz zobaczy¢ 50% spadku swojej inwestycji bez wpadania

w panike, nie inwestuj na gieldzie.
Warren Buffett
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* Jesli chodzi o inwestowanie, pesymizm jest twoim przyjacielem, a euforia
twoim wrogiem.
Warren Buffett
» Wall Street to jedyne miejsce, do ktérego przyjezdzaja ludzie w Rolls-Royce’ach
po porade do tych, ktérzy dojezdzaja tam metrem.
Warren Buffett
e Cztery najbardziej niebezpieczne stowa w inwestowaniu to: tym razem
bedzie inaczej.

Sir John Templeton

» W inwestowaniu to, co jest wygodne, rzadko jest optacalne.
Robert Arnott
e Zainwestuj w siebie. Twoja kariera jest motorem napedowym twojego
bogactwa.
Paul Clitheroe
¢ Wielu inwestoréw popetnia btad kupujac szczyty i sprzedajac dotki, podczas
gdy doktadnie odwrotna strategia jest prawidtowa, aby zwycieza¢ w perspek-
tywie dlugoterminowe;j.
John Paulson
» Inwestowanie jest jak poker. Nalezy gra¢ tylko wtedy, gdy ma sie dobre karty
i wychodzi¢ z gry, gdy sa one stabe, tracac swoja stawke.
Gary Biefeldt
* Jesli przed inwestycja doktadnie nie analizujesz spdtek, masz takie same szanse
na sukces, jakby$ w pokerze nie zagladat do kart.
Peter Lynch
* Jesli dywersyfikujesz, kontrolujesz ryzyko i grasz z trendem, to po prostu

musi dziataé.
Larry Hite
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Bank to takie miejsce, gdzie pozycza ci sie pieniadze, ale tylko wtedy, gdy
udowodnisz, ze ich nie potrzebujesz.
Bob Hope
Kukurydza potrzebuje duzo deszczu, a karczochy nie. Jedli po jednej stronie
drogi posadzicie kukurydze, a po drugiej karczochy, zawsze co$ zbierzecie,
niezaleznie od tego, jaka bedzie pogoda.
Robert A. Haugen

Nie wktadaj wszystkich jajek do jednego koszyka.
przystowie angielskie
Szeroka dywersyfikacja jest konieczna wtedy, gdy inwestorzy nie wiedza,
CO Czynia.
Warren Buffett
W inwestowaniu nie chodzi o pobicie innych w ich grze. Chodzi o kontrolo-
wanie siebie we wlasnej grze.
Benjamin Graham
Nikt by nie pamietat o dobrym Samarytaninie, gdyby miat tylko dobre inten-
cje. By przejs¢ do historii, musial mie¢ tez pieniadze.
Margaret Thatcher
Pieniadze sa po to, aby je wydawa¢. A zatem oszczedzanie jest marnotraw-
stwem.
Oscar Wilde
Jesli chcesz przekonad sie, ile sa warte pieniadze, to sprébyj je od kogo$
pozyczy¢.
Benjamin Franklin
Biedni i klasa $rednia pracuja na pieniadze. U bogatych to pieniadze pracuja

na swoich wlascicieli.
Robert Kiyosaki
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Ludzie ratuja warto$¢ pieniadza, ale nie umieja ratowadé wartosci zycia.

kard. Stefan Wyszyriski

Posiadanie pieniedzy jest lepsze od ich braku, przynajmniej z powodéw
finansowych.
Woody Allen
Nie zalezy mi na tym, by zosta¢ najbogatszym czlowiekiem na cmentarzu.
Pgjé¢ spad, mogac powiedzied, Ze zrobito sie co$ cudownego - to jest dla mnie
wazne.
Steve Jobs
Celem naszego Zycia nie powinno by¢ posiadanie bogactw, lecz bogactwo
bycia.
Erich Fromm
Jest tylko jeden sposob, ktéry pozwoli ci utrzymac bogactwo: wydawaj mniej,
niz zarabiasz, a roznice inwestuj.
Ayn Rand
Jezeli jeste$ w stanie policzy¢ swoje pieniadze, to nie jeste$ bogaty.

J. Paul Getty

Czlowiek jest biedny nie dlatego, Ze nie ma pieniedzy, ale dlatego, Ze nie
pracuje.

Monteskiusz
Lepiej jest siaé¢ i godzine pomysle¢ o swoich pienigdzach, niz przez tydzien
na nie pracowac.

Andre Kostolany

Pieniadze rosna na gateziach drzewa uporu i wytrzymatosci.
przystowie japoriskie
Pieniadze nie kupia ci przyjaciot, ale przynajmniej wrogdéw bedziesz mieé
z wyzszej potki.
Spike Milligan
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Bogactwo jest jak woda morska: im wiecej pijesz, tym wicksze masz
pragnienie.

Arthur Schopenhauer
Nad perty, zloto, drogie kamienie, najwiecej cenie czyste sumienie.

Leszek Wierzchowski

Pieniadze sa tylko $rodkiem do tego, by mdc przesta¢ o nich myslec.
Louis Aragon

Bogatym nie jest ten, kto posiada, lecz ten, kto daje.
Jan Pawel 11

Pieniadze nie maja Zadnego znaczenia, ale dopiero wtedy, kiedy je masz.

Michal Wawrzyniak

Pieniadze ulatwiaja znoszenie ubdstwa.
Alfons Allais
W panstwie rzadzonym dobrze wstyd by¢ biednym. W panistwie rzadzonym
Zle wstyd by¢ bogatym.
Konfucjusz
Dop6ty wspaniale jest mie¢ pieniadze, dopoki nie zagubi sie madrosci
dostrzegania rzeczy, ktérych nie mozna za nie kupic.

Salvador Dali

Niektérzy ludzie sa tak biedni, Ze maja tylko pieniadze.
Bob Marley
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