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Wst�p 
 
 
 

Celem niniejszego opracowania by
o zgromadzenie jak 
najwi�kszej ilo�ci zagadnie� przedmiotu Wytrzyma
o�ci Mate-
ria
ów w niewielkiej broszurze, która ma stanowi � pomoc przy 
rozwi�zywaniu zada� rachunkowych oraz �wicze� projekto-
wych. Opracowanie zawiera gotowe wzory, wskazówki k on-
strukcyjne oraz tabele. Jednak, aby w pe
ni zrozumie� dane 
zagadnienie, nale�y si�gn�� do literatury, której bogata ilo �� 
zosta
a podana na ko�cu opracowania. Znajomo�� samych 
wzorów w �adnym stopniu nie gwarantuje sukcesu w rozwi�-
zywaniu zada�. Ich du�a ró �norodno�� oraz powi�zanie po-
szczególnych zagadnie � sprawia, �e konieczne jest samodzielne 
przerabianie zada� zarówno tych, które pojawi
y si � na �wicze-
niach jak i znajduj�cych si� w obszernych zbiorach zada�.      
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1. Oznaczenia i znakowania 
 

 
 

Napr��enia normalne b�dziemy oznacza� przez σ, styczne 
przez τ. 

Indeks przy σ oznacza o�, do której napr ��enie normalne 
jest równoleg
e. Przy τ wprowadzamy dwa indeksy: pierwszy 
oznacza do jakiej osi jest prostopad
a p
aszczyzna dzia
ania 
napr��enia stycznego, drugi za� � do jakiej osi napr ��enie to 
jest równoleg
e.  

Je�eli normalna zewn�trzna do elementarnego pola 
i napr��enie styczne, wyst�puj�ce na nim, skierowane s� 
w kierunkach jednoznakowych (ró �noznakowych) osi, to takie 
napr��enie styczne uwa�a� b�dziemy za dodatnie (ujemne).  

Na wszystkich �cianach elementu wyst�puje dziewi�� na-
pr��e�:  
- trzy normalne: σx, σy, σz ,  
- sze�� stycznych: τxy, τyz, τzx, τyx, τzy, τxz.  
Te napr��enia nazywamy sk
adowymi stanu napr��enia 
w danym punkcie.  
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2. Podstawowe wzory wytrzyma
o�ciowe dla ró �nych 
rodzajów obci ��e� 

 
Rodzaj obci��enia Wzór ogólny 

rozci�ganie rr k
S

F ≤=σ  

�ciskanie cc k
S

F ≤=σ  

�cinanie tt k
S

F ≤=τ  

zginanie  g
x

g
g k

W

M
≤=σ  

skr�canie s
s

s k
W

M ≤=
0

τ  

nacisk powierzchniowy 0k
S

F
p ≤=  

 
gdzie: 
F � si
a [N], 
S � pole przekroju [mm 2], 
Mg � moment gn �cy [Nm], 
Ms � moment skr �caj�cy [Nm], 
k � napr ��enia dopuszczalne [MPa], 
Wx � wska �nik wytrzyma
o�ci przekroju na zginanie [mm3], 
W0 � wska �nik wytrzyma
o�ci przekroju na skr�canie [mm3], 
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3. Prawo Hooke�a, liczba Poissona 
 

 

∆l � wyd
u �enie / skrócenie 
bezwzgl�dne 

ε � wyd
u �enie / skrócenie 
wzgl�dne 

 

l

l∆=ε       lll −=∆ 1
 

Pierwsza posta� prawa Hooke�a  εσ ⋅= E  

Druga posta� prawa Hooke�a  
AE

lP
l

⋅
⋅=∆  

E � wspó
czynnik proporcjonalno �ci, modu
 Younga, dla 
danego materia
u wyznaczany do�wiadczalnie. 

 
 

odkszta
cenie pod
u�ne  
l

l
pod


∆=ε    

odkszta
cenie poprzeczne  
b

b

a

a
poprz

∆=∆=ε  

aaa −=∆ 1
 

bbb −=∆ 1
 

 

Liczba Poissona   

pod


poprz

ε
ε

ν =  
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4. Rozwi�zywanie zada� statycznie niewyznaczalnych 
 

Gdy przyj�ta zmiana d
ugo�ci pr�ta jest zgodna z danymi 
oraz za
o�onymi wp
ywami, to uzyskuje ona znak plus (+), 
w przypadku przeciwnym minus (-). 

Na pocz�tku rozwi�zania zadania zak
adamy przypusz-
czalne odkszta
cenie uk
adu oraz zak
adamy si
y, wr az 
z kierunkami i zwrotami.  

Gdy efekty dzia
ania poszczególnych za
o �onych si
 (tzn. 
odkszta
cenia wywo
ane przez nie) s� zgodne z za
o�onymi 
odkszta
ceniami, to otrzymuj� one znak (+). Gdy zadane 
wp
ywy (si
y, zmiany temperatury, b
�dy monta�owe) wywo-

uj� odkszta
cenia zgodne z za
o�onymi, to odkszta
cenia te 
uzyskuj� znak dodatni. W przeciwnych przypadkach, sk
ado-
we odkszta
ce� otrzymuj� znak minus (-).  

 
Je�li za
o�yli�my wyd
u�enie pr�ta, to odkszta
cenie uzy-

skuje znak 
(+) gdy: (-) gdy: 

- si
a w pr�cie jest rozci�gaj�ca, 
- pr�t uleg
 ogrzaniu, 
- pr�t wykonano za d
ugi 

- si
a w pr�cie jest �ciskaj�ca, 
- pr�t uleg
 ozi�bieniu, 
- pr�t wykonano za krótki. 

 
 Je�eli za
o�yli�my skrócenie pr �ta, to odkszta
cenie 
uzyska znak 

(+) gdy: (-) gdy: 
- si
a w pr�cie jest �ciskaj�ca, 
- pr�t uleg
 ozi�bieniu, 
- pr�t wykonano za krótki, 

- si
a w pr�cie jest rozci�gaj�ca, 
- pr�t uleg
 ogrzaniu, 
- pr�t wykonano za d
ugi. 
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5. Zagadnienie spi�trzenia napr��e� (wybrane przypadki) 
 

nomtK σσ ⋅=max
 

 

 

a

t d

r
BK �

�

�
�
�

�≈  

dt

P

A

P
nom ⋅

==σ  

 
D/d B a 
2,00 1,100 -0,321 
1,50 1,077 -0,296 
1,15 1,014 -0,239 
1,05 0,998 -0,138 
1,01 0,977 -0,107 

 

 

 

( ) tdD

P

A

P
nom ⋅−

==σ  
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6. Momenty statyczne i momenty bezw
adno�ci pól figur 
p
askich 

 
Momenty statyczne:  

�=
A

x ydAS        �=
A

y xdAS  

Po
o�enie �rodka ci��ko�ci:  

 
A

S
x y=0

     
A

S
y x=0

 

 
 

Momenty bezw
adno�ci: 

�=
A

x dAyI 2      �=
A

y dAxI 2  
Promienie bezw
adno�ci: 

A

I
i x
x =    

A

I
i y

y =  

Dewiacyjny moment bezw
adno�ci, moment od�rodkowy lub 
moment zboczenia: 

�=
A

xy xydAI  

Biegunowy moment bezw
adno�ci: 

�=
A

dAI 2
0 ρ   lub   

yx III +=0
 

Równoleg
e przesuni �cie osi, 
twierdzenie Steinera 
W przypadku gdy pocz�tek 
uk
adu wspó
rz �dnych x0, y0 
jest �rodkiem ci��ko�ci figury: 

AaII xx
2

0 +=    
AbII yy

2
0 +=  

abAII yxxy += 00
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Zale�no�ci pomi�dzy momen-
tami bezw
adno�ci i monetami 
dewiacji wzgl�dem osi obró-
conych.  

 

 
 

( ) ( ) αα 2sin2cos5,05,01 xyyxyxx IIIIII −−++=  
( ) ( ) αα 2sin2cos5,05,01 xyyxyxy IIIIII +−−+=  

( ) αα 2cos2sin5,011 xyyxyx IIII +−=  

 
G
ówne osie bezw
adno �ci, g
ówne momenty bezw
adno �ci: 
 

( ) ( ) 22
max1 45,05,0 xyyxyx IIIIIII +−++==  

( ) ( ) 22
min2 45,05,0 xyyxyx IIIIIII +−−+==  

yx

xy
g
 II

I
tg

−
−=

2
α

 
 

 
W zorientowaniu si� co do po
o�enia osi g
ównych pomocne 
s� nast�puj�ce wskazówki: 
- je�li Ix>Iy to αg
 jest k�tem mi�dzy osi� x i osi� Imax, 
- je�li Jx<Iy to αg
 jest k�tem mi�dzy osi� x i osi� Imin 
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7. Wyznaczenie momentu dewiacyjnego Ixy dla k�townika  
  

W tablicach, do projektowania konstrukcji stalowych, nie 
s� podane warto�ci momentów dewiacyjnych, których znajo-
mo�� jest nieodzowna do wyznaczenia g
ównych centralnyc h 
momentów bezw
adno �ci oraz kierunków g
ównych, dla 
rozpatrywanego przekroju z
o�onego. W celu wyznaczenia 
momentu dewiacyjnego skorzystamy ze wzorów na g
ówn e 
momenty bezw
adno�ci i po odj�ciu ich stronami uzyskamy: 

 

2

2

21 2
2 xy

yx I
II

II +��
�

�
��
�

� −
=−  

 
W tablicach, do projektowania konstrukcji stalowych, kie-

runek maksymalnego momentu bezw
adno�ci oznaczony jest 
przez �, natomiast kierunek minimalnego momentu bezw
ad-
no�ci oznaczony jest przez �. Uwzgl�dniaj�c to 
i przekszta
caj�c otrzymamy wzór: 
 

22

22 ��
�

�
��
�

� −
−��

�

�
��
�

� −
±= yx

xy

IIII
I ηξ  

  
Znak momentu dewiacyjnego zale�y od po
o�enia k�townika 

nierównoramiennego w stosunku do uk
adu osi central nych xy. 
W rozpatrywanym przypadku w pierwszej i trzeciej �wiartce 
uk
adu wspó
rz �dnych, w których iloczyn wspó
rz �dnych x•y 
jest dodatni, znajduje si� wi�ksza cz��� pola figury (na powy�-
szym rysunku s� to ciemniejsze fragmenty figury). 
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8. Momenty bezw
adno�ci, dewiacji, wzgl�dem osi 
centralnych (w
asnych) figur 

 

 

1

3

12x

a h
J

⋅=   
2

3

12x

h a
J

⋅=  

1 2
0x xD = , poniewa� osie x1, x2 

s� osiami symetrii prostok�ta 

 

1

3

36x

b h
J

⋅=       
2

3

36x

h b
J

⋅=  

1 2

2 2

72x x

b h
D = −  

 
Znak we wzorze na dewiacj� zale�y od po
o�enia trójk �ta tzn. 

czy wi�cej jest obszarów w trójk �cie, w których iloczyn wspó
-
rz�dnych 

1 2x x⋅  jest (+) czy w których iloczyn 
1 2x x⋅  jest (-). 

 

1 2

2 2

72x x

b h
D = −  

 

1 2

2 2

72x x

b h
D = +  

 

1 2

2 2

72x x

b h
D = +  

 

1 2

2 2

72x x

b h
D = −  
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��

���

�

 

1 2

4

4x x

R
J J

π ⋅= =  

1 2
0x xD =  

 
1

40.1098xJ R= ⋅       

2

4
40.3927

8x

R
J R

π ⋅= = ⋅  

1 2
0x xD =  (o� x2 jest osi� symetrii) 

 

 
1 2

40.0549x xJ J R= = ⋅  
 

1 2

40.0165x xD R= − ⋅  

 

1)  2)  

3)  4)  

dla 1) i 4)  
1 2

40.0165x xD R= − ⋅  

 
dla 2) i 3) 

1 2

40.0165x xD R= + ⋅  
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9. Napr��enia w belkach zginanych 

 
Napr��enia normalne w dowolnym w
ók-
nie A odleg
ym o y od osi oboj�tnej, obli-
czamy ze wzoru: z

g
A I

yM ⋅
=σ  

 
gdzie: Mg � moment zginaj �cy w danym przekroju poprzecz-
nym, y � odleg
o �� punktu A od osi oboj�tnej, Iz � moment 
bezw
adno�ci przekroju poprzecznego wzgl�dem osi oboj�tnej. 
 
Napr��enia σ przyjmuj� warto�ci ekstremalne σ1, σ2 
w skrajnych w
óknach.   
 

1
11 W

M
h

I

M

z

g =⋅=σ  

2
22 W

M
h

I

M

z

g −=⋅−=σ  

przy 
czym 1

1 h

I
W z=   

2
2 h

I
W z=  s� wska�nikami wytrzyma-


o�ci przekroju na zginanie. 
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Napr��enia styczne w warstewkach belki 
równoleg
ych do warstwy oboj �tnej obli-
czamy ze wzoru (wzór 	urawskiego): ( )yz

yy
z

yx bI

ST

⋅
⋅

=
−

τ  

 
gdzie: 
T − si
a poprzeczna w danym przekroju poprzecznym belki, 
τyx − �rednie napr��enia styczne w przekrojach belki równo-

leg
ych do warstwy oboj�tnej (zerowej), 
Iz − moment bezw
adno�ci przekroju poprzecznego wzgl�-

dem osi oboj�tnej, 
Sz − moment statyczny wzgl�dem osi oboj�tnej tej cz��ci 

przekroju poprzecznego, która zawarta jest mi �dzy 
wspó
rz �dnymi y i ymax odmierzanymi od osi oboj�tnej 
pokrywaj�cej si� z osi� z, 

b(y) − szeroko�� przekroju poprzecznego belki na poziomie 
okre�lonym wspó
rz �dn� y. 
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10. Metoda Clebscha 
 
Wyznaczanie przemieszcze� w belkach zginanych �  metoda 
ca
kowania równania ró �niczkowego linii ugi�cia. 
 
Równanie ró �niczkowe linii ugi�cia belki 
o sta
ej sztywno�ci, poddanej czystemu 
zginaniu (T=0) ma posta�: 

( )xM
dx

yd
EI =

2

2
 

 

 

Ca
kuj�c powy�sze równanie 
wyznaczymy funkcj� k�ta prze-
krojów poprzecznych 
 

( )� +=⋅= CdxxMEI
dx

dy
EI ϕ  

Po ponownym sca
kowaniu otrzymujemy równanie linii ugi�cia 
( )[ ]� � ++= DCxdxdxxMEI  

C i D s� sta
ymi ca
kowania, które mo �na wyznaczy� 
z warunków brzegowych oraz z warunku ci �g
o�ci osi od-
kszta
conej.  
Warunki brzegowe dla 

belek prostych  
Regu
y przy zapisywaniu wyra�enia na moment zginaj�cy 
i przy jego ca
kowaniu: 
1. Pocz�tek uk
adu wspó
rz �dnych przyjmujemy w jednym 

z ko�ców belki. 
2. Je�eli obci��enia ci�g
e ko�czy si� w okre�lonym punkcie 

belki, konieczne jest przed
u�enie go do ko�ca belki 
z jednoczesnym dodaniem równowa �nego obci��enia ze 
zwrotem przeciwnym.  
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Funkcj� M(x) zapisuje si� od razu dla ca
ej belki w ten spo-
sób, by mo �na by
o zaznaczy�, gdzie ko�czy si� wyra�enie 
okre�laj�ce moment zginaj�cy w danym przedziale (w dal-
szej cz��ci czynimy to za pomoc� kresek pionowych 
z odpowiednimi indeksami). Przy obliczaniu ugi�cia lub 
k�ta obrotu w danym przekroju wykorzystujemy równa-
nie tylko do kreski oznaczaj�cej koniec przedzia
u, w któ-
rym znajduje si� ten przekrój. 

3. Je�eli ai s� wspó
rz �dnymi punktów przy
o �enia si
 skupio-
nych Pi lub pocz�tków obci ��enia ci�g
ego qi to 

w wyra�eniach na M(x) typu Pi(x-ai) lub ( )
2

2
i

i

ax
q

−   nie 

nale�y rozwija�, przy ca
kowaniu, wyra�e� w nawiasie. 
Ca
kowanie prowadzi si� wg. schematu 

( ) ( )
C

n

ax
dxax

n
in

i +
+

−
=−�

+

1

1
 

Moment skupiony M ca
kujemy wzgl�dem zmiennej (x-ai), 
gdzie ai jest wspó
rz �dn� punktu przy
o�enia M. St�d te� 
w funkcji M(x) wyraz ten zapisujemy w postaci M(x-ai)

0.  
4. Sta
e ca
kowania umieszczamy na pocz�tku prawej strony 

równa � dla k�ta obrotu i ugi�cia belki.  
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11. Po
�czenia nitowe 
 

 

n � liczba nitów,  
m � liczba przekrojów �cina-

nych w nicie 
n� � liczba nitów w oblicza-

nym, niebezpiecznym 
przekroju blachy 

 
 

1) Warunek na �cinanie nitów  t
t

t k
d

mn

P

Fmn

P ≤
⋅⋅

=
⋅⋅

=

4

2π
τ

 

2) Warunek na naciski 
powierzchniowe d

d
d k

gdn

P

Fn

P ≤
⋅⋅

=
⋅

=σ
 

3) Warunek na rozci�ganie 
p
askowników w przekroju 
niebezpiecznym, os
abio-
nym otworami na nity 

r
r

r k
gdngb

P

F

P ≤
⋅⋅−⋅

==
’

σ  

 
Ft � przekrój poprzeczny nita,  
Fd � przekrój �rednicowy nita,  
Fr � przekrój os
abiony otworami na nity 
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Kszta
towanie po
� cze�  nitowych 
 

 
 

Wymiar Symbol 
wymiaru 

Warto��  wymiaru 

po
. zak
adkowe (3 - 5) d podzia
ka 
po
. nak
adkowe 

t 
(4 – 7) d 

odleg
o��  rz� dów nitów a (0,6 – 0,8)t lub (2 – 3)d 
blach e (1,5 – 2,5) d odl. skrajnych nitów 

od kraw� dzi nak
adek e1 (1,5 – 2,5) d 
odl. kraw� dzi � ci��  od osi nitów e2 (1,5 – 2) d 

 
Wskazówki konstrukcyjne: 
- grubo��  nak
adek jednostronnych powinna wynosi�  gn>1,1g, 

za�  ka� dej nak
adki dwustronnej gn>0,65g; przy spe
nieniu 
tego za
o� enia mo� na nie sprawdza�  wytrzyma
o� ci nak
a-
dek na rozci� ganie; 

- w najbardziej obci�� onym przekroju blachy, tzn. w skrajnym 
rz� dzie nitów, nale� y umieszcza�  – w miar�  mo� liwo�ci – 
tylko 1 nit, co umo� liwia zminimalizowanie os
abienia blachy; 

- zgodnie z PN w szwach wielorz� dowych stosuje si�  maksy-
malnie 5 rz� dów nitów lub 5 nitów (w kierunku dzia
ania 
obci�� enia); 

- ka� dy element mocuje si�  co najmniej dwoma nitami; 
- naro� a pasów i nak
adek � cina si�  uko�nie w celu unikni� cia ich 

odginania oraz powstawania szczelin sprzyjaj� cych korozji.  
 
























































































